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  ا�45ل ا�A	�ث

@Öb�ãcÕİäß@@bíbšÓòè¦a@ @
Systems of propositional Modal Logic@ @

 �N;ا�� 	�	N8�
وم، ,� ھذا ا�45ل ���	ء �	 ���$ ا�3�	ق ا��	د�� ���طNق ��
��NN، و��NNث  Kوا�NNذي ��NNAل  ،K ،T ،D ،S4 ،S5 ،B: وھ�NN ا�3�NN	ق	�
;	 ا3NN��

 $NNت إ�	��NN�
NNوم �	��NN"دام أ�NNB	ر ا�NN4دق ، NNAم ��Kظ;NNر ا�3�NN	ق اNN"3رى &�و
�	ت��  . ��رھ	ن ھذه ا��و

�NNرف ا���NNNق ا�NNN4وري �)�NNN
�NNNB&ل  NNN	م، وذ�NNNك ���د�NNNد �&و�	��NNN ) ا���ط
��	��	& ���	�  : ا3

  ).��ر ا���ر,�(و���8;	 ا�ر�وز ا3و��� ) أ��د�� ا���ق(ر�وز ا���ق ) 1(
)2 ( �NN, �7�N4 ل&NNB� قN��وا Nد ��N	ء ا�NN4�N�� Y�ن أي ��N	�NN� Eن ر�Nوز ا��

�قا��.  
)3 ( �N, Y�N4ن ا�N� �N�Qز� �N و��� �Nھ �Nق، وا��N����و � �د�;�	ت ا��

)2.(  

	ق) 4(�B9وا د ا�.  
��NN"دام �وا NNد ) 5(	� �NN�	�;�ن �دNN� 	NN;�	م �رھ�NN� �NNق، وا��NN���رھ�NN	ت ا��

	ق�B9ا.  

1.3<íã¢]<^è^–Î<ÐŞß¹<íè�^ÃÖ]<Ñ^ŠÞù]V< <

1.1.3<<ÐŠßÖ]KV< <
�K&و�	ت ا���ق 

(١٦)  

)1 ( ��Q	;�9 ق ر�وز�  )أ��د�� ا���ق(���
 …,A1, A2,…B1, B2وھNذه ا��Nروف ودN;�Q9	  A, B, C,…ا��Nروف ) أ(

��Q	8
�Nد وھ�	 ا�Nرا�ط�ن ا3و��N�ن وا�ر�Nز  ∨، : ا�ر�زان. �د وھ	 ا���7�رات ا�
��$ �وّ�� ا�8رورة Lا3و�� � .  
  . �د وھ�	 �وس ا�V/ق و�وس ا�P�5  �$ ا��ر��ب) و(ا�ر�زان ) ب(

                                           
�ق  -١٦��	� ���K �&��ر& �
  .�&ر��	ً ���	�م ا���ط
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  : ا�4�Y ا��� ��&ون ��ب ا�
	 د��ن���و � ) 2(
  . �&ون 4�7	ً ) 1(ا���7�رات ا�
8	Q�� ,� ) أ(
  . أ�8	ً  ن	4� α ،α ∨ β �7ن ,Sن �4�α ،β �7إذا &	�ت ) ب(

�Nق) ب(ا��ذ&وران ,�  α ،βا�ر�زان ��� ��Q�Bن ا���7 ا�� 	�وإ��N	 �Nن  ،��
  .�	 وراء ��7 ا���ق

  ،Vا�NNNرا�ط�ن ا3و��NNN�ن �	��NNN"دام  ↔، →، NNN� :Λد"ل ا�NNNروا�ط اNNN"3رى
�ب ا���ر�5	ت أد�	ه�.  

�1�ر�ف: 

K ∧ L ≡ E�  ( K ∨  L) 

�2�ر�ف: 

K → L ≡ E�  K ∨ L 

�3�ر�ف: 

K ↔ L ≡ E� (K → L) ∧ (L → K) 
��$ �و��  Mا��و�� ����	&�Vط� ا��و��  ا�  .Lو��م ��ر��5 �وا
�4�ر�ف: 

MP ≡ E�  L  P 
  :ا��د�;�	ت) 3(

  :��ف �ن�� K�د�;�	ت ا���ق 
)1 ( �NN,ر��NN	ب ا�
NN8	�	 أي ���ENN ا�NN4�Y ا���� �NN�ا��&رار Y�NN4ا� ENN���

  :�وا�ط� ا��د�;�� ا��	���
  . �&ون �د�;�� 4α��7 �&رار�� �ن ��	ب ا�
8	�	 S,ن  αإذا &	�ت : �ق

  :ا��	��� Kو�ن ا��د�;�� ) 2(
   K :L(P → Q) → (LP → LQ) ا��د�;��


	ق) 4(�B9وا د ا�:  
�ق � �,K /A ق�و�د	
�B/� وا د�  : ث 

)1 (E8ن : ا�و�β → α وα  ق�B�β.      
 … ,K1, K2 ا��� ��وي ا���7�ر أو ا���7�رات �αن ا�4��7 : ا9���دال) 2(

, Kn  �7�4ق ا��B�β  �, رات�ر أو ا���7�دال &ل ظ;ور �;ذا ا���7��� α�وا�ط� ا
  . �$ ا��ر��ب α1, α2, … , αn��ي 4��7 

  .�B�Lαق  �αن : ا�8رورة) 3(
 α1, α2,…αnھNNو ���	��;��� �NN�NN� �NNن ا�NN4��NN,K  Y ا���NNق ) ا��رھNN	ن(


� �ن ا�N4��αi )i=1, 2,…,n ( Y�ث إن أي 4��7 �B� �7�4 أو ��;�ھ� �د
�NN��	ا���� �NN, 	;
�NN�� �NNدال أو  ،ا����NN�وذ�NNك �	��NN"دام �	 NNدة ا�وENN8 أو ا9

��N,K . $�N ا���Nق  αnھذا ا��رھN	ن ھNو �رھN	ن . أو ا���ر�ف ا�8رورة�αn 

  . Kا���ق  ��رھ��
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 Y�NN4ن ا�NN� �NN�;ا���� �NN��	ت ا����NN�	& إذاα1, α2,…αn  ً	NN�	ق  �رھNN� �NN,K ا��
�ر�Nف  ،�N,K ا���Nق  �رھ	�	ً  �&ون أ�8	S,α1, α2,…αk  ًن  k<nو&	ن � �N��� �N�3

إن ھNNذا ���NN& �NNذ�ك أن &NNل . �K�رھ��NN, �NN ا���NNق  αkوھ&NNذا �&NNون ) ا��رھNN	ن(
 �K�ث �&ون �رھ	ن &ل �د�;�� ,�  ،Kق ھ� ��رھ�	ت ,� ا��� K�د�;�	ت ا���ق 

	;�  .  �	رة  ن ���	��� ذات �د وا�د ھو ا��د�;�� �5
 �N, 	;د�"�N��� �Nوا�� 	�	N8
��ورد أد�	ه �	��Q ا�4�Y ا��&رار�� ���	ب ا�

�NNده KھNNذا ا���NNق � �NN��	ق ا��	NN���NN8�ف  NNدداً . وا�3  ً	NN���&NNل NN4�NN�� �7$  �ر�
 ً	
��ط�E ا�ر�وع إ��;	 ,� ا��راھ�ن �9� .  

��ر�ز �وا�ط� �قi ر	: إ�$ اً ا"�4 	�	8
ا�4��7 ا��&رار�� ���	ب ا�
  �&NNNل �NNNن ا�NNN4�Y ا��&رار��NNN أد�NNN	ه  �NNNد�	 �NNNرد ,� (i=1,2,…,24)  �NNN�NNNث

 . ا��راھ�ن

  P → (P ∧ Q)  �1ق

 Q → (P ∧ Q)  �2ق

  ((P → (Q ∧ R)) → (P → R)) → (P → Q)  �3ق

  P → (Q → (P ∧ Q)  �4ق

  (P ↔ Q) → ((Q → P) → (P → Q))  �5ق

 (P → R) → ((Q → R) → (P → Q))  �6ق

 P → (Q → R) → ((P ∧ Q) → R))  �7ق

 ((S → (P ∧ R)) → (Q → (R → S))) → (P → Q)  �8ق

 P → (P ∨ Q)  �9ق

 Q → (P ∨ Q)  �10ق

 ((Q → (P ∨ R)) → ((R → Q) ∧ (P → Q))  �11ق

 P ↔   P  �12ق

  ( P ∧  Q) ↔ (P ∨ Q)  �13ق

  ( P ∨  Q) ↔ (P ∧ Q)  �14ق

 ( Q →  P) ↔ (P → Q)  �15ق

 (Q ∨ P) ↔ (P ∨ Q)  �16ق

 (Q ∧ P) ↔ (P ∧ Q)  �17ق

 (P V (Q ∨ R)) ↔ (V R (P ∨ Q))  �18ق

 (P ∧ (Q ∧ R)) ↔ (R ∧ (P ∧ Q))  �19ق

 P ↔ (P ∨P)  �20ق

 P ↔ (P ∧ P)  �21ق

 (P → Q) → (P ↔ Q)  �22ق

 (Q →P) → (P ↔ Q) �23ق

 (P → Q) → (P ↔ Q)  �24ق
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  :ا���رھ�	ت) 5(
 L(P ∧Q) → (LP ∧ L Q) رھ���� K1 

 ا��رھ	ن
1.  (P ∧ Q) → P �1ق 
2. L((P ∧ Q) → P) 1, ا�8رورة 
3. L(P → Q) → (LP → L Q) K��;�ا��د 
4. L((P ∧ Q) → P) → (L((P ∧ Q) → LP) 3, (P Λ Q/P), (P/Q) دال��� ا
5. L((P ∧ Q) → LP 2,4 E8ا�و 
6.  (P ∧ Q) → Q �2ق  
7. L((P ∧ Q) → Q) 6, ا�8رورة 
8. L((P ∧ Q) → Q) → (L((P ∧ Q) → L Q) 3, (P Λ Q/P) دال��� ا
9. L((P ∧ Q) → LQ 7,8 E8ا�و 
10.  (P → Q) → ((P → R) → (P → (Q ∧ R))) �3ق 

11. 
(L(P ∧ Q) → LP) → ((L((P ∧ Q) → L 

Q) → (L(P ∧ Q) → (LP ∧ L Q))) 

 ,(L(P ∧ Q)/P) ,10 ا���دال

(LP/Q), (LQ/R)  
12. (L(P∧ Q) →LQ)→(L((P∧Q)→(LP ∧ LQ)) 5,11 E8ا�و 
13.  L(P ∧ Q) → (LP ∧ LQ) 9,12 E8ا�و 

  

(LP ∧ L Q) → L(P ∧ Q) رھ���� K2  
  ا��رھ	ن

1. Lp  → L ( Q → ( P ∧ Q ) �1ق ،�4ق 

2. L ( Q → ( P ∧ Q )) → (LQ → L (P ∧ Q )) 
 ا���دال ،K ا��د�;��
(Q/P)، (P∧Q/Q) 

3. (Lp ∧ LQ) →  L (P ∧ Q ) 1 ،2 �8ق 
 

  L(P ∧ Q) ↔(LP ∧ L Q) رھ����K3  
 ا��رھ	ن

1. L(p Λ Q) → (LP Λ L Q) K1   ��رھ��
2. (LP ∧ L Q) → L(P ∧ Q) K2   ��رھ��
3. (P → Q) →((Q → P) → (P ↔ Q)) 5ق� 

4. 

(L (P ∧ Q) → (LP ∧ LQ)) → (((LP ∧ 

LQ)) → (L(P ∧Q) → (L(P ∧ Q) ↔ 

(LP ∧ LQ))) 

 ا��NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN�دال
3,(L(p∧Q)/P),(LP∧ LQ/Q) 

5. 
((LP∧LQ) → L(P ∧ Q)) → (L(P ∧ Q) 

↔ (LP ∧ LQ)) 
1,4 E8ا�و 

6. L(P ∧ Q) ↔(LP ∧ L Q) 2,5 E8ا�و 
��$ �وز�E ا��و��  K3ا���رھ�� �L. 
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 α → β      Lα → Lβ �1�رھ�� �Bدة ا 	�
	ق )E�1( 

 ا��رھ	ن
1. α → β م 
2. L(α → β) 1, ا�8رورة 
3. L(α → β) → (Lα → Lβ) K, (α/P), (β/Q) دال��� ا
4. Lα → Lβ 2,3 E8ا�و 

  

 (LP ∨ L Q) → L(P ∨ Q) رھ����K4   

 ا��رھ	ن
1. LP → L(P ∨ Q) E�  9، �ق1
2. LQ → L(P ∨ Q) E�  10، �ق1
3.  (LP ∨ L Q) → L(P ∨ Q) 1,2 �11ق 

 

 α ↔ β      Lα ↔ Lβ ق  �2�رھ��	
�Bدة ا 	�)E�2( 

 ا��رھ	ن
1. α ↔ β م 
2. α → β 1 �22ق, 
3. Lα → Lβ E�1 2, 
4. β → α  1 �23ق, 
5. Lβ → Lα E�1 4, 
6. Lα ↔ Lβ 3,5 �6ق  

��	 ا��	��� ھ� إ�دى أB&	ل �	 دة ا9���دال و��ص  �$ أ��	
�Bدة ا 	��ن : 

�	��واN;Q	  αا��� �"��ف  ن  β ��رھ����Bق ا� ��λوي ا�4��7  ا��� αا���رھ�� 

��N	رة أ"Nرى إذا . ��رھ�δ ↔ λ �Nإذا &	�Nت ) ,N&� �N	ن أو أ&NAر( δ �$ ا�4��7 �

��ض  ن  δ ↔ λ�رھ�	 أن ��,�N أي ��رھ�N4��� �Nول  δ�وا�ط�  λ,��&��	 أن �

  ). �&	,ؤ :ا"�4	ر �&���(�ك : ��ر�ز �;ذه ا�
	 دة �وا�ط� . �$ ��رھ�� أ�8	ً 
  LP ↔  M  P رھ����K5    

 ا��رھ	ن
1. P ↔   P 12ق� 
2. LP ↔   LP 1,(LP/P) دال��� ا
3. LP ↔   L   P 2, (  P/P) دال��� ا
4. LP ↔  M  P 3, 4ف�ر�� 

�NNدال  5ا���رھ���NN� NN&Mذ�ك ,SNNن ��ر�NNف ا��و� M،  �NN�وا�NNط�  NN��&��L	 �NNن ا
�ط� �وا M��&��	 �ن ا���دال  L ��ر  �و�A&ل أ&B�ن  ،وھ&ذا، وN� E�	N�� أي �N, ��S,
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وم �	��NN�دال &NNل  Mو Lا��NNو�;�ن �NN�L  ط�NN���NNث إن  ،L�وا�NNط�  Mو&NNل  M�وا
��N�دل  ،�دُ"ل أو ��ذف ��	Bرة ��ل و��	Bرة ��د ��N	�E ا��Nو�;�ن و ��  ً/AN� �Nا�ر�ز �

LM  ط�NN�  L M ML�وا�NNط� MMM ،M LLM �وا�NNط�   ML ،LLL�وا
��� ھذه ا�
	 دة .وھ&ذا��  . �(L-M)�	دل : 

  M(P ∨ Q) ↔ (MP ∨ MQ) رھ����K6   

 ا��رھ	ن
1. L( P ∧  Q) ↔ (L  P ∧ L  Q) K3رھ����, ( P/P), ( Q/Q) دال���  ا
2.  M  ( P ∧ Q)↔( MP ∧ MQ) دل	1 ��, (L-M) 
3.  M(P ∨ Q) ↔ ( MP ∧  MQ) 2 �13ق,  
4. M(P ∨ Q) ↔ (MP ∨ MQ) 3 �ق, 

2.1.3<<ÐŠßÖ]TV< <

ا��د�;�4��T.  �Nل  �$ ا���ق  8S�K	,� �د�;�� أ"رى إ�$ �د�;�	ت ا���ق 

5�� Tا��8	,� ���ل ا9�م �.  

  T: LP → Pا��د�;�� 

��Nث  ،Kأ�وى �ن ا���ق ا��	�ق  T�P�4 ا���ق ا��د�د  8S�T	,� ا��د�;�� 

وا���K  �NN�ENN ��رھ�NN	ت ا���NNق و�&NNن �. ,� �NN��NN��&	 �رھNN	ن ��رھ�NN	ت أ&NNAر  NNدداً 

 ً	����Nن  �Nزءاً  � ،K�Nث أP�N4 أ�N8	N;��T  ً	 �N&ون ��رھ�N	ت ,�N ا���Nق  �رھ�	 

  .Kا���ق  �;	 ,�	9 ��&ن �رھ �Tن ا���ق  � ا��	���ا���رھ�. Tا���ق 
 P → MP رھ����T1   

 ا��رھ	ن
1. L P →  p T ��;�ا��د, ( P/P) دال��� ا
2. P →  L P 1 �15ق,  
3. P → MP ف�ر��4 2,  

3J1J3<<ÐŠßÖ]D<EêÎø}ù]<�ŠËjÖ]DV< <
. N4��Dل  �N$ ا���Nق  Kإ�$ �د�;�	ت ا���Nق  8S�LP → MP	,� ا��د�;�� 

أي �N�س �Nن ( ��S,P �ن ا���&ن  Pا��د�;�� ��ص  �$ أ�� إذا &	ن �ن ا�8روري 
���N أن &Nل �N	 ھNو  SN,LP → MPن ا��د�;��N  ،وھ&Nذا). Pا�N8روري أN&� 9ون �

�NNNً  إ�زا�	و��NNN�5�NNN�راً  ،� �NNN�NNN&ون �� $�NNN�  ، و�;NNNذا ,SNNNنأ"/��NNN	ً  وھNNNذا ا��5�NNN�ر �
LP→MP ��;�د� $���)١٧(

D  $إ� 	,�;	8S� 4ل	ق ا����ق  Kو���$ ا����	�D.  

  D :LP → MPا��د�;�� 

                                           
17- deontic. 
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 M(P → P) رھ����D1    
 ا��رھ	ن

1. P → P ق� 
2. L(P → P) 1,  دة 	�  ا�8رورة
3. L(P → P) → M(P → P) D �ا��د�;� , (P → P/P) دال��� ا
4. M(P → P) 2, 3 E8ا�و 

4.1.3<<ÐŠßÖ]S4V< <
 �7�NN4ل ا�NNA� ،ت	NN;ن ا��و�NN� E�	NN�� $NN�  Y�NN4ض ا�NN�، NN���LP→LLPوي �

�7�NN4ذه ا�NNرأ ھNN
�NNن أن �&NNون ,NN� �NN�Sن ا�NN8روري  Pإذا &NN	ن �NNن ا�NN8روري : �
  . Pا�8روري 

ا�و��دة  �8S	,� ا��د�;���5�;	  Tھ� �&و�	ت ا���ق  S 4إن �&و�	ت ا���ق 
  LP → L LP: 4ا��د�;�� :ا��	���

 �NN, ����NN4 �NN�;�ذه ا��دNNل أن ھNN45ذا ا�NNھ �NN, ً	NN
��NN�رھن �9S4  تNN�و��
  .Kو �4T��� ,� &ل �ن 

 MMP → MP رھ����S4 (1)  

 ا��رھ	ن
1. L P → LL  P دال���  4ا��د�;�� ( P/P) ,ا
2.  MP →  M MP دل	1 ��, (L-M)   
3.  MMP → MP 2 �15ق, 

  

 LP ↔ L LP رھ����S4 (2)  

 ا��رھ	ن
1. LPP → LP دال���  Tا��د�;��, (LP/P) ا
2. LP ↔ L LP �5ق��;�1,4 ، ا��د 

  

 MP ↔ M MP رھ����S4 (3)  

 ا��رھ	ن
1. MP → M MP T1رھ����, (MP/P) دال��� ا
2. MP ↔ M MP 1 ، ��رھ���5ق, S4(1) 

  

 MLMP → MP رھ����S4 (4)   
 ا��رھ	ن

1. LMP → MP T��;�ا��د, (MP/P) دال��� ا
2. MLMP → MMP E�3 1,  
3. MLMP → MP 2 ��رھ��، �5ق, S 4(1)  

  

 LMP → LMLMP رھ����S4 (5)  
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 ا��رھ	ن
1. LMP → MLMP T1رھ����, (LMP/P) دال��� ا
2. LLMP → LMLMP E�1 1, 
3. LMP → LMLMP 2, S 4(2)ك، ��رھ��� 
 LMP ↔ LMLMP رھ����S4 (6)  

 ا��رھ	ن
1. LMLMP → LMP E�  S 4(4) ��رھ��, 1
2. LMP ↔ LMLMP �1�رھ��, �5ق, S 4(5)   

5.1.3<<ÐŠßÖ]S5V< <
  :�E إ8	,� ا��د�;�� ا��	����5�;	  Tأ�س ھذا ا���ق ھ� أ�س ا���ق 

  E :MP → LMPا��د�;�� 
���رھن �9
	ً ,� ھذا ا�45ل أن ھذه  �N, ����4 ��;�ا��دS5  �N, �NQط	و"

  .S4و Tو K &ل �ن
إ�$  S4(1) ��م �رھ	�;	 �طر�
� ��رھ�	ت S5ا���رھ�	ت ا��A/A ا3و�$ ����ق 

S4(3)  ،	;�  : ھذه ا���رھ�	ت. 4 ن ا��د�;��   و8	E  ًو�&ن �	��"دام �5
S5(1): MLP → LP 

S5(2): MP ↔ LMP 

S5(3): LP ↔ MLP 


�	 ھNNذا  LP → LLPوھS4  �NN�د�;��NN ا���NNق NN��NNت �NNن �NNد�;�	ت ���S5 ،

وم ��رھ	�;	 ا^ن &��رھ�� ����ق و��S5 .  

 LP → LLP رھ����S5 (4)   
 ا��رھ	ن

1. LP → MLP T1رھ����, (LP/P) دال���  ا
2. MLP ↔ LMLP S5(2)رھ����, (LP/P) دال��� ا
3. LP → LMLP 1,2 (LMLP/MLP) ك� 
4. LP → LLP 3, S5(3)ك، ��رھ��� 

  

 L(P ∨ LQ) ↔ (LP ∨ LQ) رھ����S5 (5)   
 ا��رھ	ن

1. L(P ∨ LQ) → (LP ∨ MLQ) K9رھ����, (LQ/Q) دال��� ا
2. L(P ∨ LQ) → (LP ∨ LQ) 1, S 5(3)رھ����  

3.  (LP ∨ LLQ) → L(P ∨ LQ) K4رھ����, (LQ/Q) دال��� ا
4.  (LP ∨ LQ) → L(P ∨ LQ) 3, S 4(2)ك، ��رھ��� 
5. L(P ∨ LQ) ↔ (LP ∨ LQ) 2,4 �5ق 
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 L(P ∨ MQ) ↔ (LP ∨ MQ) رھ����S5 (6) 

 ا��رھ	ن
1. L(P ∨ LMQ) →(LP ∨ LMQ) S 5(5)رھ����, (MQ/Q) دال��� ا
2. L(P ∨ MQ) ↔ (LP ∨ MQ) 1, S 5(2)ك، ��رھ��� 

6.1.3<<ÐŠßÖ]BV< <

5�;	 �E إ8	,� ا��د�;�� أد�	ه Tأ�س ھذا ا���ق ھ� أ�س �.  

Bا��د�;�� 
(١٨) :P → LMP   

���رھن �9
	ً ,� ھذا ا�45�, �Qط	" ��;�ل أن ھذه ا��د K  �, و&ذ�كT .  


	ق ا���ق �Bدة ا 	����رھن ا^ن، B ���	ا��:  
Mα → β       α → L β E�4 

  ا��رھ	ن
1. Mα → β م  
2. LMα → L β E�1 1,  
3. α → LM α  (α/P) B ا��د�;��   
4. α → L β 2 ,3 �6ق,  

 �7�N4ا�P → LMP  قN�. S4و NNن  NN Tن  Bھ�NN ا�N4��7 ا���� �NN�NNز ا��

 �N, ��N��ب ھذه ا��د�;�� إ�N$ ا�ر�	�N8 اN��3	�� �Nروور �ؤ�Nس ا��در��N ا��د��

  :ا��واب ھو ا��	�� ؟��Aل ا��د��� Bو�&ن، ��	ذا أ4��ت ا�4��7 . ا�ر�	8�	ت

 �7�N4ن، ا���N��Nن  .&	ذ�N4   P → P �N	د��، و�&Nن N� P →   Pد ا��د


و9ً �م ا ��	ر ��	ب ا�
-أ�ل أن ��دو ھذا �� �,�� �N$ أ�  �Nا���5  -8	�	 ا��د

 ������N  �N	دة)��س �ن ا���&ن أن(�� 	� ��� ا^ن إذا  و�N8	  Nن . L: ، أي �

 P →   Pو LMP → Pأو  SN,  P → P  P�N4�L L P → Pن  L�وا�Nط� 

 P�4�P →LMP  أوB.  

2.3<íè�^ÃÖ]<Ñ^ŠÞù]<Ñ‚‘<…^r�_V< <
Y�4,� ا�45ل ا3ول ��4 ا� 	د �رھ�
� :  

LP → P ، LP → MP ،LP →LLP ،MP → LMP   
&طر�
� ��رھ	ن ھذه ا���4 ,� إط	رات ����Nك ) ��	ذج &ر��&�(وا��"د��	 

�� ا��و4و��� /  	;�,R ����  . "واص �

                                           
18- brouwerian axiom. 
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�NN�د	���NN�رھن ,�NN ھNNذه ا�5
NNرة، و�	��NN"دام أ�NNB	ر ا�NN4دق أن ا�3�NN	ق ا�      
T ،D ،S4 ،S5 ،B ��	��	ت ����ق ا��	دي وا3��ك  Nن طر�Nق ، وذ�K، ھ� �و

 ��/�  :&	��	�� R  �,Kإ ط	ء "واص ���ددة إ�$ ا�
�&Nون �N4���  �Nد�	 �&Nون  /�LP → P  �N، وا�ذي �د�;��T �Nا���ق ) 1(

��� R  �,Kا��و4و��� 	&��	ً إ�$  Tوھ&ذا �&ون . ا���  .�Kو
�&NNون �NN4���  �NNد�	 �&NNون  LP → MPھNNو ا�NNذي �د�;��D  �NNا���NNق ) 2(

�� ا��و4و��� / R  �,K ��������	ً إ�$  Dوھ&ذا �&ون  .��  .�Kو

�&ون �4���  �د�	 �&Nون  /�LP → LLP  �Nا�ذي �د�;���  S4ا���ق ) 3(

��� و���د�� R  �,Kا��و4و��� 	&��	ً إ�$  S4وھ&ذا �&ون  .ا���و&ذ�ك إ�$  �Kو

T.  

�&NNون �NN4���  �NNد�	 �&NNون  MP → LMPا�NNذي �د�;��S5  �NNا���NNق ) 4(

�� ا��و4و��� / R  �,K ا��N�د����، و���	��A و��	&��	ً  S5وھ&Nذا �&Nون  .�N��و

  .K ،T ،S4إ�$ &ل �ن 

�&Nون �N4���  �Nد�	 �&Nون  /�P → LMP  �Nا�ذي �د�;��B  �Nا���ق ) 5(

��� و���	R  �,K ��Aا��و4و��� 	&��	ً إ�$  Bوھ&ذا �&ون  .ا���   .Tوإ�$  �Kو

�NN;ا�� 	�	NN8
� �NN�د	�ھT ،D ،S4 ،S5 ،B  �NN: إن ���NN	ن أن &NNل ا�3�NN	ق ا�
 ��	��ق ا3��� E��
وم  �$ �	 ��� �Kو� :  

�4��� ,� &ل ا���	ذج �Nن دون  K :L(P→Q) → (LP → LQ)��	 أن �د�;�� 
 $NN�  ودN���و�NNد ,�;NN	 أي �NN4 9��� �� �N,�ENN ا���NN	ذج ا��SN, ،K  �Nن ا��د�;�R �NNأي 

 $NN�  دNN��
�R قNN��&NNون  K، و�	��NN	�� SNN,ن &NNل ا�NN4�Y ا��NN&� �NNون �NN4��� �NN, ا��
وإذاً، �&ون �4���  �R أ�8	ً ,� &ل ا���	ذج ا��� 9 �و�د ,�;	 أي ��ود  �$ �4��

�	ً إ�T ،D ،S4 ،S5 ،B . $N: ,� ا�3�	ق�N��;ذا ا����$، �&ون ھذه ا�3�	ق ا3"�رة �و
K .  

 ��/��ط�;	 ر�وزاً &	��	��Rو�
د &�	 �د  ر̀,�	 "واص ا���  : ، وا��� 
���	&� و�
رأ �	و ،τ :ا���دي -، و�
رأ ��&�	 σ :ا���	Aل -، و�
رأ روه ρ :ا�9

�ل -��  . و��&ن �ر&�ب ھذه ا�"واص. و�
رأ إ��	 ،η: ا��
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 �NN�د	��	ت ����NNق  T ،D ،S4 ،S5 ،B��NN��&	 ا^ن، &�	��NN ا�3�NN	ق ا��NN�&�و
�� ا��	دي 	� S4 :Kρτإ��	،  Kو�
رأ  D :Kη روه، Kو�
رأ  &T :Kρ	��	��  Kا3

روه  Kو�
NNرأ  B :Kρσ روه �NN��&	 �NN	و، Kو�
NNرأ  S5 :Kρστروه �NN	و،  Kو�
NNرأ 
��&�	،  �$ ا��ر��ب)١٩( .  

�)��N�رھن أن ا�N4��7  :أوًP → Q) → (LP → LQ( L،  �N�;�د� �Nھ �Nا��
 �NN�	�، �NN4��� �� �NN,�ENN اVطNN	رات، �NN7ض ا��ظNNر  NNن "NNواص Kا���NNق ا3

 ��/�  :Rا�


	 �ن  3و 2) ا�4��7	ن(ا�"ط	ن �Bدة  1ا 	

	  5و 4ن ا�"ط	. →��ط��ق ا��Bا

 8و 7ا�"طNN	ن . L��ط��NNق ا�
	 NNدة  5ا�NNBق �NNن  6ا�"NNط . →��ط��NNق ا�
	 NNدة  NN�3ن 


	 �ن �Bدة  6ا 	
ا�NBق  10ا�"ط . L��ط��ق ا�
	 دة  4ا�Bق �ن  9ا�"ط . M��ط��ق ا�

ا��NBرة ��7
�N . →��ط��Nق ا�
	 Nدة  10ا�NBق �Nن  11ا�"Nط . L��ط��Nق ا�
	 Nدة  �2ن 

وا�N4�N�  . �7$ ا3��Nن  Q, 1و Q, 1ا�5رع ا3��ر و�و�ود   �$ P, 1و �P, 1و�ود 

����NN4) . دم أي"�NN�NN�9ظ، أ��NN	 �NNم �

 ��Q	�Aا� ��/��� ��4	"R.(  

�ً���  : �7�N4ا� ��N4 رھن��N�
LP → P  ق�  .T,� ا��

2.      LP → P 

 

1   (LP → P),0 

2  0R0 

3  LP,0 

4   P,0 

5  P,0 

6  x 


	 �NNNNNن  4 و 3ا�"طNNNNN	ن �NNNNNB1ا 

ا�NNBق  5ا�"NNط .  →��ط��NNق ا�
	 NNدة 

، أي �Nوا,ر 2 �$ ا�"Nط  0R0 و �3ن 

 �NNN�/��� ��NNN�	&�,R  �NNNا�"	NNN4�� ا�9


ف  �د ا�"ط Tا���ق ��و��
$ ا��NBرة ��5و�P  �Nو�B� 9ق  4، وا��� �ن دو�;	 &�	 

. Tا��Bرة ��7
�N وا�N4��N4 �7��� �N, ا���Nق . Tو�&ون ا�4��7 ��ر �4��� ,� 

                                           
19- ρ : rho, σ : sigma, τ : tau, η : eta. 

T 
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�NNق  T إن ھNNذا ��NNرھن أن��� E�NN��LP→P  ��NNوأن ا�NN4�K  �7ھNNو �و	� �7�NN4 �NNھ


�ن �  .T و 5���Kر�ق ��ن ا��

���رھن ا^ن ��4 ا�4��7  : ����LP → LLP  ق�  .S4,� ا��
  

3.        LP → LLP 

1   (LP → LLP),0 

2  LP,0 

3   LLP,0 

4  M LP,0 

5  0R1 

6   LP,1 

7  M P,1 

8  1R2 

9   P,2 

10  0R2 

11  P,2 

12  x 


	 �ن  3و 2ا�"ط	ن �Bدة  1ا 	
��ط��ق  3ا�Bق �ن  4ا�"ط .  →��ط��ق ا�
�	 NNدة ��NN5 ا�NN8رورة L  . ن	NNن  6 و 5ا�"طNN� 	NN�;��  	��NN4�4  دةNN 	���ط��NNق 

 ���	&�VاM . طN"ن  7ا�N� ق�NBرورة 6اN8ا� �N5� دةN 	� 9 و 8ا�"طN	ن . ��ط��Nق 

	 �ن �B7ا ��	&�Vدة ا 	��Nو &�N	 �N,  9&	ن ��ب أن ��و�ف  �Nد ا�"Nط . ���ط��ق 


�ن،  Tأو ا���ق  Kا���ق N�و��
$ ا��Bرة ��5و�� وا�4��7 "	ط�N, �NQ ھNذ�ن ا��
 	�5N8أ 	1و�&��R2  طN"ا� $N� 8  	د�N� و �N��	&�Vدة اN 	��N�ب �0R1  P�N4� ًذاSN,

��0R2 �Nد��	 /� LPو��N	 أن . �N,S4 ا���Nق  R، وذ�ك �	��"دام "	4�� ا���Nدي ��
، ��NBق 10و �N�S, ،2 ��ط��Nق �	 Nدة ا�N8رورة  �N$ ا�"طN�ن 0��� ,� ا��	�م �4

ھو  ��S4	 ذ&ر أ /ه ����ن أن ا���ق . P,2 و P,2و��7ق ا��Bرة �و�ود  11ا�"ط 

�ن �  . Tو �Kو��E �&ل �ن ا��

���رھن أد�	ه ��4 ا�4��7  :را!�ً�LP → MP  ق�  .D,� ا��
4.       LP → MP 

1   (LP → MP),0 

2  LP,0 

3   MP,0 

4  L P,0 

5  0R1 

6  P,1 

7   P,1 

8  x 

S4 

D 
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	 �ن  3و 2ا�"ط	ن �Bدة  1ا 	
��ط��ق  3ا�Bق �ن  4ا�"ط .  →��ط��ق ا�
 �NN��	&�Vا �NN5� دةNN 	�M  . طNN"ن  6ا�NN� ق�NNBرورة 5و 2اNN8دة ا�NN 	�. ��ط��NNق 

 P,1و  P,1 ا��NBرة ��7
�N �و�Nود. ��ط��ق �	 دة ا�8رورة 4ا�Bق �ن  7وا�"ط 
�D . �Nوا�4��7 �4��� ,� /��Nل ���� Rو�
د ا��"د��	 ,�N ا��رھN	ن "	N4�� ا��

، و��N	 أن ھNذه ا�N4�N&� 9 �7ون �N4��� إ9 �	��N"دام 5 �$ ا�"Nط  D,� ا���ق 
�ل، ,Sن ���ق  D"	4�� ا����� E��  . Kھو �و

�ً�
���رھن ا^ن أن ا�4��7 : #�MP → LMP  ق�   .�4S5��� ,� ا��
 �NN,S5 ا���NNق  NN��Rدأ �	��رھNN	ن، �NNB�ر إ�NN$ أن  /��NN ا��وNN4و��� ��NNل أن 
��� وا���	Aل وا���دي: ����ك "واص	&�وھ&ذا ,;�  /�N&� �N	,ؤ، و��وN8�P . ا�9

�� ا��&	,ؤ ��ط� ا��A	ل ا��	�� �ن ا���	ة ا��و���/  : ���N	و �N	�طول  (...إن  /�
�� ���ن أ��  �د...) إ�$/��Nر̀ف  /��N ا��&N	,ؤ  �N$ ھ�  /�� �&	,ؤ، وھذه ا�� 	�

). أ�N4	ف ا��&N	,ؤ(���و � �Nن اNB3�	ء، ,N;�S	 ��Nزّء ھNذه اNB3�	ء إ�N  $Nدد �Nن 
 �N$ ���و N� �Nن ا��NBر، ,N� �N�Sن ...) ��	و �N	�طول إ�N$ (...وھ&ذا، إذا  رّ,�	 

��&ون ,
Nط �Nن ) �4ف �&	,ؤ(أ�ل &ل طول ����&� أي �ن ھؤ9ء ا��Bر، ��و�د 
�� . ن ذ�ك ا�طول���E ا�ذ�ن ����&و/��	و �	�طول إ�$ (...إن ا�� (... �N�ھ�  /

  :�&	,ؤ �3;	
1 (��NN�	&�5��NN، أي أن : ا�� $NNطول إ��	NN� و	NN��NN	و  xذ�NNك أن &NNل ,NNرد ��

  . �ن ���و � ا��Bر �x&ل  xRx، أو أن x�	�طول إ�$ 
2 (���A	�� : ن ھذاS, ،طول إ�$ أي ,رد آ"ر�	و �	�ذ�ك أ�� إذا &	ن أي ,رد �

�	و �	�طول إ�$  xر ��	و �	�طول إ�$ ا3ول، أي أ�� إذا &	ن ا^"�y  نS,y  و	��
  .�ن ا��4ف y, x، �&ل S,yRxن  xRy، أو إذا &	ن x�	�طول إ�$ 

ذ�ك أ�� إذا &	ن أي ,Nرد ��N	و �N	�طول إ�N$ أي ,Nرد آ"Nر و&N	ن : ���د��) 3
	Aطول إ�$ ا��	و �	��ث، أي أ�� إذا ھذا ا^"ر ��	و �	�طول إ�$ A	�ث، ,Sن ا3ول �

�	و �	�طول إ�$  x&	ن �y وy  $Nطول إ��	N� و	N��z  نSN,x  $Nطول إ��	N� و	N��z ،
 .�ن ا��4ف �x ،y ،z&ل 

�NN�و�د �NN4ف ��&NNون �NNن &NNل ا�NNذ�ن طNNو�;م  ،	NN��	A� $NNودة إ���	NN�م، 1.50و
، و�	��	��، ,Sن &ل ,رد �����ك ...م، وھ&ذا1.60و�4ف آ"ر �ن &ل ا�ذ�ن طو�;م 

 E� ��/���N ھذه ا�/�أي ,رد آ"ر دا"ل &ل �4ف، و�&ن، �ن �و�Nد أ�Nد ����Nك ا�
5�;	 �E ,رد آ"ر �ن �4ف آ"ر� .  

 �NN�/��NN&� �NN	,ؤ ,;NNذا  �NN,(W,R) إطNN	رات &ر��&R  �NNإذا &	�NNت ا�/  �NNھ

 ��/���ؤدي إ�$ أن ��زئ ا�R  وا�م�إ�$ أ�4	ف �&	,ؤ، ��ث &ل  ���Wو � ا�

��  w 	�م /�أي  N	�م دا"Nل �5�N4 و�N�س ) ل �Nن�و4و(�R  E�&ون �ر��ط	ً �	�

وھ&Nذا، �&�S� P�N4	��N	 ا��ظNر إ�N$ اVطN	ر، . �ر��ط	ً �E أي  	�م �ن �N4ف آ"Nر
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 ��/��� �&	,ؤ  �$ أ�� ���و � �ن  دة إط	رات ��R  ��45ا�ذي �&ون ,�� ا�/ 

 ن ��8;	 ا���ض، ���ث إ�� دا"ل &ل ��;	 �&ون أي  	�م �و4و9ً �ن أي  	�م 

  .آ"ر

��د �
و�م 4��7 ,� ��وذج �ؤ�س  �N$ إطN	رات �Nن ھNذا ا��Nوع، وھ&ذا، ,

وم �	���دال ا�
	 دة �]VL [��� 	�& ط�  :�وا�ط� �	 دة أ�

[VLS5] V(Lα, w) = 1 

  .V( Lα, w) = 0 ، وإS, 9ن�w' ∈ Wن أ�ل &ل  V(α, w') = 1إذا &	ن 
 9��Nم ذ&Nر : ���N	ط� &	��N	�� Kρστأو  S5��&��	 ا^ن، إ�B	ء �Bرة 4دق 

 ��/�
ط Mو L,� ا��Bرة و�ط�ق ا�
	 د��ن  Rا�,.  
5.       MP → LMP  

 

1   (MP → LMP),0 

2  MP,0 

3   LMP,0 

4  M MP,0 

5  P,1 

6   MP,2 

7  L P,2 

8   P,0 

9   P,1 

10  x 


	 �ن  3و 2ا�"ط	ن �Bدة  1ا 	
��ط��ق  3ا�Bق �ن  4ا�"ط .  →��ط��ق ا�
ا�NBق  6ا�"Nط . ��ط��ق �	 دة ا&�V	���N 2ا�Bق �ن  5ا�"ط . رورة�	 دة ��5 ا�8

 .��ط��Nق �	 Nدة ��N5 ا&�V	���N 6ا�NBق �Nن  7ا�"ط . ��ط��ق �	 دة ا�V&	��� �4ن 
��ط��Nق �	 Nدة  7ا�NBق �Nن  9ا�"Nط . ��ط��ق �	 دة ا�8رورة 7ا�Bق �ن  8ا�"ط 

  .�S5 وا�4��4 �7��� P,1 ,و  P,1 ا��Bرة ��7
� �و�ود. ا�8رورة
 R، 3ن  /��NN ا��وNN4و��� K ،T ،S4إن ھNNذه ا�NN4��7 "	طNN& �NN, �NNQل �NNن 

 �N, طN
��ب أن �&ون  /�� �&	,ؤ ��$ �&ون �4���، وھذه ا�"	4�� ��Nوا,رة ,
S5.  

���رھن أن ا�4��7  :$�د$ً�P → LMP  ق�  .�4B��� ,� ا��
6.        P → LMP 

 

 1   (P → LMP),0 

2  P,0 

3   LMP,0 

S5 

B 
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4  M MP,0 

5  0R1 

6   MP,1 

7  1R0 

8  L P,1 

9   P,0 

10  x 


	 �ن  3و 2) ا�4��7	ن( ا�"ط	ن�Bدة  1اN 	
ا�NBق  4ا�"Nط .  →��ط��ق ا�
ا�"ط . M��ط��ق �	 دة  ��4�4	  ��;�	 �ن  6و 5ا�"ط .  L��ط��ق �	 دة  �3ن 

ا��NBرة . L	 دة ��ط��ق � 8ا�Bق �ن  9ا�"ط .  M��ط��ق ا�
	 دة  6ا�Bق �ن  8
ا�NNBق �NNن  NN�99ظ أن ا�"NNط .  ��;NN	 وا�NN4��NN4 �7��� P,0و  �NN�7�P,0 �و�NNود 

LP,1  31نR0 &ون 	د��"��، و�	��N	�� ��1R0	�A�N4��� �Nول  �R  $N، أي أ��	 ا
�Nت  S,      P → LMPن�� �N;, ذاN;�و ،���A	رات ا���	طVإ9 ,� ا ���ت �4���

 �, ����4K  أو أنB إ� 	�أ�4 	���  .K$ �و
 �NN���	ت، ا�NNذي ��NNد�A	  �NN;	� ،�NNث ا��NN;م ��NN�ا��"طNNط ا��NN	�� ��NN�ن ا��و

) ���و �N �زQ��N(إذا &	�ت ���E ا�4�Y ا��4��� ���ق �����8 ) ���8ن ,�(
   .,� ا�4�Y ا��4��� ���ق آ"ر

  

3.3<àè…^³V< <
  :�رھن أن &ل 4��7 �ن ا�4�Y ا��	��� �4���) أ(
  K7 M(P → Q) ↔ (LP → MQ) ��رھ�� -1
  K8 M(P ∧ Q) → (MP ∧ MQ) ��رھ�� -2
 �K9 L(P ∨ Q) → (LP ∨ MQ)�رھ��  -3

 T2: M(P → LP)�رھن ا���رھ��  -4

 S4 (6): LMP ↔ LM LMP ��رھ���رھن ا� -5

  S5 (7): M(P ∧ MQ) ↔ (MP ∧ MQ) ��رھ���رھن ا� -7
   S5 (8): M(P ∧ LQ) ↔ (MP ∧ LQ) ��رھ���رھن ا� -8


