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 الجاىيالفصل 

 ٍيكل المخاطر

   هؾ أصارت الأزمة ادافٔة افًادٔة إػ ؾنؾ مذ افتْقيع؟

ؿد تستثّر ـاؾة أمقافؽ مذ شٓؿ مذ إدارة الاشتثمارات.  مّٓةؾُرة افتْقيع بسٔىة وفُْٓا 

شٓؿ ولا يُّـ أن يضرك حدث دء  50واحد ويتًثر حيؽ مذ افْٓاية، أو تستثّر مذ 

افثَة  شٓؿ مذ صْدوق اشتثمار منسك )أوأ. هذه هل مٔزة ذاء واحد بنُؾ ؿقي

اشتثماراتف مـ خلال الاحتٍاظ بّجّقظة مـ الأشٓؿ ادستثّر تَِائٔا يْقع  -الاشتثمارية( 

 مذ ردولا 100,000 اشتثّرت٘ذا ؾ: يٍنؾ مبدأ افتقزيع. وفُـ مذ بًض الأحٔان ادختٍِة

خلال تِؽ دولار  39,500 فُْت خسرت، 2008شتثمار أمريُل مذ بداية ظام اصْدوق 

بدأت الأشقاق الأمرئُة مذ  ، حٔثؾَد هبىت ـاؾة الأشٓؿ بَقة خلال هذا افًامافسْة. 

، ومذ تِؽ افٍسة إخٍوت أشقاق الأشٓؿ 2009حتك مارس  2007الهبقط مذ أـتقبر 

 %. 57الأمرئُة بْسبة 

. مذ افقاؿع، ؾ٘ن افىريَة افقحٔدة 2008تْقيع الأشٓؿ الأمرئُة مذ ظام  يٍِحلم 

لاشتثمار مذ ظدد ؿِٔؾ مـ الأشٓؿ افتل اتْقيع، وفُـ اف يُـ مـ خلالفتجْب الخسائر لم 
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وفُـ  2008ظام  خسرت مذ% مـ جمٔع الأشٓؿ الأمرئُة 93) ؾاؿت أداءها أداء افسقق

وول مارت(. فذفؽ، إذا ـان و ماـدوٕافدز لم تخسر أشٓؿ ًذ شبٔؾ ادثال،ؾ: جمًٔٓافٔس 

مجالات ، ؾ٘ن الاشساتٔجٔة افهحٔحة مذ تِؽ افسْة شتنّؾ الاشتثمار مذ الحؾافتْقيع هق 

، شُٔقن مـ ادْىَل افتْقيع مذ افًديد تًزف ظـ ادخاضرةالأشٓؿ. إذا ـْت مستثّرا  ؽر

الأشٓؿ  تهقيفُبرة. وفسقء الحظ، لم مـ ؾئات الأصقل ادختٍِة بهدف مدْب الخسائر ا

افسِع وافًَارات والأشقاق افْاصئة. وافقاؿع أن ـؾ أشًار ؾحسب، بؾ إخٍوت أيوا 

متْقظة تْقظا  محاؾظ تُبدتؾئة مـ ؾئات الأصقل ـإت شٔئة فٌِاية، وٕتٔجة فذفؽ، 

افسٗال  فذا ؾ٘ن. وهذا ما يٍسض أن يَقم بف افتْقيع وهق مدْب الخسارةخسائر ـبرة. وـبرا 

 ؾما، مذ حال هبقط ـاؾة الأشقاق مذ الأوؿات افسٔئةافهًب افذي يجب مقاجٓتف هق: 

 ؟الهدف مـ افتْقيع مذ ادَام الأول

مّٓة أجزاء  ّؾافْماذج افتل ته افتؤِؾ مـ ؿبؾمـ أجؾ ؾٓؿ ؾقائد افتْقيع ومدْب 

 .، ٕحـ بحاجة إػ افًقدة إػ ادبادئ الأوػافُامِة مـ افهقرة

 والمداطس يةمقدمة للاحتنال  1-2

 مَامريـهْاك  ظادة ما يُقن. أفًاب افٍرص تْبع الأؾُار ادتًَِة بالاحتمافٔة إػ

فتىقير  حاؾزا ؿقياـان هْاك  الأمقال، وـِما ـان هْاك ـّٔة ـبرة مـ يوًقن رهإات ظافٔة

، ظريؼوادخاضر  تحتمالاٍرص افٍقز أو الخسارة. افتاريخ افٍُري لأؾُار الابأدوات فِتْبٗ 

بًْقان  1494ـتاب فقـا باتنٔقي. افذي طٓر مذ ظام  تْاولهاوفُـ أحد ادراجع ادبُرة 

Summa de Arithmetic, Geometria et Proportionalita هق ـتاب ظـ افرياضٔات و

، ؾولا ظـ ادنُِة فلاحتٍاظ بافسجلاتادزدوج  دخالوفُْف يتوّـ وصٍا مٗثرا فلإ

 افتافٔة:

'A وB يٍقز يقاؾَقن ظذ الاشتّرار حتك و. بنُؾ ظادل يًِبقن فًبة بالا

ثلاثة. ب Bو جقلات خّسةب A ظْد ؾقزافًِبة تتقؿػ  .أحدهؿ بست جقلات

 ؟افرهإاتـٔػ يْبٌل تَسٔؿ 
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بجقفة إضاؾٔة  )آدم( ؾقزه A ؟ ؾقز الأول ـٔػ يُّْْا الإجابة ظذ هذه ادنُِة

افثلاث  قلات)بـ( لا يزال فديف ؾرصة: إذا ـان ب٘مُإف افٍقز مذ الج B، فُـ يٗـد ؾقزه

 فٍقز ًادل مـ افرهإات يحتاج إػ ظُس الاحتمال افْسبلافتَسٔؿ اف. زؾسُٔقن افٍائادَبِة 

فقضع  هْاك آفٔة لم يُـ. وفُـ مذ افقؿت افذي ضرح ؾٔف افسٗال واحد أو لاظب آخرلاظب 

( 'منُِة افَْاط') افٌريب أن تيؾ هذه ادنُِةربما فٔس مـ  إضار فتِؽ الاحتمالات.

 دون حؾ فسْقات ظديدة. 

مذ  نٓقريـمذ افقاؿع تمت مْاؿنة ادنُِة مذ رشائؾ اثْغ مـ ظِماء افرياضٔات اد

: قا أذـٔاء فٌِاية. وـإ""ؾرمات"بٔر دي "و "باشُال"بِٔز " وهما ،وؾٔما بًد 1650

افذيـ ظِّقا ظذ ـؾ رء مـ حساب الآلات  ٍالـان مًجزة الأض "باشُال"

دخقفف مذ مدربة بًد  31ظِّف افًِّل مذ شـ  ترك فبارومس، وفُْاف وحتكوالهٔدروفُٔٔة 

ٕيرية "ترك فٌز  ؾًؾ أصٔاء أـثر بُثر مـرياضي  ظبَري "ؾرمات". مذ حغ ـان صقؾٔف

إات الأوفٔة مذ افنُؾ افهحٔح فتَسٔؿ افره "باشُال". يهػ "الأخرة "ؾرمات"

مـ فديهؿ شقف تُقن متْاشبة مع  ما يْتّل إفٔٓؿافَاظدة افتل تحدد ": َقففَٕاط ب منُِة

 . "الحؼ فِتقؿع مـ الحظ

 تقصؾبسرظة ـٔػ  ٕقضحبدلا مـ ترك منُِة افَْاط مًَِة مذ الهقاء، يُّْْا أن 

ما ؿد يحدث خلال الجقلات ؾٔ مـ هذه ادسٖفة. ادٍتاح هق افتٍُر "ؾرمات"و "باشُال"

( إذا لم تُـ ؿد إتٓت بافًٍؾ. ةجقف 11افثلاث ادَبِة. افًِبة شقف تْتٓل بافتٖـٔد )بًد 

، ظذ محتِّة، مع ثمان ٕتائج تؿ فًبٓاضرر أن ٍٕسض أن جمٔع الجقلات افثلاث  وفُـ لا

 آدم ؾقزثؿ مرة أخرى،  ؾقزهبـ، ثؿ  ؾقز هل ادحتِّة شبٔؾ ادثال. واحدة مـ افْتائج

 ,AAA, AAB, ABA, ABB, AAB, BAB, ABBتسِسؾ ممُـ اف. يُّْْا ـتابة أخرًا

BBB.ًدافةمـ خلال افىًـ مذ الاؾساض ب . ثؿ مسٖفة ـٍٔٔة تحديد تقزيع ظادل يُّـ 

بٍقز أحدهما هْاك ؾرصة متساوية  "بـ" "آدم"ظب ؾٔٓا . مذ ـؾ مرة يلاةافًِبة الأشاشٔ

، واحدة مـ افثمإٔة هل(. وفُـ متساويةفْتائج ادحتِّة افثمإٔة )مما يجًؾ ـؾ مـ هذه ا

BBB  ،7/8و بـ فهافح 1/8 بٍقز بـ بالحهة ـامِة، ويُقن افتَسٔؿ افًادل فِحهةب 
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ـٔػ يُّـ إجراء هذه افًِّٔة الحسابٔة ظذ ٕحق  قإاؿن "ؾرمات"و "باشُال"لآدم. 

إٔف حتك مـ دون مًرؾة افَقاظد وفقحظ وأي ظدد مـ جقلات افًِب.  بدايةؾًال لأي 

بالا، ؿد ًٕارض أن أداء آدم ادتٍقق حتك الآن يقؾر دفٔلا ظذ إٔف هق  ادسماة افدؿَٔة فًِبة

 ـثر جدًا.  1/8بـ حهة  إظىاءافلاظب الأؿقى، وإذا ـان الأمر ـذفؽ، ؾحْٔئذ 

قٕجُٔتإدي آرس ـ فـ ـتاباتف مذ الاظتبار ظْد ادنُِةهذه وضع جاـقب برٕقي. 

مذ هذه ادرحِة وؾاتف(. مـ  )بًد ثماني شْقات 1713)ؾـ افتخّغ( افذي ٕؼ بًد وؾاتف مذ 

واظٔا بضرورة  "برٕقي.". وـان بدأت بًض الأؾُار الحديثة فلاحتمافٔة مذ افيٓقر

حتمافٔة وؿقع أحداث مستَبِٔة وفٍت الإتباه بنُؾ خاص لا اشتخدام اداضي ـّٗذ

إػ زيادة  ادٗديةادلاحيات  افتل تتزايد بها ظدد( فذا لم يتٌر رء مذ افيروإػ افىريَة )إ

 ـتب:و. محتّؾ الحدوثافَٔغ بنٖن الاحتمال افًٍع فقء 

لا تحدث مذ ٍٕس افًدد أو لإٔف يْبٌل اؾساض أن ـؾ طاهرة يُّـ أن تحدث 

أو لا  ا ؿد تحدثطروف مماثِة، فقحظ شابَا أنه ل تُقن تحتمـ الحالات افت

اًذ شبٔؾ ادثال، ؾ. مذ افقاؿع، تحدث ًَ  رجؾ مـإٔف مـ بغ ثلاثمائة  فقحظ شاب

بًد ظؼ  مائتل رجؾ تٔتٔقس، تقمذ وافبؼة ـمانادلاحيغ مـ ٍٕس افًّر 

ثَة بٖن تٔتٔقس فديها  بُؾظذ ؿٔد الحٔاة، وؿد ٕستْتج  وطؾ الآخريـشْقات 

خلال افسْقات افًؼ افَادمة افىبًٔة  فرد جمٔؾالات الحأيوا ضًػ ظدد 

مذ  ـان مقجقد، إذا ـان صخص ما... ومـ جديدبدلا مـ ظبقر هذه الحدود. 

، مرات ؾقز أحد افلاظبغومراؿبة ظدد  فًبة ينارك ؾٔٓا اثْغ مـ افلاظبغ

مذ  تحدث ؿد تحدث أو لاُتنػ ٕسبة ظدد الحالات افتل يوبافتاي. شقف 

 "قجقدة شابَا.ادادستَبؾ مذ طؾ طروف مماثِة فتِؽ 

ومـ افقاضح أن هْاك ؿٔقدا مذ هذا افْٓج. هْاك اختلاؾات حتّٔة بغ افيروف مذ 

ؾُٔػ ًٕرف أن تٔتٔقس يقاجف بافًٍؾ ٍٕس  -ادستَبؾ وتِؽ افتل حدثت مذ اداضي 

؟ فَد ـان هْاك دائما ٕزاع افبؼةٍٕس رجؾ مـ ٍٕس افًّر و 300 ـاحتمال افقؾاة ادبُرة ف

حقل مدى إمُإٔة الاظتماد ظذ الحسابات اشتْادا إػ ما حدث مذ اداضي فتقجٔف أظمافْا 
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بٔس  ما يحِّفادستَبِٔة. وظْد افتًامؾ مع افَرارات افٔقمٔة، مـ ادرجح أن ٕسسصد بٍٓؿ 

 مبْٔة ظذرارات أن أؾوؾ افَيٗـدون  افتقتر بغ أوفئؽ افذيـ"يتحدث ظـ  "برٕنتايـ"

وأوفئؽ افذيـ يتخذون ؿراراتهؿ ظذ  افَٔاس افُّل والأرؿام، افتل تحددها إٔماط اداضي،

 ."حقل مستَبؾ ؽر مٗـد صًٔد صخصي وؽر مقضقظل

مذ هذا افُتاب شقف ٕرـز ظذ الأدوات افُّٔة فّْذجة وإدارة ادخاضر. وفُـ 

الآن  فَد وصِْا بحدودها.قن ظذ ظِؿ افىافب افذي يريد تىبٔؼ هذه الأدوات يجب أن يُ

بدلا مـ إػ افَْىة مذ افَهة افتاريخٔة افتل تْىِؼ ؾٔٓا ٕيرية الاحتمالات افرياضٔة، وفُـ 

أفّٔزت،  ديمختٍِة مـ دي مقيٍر، بايس، لابلاس، ؽاوس،  منارـاتالحديث ظـ 

ؿهرة فُؾ  اؿنةمْ (أ)رد مذ ادِحؼ يشقف ْٕتَؾ إػ تٍاصٔؾ ادخاضر. و ؿوؽره بقاشقن

 حتمالات ٕحتاج إفٔٓا مذ هذا افُتاب: دروس حقل ٕيرية الاحتمالات.إيرية 

 ٍيلل المداطس 2-2

 ادستخدمةٖن الاحتمالات واحتمالات افتقزيًات هل الأدوات ادْاشبة ظتَاد بفديْا ا

وٕرى ـٔػ يًُْس  ٓإٓقاجادخاضر افتل  مذ ؾٓؿ ادخاضر. شقف ٕبدأ بافتٍُر مذ هُٔؾ

 ذفؽ مذ الاحتمالات ادًْٔة.

فديف  حدث ادخاضرافُّٔة. ادخاضر و أحداث ادخاضرويتّثؾ افتّٔٔز الأول بغ 

؟ ما هق خىر ؾنؾ دواء إؾلاس ذـة مالا: ما هق خىر ًٕؿ أو  يتُقن مـ ّٕقذج بسٔط

)متٌر ظنقائل  ّةبتٌر افَٔخاضر افُّٔة ادجديد مذ اجتٔاز اختبارات افسلامة؟ وتتًِؼ 

مذ فٌة ٕيرية الاحتمالات(. ومذ مًيؿ الأحٔان تَاس افَّٔة مـ افْاحٔة افَْدية. هذا هق 

هائِة خسائر تُبد هل مخاضر  هؾلا:  أوًٕؿ  لا يُّـ أن يُقن ّٕقذجفٕقع مـ ادخاضر 

 خاضراد؟ ويُّـ دائما تحقيؾ مؼوع بْاءمذ مؼوع اشتثماري؟ ما هق خىر ارتٍاع تٍُِة 

ظـ ضريؼ إضاؾة ٕقع مـ افًَبات: ظذ شبٔؾ ادثال، بدلا مـ  أحداث ادخاضرافُّٔة إػ 

 دولار. 500,000أـثر مـ  خسارةافسٗال ظـ الخسائر بنُؾ ظام، ؿد ٕسٖل ظـ خىر 
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 وَوسدة ةتشاطس تكاطعي 1-2-2

ظذ ظدد مـ الأصٔاء ادٍْهِة تٍنؾ مذ آن  حدث ادخاضرمذ بًض الأحٔان يْىقي 

د. ظذ شبٔؾ ادثال، ؿد ٕٖخذ مذ الاظتبار خىر افٍنؾ مذ إمدادات افىاؿة إػ ادستنٍك واح

، تَاضًلمقفد افىقارئ. وٕحـ ٕسّل هذا خىر  وتًىؾـخىر إَىاع افتٔار افُٓربائل 

 ."افىقارئمقفد  تًىؾ"و "افتٔار افُٓربائل افرئٔز إَىاع"تَاضع الحدثغ: بلإٔف يتًِؼ 

مـ ٕاحٔة أخرى، ؿد ٕحتاج إػ تحِٔؾ ادخاضر حٔث يقجد ظدد مـ مسارات افٍنؾ 

شْجد  صاروخادختٍِة، ـؾ مْٓا يٗدي إػ ٍٕس افْتٔجة. إذا ٕيرٕا إػ خىر ؾنؾ إضلاق 

 وـلًا مْٓما شٔٗدي إػ، الإضلاقأن ظامؾ مـ افًقامؾ يُّـ أن يحدث بف خىٖ ما ؿبؾ 

، لأن احتمال افٍنؾ هق احتمال وؿقع مقحدذا خىر افْتٔجة افْٓائٔة. وٕحـ ٕسّل ه

 واحد أو أـثر مـ الأحداث.

حدوث  ٔةدثغ مستَلان إذا ـان أحدهما لا يحدث ؾرؿا لاحتمافالح يُّْْا افَقل إن

 الآخر. 

 

 يبين ثلاثة تشاطس تشتًفة Venn تشطط فين :2-1 ايػهٌ
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مـ الاحتمافغ افٍرديغ )إير  يْبع Bو Aمـ  ـلًا  حدوث وهذا يًْل أن احتمال

 حساببّزيد مـ افتٍاصٔؾ(. وهذا يسّح فْا ِادِحؼ أ: دروس حقل ٕيرية الاحتمالات ف

 ستَِة.ادفلأحداث  ةافتَاضًٔ الأخىار

بافًقدة إػ مثال إمدادات افىاؿة مذ ادستنٍك، فٍْسض إْٔا ًِٕؿ أن احتمال إَىاع 

افىقارئ مذ ادستنٍك  تًدل مقفدواحتمال  0.0005افتٔار افُٓربائل مذ أي يقم مًغ هق 

مرجح هق . إذا ـان الحدثان مستَلان )ـما 0.002 هل قفدادفبدء تنٌٔؾ  وؾنؾ أي محاوفة

٘ن احتمال حدوث ؾنؾ مذ إمدادات افىاؿة مذ ادستنٍك مذ أي يقم هق مذ هذا ادثال(، ؾ

0.0005  ×0.002  =0.000001. 

 .صاروخضلاق لإ لاحتمال ؾنؾ ـارث هق، وـّثال ظذ هذا مقحدالآن ْٕير مذ خىر 

= افٍنؾ مذ ٕيام اصتًال  Aافثلاثة فٍِنؾ هل ـما يع:  رئٔسةفٍْسض أن الأشباب اف

= افٍنؾ مذ إٔيّة  Cو ؾ ادرحِة الأوػ ظـ افهاروخ افرئٔز؛= ؾنؾ ؾه Bافقؿقد. 

 Pr(A)  =0.001  ،Pr(B)افتقجٔف وادراؿبة. اؾسض أن الاحتمالات هل ظذ افْحق افتاي. 

 Cو Bو Aافًام فٍِنؾ إذا ـإت الأحداث  الاحتمال. ما هق Pr(c)  =0.003و ،0.002= 

 ـِٓا مستَِة؟

تٌىل . ٕريد أن يحدث Cو A ،B أيًا مـالاحتمال افذي ٕريده هق احتمال أن واحد أو 

 ؾتُقن افهٌٔة:  .Venn ؾغ هذه ادْىَة مذ مخىط Cو A ،Bادجّقظات 

Pr(A) + Pr(B) + Pr(C) − Pr(A ∩ B) − Pr(B ∩ C) − Pr(A ∩ C) 

Pr(A ∩ B ∩ C)+ 

حقل ما إذا أضٍْا فٍُرة ر اتدو - والإؿهاءتسّك هذه افهٌٔة بهٌٔة الإدراج 

ؾْٕ٘ا شقف ٕواظػ ظدد افتَاضًات، وبافتاي. ؾ٘ن ادهىِحات  Cو Bو A الاحتمالات

شٔتؿ  فِثلاث مجّقظاتتَاضع اف، وفُـ بًد ذفؽ أي رء مذ صحٔحةافثلاث افثإٔة 

ثلاث مرات، وبافتاي. ؾ٘ن ادهىِح افْٓائل  اشتثْائٓاحسابها ثلاث مرات مذ افبداية ثؿ 

مرة واحدة  هامذ نهاية ادىاف يتؿ ظد Vennمخىط ؾٔغ  ئًد افتقازن لجًؾ جمٔع مُقٕات

ّْقذج ادْتج لاحتمال تَاضع الأحداث فاالاحتمالات ادًىاة واشتخدام  مذ ضقءؾَط. 
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 افٍنؾ مـ خلال: احتمال  ٕتقصؾ إػادستَِة، 

10
−3

 + 2 × 10
−4

 + 3 × 10
−3

 − 2 × 10
−7

 − 6 × 10
−7

 − 3 × 10
−6

 + 6 × 10
−10

 

= 0.004196. 

وأحداث مستَِة،  ضًٍٔةاحتمالات مخاضر ٍٔة وتقؿٔت وجقد يقضح هذا ادثال ـٔ

. مذ هذا Pr(A)  +Pr(B)  +Pr(C)يُّْْا مداهؾ ادهىِحات الإضاؾٔة بًد ادجّقع 

 .0.0042ل ؿّٔة ادثال، ببساضة إضاؾة الاحتمالات افثلاثة يًى

حٔث تواف  فِّخاضر ادقحدةبغ افْتٔجة افْٓائٔة  ـبراومـ افقاضح أن هْاك ؾرؿا 

 حٔث تتواظػ الاحتمالات. والخىر ادتَاضع)تَريبا( الاحتمالات، 

شَْدمٓا هْا وافتل ؽافبا ما تُقن مٍٔدة مذ حساب احتمالات  مّٓة حِٔةهْاك 

Aشُْتب ادخاضر. 
C   فتُِّةAؾٔف الحدث افذي لا يحدث ؛ هذا هق A:.ظذ افْحق افتاي . 

Pr(A
C
) = 1 − Pr(A) 

مع  AC الحدث حٔث يتقاؾؼ 2-1مذ افنُؾ  Venn ؾغ مخىطومـ ادٍٔد أن ْٕير إػ 

. هذا واضح مـ خلال AC ∩ BC  =(A ∪ B) C. لاحظ أن Aحذف مع  Xمجّقظة 

ُّلات هق ادتَاضع "أن  َقفْاافْير مذ افرشؿ افبٔاني، ويُّْْا أن ٕوع هذا مذ ـِمات ب

ستٔب اف. مـ وجٓة ٕير حساب احتمالات ادخاضر، الاشتٍادة مـ إظادة "مُّؾ فلاتحاد

احتمالات الأحداث ادستَِة فِحهقل ظذ  بها تْنٖ مـ افىريَة افتل يُّـ أن ٕواظػ

فديْا  شُٔقن وبافتاي. ـذفؽ، BCو ACذا إ مستَِة Bو Aاحتمال تَاضًٓا. إذا ـإت 

 :Bو Aشِسِة مـ الآثار ادستبة ظذ الأحداث ادستَِة 

Pr(A ∪ B) = 1 − Pr((A ∪ B)C 

= 1 − Pr(AC ∩ BC) 

= 1 − Pr(AC) Pr(BC) 

= 1 − (1 − Pr(A))(1 − Pr(B)). 

، وفُـ ٍٕس الحِٔة يُّـ اشتخدامٓا مذ أي ظدد مـ تَدم مِحقظؿد لا يبدو 

. ظذ شبٔؾ والإؿهاءالإدراج الأحداث ادستَِة وهذا أمر مٍٔد مذ مدْب تًَٔدات صٌٔة 

 فًِّٔة إضلاق صاروخ شُٔقن فديْا: احتمال افٍنؾ  إذا أخذٕا مثالادثال، 
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Pr(A ∪ B ∪ C)  = 1 − (1 − Pr(A))(1 − Pr(B))(1 − Pr(C)) 

   = 1 − 0.999 × 0.9998 × 0.997 = 0.004196. 

 .والإؿهاءصٌٔة الإدراج ْهؾ إػ ٍٕس الإجابة افتل حهِْا ظِٔٓا ؿبؾ اشتخدام ش

 اتذد الأقصى يًُتػيرات ايعػوائية 2-2-2

خاضر افُّٔة، افتل تْىقي ظذ متٌرات ظنقائٔة بدلا اد ٕٖخذ مذ الاظتبارالآن ٕحـ 

ٕحـ بحاجة فِبدء مع ؾٓؿ هُٔؾ ادخاضر وافىريَة افتل يتؿ  مـ جديدمـ الأحداث. 

الجّع بغ ادتٌرات افًنقائٔة ادختٍِة. ٕحـ ْٕير أولا إػ الحافة افتل يتؿ ؾٔٓا تحديد 

 أـز مجّقظة مـ ادتٌرات افًنقائٔة. خلالادخاضر افتل ٕريد ؿٔاشٓا مـ 

  اظذ مدار ظؼون يومً  IBMخسائر أشفم ذـة  2-1مثال 

بْسبة تزيد ظـ  IBMفٍْسض إْٔا ٕريد أن ٕجد احتمال إخٍاض شًر أشٓؿ ذـة 

خسارة  ٔة% مذ يقم واحد مذ مرحِة ما ظذ مدى الأشابٔع الأربًة ادَبِة، ٕيرا لاحتماف10

)فذفؽ ٕتقؿع أن يحدث ذفؽ مذ يقم تداول واحد مذ  0.01 ل% مذ يقم واحد ه10مـ  أـثر

  الأيام ادتتافٔة مستَؾ بذاتف. وافسِقك افسًري مذ(، 100

ٔة أؿقى تراجع فَِّٔة مذ يقم واحد ظذ افسٗال حقل احتمافويقم تداول،  20هْاك 

ًٔا أـثر مـ   لحساب الإجابة افتل ٕريدها، ٕبدأ بتحديد الحدث:%. 10مدار ظؼون يقم

A الخسارة افٔقمٔة مذ شًر شٓؿ = IBM  10أؿؾ مـ% 

نّؾ جمٔع الأيام مع ارتٍاع الأشًار أيوا. احتمال خسارة أـثر مـ ت Aلاحظ أن 

وبافتاي.، ٕستْتج أن  .0.01 وهذا هق افرؿؿ ادقضح فْا وهق، Pr(A) − 1تًْل ببساضة % 10

Pr(A) = 0.99 .الأول وافثاني  ؾ٘ن احتمافٔة أن ـلأ مـ الأيام، ومع اشتَلافٔة ـؾ حدث

 َاضع:% هق احتمال افت10الخسارة أؿؾ مـ و

Pr(A) × Pr(A) = 0.99
2
 = 0.9801 

 يقمامدار ظؼون % ظذ 10احتمال أن الخسارة افٔقمٔة أؿؾ مـ 

Pr(A)
20

 = 0.99
20

 = 0.8179. 
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% وهق 10ؾْٓاك ظذ الأؿؾ يقم واحد ؿد تزيد الخسارة ظـ  إن لم يحدث ذفؽوفُـ 

Pr(A) − 1بافوبط الاحتمافٔة افتل ٕريد إيجادها. وشتُقن الإجابة هل 
20

 = 0.1821 . 

إن مّٓة تحديد الخىر ادتّثؾ مذ أن أـز مجّقظة مـ ادتٌرات افًنقائٔة أظذ مـ 

: هق احتمال أن واحد أو أـثر مـ هذه ادخاضر ادقحدةؿّٔة مًْٔة هل تماما مثؾ تحِٔؾ 

 ادتٌرات افًنقائٔة أـز مـ ؿّٔة مًْٔة. 

مُِّة فتحقيؾ هذه ادنُِة  حِٔة افتحِٔؾ افذي ؿدمْاه هْا هق مثال ظذ اشتخدام

 أـثر. يُّْْا إظادة ـتابة تحِٔؾ افٍَرة أظلاه بىريَة رشّٔة تَاضًلإػ منُِة تَٔٔؿ خىر 

 ظذ افْحق افتاي.. ٕحدد الحدث:

Bi   تراجع شٓؿ =IBM  مذ افٔقم 10بٖـثر مـ %i. 

هق ٍٕس  i .Ai% مذ افٔقم 10بٖؿؾ مـ  IBM= تراجع شٓؿ  Aiمُّؾ فـ  Biولهذا 

، وفُْْا ٕريد أن ٕؤػ مخىقضة فْنر إػ افٔقم افذي ٕريد مًرؾتف. فديْا إذًا Aالحدث 

Pr(Bi) = 1 − Pr(Ai) ثؿ ٕستْتج مـ حِٔتْا ادُِّة أن . 

Pr(B1 ∪ B2) = 1 − Pr(A1 ∩ A2), 

وييٓر تًبر مماثؾ ظْد افْير مذ ثلاثة أيام أو أـثر. وبافتاي. ؾ٘ن افرؿؿ افذي ٕريد أن 

 هق هٕجد

Pr(B1 ∪ B2 ∪ ... ∪ B20) = 1 − Pr(A ∩ A2 ∩ ... ∩ A20). 

لها ٍٕس الاحتمالات وـإت مستَِة )ـما ٍٕسض  Aiالآن إذا ـإت ـاؾة الأحداث 

Pr(A) − 1 هْا( إذا هذا يهبح
20 . 

وطائػ افتقزيع يُّْْا تحقل ادْاؿنات حقل الاحتمالات إػ مْاؿنات حقل 

 = Fx (z)بـ  Xظنقائل  دتٌر CFD. تذـروا إْٔا ًٕرف افـCFDsويرمز إفٔٓا بـ  افساـّل

Pr (X ≤ z).  الآن ْٕير مذ متٌر ظنقائلU  ويًُػ بٖٕف أؿل ظدد دتٌريـ ظنقائٔغX 

ٕحـ  U( فـCFD(. ولإيجاد وطائػ افتقزيع افساـّل )X ،Y= أؿل )  U. ولهذا Yو

. هذه ؾَط zأؿؾ مـ افَّٔة ادًىاة  Yو Xالحد الأؿل فـ  بالحاجة إػ إيجاد احتمافٔة أن
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  ، ولهذاzأؿؾ مـ  Yو Xاحتمافٔة أن ـلًا مـ 

FU(z) = Pr(X ≤ z and Y ≤ z). 

 مستَِغ،  Yو Xوظِٔف ظْدما يُقن ـلًا مـ 

FU(z) = Pr(X ≤ z) × Pr(Y ≤ z) = FX(z) × FY(z). 

ويُّـ اشتخدام ٍٕس افٍُرة مع أـثر مـ متٌريـ ظنقائٔغ. ظْدما ٕتًامؾ مع 

يتؿ  ، ...،X1 ،X2ادتٌرات افًنقائٔة افتل لها ٍٕس افتقزيع، تهبح افهٌٔة أبسط. اؾسض أن 

وجمًٔٓؿ بٍْس وطائػ افتقزيع ، ٓؿ بنُؾ مماثؾ وبّتٌرات ظنقائٔة مستَِةتقزيً

=  Uإذًا وطائػ افتقزيع افساـّل فِّتٌر افًنقائل (. ·) Fxمذ ضقء  CFDافساـّل 

 ( يًز ظْف X1, X2,......XNالحد الأؿل )

FU(z) = FX(z)
N
. 

تًِؼ بٖـز )أو تلا  ظِٔفأحد الأشئِة الأـثر صٔقظا افتل ٕحتاج إػ الإجابة مـ ضّـ 

تًِؼ بادخاضر افْاصئة ظْد إضاؾة تأصٌر( متٌرات ظنقائٔة مختٍِة، وفُـ بدلا مـ ذفؽ 

(. مذ ادثال X ،Y)الحد الأؿل فـ  ، بدلا مـX+Y بـ نهتؿمتٌرات ظنقائٔة. وبافتاي. 

% مذ يقم 10بْسبة تزيد ظـ  IBMأظلاه، شٖفْا ظـ احتمال إخٍاض شًر شٓؿ ذـة 

ًر ظذ مدى يقما. فُْْا مـ ادرجح أن نهتؿ بافتٌٔر افُع مذ افسظؼون واحد خلال ؾسة 

ٕحـ بحاجة إػ إضاؾة تحرـات الأشًار ادتًاؿبة خلال  ذفؽيقما، ولحساب ظؼون ؾسة 

مذ حرـة يقم واحد مـ  افَقيةالأشاشٔة هْا هل أن الأحداث  افْيرة .ؾسة افًؼيـ يقمًا

افَقل  يُّْْافذفؽ،  وٕتٔجةادرجح جدا أن يتؿ إفٌاؤها مـ ؿبؾ الحرـات مذ أيام أخرى. 

مجّقع  ادستْد ظذؿقي، ؾ٘ن الخىر  إيجابيالأشًار بنُؾ حرـات ما لم ترتبط  اأنه

هذه  ٕقضح. مذ افَسؿ افتاي. ةيافٍرد خاضرأؿؾ مـ مجّقع ادهق  ًقامؾ ادستَِة مجتًّةاف

 افٍُرة بّزيد مـ افتٍهٔؾ.

 المحافظ والتيويع   3-2

فِحديث ظـ الحديث ظـ افتْقيع مذ محاؾظ الأشٓؿ والآن ًٕقد ببدإٔا هذا افٍهؾ 

افٍُرة الأشاشٔة ادتًَِة بهذا افْقع مـ ادخاضر يُّـ وصٍٓا . هذا ادقضقع مرة أخرى
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. إذا ـان هْاك خٔار "لا توع ـؾ افبٔض مذ شِة واحدة" مـ خلال افْهٔحة افتافٔة:

ن تٖثر ادخاضر ادختٍِة ظذ أجزاء يُق ادخاضر بحٔث تقزيعفَِٔام بذفؽ، ؾّـ الأؾوؾ 

، ؾ٘ن الاشتثمار مذ شٓؿ واحد شٔحّؾ مخاضر ؾَدان ومذ شقق الأشٓؿ. مختٍِة مـ ادحٍية

افًديد مـ الأشٓؿ بها إذا أؾِست تِؽ افؼـة. تَسٔؿ الاشتثمار بّحٍية  الأمقال ـاؾة

فْتٔجة افْٓائٔة فِّستثّر ادختٍِة يَِؾ تَِائٔا مـ احتمال هذه افْتٔجة ادتىرؾة فٌِاية. وا

هل مجّقع افْتائج افتل تؿ الحهقل ظِٔٓا فُؾ شٓؿ مذ ادحٍية )ادرجحة وؾَا فِّبِغ 

ادحٍية مـ ادستثّر(. وتوّـ إضاؾة هذه افْتائج مًا أن افْتٔجة افسٔئة مذ جزء واحد مـ 

 ة.( مذ جزء آخر مـ ادحٍيأو اؿؾ شقءًا) بْتٔجة جٔدةادرجح أن تُقن متقازٕة 

 إضافة المتػيرات ايعػوائية  1-3-2

وشقف ٕبدأ مـ خلال افْير مذ مزيد مـ افتٍاصٔؾ مذ ما يحدث ظْدما تواف 

يّثؾ  مْٓما ، ـؾYو Xادتٌرات افًنقائٔة مًا. إذا ٕيرٕا إػ مجّقع متٌريـ ظنقائٔغ 

ة ظذ هذا ؟ فلإجابالاثْغ أـز مـ ؿّٔة مًىاةخسارة، ثؿ ٕسٖل: ما هق احتمال أن مجّقع 

هذا فٔس .  .Pr(U ≥ z) = 1 − FU(z) وْٕير مذ ادًادفة U = X + Yافسٗال، ٕٖخذ 

 .Yمع ؿّٔة  Xحسابا شٓلا فَِٔام بف بنُؾ ظام، لإْٔا بحاجة إػ تحَٔؼ تقازن بغ ؿّٔة 

 اتدُع بين َتػيرئ عػوائيين َٓفصًين. 2-2َجاٍ 

 5و 1أن يٖخذوا افَٔؿ بغ  Yو Xمثال حٔث يُّـ فُؾ مـ ْٕير إػ وفتقضٔح ذفؽ 

 .2-1مع الاحتمالات افقاردة مذ الجدول 

 

 .Yو X قيِ تشتًفة بايٓطبة إلى يةاستُاي :2-1اتددوٍ 

 Yالاحتمافٔة فـ  Xالاحتمافٔة فـ  افَّٔة

1 0.1 0.2 

2 0.3 0.3 

3 0.2 0.3 

4 0.2 0.1 

5 0.2 0.1 
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أو أـثر مـ خلال افْير مذ الاحتمالات  8 ـقنهؿ U = X + Yيُّْْا حساب احتمال 

 Yو X. ظْدما يُقن Y ≥ 3و X = 5و ؛Y ≥ 4و X = 4؛ Y = 5و X = 3افثلاثة: 

 مـ خلال U ≥ 8مستَِغ، ؾ٘ن هذا يدل ظذ أن احتمال 

0.2 × 0.1 + 0.2 × (0.1 + 0.1) + 0.2 × (0.3 + 0.1 + 0.1) = 0.16. 

أن  0.4. هْاك احتمافٔة هْا أؿؾ مما ؿد ٕتقؿًفٕلاحظ أن الاحتمافٔة مـ افْيرة الأوػ 

X ≥ 4  أن  0.2واحتمالY ≥ 4 ومع ذفؽ احتمال أن .X + Y ≥ 8  أصٌر مـ ـؾ مـ هذه

ضريَة إضاؾة متٌرات ظنقائٔة مستَِة تمٔؾ إػ الحد مـ ظذ الأرؿام. هذا هق مثال بسٔط 

 مستقيات ادخاضر الإجمافٔة.

ابات فِّتٌرات افًنقائٔة الأـثر ظّقمٔة مع أخذ ويُّـ إجراء ٍٕس افْقع مـ الحس

 ثؿ  = Pr(Y = k) pk = Pr(X = k) and qk، حٔث ُٕتب M،  ...،2، 1افَٔؿ افهحٔحة 

Pr(X + Y ≥ z) = pz−M(qM) + pz−M+1(qM−1 + qM) 

     +... + pM(qz−M + ... + qM) 

 (.M، ...، 2، 1مذ اددى  z - M)بحٔث يُقن  لهذه افهٌٔة 2M ≥ z> Mٕحـ بحاجة إػ 

يُّْْا ترجمة هذه افهٌٔة إػ صُؾ متُامؾ فِّتٌرات افًنقائٔة ادستّرة. فٍْرض 

، مذ حغ أن ادتٌر  CDF FXو fXفف دافة افُثاؾة  Xادتٌر افًنقائل و مستَلان Yو Xأن 

. فْبدأ مع اؾساض أن ـلا ادتٌرات افًنقائٔة CDF FYو fY فف دافة افُثاؾة Yافًنقائل 

 ثؿ  .U = X + Yٕٖخذ و ،ـافسابؼ[. M، 0تٖخذ افَٔؿ مذ افْىاق ]

(2.1)     

1 − F U(z) = Pr(X + Y ≥ z) =∫                        
 

   
  

 ، ؾ٘ن فديْا 1هق ـثاؾة الاحتمافٔة والإدماج فـ  fXوبما أن 

∫        
 

   
 = 1 −  ∫         

   

 
 = 1 − FX(z − M). 

 ( ـافتاي.2-1إذا يُّـ ـتابة ادًادفة )

1−F U(z) = 1 − FX(z − M) −∫                  
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 وظِٔف

FU (z) = FX(z − M) + ∫                  
 

   
 

 

ًٔا مـ افْاحٔة الحدشٔة يٖخذ  X ادهىِح الأول هق احتمال أن: هذا يًد أمر مْىَ

  .Zأؿؾ مـ  X + Y ث ٕوّـ أن تُقن ؿّٔةؿّٔة مْخٍوة بحٔ

ظْدما لا يُقن فِّتٌرات ٕىاؿات محددة. مثؾ  يُّـ تىبَٔٓاهْاك صٌٔة مُاؾئة 

  بلا حدود وٕحهؾ ظذ M أخذ

FU(z) = ∫                 
 

  
 

 . FYو  fX افقطائػويسّك افتُامؾ هْا تلازما بغ 

 افػشل والإصلاحمزيج بغ  2-3 ظؿعمثال 

أيام.  10ـتقزيع أد بّتقشط  افقؿت ادتبَل فتًىؾ جزء مـ آفة مقزعفٍْسض أن 

ومـ  يقما، 20و 0بغ  وؿد يستٌرق وؿتًا ماتىِب إصلاح، شٔ ظْد تًىؾ هذا الجزء

فٍْسض أن وؿت الإصلاح  ادرجح أن يٖخذ وؿت الإصلاح أي ؿّٔة مذ هذا افْىاق.

تًىؾ هذا الجزء وتؿ إصلاحف بافًٍؾ خلال ثلاثغ . ما احتمال مستَؾ ظـ وؿت افتًىؾ

 (F(x) = 1 − e−x/λ فف λ)شتحتاج إػ اشتخدام افتقزيع الأد بّتقشط  يقمًا

 اتذٌ

 Yفـ  CDFووطائػ افتقزيع افساـّل = وؿت افٍنؾ.  Y رمزٕا فقؿت افٍنؾ بـ

= وؿت الإصلاح. ثؿ  X رمزٕا فقؿت الإصلاح بـ.  .FY(x) = 1 − e−x/10  تًز ظْٓا

 U. وهُذا، إذا ـان 20إػ  0 مـ مذ اددى xل  1/20 ثابتة وتًىك بقاشىة Xتُقن ـثاؾة 

ٕحـ ٕريد أن ٕجد و U = X + Yصلاح افٍنؾ الأول، فديْا لإفديْا  ت ادستٌرقافقؿ

 :. فذفؽ ٕحـ بحاجة إػ تَٔٔؿU ≤ 30احتمال أن 

FU (30) = ∫                   
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، يُّْْا أن ٕٖخذ افتُامؾ 20إػ  0مذ افْىاق  xصٍر إلا إذا ـان تساوي fX (x )لأن 

 ظذ ظذ هذا افْىاق وٕحهؾ

 

هذه الاحتمافٔة افتل ٕريدها: ؾرصة ظدم تًىؾ هذا الجزء أو بَائف ؿٔد الإصلاح بًد 

 %. 16ثلاثغ يقمًا هل 

افتل  ادًَدةوؽافبا ما يُقن مـ افهًب افًثقر ظذ تًبرات رياضٔة فِتُاملات 

تيٓر ظْد إضاؾة افتقزيًات مًا. افهٌٔة ادًادفة إذا أردٕا افْير مذ مجّقع أـثر مـ 

متٌريـ أـثر صًقبة. افىريَة ادًتادة فِتًامؾ مع هذه افهًقبات هل افًّؾ مع لحية 

وفُـ فِبدء مذ مْاؿنة لحية تقفٔد وطائػ  افتقزيع ٍٕسف. افتقزيع بدلا مـ دافةتقفٔد 

هذا افُتاب. وبدلا مـ ذفؽ شَْدم نهجا  مـبًٔدا جدا ظـ هدؾْا افرئٔز  ذفؽ ٖٔخذٕاش

تخذ ظـ رء مـ حٔث الاحتمالات افدؿَٔة، وفُْْا شْ؛ ادحٍيةمختٍِا فتَٔٔؿ ادخاضر مذ 

 شْحرز تَدمًا ـبرًا مذ تسٓٔؾ افتَٔٔؿ. 

افَٔؿ، ويَاس  تقزيع مـ افْير إػ احتمالات محددة ْٕير بدلا مـ ذفؽ مذ وبدلا

متٌريـ ظنقائٔغ مستَِغ. تذـر  ظذ اظتبارالإحراف ادًٔاري )أو افتبايـ(. مرة أخرى 

ادستَِغ،  Yو Xمستَِغ يُّْْا إضاؾة ؾروؿٓما، أي بافْسبة إػ  Yو Xإٔف ظْدما يُقن 
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 تٓا ـافتاي.: ، وافتل يُّْْا ـتابYو Xمجّقع افٍروق بغ هق  X + Yؾ٘ن افٍرق بغ 

var(X + Y) = var(X) + var(Y). 

 Varافتغر: 

، هق مجرد الجذر ζX، افذي ُٕتبف ظذ إٔف Xالإحراف ادًٔاري فِّتٌر افًنقائل 

 مستَِغ، Yو X، فذفؽ ظْدما يُقن var(X)افسبًٔل فِتبايـ، 

σ X+Y = √                = √ 
 

 
     

 

 
      

 

ا تمديد هذه افهٌٔة إػ أي ظدد مـ ادتٌرات افًنقائٔة. أبسط حافة فِجّٔع ْيُّْ

فديْا مجّقظة مـ ادتٌرات افًنقائٔة  حْٔما يُقنهل  X1 ،X2 ،...  ، XN ستَِة وأيوا اد 

ٍٕس الإحراف ادًٔاري، حتك ٕتُّـ مـ ـتابة لها آجمًٔ  

σ X = σX1 = σX2 = ... = σXN. 

 ثؿ

 

ومـ افقاضح أن هذه افهٌٔة تْىبؼ ظْدما يُقن فُؾ ادتٌرات ٍٕس افتقزيع )مما 

يجًؾ إحراؾاتها ادًٔارية متساوية(. ظذ شبٔؾ ادثال، ؿد تُقن ادتٌرات افًنقائٔة 

افىِب ظذ بًض ادْتجات مذ الأشابٔع ادتًاؿبة، ظْدما لا يُقن فديْا شبب  هل افٍردية

الإحراف ادًٔاري  يْتٓلاً إذفتقؿع حدوث تٌرات مذ متقشط افىِب ظذ مر افزمـ. 

هق الإحراف ادًٔاري ظذ  ζحٔث     √خلال ـ أشابٔع م 10 مثلًا فِىِب الإجماي. 

 ب مذ الأشابٔع ادتًاؿبة مستَؾ.مدى أشبقع واحد، ذيىة أن يُقن افىِ

 افتل يجب تذـرها هل:  ادّٓةافَْىة 
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 تىابَة هق الجذرادادتٌرات افًنقائٔة ادستَِة  Nالإحراف ادًٔاري دجّقع 

 قاحد مـ ادتٌرات افًنقائٔة.فلإحراف ادًٔاري ف N فـ افسبًٔل

 اتذد الأدْى َٔ ايتبائ ذاتالمحافغ  2-3-2

مذ ؾرصة اشتثمارية wi  حافة حٔث يتؿ إٕناء محٍية مـ اشتثمار مبِغ ْٕير مذالآن 

يُقن ادتٌر افًنقائل افذي يًىل ؿّٔة  Xiجًؾ . i  =1 ،2،...  ،Nٕ، حٔث iمًْٔة 

 مذ نهاية افسْة. وبافتاي. ؾ٘ن ؿّٔة ادحٍية هل iالاشتثمار 

 

 Xiٔس ؾَط أن ٍٕسض إٔف فشقف  وـْقع مـ افتبسٔط، Z فـٕريد أن ٕجد افتبايـ 

، وفُـ أيوا أن فديهؿ جمًٔا ٍٕس افتبايـ،مستَِة
x

2
 فذفؽ(ζX هق الإحراف ادًٔاري 

 (.Xiفـ 

ويتؿ ضرب  w، يتؿ ضرب الإحراف ادًٔاري مذ wظْد ضرب متٌر ظنقائل مذ 

 هق. وبافتاي. ؾ٘ن افٍرق بغ ؿّٔة ادحٍية بٖـِّٓا w2افتبايـ مذ 

 

)بًد ـؾ وؿّْا بتَسٔؿ اشتثمارٕا بافتساوي فلاشتثمار،  Wإذا ـان فديْا مبِغ إجماي. 

 wi  =W / N رء، ـؾ ؾرصة اشتثمارية فديها ٍٕس افتبايـ(، ثؿ ـؾ

 

وؿد ٕرؽب مذ الحد مـ الإحراف ادًٔاري فَّٔة ادحٍية ظْدما يُقن فدى 

الاشتثمارات افٍردية إحراؾات مًٔارية مختٍِة. وشتُقن هذه ؾُرة جٔدة إذا لم يُـ هْاك 

ؾرق بغ الاشتثمارات مـ حٔث متقشط أدائٓا. وفًؾ افٍُر الأول فديْا هق وضع ـؾ 

؛ وبًبارة أخرى، وضع ـؾ رء مذ اشتثمار واحد أمقافْا مذ أؾوؾ افٍرص الاشتثمارية
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. ومـ ادٗـد إٔف شُٔقن مـ ادْىَل اشتثمار ادزيد مـ الأؿؾ الإحراف ادًٔاريصاحب 

ثروتْا الإجمافٔة مذ الاشتثمارات مع إحراؾات مًٔارية صٌرة، وفُـ مبدأ افتْقيع يًْل 

أـثر مـ ؾرصة اشتثمارية  مذاشتثماراتْا  تقزيعإْٔا يُّـ أن ًٍٕؾ ما هق أؾوؾ مـ خلال 

 واحدة.

ظـ  ادستَِةمذ الأشٓؿ  Wفتقضٔح هذا ادبدأ يُّـ أن ْٕير مذ اشتثمار مبِغ إجماي. 

ؿّٔة نهائٔة  اشتثمار دولار واحد مذ افسٓؿ الأول يًىلبًوٓا افبًض. شقف ٍٕسض أن 

ـ ٕاحٔة أخرى، ؾ٘ن . مζ1 هق والإحراف ادًٔاري μوهق متٌر ظنقائل مع متقشط 

، وفُـ مع μيًىل ٍٕس افَّٔة افْٓائٔة ادتقشىة  دولار واحد مذ افسٓؿ افثانياشتثمار 

. ثؿ μW. فذفؽ، أيا ـان اختٔار الاشتثمار، افَّٔة افْٓائٔة ادتقؿًة هل ζ2إحراف مًٔاري 

 ؟يُّـ ـتابة منُِة افتَِٔؾ مـ الإحراف ادًٔاري ـّنُِة فِتحسغ

 

بما تٍسر هْدد بسٔط،  اافة، مع اثْغ ؾَط مـ الاشتثمارات، ادنُِة لهمذ هذه الح

   √ أن افتًبر
 
  
       

   
 
 (w1ζ1, w2ζ2)يًىل ٍٕس ادساؾة مـ َٕىة تتسؼ مع   

 ،0)و( Wζ1، 0) بغ ادستَٔؿ الخط ظذ ما مُان مذ تَع افَْىة هذه أن يًْل فلأصؾ.

Wζ2 .)أو إحدى واحد مذ ؾَط اشتثّرٕا إذا ؿد يحدث ما مع افَْىتان هاتان تتقاؾؼ 

 .ζ1 = 2ζ2 مع الحافة هذه 2-2 افنُؾ ويقضح. الخٔاريـ

 الأوزان مـ خٔار أؾوؾ ٕجد أن يُّْْا( ζ1=2ζ2 مع) افنُؾ مذ ادقضحة الحافة مذ

 الهدف هق افتَِٔؾ أن يًْل مما ،w2 = W - w1 اشتبدال ضريؼ ظـ ببساضة
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2-2 

 
 والذي هذه المسألة، من الأدنى الحد لإيجاد والتكامل التفاضل حساب استخدام يمكننا

 الناتج المعياري ويكون الانحراف. W2 = 4W/5و w1 = W/5 عندما نقوم بالعملية يحدث
 هو

 
4-2 

 للاستثمار لمدة ثلاث سنوات، ويعتقد أن الاستثماردولار أمريكي  000,100 لديه أندي
 الأسواق الناشئة.ب سيحقق نفس متوسط العائد للاستثمار في صندوقفي الأسهم الأمريكية 

بين صندوق استثماري في الأسهم الأمريكية بمتوسط عائد يبلغ يريد تقسيم استثماره و
دولار أمريكي وصندوق  4000دولار بعد ثلاث سنوات مع انحراف معياري  120000

دولار أيضًا بعد ثلاث  120000استثماري في سوق ناشئ يعتقد بأنه سيحقق متوسط عائد 
أن العائد من الصندوقين وإذا افترضنا دولار.  12000سنوات بانحراف معياري 

 ل مخاطرته؟ مستقلين، كيف يمكن له أن يقسم استثماراته لتقلي
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 

في صندوق الاستثمار  Xدولار ونفترض أن أندي سيستثمر مبلغ  1000سنعمل على 
في صندوق السوق الناشئ. وسيكون العائد المحقق بعد  X – 100و في الأسهم الأمريكي

هو العائد المحقق من صندوق الاستثمار في  U، بحيث xU + (100 – x)Vثلاث سنوات 
العائد المحقق من صندوق الاستثمار في السوق الناشئ. ولهذا فإن  Vو الأسهم الأمريكية
 العائد المتوقع هو 

xE(U) + (100 − x)E(V ) = 120 
 التغير في هذا العائد هو 

x2var(U) + (100 − x)2 var(V ) = 16x2 + 144(100 − x)2 
 xلـ  الصحيحولكن الاختيار ، ه المسألةالجذر التربيع لهذ للحد من x نريد هنا اختيار

الصفر.  وجعلناه يساويشتق المالحد الأدنى أخذنا  لإيجادالتباين. سوف يقلل أيضًا من 
 المثالية يتم من خلال حل  xولهذا فإن الـ 

32x − 288(100 − x) = 0. 
في الصندوق  90000. يجب على أندي استثمار x  =28800/320  =90ولهذا فإن 

المتبقية في الصندوق الاستثماري في السوق  10000والـ الاستثماري في الأسهم الأمريكية 
 الناشئ. 

ولهذا ستثمار، للا يمكننا أيضًا أن نسأل ماذا يحدث عندما يكون هناك فرص كثيرة
لها نفس  Nنبدأ بالتفكير في حالة أن يكون عدد الأسهم . يكون إلى ما لا نهاية Nالرقم 

وقد أوضحنا بالفعل الانحراف المعياري لكل العائدات حينما تكون  .الانحراف المعياري
 من خلال  σxكل الأسهم الفردية لها الانحراف المعياري 

 
 wi  =W/Nبالتساوي، ولهذا  Wهذه المسألة تم اختزالها من خلال تقسيم الاستثمار 
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 في ضوء الانحراف المعياري لـ  i =1,2 ....Nلـ 

 
حيث أن عدد الاستثمارات المختلفة يكون ستقلة، الملاستثمارات وبالتالي، في حالة ا

بلا نهاية والمبلغ المستثمر في كل منها يصبح أصغر، فإن الانحراف المعياري يصبح صفر. 
 ويتم خفض المخاطرة أيضًا لتصبح صفر. 

يمكننا استنتاج أن نفس السلوك يحدث في عدد أكثر من المسائل العامة حينما يكون 
 ). إذا كان لا يوجد أيًا من الانحرافات2-6للأسهم انحراف معياري مختلف (انظر التدريب 

 N. كلما أصبحت  √	/max	Wσ منإذا يمكننا إنشاء محفظة أقل  σmaxالمعيارية أكثر من 
أكبر وأكبر. ولهذا استنتجنا أنه لا يوجد حد أقصى لفوائد التنويع. وبالنظر إلى المعطيات 
يمكننا أن نجد فرص استثمارية جديدو والتي هي مستقلة عن المحفظة الحالية ولا يوجد 
تكلفة زائدة للاستثمار فيها، وعليه يمكن أن نخفض المخاطر دائماً بإضافة هذه 

 لمحفظتنا وإعادة التوازن وفقًا للمعطيات.  الاستثمارات الإضافية
3-3-2 

الآن سننظر إلى حالة يكون فيها عدد من الاستثمارات المختلفة لها نسبة أرباح متوقعة 
مختلفة بالإضافة إلى تغيرات مختلفة. ويعد هذا التعبير هو أساس ما يسمى بنظرية المحفظة. 

ات في الربح المتوقع لاستثمار فردي سيكون هناك اختلاف في عندما يكون هناك اختلاف
الربح المتوقع للمحفظة ولهذا لم يعد بإمكاننا أن نجد محفظة تحقق أقل انحراف معياري. 
يجب علينا أيضًا أن نضع في اعتبارنا الربح المتوقع من المحفظة. وهذا يعني المعاوضة: كلما 

 إشراك المزيد من استثمارات ذات عوائد أقل سيؤدي زاد التنويع كلما قلت المخاطرة وحتماً 
 إلى تراجع العائد المتوقع العام. 

. يمكننا  Cو Bو Aلشرح هذه الفكرة سنفترض أن لدينا ثلاثة استثمارات محتملة: 
النظر في النتائج بعد تحديد أوزان مختلفة في مكونات مختلفة بالمحفظة والتوصل في النهاية 
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عاوضات بين المخاطرة والعائد. سنفترض أن العائد المتوقع من استثمار إلى مجموعة من الم
 كالتالي:  Cو Bو Aدولار وانحراف معياري لـ  10000بقيمة 

 
، حيث يهيمن عليه الاستثمار لن يستخدم Cمن النظرة الأولى قد يبدو أن الاستثمار 

B : حيث لديه ربح متوقع أعلى وفي الوقت نفسه ذو مخاطرة أقل (في ضوء عائد متغير
أقل)، ولكننا سوف نرى مميزات أن يكون لدينا استثمار أو أكثر في المحفظة بحيث تتفوق 

 على حقيقية كونها استثمار غير جذاب. 
لى هيئة يمكن كتابة ذلك ع، انظر في مشكلة إيجاد أقل مخاطرة لتحقيق الربح الموضح

 مشكلة التحسين: 
 

 
 
 

هو إجمالي المبلغ وتم  Wوهم مجموع ما تم استثماره ولهذا  WCو WA ،WBلدينا 
في  10000الربح المتوقع الذي تم تحقيقه من  ووه RA ،RB ،RC، 10000تحديده لـ 

الانحرافات المعيارية لتلك الأرباح. لاحظ أن الهدف  σC σA, σBو استثمارات مختلفة:
الذي اخترناه هو لتقليل التغير من إجمالي الربح بأكثر من الانحراف المعياري. ولكن 
الانحراف المعياري هو مجرد الجذر التربيعي للمتغير مهما كان اختيار الأوزان فإن تقليل 

 أحدهما سيقلل الآخر. 
معقدة للحل الأمثل لهذه المشكلة، ولكن بدلاً من القيام من الممكن كتابة معادلة 

 التقليل

 تخضع لـ
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 2-3بذلك سننظر في حل رقمي لهذه المشكلة بناء على البيانات المعطاة أعلاه. يظهر الشكل 
ما يحدث لمجموعة كاملة من الاختيارات العشوائية مع استثمارات مقسمة. يظهر هذا 

اؤها: يمكننا اختيار نطاق من الشكل المعاوضات المختلفة بوضوح والتي يمكن إنش
 دولار.  945مع ربح متوقع بنحو  50الانحرافات المعيارية المختلفة للمحفظة بحد أدنى 

 
 

3-2 

 
يمكننا النظر في الحدود بشكل أكثر تفصيلاً لمجموعة من الحلول المحتملة. إذا كنا 

في اعتبارنا إذا يمكننا تحديد الربح المتوقع مقابل الانحراف  ستثمارينأحد الاسنضع 
المعياري، لدينا منحنى يصل بين النقطتين. في هذا المثال يوجد ثلاث منحنيات بناء على ما 

 والمنطقة 2-4هو زوج الاستثمارات الأساسية المختارة. هذه هي الخطوط المتقطعة في الشكل 
 عن مجموعة من النتائج المحتملة من محافظ مختلفة. الخط المتصل المظللة بشكل طفيف تعبر

 همعطاهو الحد في ضوء الانحراف المعياري الأدنى الذي يمكن تحقيقه من خلال أي قيمة 
وانحراف معياري  960للربح المتوقع العام. على سبيل المثال، النقطة عند الربح المتوقع 

=  WA  =0.3924 ،WBهو أفضل احتمال لهذا الربح ويمكن تحقيقه من خلال  3.95عند 
  .WC  =0.1924و 0.4152
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َٔ خلاٍ تسفعة َٔ ثلاثة  سدود المٓطكة ايتي يمهٔ تحكيكٗا :2-4ايػهٌ 

 اضتجُازات 

  

 

 توشيع طبيعي تتبع المداطسةعيدما  4-3-2 

مْاؿنتْا مذ مخاضر ادحاؾظ حتك الآن تْاوفت الإحراؾات ادًٔارية فِربح الإجماي. 

)تؿ الحهقل ظِٔف مـ خلال متٌرات ظنقائٔة(. هْاك اؾساض مٓؿ حقل اشتَلافٔة 

الاشتثمارات ادختٍِة وفُـ لا يقجد اؾساض حقل افتقزيًات. حْٔما يُقن افتقزيع 

يد حقل ادخاضر ادْىقية وبالأخص يُّْْا حساب حْٔما يُّْْا افَقل ادزو ،مًروف

 احتمافٔة الحهقل ظذ ٕتائج أشقأ مـ ادستقى افَٔاد. 

هق افْير مذ افتقزيع افىبًٔل. وتْبع أهمٔتف مـ افىريَة افتل وافتقزيع الأـثر أهمٔة 

د يَارب بها ٕتٔجة متٌرات ظنقائٔة مختٍِة مٓما ـان تقزيًٓؿ الأصع. هذه هل ٕيرية الح

دروس حقل ٕيرية الاحتمالات. ومذ افقؿت (: A) ادرـزي افتل تؿ مْاؿنٓا مذ ادِحؼ

ٍٕسف، ؾ٘ن افتقزيع افىبًٔل شٓؾ افًّؾ لأن مجّقع متٌريـ ظنقائٔغ أو أـثر فُؾ مْٓما 

مع تقزيع ضبًٔل فف أيوا تقزيع ضبًٔل. إذا ـان تقزيع الأرباح يتبع تقزيع ظادي، يُّْْا 

 أو جدول بٔإات لحساب أي مـ الاحتمالات افتل ؿد ٕحتاج إفٔٓا. اشتخدام الجداول

ع
ق

و
ت
لم
 ا
ح

ب
س

ل
ا

 

 الانحساف المعيازي للنخفظة
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 حساب الاحتمال مع توزيعات ظادية 2-5مثال 

. لهؿ تقزيع ظادي فِربح بًد ظام واحد، يُقن مذ اشتثماريـ مختٍِغٕير مذ مثال ا

دولار وافثاني  400دولار مع إحراف مًٔاري ؿدره  1000الأول فديف ربح متقؿع ؿدره 

احتٍيْا بهذيـ دولار. إذا  200دولار مع إحراف مًٔاري ؿدره  600فديف ربح متقؿع 

؟ بدون مًِقمات ظـ تقزيع افربح، لا يتؿ خسارتْا الأمقال، ما هق احتمال الاشتثماريـ

تحديد هذا الاحتمال، وفُـ مع افًِؿ بٖن الأرباح تتبع افتقزيع افىبًٔل يهبح مـ افسٓؾ 

دولار  1000بة ظذ افسٗال. مجّقع افًائديـ هق أيوا تقزيع ضبًٔل بّتقشط ؿدره الإجا

 وٕيرًا لأنهؿ مستَِغ ؾ٘ن الإحراف ادًٔاري هق: دولار،  1600دولار =  600+ 

447.21   =√          √       

 دولار يُّـ الحهقل ظِٔٓا مـ خلال الجدول 0احتمافٔة الحهقل ظذ ؿّٔة أؿؾ مـ 

 / z = 1600ظـ ادتقشط، حٔث  zل أن يُقن أـثر مـ الإحراؾات ادًٔارية )هق احتما

 مذ جدول NORMDST ( أو، ببساضة أـثر، باشتخدام افدافة ٕقرمديست3.5777 = 447.21

 .0.00017329( = 1، 447.21، 1600، 0ظذ وجف افتحديد فديْا ٕقرمديست ) بٔإات.

 تأثير الازتباط  4-2

ٕاؿنْا افىريَة افتل يُّـ مـ خلالها تَِٔؾ ادخاضرة مـ خلال افتْقيع وفُـ يجب 

أن يُقن هذا افتْقيع دؿٔؼ. يُّـ أن تسقء الأمقر مذ حال ـان هْاك ظلاؿة ؿقية بغ 

الاشتثمارات ادختٍِة. لإيواح تِؽ افَْىة، تخٔؾ وجقد مستثّر يرؽب مذ الاشتثمار مذ 

افتل تًد مقردا ، K+S AGإٔا. وهْاك ثلاثة أمثِة بهذا افهدد أشٓؿ ؿىاع ـٔماويات مذ أد

 ذـة، هل AGرئٔسٔا فِبقتاس فلأشّدة وأيوا أـز مْتج فِِّح مذ افًالم؛ لإُسٔس 

 BASF باير. وأخراذـة مذ الأصؾ جزءا مـ  تافُّٔٔائٔة وـإ متخههة مذ ادقاد أدإٔة

SEفًالم. ـؾ هذه افؼـات هل جزء مـ مٗذ ، وهل أـز ذـة فِّقاد افُّٔٔائٔة مذ ا

 . داـس الأداني

 ( فِثلاثYahooشًر افسٓؿ ظذ الإضار افزمْل الأشبقظل )ادهدر  2-5ييٓر افرشؿ 
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. وجقد ظلاؿة ؿقية بغ أشًار الأشٓؿ فٔس مٍاجئًا. 2010أشٓؿ فٍسة ظامغ بداية مـ 

 2011بافْير إػ افرشؿ افبٔاني، يُّـ أن ٕلاحظ ارتٍاظٓؿ خلال افْهػ افثاني مـ ظام 

. ولهذا ؾ٘ن الاشتثمار مذ محٍية 2012وتراجًٓؿ ؾٔما بًد بنُؾ مِحقظ خلال يقفٔق 

مار مذ شٓؿ واحد مْٓؿ تتُقن مـ تِؽ الأشٓؿ بافتساوي فـ يختِػ ـثرًا ظـ الاشتث

بسبب تنابف شِقـٓؿ افسًري بنُؾ ـبر خلال تِؽ افٍسة، ولهذا ؾ٘ن تْقيع الاشتثمار 

 بهذا افنُؾ فـ ذو ؾائدة ـبرة. 

 

 

أضعاز الأضِٗ ايجلاثة بكطاع ايهيُاويات الألماْي: أضعاز الأضِٗ  :2-5ايػهٌ 

 عًى الإطاز ايصَني الأضبوعي باييوزو.

 

ؾٍل حََٔة الأمر، افًلاؿة الأشاشٔة هْا لا ترتبط بهْاظة افُٔماويات وفُـ بتحرك 

افذي يبغ افسِقك افسًري  2-6شقق الأشٓؿ الأداني بقجفٍ ظام، ـما واضح مذ افنُؾ 

 دٗذ داـس الأداني خلال ٍٕس افٍسة. 
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ت افًنقائٔة ظذ مذ هذا الجزء ْٕير مذ افىريَة افتل تٗثر بها ضريَة ارتباط ادتٌرا

افسِقك افًام. ويحيك هذا ادقضقع بٖهمٔة ـزى حْٔما يتؿ تَٔٔؿ ادخاضر بنُؾ ظّع، 

مـ افتًامؾ مًٓا مـ خلال بًض الأدوات افرياضٔة أـثر تًَٔدا  مـ الأؾوؾ وفُـ أيوا

شقف ًٕافج الأمر (. وفذا ؾْٕ٘ا ادهٍقؾة الجزيةمذ بَٔة هذا افُتاب )وخاصة  ادستخدمة

 بنُؾ أـثر صّقلًا هْا. 

 

 .2011و 2010َؤغس ايدانظ الألماْي خلاٍ ايفترة َا بين  :2-6ايػهٌ 

 

 اضتدداّ ايتبائ في اتدُع بين المتػيرات ايعػوائية 1-4-2

 1980ظام، بداية مـ ظام  20ادتقشط افنٓري فلأشًار ظذ مدار  2-7ييٓر افنُؾ 

. فقحظ أن أشًار هاتغ افسًِتغ بْٓاية فْدن فًِّادن افرصاص وافْحاس مذ بقرصة

. ظذ اؾساض إْٔا ًٕرف إٔف 1980لم تختِػ ـثرًا ظـ يْاير  1999هذه افٍسة مذ ديسّز 

يجب ظِْٔا ذاء ـّٔة مًْٔة مـ افرصاص وافٍوة مذ شْة ما. تُّـ ادخاضرة مذ افسًر 

، مذ حال ـإت أشًار ـلًا مْٓما مستَِة ظـ الإجماي. فًِّٔة افؼاء. بْاء ظذ َٕاصْا افسابؼ
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الأخرى ؾادخاضرة ادرتبىة بًِّٔة افؼاء الإجمافٔة شتُقن أؿؾ مَارٕة بؼاء واحدة ؾَط 

مْٓما حٔث أن ارتٍاع أشًار أحدهما يُّـ أن يقازٕف تراجع أشًار الأخرى. فُـ افنُؾ 

ا. ييٓر أن هْاك ظلاؿة ؿقية بغ ادتٌريـ ولهذا الاشتٍ 7-2 ًٍ  ادة مـ افتْقيع شُٔقن ضًٔ

فُل ُٕقن أـثر تحديدًا، ٍٕسض إْٔا ٕرؽب مذ ذاء ضـ مـ افٍوة وضْغ مـ 

افَْاط افتل لها ٍٕس  تًرُفافرصاص )أرخص ثّْاً(. افْٓج الجٔد فِتٍُر مذ هذا هق 

(. ولهذا إذا ٕيرٕا إػ افسًر X, Yوـِٓا تَع ظذ خط مستَٔؿ ظذ ) X+2Yافَّٔة فـ 

جْٔف  1900ٓري فؼاء ضـ واحد مـ افٍوة وضْغ مـ افرصاص شتُقن افتٍُِة افن

جْٔف  200جْٔف إشسفْٔل وشًر افرصاص  1500( Aإشسفْٔل شقاء ـان شًر افٍوة )

جْٔف  700جْٔف إشسفْٔل وشًر افرصاص  500( Bإشسفْٔل أو ـان شًر افٍوة )

إشسفْٔل. ويًد ٍٕس افسْٔاريق صحٔحًا لأي َٕىة تَع ظذ خط مستَٔؿ بغ هاتغ 

الأشًار مجًّة افتل تٗدي إػ ٍٕس افسًر افًام فًِّٔة  2-8افَْىتغ. يقضح افنُؾ 

ادتهؾ افؼاء. افتٖثر شُٔقن إشَاط ادجًّات افنٓرية ظذ الخط ادتهؾ. اختٔار الخط 

شَاط رشؿ تٍهٔع ظذ الخط وافذي هق زاوية صحٔحة فِخط ل الإهْا لا يهؿ: ظادة يًْ

ادتَىع فلأشًار ادساوية ـُؾ، وفُـ مذ هذه الحافة هْاك اختٔارات أخرى فِخط 

  يٗدي ؾَط إػ افتحجٔؿ الخىل فِْتائج.ادستَٔؿ و

ييٓر ـٔػ يتٌر شًر ضـ واحد مـ افٍوة وضْغ مـ  2-8الجزء الأيّـ مـ افنُؾ 

ا مع اددرج الإحهائل فلأشًار. لاحظ ـٔػ ـٍٔٔة إتنار افرصاص ظذ ًً  مر افزمـ م

 هذا افتقزيع: افتٌر ـبر وافتقزيع ٍٕسف لا ييٓر صُؾ جٔد فِتقزيع افًادي. 

هق افتبايـ افذي ئَس مدى ارتباط هاتغ افسِسِتغ مـ افبٔإات. افَٔؿ  هذا

يُقن افتبايـ صٍرا إذا ـان ادتٌران  الإيجابٔة فِتٌاير تتقاؾؼ مع ارتباط إيجابي، وشقف

 هق Yو Xمستَلان. تذـر أن افتبايـ بغ ادتٌريـ افًنقائٔغ 

cov(X, Y) = E(XY ) − E(X)E(Y) 
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 1111إلى  1981أضعاز ايسصاص وايفطة َٔ  :2-7ايػهٌ 

 

 

 توشيع الأضعاز يطٔ واسد َٔ ايفطة وطٓين َٔ ايسصاص :2-8ايػهٌ 
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يُّْْا اشتخدام  إذا  wyو  wxالأوزان  مـإذا ـْا مٓتّغ مذ ؾٓؿ خهائص محٍية 

حٍية )دزيد مـ افتٍاصٔؾ حقل افهٌٔة هْا، إير ادِحؼ ادتبايـ  لإيجاد Yو Xافتبايـ بغ 

 (.ٕيرية الاحتمافٔةأ: دروس حقل 

var(wXX + wYY) = w
2
X var(X) + w

2
Y var(Y) + 2wXwY cov(X, Y). 

 شًر افْحاسمتقشط مثال افرصاص وافْحاس. ظذ  أن ٕرى ـٔػ يًّؾ هذايُّْْا 

 97 ؿدره )مما يًْل تبايـ دولار 312,40 هق والإحراف ادًٔاري دولار 1231.16 يساوي

 69،65 هق والإحراف ادًٔاري دولار 350,99يًْل  شًر افرصاص متقشط (.590.80

(. ترتبط مجّقظتا الأشًار بنُؾ إيجابي مع افتبايـ 4851.55 ؿدره )مما يًْل تبايـ دولار

ضـ مـ  2و مـ افْحاسواحد ضـ  1، ؾ٘ن افهٌٔة تًْل أن افٍرق بغوظِٔف. 281.00 11

 افرصاص هق

97 590.80 + 4 × 4 851.55 + 4 × 11 281.00 = 162 121.00, 

، ؾ٘ن ندولار. وإذا ـان افسًران مستَلا 402.64مما يًىل إحراؾا مًٔاريا ؿدره 

 دولارا. 342.05 يساويالإحراف ادًٔاري الإجماي.  فُانادهىِح افثافث فـ ييٓر و

 تسفعة بحد أدْى َٔ ايتبائ َع ايتػايس  2-4-2

تحديد ـٔػ إػ افتٍُر مذ تقزيع افَٔؿ فؼاء مجّقظة مًْٔة  تٌٔر ترـٔزٕا مـيُّْْا 

. ادرتبىة ببًضالأصقل  بدلًا مـادحاؾظ  ب٘مُإْا اختٔاريُّْْا أن ٕستثّر إذا ـان 

. Yو Xوشقف ٕبٔع بًد شْة واحدة بالأشًار  Y0و X 0فٍْسض أن الأشًار الأوفٔة هل 

؟ شًٔتّد افَرار هْا ظذ افًلاؿة بغ أشًار Wتَسٔؿ ادبِغ الاشتثماري ادتاح  يُّْْاـٔػ 

افْسبٔة ادختٍِة،  َواء ظذ مسٖفة افًائداتفِ .Yو X ـوافَٔؿ ادتقؿًة ف Y0و X0افؼاء 

، افَّٔة μYو ،X0، هل مواظٍات مًْٔة مـ X ـ، افَّٔة ادتقشىة فμXدظقٕا ٍٕسض أن 

. وبافتاي.، ؾ٘ن μY = kY0و μX = kX0، فذفؽ Y0، هل ٍٕس مواظٍات Y ـادتقشىة ف

، kافْتٔجة ادتقؿًة مـ هذا الاشتثمار بًد شْة واحدة هل أن الاشتثمار الأوي. مضروبا مذ 

مذ هذه الحافة مـ ادْىَل فلاشتثمار  .Yو Xافْير ظـ ـٍٔٔة تَسٔؿ الاشتثمار بغ  بٌض
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شُٔقن  Xمـ الأصقل  wxمـ بىريَة تَِؾ مـ افتبايـ مذ افًائد. ٕيرا فؼاء وحدات 

مـ الأصقل  wxفلاشتثمار. وهذا يًْل إْٔا يُّـ ذاء وحدات  W - wxX0 ادتبَل فديْا

Y حٔث  

wy = (W − wXX0)/Y0 

 ا تبٔان ادحٍية شُٔقن إذً 

 

 ( يُّـ أن ٕيٓرها بالحد الأدٕك باشتخدام حساب افتٍاضؾ وافتُامؾوافتل )

 

 وبًد تبسٔىٓا ٕحهؾ ظذ 

 

 افتل تَِؾ افتبايـ:  Wxويُّـ أن ٕحؾ ذفؽ لإيجاد 

 

 أوزان الحاؾظة ادثذ مع افتباين 2-6ادثال 

 ٕرؽب مذ اشتثمارْٕير مرة أخرى مذ مثال أشًار افرصاص وافْحاس. اؾسض أن 

مذ  ةبْٔاد ظاما 20دولار، والأشًار الحافٔة فِرصاص وافْحاس هل مذ ادتقشط فٍسة  1000

 .دولار 350.90 )فِرصاص( هق Y0و دولار 1231.16)فِْحاس( هق  X0، فذفؽ 2-7افنُؾ 

α = X0 / Y0 = 3.51 ٕحهؾ ظِٔف . ثؿ ٕحهؾ ظذ أن افقزن الأمثؾ فِّحٍية مذ افْحاس

 مـ خلال 
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 350.99×  2.1142و دولار ظذ افْحاس 257.93=  1231.16×  0.2095مع إٍٕاق 

افذي اختٍك مذ  بسْت واحد دولار 1000 أؿؾ مـدولار ظذ افرصاص ) 742.06= 

 تَريب هذه الحسابات(.

. وهذا يًْل WYأو WXؿّٔة شافبة لأحد الأوزان  اتالحساب هوؿد تًىل ٕتٔجة هذ

ضّْا ؾائدة مـ بٔع شًِة واحدة فؼاء ادزيد مـ افسِع الأخرى. وؿد تُقن ظِّٔة افَٔام 

شًِة واحدة  فبٔع افتّقيؾ، يُقن هذا ادبِغ مٍٓقمبذفؽ متاحة مذ افسقق: ؾبافْسبة إػ 

 وفُْْا فـ ٕتْاول هذه افٍُرة هْا.  .ذاء الأخرىو

 بغ اشتثماريـ يَِؾ مـ مْاؾع افتْقيع ظذ ادخاضر الإيجابي الارتباطرأيْا ـٔػ أن  فَد

 .اشتثماريـ. بافوبط ٍٕس افقء يحدث مع أـثر مـ بالاشتثمارات الاحتٍاظإذا تؿ 

 اإيجابيً ااتذد الأقصى يًُتػيرات ايتي تستبط ازتباطً 3-4-2

افَّٔة افَهقى دتٌريـ ظنقائٔغ ْٕير الآن مذ افسْٔاريق الآخر افذي تُقن ؾٔف 

  ـٔػ يٗثر الارتباط الإيجابي ظذ هذا ادَٔاس. رىمحؾ اهتمام )بدلا مـ مجّقظٓما(، وٕ

( إذا ـان ادتٌران z) FX (z × )FXتًىك بقاشىة  zأؿؾ مـ  Yو Xاحتمافٔة أن يُقن 

حٔث أن الاحتمال أـثر مـ ذفؽ إذا ـإت مسابىة بنُؾ إيجابي، شُٔقن  مستَلان.

. وبافتاي.، إذا إخٍاض ؿّٔة أحدهما مرجح أن تُقن بافتزامـ مع إخٍاض ؿّٔة الأخرى

 إذًا( X ،Y) الحد الأؿل=  U حددٕا
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نيف يؤثس الازتباط عًى المداطس يًشد الأقصى لأضعاز ايصْو : 2-9ايػهٌ 

 وايفطة؟

 

أظذ مـ ؿّٔة ما  U أن تُقن ؿّٔة احتمال أنوَٕقل  بىريَة أخرىيُّْْا أن ْٕير إػ هذا 

 ارتباضا إيجابٔا. Yو X ترتبط ظْدما تَؾ

فرؤية ـٔػ يُّـ أن يُقن هذا ادثال، ْٕير مذ افسِقك افسًري لأشًار افزٕؽ 

. ٕٗـد مرة أخرى ظذ أن تِؽ الأشًار ظذ الإضار افزمْل 2-9وافٍوة مذ افنُؾ 

دولار  1500ارتًٍت أشًار افٍوة أظذ . 1980ظامًا بداية مـ ظام  20افنٓري ظذ مدار 

مرة.  24بْٔما ارتًٍت أشًار افزٕؽ أظذ مـ ذفؽ مذ  240مْاشبة مـ أصؾ  51فِىـ مذ 

( = 1500افزٕؽ ) F 0.7875=  189/240( = 1500) افٍوة Fولهذا )بافتَريب( 

وٕتقؿع  .FU (1500 = )0.9X 0.7875= 0.709. إذا ـإقا مستَِغ ؾ٘ن 0.9=  216/240

0.709X240  =170  ظْدما تُقن أظذ مـ  70و 1500مرة يُقن ؾٔٓا أظذ شًريـ دون

 1500شًر افزٕؽ أظذ مـ  ـان ؾٔٓامذ افقاؿع هْاك ثلاث مْاشبات ؾَط . 1500

 مْاشبة ظْدما الحد الأؿل 54=  3+  51 مما يًْل أن ادجّقع، أؿؾ مـ ذفؽوافْحاس 
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(. وهُذا، مذ حال ـإقا مستَِغ 70ؿد ٕتقؿًف ظْد مما )أؿؾ بُثر  1500مـ  ظذثْغ أفلا

بنُؾ الحد الأؿل  ارتٍاعمذ هذه الحافة، أدى افسابط بغ افسًريـ إػ الحد مـ مخاضر 

 )أو متقشط( الأشًار. مجّقع، وهق ظُس ما يحدث ظْد افْير إػ ؿقي

 َتعدد المتػيرات ايطبيعية 4-4-2

افَّٔة  ٔةؾ٘ن الحساب ادٍهؾ لاحتماف وإذا لم تُـ افُّٔات ادختٍِة مستَِة،

 ٌايرأو الحد الأؿل، فـ يُقن ممُْا ما لم ًٕرف أـثر مـ مجرد افت جّقعادرتًٍة، إما فِّ

هق متًدد ادتٌرات افىبًٔٔة. ـما يُّْْا حساب و ْٕير ؾٔفبْٔٓما. ّٕقذج واحد يُّْْا أن 

وحدها ظْدما يُقن افتقزيع الاحتمالات افدؿَٔة مـ ادتقشط والإحراؾات ادًٔارية 

هق ، يُّْْا أن ًٍٕؾ افقء ٍٕسف ظْدما يُقن افتقزيع ادنسك ظاديَاالأشاد فِّخاضر 

 .وافتٌايراتمتًدد ادتٌرات افىبًٔٔة بؼط أن ًٕرف افقشائؾ والإحراؾات ادًٔارية 
 

 

 حغ يُقن 

 

(K و ثابت افتىبٔعρ  هق الارتباط بغX وY وتيٓر الأرؿام .) مثالا معμX = μY = 

 . 2-11ادخىىات ـِٓا محذوؾة مذ افنُؾ . ρ = 0.5و ζY = 2و ζX = 3و 10

واحدة مـ أهؿ خهائص متًددة ادتٌرات افىبًٔٔة هق أن أي ترـٔبة خىٔة مـ 

ادتٌرات فديها أيوا افتقزيع افىبًٔل متًدد ادتٌرات. ؾّـ افسٓؾ أن ٕتهقر أن أي 

مـ صٖٕف أن يًىل مْحْك  2-10افُثاؾة مذ افنُؾ  دافةذيحة ظّقدية مستَّٔة مـ خلال 

ا ُـ هذاافتقزيع افًادي ظذ صُؾ جرس. وف ًٍ ، لإٔف يْىقي ظذ افنُؾ ييٓر صٔئًا مختِ

 .2-8وصٍْاه مذ افنُؾ  ذيٕقع مـ الإشَاط وصقلا إػ خط مستَٔؿ اف
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 داية ايهجافة يًتوشيع ايعادي ثٓائي ايتػير. :2-10ايػهٌ 

 

 

 

 ثٓائي ايتػير. عادينجافة ايتوشيع اي تشطط: 2-11ايػهٌ 
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 خطقة من افؼقمأحذية الأضػال ومجؿوظات  2-7مثال 

 لأضٍال )افًرضاْير مذ افؼـة ادهًْة لأحذية الأضٍال ادٓتّة مذ تقزيع أحجام ؿدم ٕ

 . صبٔا مـ افهػ افرابع 20 ـافبٔإات افتل تؿ جمًٓا ف 2-2الجدول  قؾروالأضقال(. وي

. ٕجد أن متقشط 2-2فِبٔإات افقاردة مذ الجدول  حَؾ تقزيًل 2-2ويبغ افنُؾ 

 9.19( ومتقشط افًرض هق 1.217)ظْٔة الإحراف ادًٔاري =  .23.10افىقل هق 

. إذا ـْا ٕتْاشب مع متًدد 0.299هق  افتٌاير(. 0.452)ّٕقذج الإحراف ادًٔاري = 

 ؾْٕ٘ا ٕتقؿع أن تقزيع أي مزيج مـ الارتٍاع وافًرض أمر ضبًٔل أيوا. ،ادتٌرات افًادية

 بياْات أسذاّ أقداّ الأطفاٍ 2-2اتددوٍ 

 
 

 بياْات أسذاّ الأقداّ يعػسئ ويد بايصف ايسابع :2-12ايػهٌ 
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)افًرض( يجب أن يُقن تقزيع ظادي مع متقشط ×  2ظذ شبٔؾ ادثال، )افىقل( + 

 هق L + 2Wدتٌريـ ظنقائٔغ، افتبايـ  Wو L بُتابة. 41.485=  9.19×  2+  23.105

var(L) + 4 var(W) + 4 cov(L, W) = 1.2172 + 4 × 0.4522 + 4 × 0.299 = 3.494, 

يُّْْا مـ خلال ذفؽ حساب احتمافٔة  .1.869=       √بإحراف مًٔاري فـ 

الحهقل ظذ ٕىاؿات مختٍِة مـ افَٔؿ لهذا الجّع الخىل. ظذ شبٔؾ ادثال، ٍٕسض إْٔا 

هذا يتقاؾؼ شؿ.  44ؿّٔة أظذ مـ  L+2Wٕرؽب مذ تقؿع احتمافٔة أن يُقن هْاك ؾرد فديف 

. مذ إضار 1.346=  1.869( /41.485 - 44هل ) z. ؿّٔة 2-12مع الخط ادتَىع مذ افنُؾ 

فتحَٔؼ  Φ (1.346 = )1 - 0.9108  =0.0892- 1الاؾساض افًادي هذا يًْل احتمال 

( افَٔاد. 0 ،1) Nدافة افتقزيع افساـّل فِتقزيع افًادي  تمثؾ Φهذه افَّٔة. هْا، 

بهذه  مـ الأؾراد 1.8ٓذا مـ صٖٕف أن يَقدٕا إػ تقؿع حقاي. ؾملاحية  فًؼيـاوبافْير إػ 

 يتقاؾَقن بنُؾ ـبر مع تقؿًاتْا.  - صخهغ ْٕير مذ. مذ افقاؿع، افؼوط

يُّـ أن تساظدٕا مذ جًؾ افتقؿًات حقل احتمافٔة  افَّٔة مذ ّٕقذج واضح

مًْٔة )أو افتل لا تَع أبدًا( يُّـ افْير ؾٔٓا. ؾًذ شبٔؾ  تالأحداث افقاؿًة مذ أوؿا

ادثال، مذ مثال أحذية الأضٍال يُّـ أن ٕتقؿع احتمافٔة أن يُقن هْاك ؾرد ٕتٔجتف ادرـبة 

وافتل لا تحدث مذ ادجّقظة ادُقٕة مـ ظؼيـ ؾرد هْا. بافرؽؿ مـ ذفؽ،  4.5أظذ مـ 

أبًد مـ افبٔإات افتل لاحيْاها، ومـ ادُّـ ما هق اشتَراء يجب أن ُٕقن حذريـ مـ 

وشقف ٕتْاول . الأـثر صذوذًاتًدد ادتٌرات ـّٗذ فِْتائج دتَريب افىبًٔل يٍنؾ اف أن

 هذا بادزيد مـ افتٍهٔؾ مذ افٍهؾ افرابع حقل وضع ّٕقذج مْحْٔات افتقزيًات. 

 أظذ من الآخر ةمر xمتغر واحد أـثر من  2-8 مثال ظؿع

. ًِٕؿ بافًٍؾ إٔف بافْسبة لهذه 2-7افرصاص مـ افنُؾ وإػ مثال افْحاس ًٕقد 

 312.40والإحراف ادًٔاري  دولار 1231.16 يساويشًر افْحاس  متقشط افبٔإات

 دولار 69,65والإحراف ادًٔاري  دولار 350,99 ييساوشًر افرصاص متقشط  دولار؛

افتقزيع هق متًدد ادتٌرات افىبًٔٔة.  . فٍْسض أن281.00 11 فِسًريـ افتبايـ ويساوي

 ما هق احتمال أن يُقن شًر افْحاس أـثر مـ خمسة أضًاف شًر افرصاص؟



 86  الفصل الجاىي

 

 

 الحل

 <Xفسًر افرصاص. ٕريد إيجاد احتمافٔة أن يُقن  Yو Xشْرمز فِْحاس بافرمز 

5Y ولهذا، إذا اؾسضْا أن .W= X-5Y  شْريد أن تُقن احتمافٔةW>0 ومذ ضقء .

 هق متٌر ظنقائل ضبًٔل بّتقشط وتبايـ ـالآتي:  Wتقزيع ادتًدد افتٌرات، اؾساضٔة اف

 

.. بهذا ادتقشط ؾ٘ن 325.7=        √فـ  Wفـ  وهذا يًىل إحراؾا مًٔاريا

مذ هذه  .Φ (523.8/325.7 = )0.0539 - 1شتُقن مـ خلال  0الاحتمافٔة أـز مـ 

َٕاط ظدم ادساواة، مما يًىل احتمالا مـ افبٔإات تنر إػ  240مـ أصؾ  7افبٔإات هْاك 

 افّْقذج افًادي متًدد ادتٌرات. مما تقؿًف، وفٔس أؿؾ 0.029مدريبٔا ؿدره 

 لينوذج التوشيعات متعدد المتغيرات )ىظسية الاحتنالات( اضتدداو كوبولا 5-2

متٌريـ أو أـثر،  ٔةتبًتَريب جٔد ف  يًد، تًدد ادتٌرات لا مـ الأحٔانرـثمذ 

هْاك خٔار جٔد هق اشتخدام  بحاجة إػ افبحث ظـ ّٕقذج أـثر مروٕة. وذفؽ ٕحـ

ْتحدث ظـ شتىقر حديث ٕسبٔا مذ ٕيرية الاحتمالات.  تًد، وافتل "ـقبقلا"ٕماذج 

، وفُـ يُّـ Yو Xثْائل الأبًاد يهػ افسِقك ادنسك فِّتٌريـ  ّٕقذج ـقبقلا

تتّثؾ  ظذ افْماذج متًددة ادتٌرات مع ثلاثة متٌرات أو أـثر. افىريَةتىبٔؼ ٍٕس 

ضّـ  yو x( ادًز ظْف مـ حٔث ادقضًغ x ،y) تقزيع ؿٔؿافْير إػ  مذافٍُرة 

وشِٔة فِتّٔٔز بغ ما يحدث ٕتٔجة فتقزيع  يقؾر ذفؽ ظذ افتقاي.. Yو X ـافتقزيًات ف

وهذا  متٌر واحد مـ جٓة أخرى. بًٔةت، وما يحدث ٕتٔجة فYو Xادتٌرات الأشاشٔة 

 فتقزيًات مختٍِة مـ ادتٌرات الأشاشٔة.  ٍٕسفتىبٔؼ افّْقذج ـقبقلا يًْل إٔف يُّْْا

مذ رشؿ مرة أخرى مذ بٔإات أشًار افرصاص وافْحاس. بدلا مـ افْير  بافْيرٕبدأ 
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لأشًار افْحاس  بستٔب ؿّٔٓارشؿ افَْاط بشَْقم  2-7مذ افنُؾ  بٔاني بافَْاط ادبًثرة

َٕىة  240فسًر افرصاص ظذ ادحقر افرأد. هْاك  ؿّٔٓاظذ ادحقر الأؾَل وترتٔب 

ؾ٘ن  ولهذا،. 1و 0، بحٔث يُقن ادَٔاس بغ 240 وشْوع ؿٔاس فِستٔب مـ خلال ؿسّة

 1=  240/240وأظذ شًر فِْحاس يسجؿ إػ  1/240 مـ X أدٕك شًر فِْحاس فف ؿّٔة

، ويسّك هذا افْقع 2-13)وٍٕس افقء مع أشًار افرصاص(. وتيٓر افْتٔجة مذ افنُؾ 

 بـ رشؿ بٔاني مدريبل فِسابط )ـقبقلا(.  مـ افرشؿ افبٔاني

افرشؿ افبٔاني الأشاد بًض شمات افبٔإات بنُؾ أوضح مـ  2-13ويبغ افنُؾ 

 الأشًار تبًٔة. مذ هذا افرشؿ افبٔاني يُّْْا أن ٕرى أن 2-7 باشتخدام افَْاط ادبًثرة مذ افنُؾ

. ظذ شبٔؾ ادثال، يُّْْا أن ٕرى ظْد الحد الأظذ بٖـثر مما هل ظِٔف ظـ الحد الأدٕكأؿقى 

% 40% يتقاؾؼ مع شًر افرصاص افذي هق مذ أظذ 10أن شًر افْحاس افذي هق مذ أظذ 

 % مـ10 دٕك، ومع افًِؿ أن شًر افْحاس مذ أ)تَريبا( مـ افَٔؿ ادحتِّة. مـ ٕاحٔة أخرى

 % )تَريبا( مـ افَٔؿ ادحتِّة.70 أدٕكأؿؾ بُثر: أن شًر افرصاص هق مذ  هقافَٔؿ ادحتِّة 

 

زضِ بياْي تخطيطي تجسيبي )نوبولا( لأضعاز ايٓشاع وايسصاص  :2-13ايػهٌ 

ًَا َٓر   20  عًى َداز  .1980عا
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 ّٕقذج هق مذ الحََٔة ظْٔة مـ ،باشتخدام افَْاط ادبًثرة افرشؿ افتخىٔىل افتجريبل

، وهل ضريَة فقصػ افتبًٔة بغ متٌريـ. وـثاؾة ـقبقلا هل افدافة الأشادـقبقلا 

(. 1، 0( × )1، 0الأشاشٔة افتل تًىل الاحتمالات افْسبٔة فَْاط مختٍِة تحدث مذ ادربع )

 َٕقمحق شِس وشِقك جٔد، وفُْْا شقف ُقبقلا ظذ ٕفافُثاؾة  تِؽُقن تؿد ٕتقؿع أن 

ـجزء مـ  ّٕقذج ـقبقلاظذ أشاس ظْٔة مْف. ومـ ادٍٔد أن ٍُٕر مذ  بًِّٔات خهؿ

ؾ تقزيع ثْائل ادتٌر. وافٍُرة هل أن تٖخذ افتقزيع افًام فَِّٔتغ مًا وتَسٔؿ هذا ٔتحِ

افتقزيًات افًِّٔة ب مـ خلال افْير مذ تقزيع ـؾ ؿّٔة ظذ حدة. وؽافبا ما تسّك هذه

نٔة مًا مذ ادّٓـقبقلا افىريَة افتل تقضع بها افتقزيًات ّٕقذج نٔة. ويهػ ادّٓ

 افتقزيع افُع.

نٔة )ظذ شبٔؾ ادثال، لأشًار افْحاس وافرصاص( ادّٓإذا ـان فديْا افتقزيًات 

افُامؾ مقضح مذ  ـقبقلا افتل تربط بْٔٓما، ثؿ ظِّٔة تقفٔد ظْٔة فتقزيع ثْائل ادتٌر ودافة

ِتقزيع هامق. فٍْسض أن فف ف، مـ تقزيع افْحاس وؾَا x. ٕٖخذ ظْٔة، 2-14افنُؾ 

بقلا ظذ خط ظّقدي مـ خلال افَْىة قمـ افتقزيع دوٕف، ثؿ ْٕير إػ افُثاؾة ـ u1ٕسبة 

u1  ظذ ادحقر الأؾَل واشتخدام هذه افُثاؾة فًْٔة َٕىةU2 يًىل ٕسبة مـ شقف . هذا

. ثؿ Yفرصاص تحت َٕىة افًْٔة ادىِقبة فديْا ويُّـ تحقيِٓا إػ شًر افرصاص أشًار ا

 ( افتقزيع ادنسك افهحٔح.x ،yيُقن فِزوج )

 

أولا، ثِ عيٓة َٔ نوبولا  x ـباضتدداّ نوبولا. عيٓة ي ايتذصئة :2-14ايػهٌ 

 َٔ خلالها.  Yإيجاد ، وايتي يتِ u2يًشصوٍ عًى 
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ٕماذج . ؾٓل تقؿٔت زيادة افتبًٔةنر إػ يافقء ادٓؿ حقل ـقبقلا هق إٔف يُّـ أن 

الأجزاء ادرـزية.  أـثر مـافتقزيع  مْحْٔاتبما ؾٔف افٍُاية فِتًامؾ بنُؾ مختِػ مع  مرٕة

وافسٗال الجٔد افذي يجب ضرحف ظْد افتًامؾ مع افبٔإات متًددة ادتٌرات افتل تتوّـ 

 ضرح هذا ؿد يُقن .صاذةما إذا ـان الارتباط شُٔقن أـز أو أؿؾ بَٔؿ  ،هقبًض الارتباط 

بًض ادخاضر مدْب شقف يوّـ إظارتف اهتمامًا ، وفُـ افسٗال أشٓؾ الإجابة ظِٔف

. ظذ شبٔؾ ادثال، إذا ـان هْاك متٌران يرتبىان ارتباضا ظذ الأؿؾ دارة ادخاضرلإ ادّٓة

أن تٖثر افتْقيع شًْٔل وجقد إخٍاض ـبر مذ  ٕستْتج، ؾربما 0ؿريب مـ  تٌايرضًٍٔا مع 

)ظذ شبٔؾ ادثال، تَسٔؿ محٍية متساوية بْٔٓما( خاصة. وهذا ظادة  ٓؿمخاضر متقشط ؿّٔ

ما يُقن اشتْتاجا صحٔحا، وفُْف شٍٔنؾ إذا ـان افسابط بْٔٓما مْخٍوا جدا، إلا مذ 

تهبح مسابىة ترابىا وثَٔا. ومذ هذه الحافة ؾ٘ن  ؿٔؿ ـبرة فٌِاية، ظْدما تحّؾافَْاط افتل 

خىر أن يهبح متقشىٓا ـبرا جدا شُٔقن ؿريبا مـ خىر أن يهبح ادتٌر افٍردي ـبرا، 

 ٕتقؿًٓا فـ تحدث. ومْاؾع افتْقيع افتل ؿد 

ادنُِة ادتًَِة بٕ٘ناء بٔإات حقل افًلاؿة مذ ادْحْٔات هل أن هذه الأحداث ٕادرة 

يجدر افتٍُر مذ الأشباب  لهذا مـ ؽر ادرجح وجقد أدفة تاريخٔة فتقجْٔٓا.و ،الحدوث

افُامْة وراء افَٔؿ افُبرة جدا مذ واحد أو آخر مـ ادتٌرات. ظذ شبٔؾ ادثال، افْير مذ 

ل أمازون وؾقرد. وه مثؾبقرصة ٕٔقيقرك، بافًلاؿة بغ اثْغ مـ الأشٓؿ ظذ حد شقاء 

 وجقد وهذا شٔٗدي إػ، فسقق وافيروف الاؿتهادية افًامةبًّْقيات ا أشٓؿ تتٖثر

ا. وفُـ هؾ شٔتؿ توخٔؿ هذا الارتباط ظْدما يْخٍض أحدهؿ ارتباط بغ أشًارهم

% مذ 30ًِؿ أن شًر شٓؿ أمازون ؿد إخٍض بْسبة تبنُؾ حاد؟ ظذ شبٔؾ ادثال، هؾ 

مـ مًرؾة أن أـثر  دمزيد مـ ادًِقمات حقل شًر شٓؿ ؾقريًىل  يقم واحد مذ ادَابؾ

 %؟ 15شًر شٓؿ أمازون ؿد إخٍض بْسبة 

ظقامؾ  ٕاجؿ ظـ يقم واحد% مذ 30ربما يُقن الإخٍاض ادٍاجئ مذ الأشًار بْسبة 

محددة جدا )مثؾ إظلان الأرباح( وأؿؾ ظرضة فلارتباط بافًقامؾ افًامة )مثؾ انهٔار 

شر ؾقرد أيوا. وأيا ـإت  شًر شٓؿافسقق( افتل مـ صٖنها أن تٗدي إػ إخٍاض مذ 
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 ما يجري.حقل ًىْٔا وشِٔة فّْقذج ي، ـقبقلا تِؽ افًِّٔة

والآن ًٕقد إػ مْاؿنتْا مذ بداية هذا افٍهؾ حقل ؾنؾ افتْقيع مذ حماية ادستثّريـ 

زيادة مٍاجئة مذ افسابط  ًٕتز ذفؽ ظذ إٔف. يُّْْا أن 2008 الأزمة ادافٔة افًادٔة مذخلال 

بغ أشًار الأصقل ادختٍِة ؿد لا يُقن  تٌاير افتبًٔةالخسائر. ويًْل ذفؽ أن  زيادةمع 

، ؾ٘ن افتٖثر بنُؾ ؿقيوول شسيت  بقرصة بغ ادُاشب والخسائر. إذا تحرـت اثلًا مم

فْدن فلأوراق ادافٔة ؿد يُقن أؿؾ مما فق إخٍوت وول شسيت بنُؾ  بقرصةادَابؾ مذ 

ض أن صًقر ًؿد يرى افبهذا افسِقك بافوبط. ؾُرة  دة فدظؿحاد. هْاك أدفة مدريبٔة جٔ

، وفُـ أيا ـإت الآفٔة، ؾّـ افقاضح مـ الخقف سريع الإتنار أـثر مـ صًقر افىّع

افتماثؾ مقجقد. نهج ـقبقلا هق وشِٔة جٔدة لجًؾ  اظدد مـ افدراشات افتجريبٔة أن هذ

مْحْك ، ظذ شبٔؾ ادثال مـ خلال اشتخدام ّٕقذج فِخسائر مع الأمر واضحًاهذا 

 فٔس مْحْك شٍع تبًل. ، وفُـ ظِقي تبًل

 ادستخدمة مذ ّٕقذج ـقبقلا. فرياضٔات ا تٍاصٔؾ أـثر حقلافَسؿ افتاي. يْاؿش 

1-5-2 
*
 نوبولا نموذزتفاصيٌ عٔ  

 ≥ u1 ≤ 1 ،0 ≥ 0 دةهل ـثاؾة مًرؾة مذ مربع افقحc (u1 ،u2 ) ّٕقذج ـقبقلاـثاؾة 

u2 ≤ 1( افْاتج ظـ ادّٓ، مع الخاصٔة أن افتقزيع )قu1 [ 1، 0يُقن مقحدا ظذ ،]

 تاي.: [. يُّْْا ـتابة هذه افؼوط ـ1، 0ظذ ] مقحد أيوًا u2وافتقزيع ل 

∫  [   ] مذ    فُؾ            
 

 

 

∫  [   ] مذ    فُؾ            
 

 

 

هق جًؾ مقحدة افُثاؾة ـقبقلا ظذ مربع  ؿائّةأبسط ضريَة لجًؾ هذه افؼوط 

 . u2و u1فُؾ  c(u1،u2 = )1قحدة، بحٔث اف

ؿبؾ أن ٕتحدث ظـ أمثِة مختٍِة فُثاؾة ـقبقلا وـٍٔٔة ارتباضٓا بٖٕقاع مختٍِة مـ 
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قزيًات ظِْٔا أن ًٕرض ـٍٔٔة تحقيؾ ـثاؾة ـقبقلا وادًِقمات ادتًَِة بافت افتبًٔة

افتل مـ افُثاؾات ) ْْتَؾش بهذاالأشاشٔة مذ تقزيع افتقزيع متًدد ادتٌرات ـُؾ. فَِٔام 

(. مـ افسٓؾ افتًامؾ مًٓاوطائػ افتقزيع افساـّل )وافتل  إػ( هل أشٓؾ مذ ظرضٓا

( مـ u1 ،u2) Cافتقزيع  دافةف ـقبقلا )تقزيع ـقبقلا افساـّل( باظتبارها ًرّ تُ فذفؽ 

 u1 ≤ v1( هل احتمافٔة أن ـلًا مـ u1 ،u2) C(. ولهذا  u1 ،u2) cخلال دافة ـثاؾة ـقبقلا 

 أو بنُؾ رشّل أـثر c( يُقن لها دافة ـثاؾة u1 ،u2ظْدما ) u2 ≤ v2و

 

دافة و Cثؿ يتؿ الحهقل ظذ افتقزيع افساـّل فِتقزيع متًدد ادتٌرات مـ افدافة 

 مـ خلال مًادفة ـقبقلا الأشاشٔة: Yو Xبافْسبة إػ  FYو Fxافتقزيع الأشاشٔة 

  Pr(X ≤ x and Y ≤ y) = C(FX(x), FY(y)).                     (2.2)     

، ومـ ثؿ F (y)و F (x)إػ ـّٔات فِتقزيًات ادْاشبة،  وٕحقلهما yو x ٕٖخذ

ظْد مذ افزاوية ( x ،yاشتخدام افدافة ـقبقلا فتحديد احتمال وجقدها مذ ادستىٔؾ مع )

 افًِقية افّْٔك.

. C (u1 ،u2 = )1: ـثاؾة مقحدة فُقبقلا، دظقٕا ًٕقد إػ ـٍٔٔة ظّؾ ذفؽفتقضٔح 

 ويُّـ تحقيؾ ذفؽ إػ ـقبقلا

 

 يُقن فديْا (2-2)ة مْتج. ثؿ ادًادفة مـ افنُؾ ئفتهبح مذ هٔ

Pr(X ≤ x and Y ≤ y) = FX(x)FY(y) = Pr(X ≤ x) Pr(Y ≤ y). 

بافوبط إذا ـان ادتٌران مستَلان. مـ هذه ادلاحية  ٌٔة الاحتمالص هلهذا 

 مْتج ـقبقلا( تًادل ادتٌرات ـقنها مستَِة. )أو ٕستْتج ـثاؾة مقحدة فُقبقلا

 بنُؾ أـثر دؿةظـ ضريؼ أخذ ادنتَات؛  اويُّْْا أيوا الإتَال مـ ـقبقلا إػ ـثاؾتٓ
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 ٕحهؾ ظذ افهٌٔة (2.2)مـ ادًادفة  yو x شٔتًِؼ بـأخذ ادنتَات 

 

افُثاؾة افٍردية. يُّْْا  دافة هل Fx ،FYو Yو Xهل افُثاؾة ادنسـة ظذ  fحٔث 

 افتاي.: إظادة ـتابة هذا ـ

 

ادًادفة هْا تيٓر ـٔػ يُّـ الحهقل ظذ ـثاؾة ـقبقلا مـ خلال دافة افُثاؾة 

فديهؿ احتمالات مْخٍوة وٕؼها  Yو Xمـ خلال رؾًٓا إػ أماــ يُقن ؾٔٓا  Fافًادية 

 فديهؿ احتمالات مرتًٍة.  Yو Xمذ أماــ يُقن ؾٔٓا 

اشتخدام ـقبقلا أـثر مـ ـثاؾة ـقبقلا يجًِٓا أشٓؾ مـ خلال افتحُؿ مذ بًض 

أجؾ تْسٔؼ ادًادلات، وفُْْا ٕريد أن ٕتحَؼ مـ افثلاثة خهائص ادىِقبة فُقبقلا مـ 

 الخهائص فُثاؾة ـقبقلا: 

 :زيادة مذ ـؾ متٌر C 0 لا يْخٍض مذ ـؾ متٌر، ولهذا مذ حال ≤ a1 ≤ b1 ≤ 1 0 و ≤ 

a2 ≤ b2 ≤ 1  ثؿ 

C(a1, a2) ≤ C(b1, b2) 

 :0مذ حال ـان  مستىٔؾ ظدم ادساواة ≤ a1 ≤ b1 ≤ 1 0 و ≤ a2 ≤ b2 ≤ ًا ؾ٘ن احتمافٔة إذ

يُّـ الحهقل ظِٔف مـ خلال افْير مذ  [a2, b2] × [a1, b1]وجقدها مذ ادستىٔؾ 

 ،أن تُقن ـثاؾة C. بافْسبة فـ 0ادجّقظة افهحٔحة لأربًة مستىٔلات محتِّة بزاوية 

 ؾ٘ن ذفؽ يجب أن يُقن شافب وٕنتؼ ظدم ادساواة 

C(a1, a2) + C(b1, b2) − C(a1, b2) − C(b1, a2) ≥ 0. 

(3-2) 
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  مع ملاحية أن  ق ؽر ادقحد:ادّٓافتقزيعC (v,1 هل ببساضة احتمافٔة أن يُقن )

U1  أؿؾ مـv ولهذا ؾ٘ن افؼط هق أن يُقن تقزيع ـلًا مـ .u1 وu2  :مقحديـC(1, 

v) = C(v, 1) = v 0 فُِؾ ≤ v ≤ 1. .    

مـ افْيرة الأوػ ؿد يبدو إٔف بافرؽؿ مـ أن مستىٔؾ ظدم ادساواة يُّـ أن يتبع 

  (.2-10 تٍع مذ ـؾ متٌر وفُـ فٔست هذه افَؤة )إير مثالحََٔة أن افُقبقلا تر

ّٕقذج ـقبقلا هق ما يّثؾ شِقك افتبًٔة افقاضح مذ تقزيع متًدد ادتٌرات، وهذا 

ما يسّك بـ ـقبقلا ؽاود. ترتبط ـثاؾة ـقبقلا بُثاؾة افتقزيع افىبًٔل دتًدد ادتٌرات 

مقحدة. ٕبدأ مـ خلال افَٔام وفُـ ـؾ مُقن يُّـ ؿٔاشف فومان أن الهقامش 

بالحسابات افتل تًّؾ مع دافة ـقبقلا )افساـّٔة(. مـ خلال أشس مًادفة ـقبقلا ودافة 

افُثاؾة. ومـ خلال أشس مًادلات ـقبقلا ودافة افُثاؾة فتقزيع متًدد ادتٌرات مع 

   ايُقن فديْ 1بالإضاؾة إػ ـؾ متٌر فف متقشط صٍري وإحراف مًٔاري  Pافسابط 

 

مُتقب فدافة افتقزيع افًادي افساـّل Φ (x )افرمز ادًتاد افذي ؾٔف  هْا اشتخدمْا

 افُّٔة ادتُامِة افتل تٖتي مـ خلال. إن 1 يساوي بّتقشط صٍر وإحراف مًٔاري

، C (v1فِحهقل ظذ مًادفة  ζX = ζY = 1و  μX = μY = 0 متًدد ادتٌرات افىبًٔٔة مع

v2)  شْىرح ؿٔؿX وY  لأي مـFx (x) = v1 وFy (Y) = v2 ولهذا شْوع .x = Φ
 -1

 

(v1) وy = Φ
 -1

 (v2)  فِحهقل ظذ 
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 ( هل 2-3افهٌٔة ادساوية فدافة ـقبقلا مـ مًادفة )

 

 إذًا

 

ؽر مـ  تمـ هذه افهٌٔة فًدد أـز مـ ادتٌرات. فَد أصبح ظدة أصُالهْاك 

 قشٔةبًض الأوشاط ظذ اشتخدام افُقبقلا الج ما مْذ أن تؿ إفَاء افِقم مذا ٕقظً  افنائع

(Gaussian copulas)  ـْٓج مًٔاري مذ ؿٔاس ادخاضر بسبب إخٍاؿات وول شسيت مذ

ـإت شبب افتل  افسْدات اددظقمة بافرهـ افًَاري افتْبٗ بادخاضر افْيامٔة ادرتًٍة مذ

( مذ ظام 2009أبريؾ  24قٕز، . جS، ايّز)ؾْٔإسٔال ت 2008ظام مذ الأزمة ادافٔة  رئٔز مذ

 ج ـقبقلا الجقشٔة، ٕؼت صحٍٔة ؾايْإنال تايّز مَالا يْاؿش اشتخدام ٕماذ2009

 . "وول شسيت أضرتافهٌٔة افتل "بًْقان 

مـ ادٍٔد فٌِاية و، تحديدهافٕحـ بحاجة  الجقشٔةفِّساظدة مذ ؾٓؿ صٌٔة ـقبقلا 

ديد افدافة مـ خلال وحدة مربًة ـما هق يًْل ببساضة تحـثاؾة ـقبقلا. هذا  تحديد دافة

 . 2-15مقضح مذ افنُؾ 

( ما يحدث فًِلاؿة ظْدما يُقن ـؾ مـ 1، 1)و (0، 0تمثؾ افزوايا )افتاي. مذ افنُؾ 

إػ أظذ  . وجقد ارتباط يدؾع هذه افزوايااجد وشِبل أو ـبرة اجد وإيجابي ادتٌرات ـبر
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ظذ ـثاؾة افتُامؾ إػ  ذوط. تذـر أن هْاك أشٍؾ إػ( 0، 1)و (1، 0) ةزوايا ادًاـسواف

، فذفؽ يُّـ اظتبار رؾع زاوية واحدة يستَر ظِٔف متٌر ما أو آخرظذ ضقل الخط افذي  1

 لأشٍؾ.  دؾع افزاوية ادجاورةف مقازن

 

 .ρ = 0.25َع  Gaussian copulaنجافة نوبولا اتدوضي  :2-15ايػهٌ 

 

تُقن ، ؾ٘ن ادتٌر متًدد ادتٌرات فف ملامح دائرية، وادتٌرات ρ = 0وظْدما يُقن 

)افتل  1افَّٔة  ظْدمسىحة تُقن ـثاؾة ـبقلا أن وهذا يًْل  -شابَا  ذـرٕاـما  -مستَِة 

 ظـ تقزيًات ادتٌرات الأشاشٔة( ةهل بّثابة تذـر بٖن خلاصات ـقبقلا بًٔد

. أحد الأمثِة ظذ تقضٔحٓا شابَاً ل تؿ ختٍِة افتادهْاك افًديد مـ افهٔغ ـقبقلا 

 ـلايتقن دتٌريـ، مـ خلال افهٌٔة: قلاذفؽ هق ـقب

 

مَٔاس لأي متٌر أـثر مـ افهٍر )يُّْْا جًؾ هذه افهٌٔة صحٔحة  حٔث تًد 
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ـٔػ تُقن  2-16(. يقضح افنُؾ 1-أؿؾ مـ افهٍر وأـثر مـ  أيوًا مذ حال ـإت 

 افة افُقبقلا ـافتاي.. تُقن د  =2افُقبقلا ظْدما 

 

 

 

  ..θ = 2يـ  Clayton copulaنجافة نوبلا نلايتوٕ  :2-16ايػهٌ 

 

مـ ؿٔؿ ادْحْك افسٍع جدا بغ  ًٍٔة( ظلاؿة ض0، 0ظْد ) افَّةمذ افنُؾ، تيٓر 

 رشّٓا. لأؽراض  8بَّٔة  تَسٔؿ هذه افَّةافتقزيًغ الأشاشٔغ. مذ افقاؿع، تؿ 

اشتخدامف حْٔما تُقن ادتٌرات افًنقائٔة مرتبىة بنُؾ يُّْْا هْاك نهج آخر 

 الجدير بافذـر إْٔا ًِٕؿ أن. اشتَلافٔة ادْحْك بنُؾ مباذ فَٔاس ؿقي ظـ أظذ ؿٔؿ
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. فذفؽ ي رء بافْسبة دتٌر آخرأ تًْلالاشتَلال يًْل أن ادًِقمات ظـ متٌر واحد لا 

حْٔما تُقن  تٖخذ ؿّٔة X مثالًِٔا )مذ افًؼية اف X وجقد يُّْْا افَقل أن احتمال

Fx(X)> 0.9 بافوبط( حتك فق ـْا ًِٕؿ أيوا أن  0.1( دون تٌٔر )ظْدY  مذ ظؼيتٓا

 شتَلال ادتٌرات. وهُذا، مع اأيوًا افًِٔا

 

ؼضل صٍر. افحتمال الامـ صٖٕف أن يجًؾ الحد مـ  1 ثال إػمذ هذا اد 0.9 تَريب

ظْد افَٔؿ مستَِة، وهْاك ظلاؿة ؿقية بغ ادتٌرات  ؽرومع ذفؽ، إذا ـإت ادتٌرات 

، ؾ٘ن هذا الحد شُٔقن أـز مـ افهٍر. لاحظ أيوا إْٔا يُّـ إظادة ـتابة هذا ادرتًٍة

 يع افْقع مـ الاحتمال افؼضل ظذ افْحق افتاي. )باشتخدام صٌٔة بايز( ـما

 

 مـ خلال ادْحْك افًِقيذ تحديد مًامؾ هذا يحٍزٕا ظ

 

 تبًٔة ادْحْك افسٍع ـافتاي. ومًامؾ ادَابِة مـ 
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ولا  λu < 0فديهؿ تبًٔة مْحْك افًائد افًِقي مذ حال  Yو Xيُّْْا افَقل هْا أن 

. ٍٕس افتًريػ يْىبؼ ظذ تبًٔة ادْحْك λu  =0يقجد تبًٔة فِّْحْك افًِقي مذ حال 

 . يُّْْا تحقيؾ ذفؽ إػ بٔان حقل دافة افُقبقلا بما أن λuبدلاً مـ  ℓλافسٍع باشتخدام 

ℓλ =  (C(a,a)/a)  
   

   
 

أن افَٔؿ  مـ اظتبارخاصٔة ؿقية جدا، وبافتٖـٔد أؿقى بُثر  تبًٔة ادْحْك يًد وجقد

 إذًا تبًٔة ادْحْك. إذا ـان هْاك افتبًٔةّتٌرات تٍنؾ مذ اختبار فِ)أو ادْخٍوة(  ادرتًٍة

إػ ما لا نهاية مذ افزاوية ادْاشبة. فـ ٕثبت ذفؽ بىريَة رشّٔة،  تُقنـثاؾة ـقبقلا شقف 

افهٌرى  αينر إػ أن حد  ℓλتبًٔة مْحْك شٍع ؾ٘ن تًريػ  وفُـ يُّْْا أن ٕلاحظ أن

  هذا الحد. وفُـ ظْد  ℓλ C (a,a) ≃ α ثؿ

C (a,a) ≃ α α2c(α, α)  شُٔقن فديْاc(α, α) λℓ /α  حٔث أن .α  تتجف فِهٍر، ؾ٘ن

الجإب ظذ افّٔغ يتجف إػ مالا نهاية إلا إذا و C(0,0)الجإب ظذ افٔسار يَسب مـ 

 . ℓλ  =0ـإت 

. يُّـ ℓλ 0 <و x,y → 0حْٔما يُقن  ∞→ C(X,Y)ولهذا، يُّْْا أن ٕستْتج أن 

الات ثْائٔة الأبًاد الحفذفؽ، مذ ما شبؼ ظذ ٍٕس الحافة فتبًٔة ادْحْك افًِقي. تىبٔؼ 

تبًٔة جٔدة ظما إذا ـان هْاك ٕيرة ـثاؾة ـقبقلا والحهقل ظذ  مخىطيُّْْا أن ْٕير إػ 

 ُقبقلا الجقشٔةأظذ أو أدٕك فِذيؾ فِ تبًٔةإػ إٔف لا يقجد  2-15. وينر افنُؾ مْحْك

 .تبًٔة مْحْك ظِقي فُقبقلا ـلايتقنٕرى إٔف لا يقجد  2-16، ومـ افنُؾ ρلهذه افَّٔة مـ 

  .تبًٔة مْحْك شٍع لهذا ـقبقلا، يُّْْا تٖـٔد ذفؽ فُقبقلا ـلايتقنومع ذفؽ، يبدو أن 
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 َلاسعات

 Against theبنُؾ ـبر مـ ـتاب  الاحتمالات اشتّدت فْيرية ادَدمة افتاريخٔة

Gods: The Remarkable Story of Risk  باصٔقي. "بٔس برٕنتايـ.  بَِؿ: (الآلهة)ضد" 

هق مهدر الاؿتباس مذ بداية هذا افٍهؾ، ويَدم برٕنتايـ وصٍا رائًا فتاريخ ٕوال 

مـ ؿتباس جاـقب برٕقي. وتؿ َٕؾ اافًِماء لإيجاد الإضار افهحٔح فِتًامؾ مع ادخاضر. 

. الجزء افرابع، (ؾـ افتخّغ) The Art of Conjecturing أوشُار صْٔغ فًِّف: ترجمة

 ظرض اشتخدام وتىبٔؼ افًَٔدة افسابَة فِنٗون اددٕٔة والأخلاؿٔة والاؿتهادية.

( 1998فقٕزجر ) يْاؿنٓامذ هذا افٍهؾ ؿهرة جدا.  افٔةإن مْاؿنتْا فْيرية الحاؾية ادث

لأول مرة  ٕؼهاتؿ و مذ الأشاسْيرية اف "هاري مارـقيتز "وضع أـثر صّقفٔة. بنُؾ

 ظـ ظِّف. حهؾ مارـقيتز ظذ جائزة ٕقبؾ مذ الاؿتهاد  1990؛ مذ ظام 1952مذ ظام 
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 تمازئ

 افـؼاطمشؽؾة  1-2

 ذاإ 1.2ادقضح مذ افَسؿ  " افَْاط منُِة' مذ فِحهة افًادل افتَسٔؿ حساب

 أفًاب ؾقز لاحتمال دؿَٔة تقؿًات هل Bضد  Aفْجاح  الحاي. افَٔاد افرؿؿ أن اؾسضْا

  .ادستَبؾ

 شـوي ؾشل معدل إػ افقومي افػشل معدل تغقر 2-2

ظذ شبٔؾ ادثال، هْاك شٔارة أجرة تُستخدم شبًة أيام مذ الأشبقع، ٍٕسض أن 

 مع ةثابت بَكوأن هذه افْسبة ت 0.001 هقحدوث ظىؾ مُٔإُٔل لهذه افسٔارة  احتمال

 .افقؿت مرور

 (.يقما 365) شْة خلال فلأظىال ادتقؿع افًدد إيجاد( أ)

حدوث  احتمال ؿؿ ب٘يجاد مختٍِة، أيام خلال الأظىال مستَِة أن اؾساض ظذ( ب)

 (.0.365 مـ أؿؾ الاحتمال هذا أن ووضح) يقما 365 خلال الأؿؾ ظذ واحدة مرة ظىؾ

 تلخر ظذ افػصل افدراد 3-2

 افساظة الجامًة إػ وصقفف يًْل مما ادحدد، افقؿت مذ صٍف إػ جّٔس يجب أن يهؾ

 دؿَٔة، 40 تستٌرق افتل 12 رؿؿ الحاؾِة ٖخذي أن هل ادتاحة الخٔارات، وصباحا افًاذة

ما هق  .دؿَٔة 20 تستٌرق افتل افسريًة الحاؾِة أو دؿَٔة 30 ستٌرقت لتاف 15 رؿؿ أو

 9:15 افساظة مذ الحاؾلات محىة إػاحتمال وصقفف فِهػ مذ افقؿت ادحدد إذا وصؾ 

 إذاو ،9:30و 9:10 بغ وؿت أي مذ 12وإذا ـان مـ ادرجح أن تهؾ الحاؾِة رؿؿ  صباحا،

 مـ ٕقظان وهْاك، 9:40و 9:20 بغ وؿت أي مذ 15 رؿؿ الحاؾِة هؾت أن ادرجح مـ ـان

أن  ادرجح إٔف مـ هق الأولافتل مـ ادُّـ أن يحهؾ ظِٔٓا جّٔس:  افسريًة الخدمات

 بغ وؿت أي مذ أن يهؾ ادرجح إٔف مـ هق ، وافثاني9:2و 9:05 بغ وؿت أي مذ يهؾ

 .مستَِة وصقل أوؿات فديها الحاؾلات جمٔع أن ٍٕسض؟ و 9:50 و 9:35
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 مخاضر الاتحاد وافتؼاضع بغ الجؿع 4-2

 أربًة مـ أـثرظـ افقؿت ادحدد فف، إذا اشتّر هذا افتٖخر  متٖخر بْاء مؼوع هْاك

لجديد، وهْاك مـ أجؾ إؿامة الحدث ادخىط فف مذ ادبْك ا بديؾ مُان إيجاد شٔتًغ أشابٔع

 أشابٔع، ثلاثةددة  تٖخر مذ شٔتسبب مما% بٖن تسقء الأحقال الجقية 20احتمال بْسبة 

 إػ يٗدي أن صٖٕف مـ% بٖن يتٖخر تسِٔؿ ظْك أشاد وهذا 10وهْاك احتمال بْسبة 

هذا بالإضاؾة إػ أي تٖخر يُّـ حدوثف بسبب  أشابٔع، أربًةإػ  أشبقظغ بغ ما تٖخر

 أهمٔة ذات مْىَة مذلإٕناء صبُة افكف  الحٍر بًض افبْاء يتوّـالأحقال الجقية. و

بٖن  %(5) بْسبة احتمال ضئٔؾ وهْاك، وأيواً يتوّـ هذا افًّؾ بًض ظِماء الآثار أثرية

  .صٓريـ ددة تٖخروافتل ؿد تٗدي إػ حدوث  مّٓةيتؿ افًثقر ظذ اـتناؾات 

 أربًة مـ لأـثر تٖخر إػ شتٗدي افتل الأحداث فًرض ؾغ مخىط اشتخدام( أ)

 .أشابٔع

 حدوث تٖخر ٔةاحتماف احسب مستَِة، افثلاثة الأحداث جمٔع أن باؾساض( ب)

 .أشابٔع أربًة مـ ـثرلأ

 افتجريبي افتوزيع مناحتمال الحد الأؿصى  5-2

 شْقات اداضٔة، افثلاث ارمد ظذ أبريؾ صٓر خلال الأمىار ـّٔات لاحيت فَد

 ،333 ،325 ،320 ،305(: ؿِم) يع ـما هل َٕاط 10 وأـز بٔإاتمـ اف َٕىة 90 هْاكو

 أيام خلال الأمىار هىقلمًدل  أن اؾساض ظذ .420 ،397 ،370 ،351 ،342 ،340

 افٔقمٔة فلأمىار الأؿل الحد أن احتمال فتَدير افتجريبٔة افبٔإات اشتخدم مستَؾ، متتافٔة

 350 مـ أؿؾ الأمىار هىقل أي) مِؿ 350 مـ أؿؾ ادَبؾ افًام مذ أيام خمسة ؾسة خلال

 ( .الخّسة الأيام مـ ظذ مدار ـؾ يقم مِؿ

 ادختؾػة وافػروق افؽبرة الأظداد ذات ادحاؾظ 6-2

، إذا ـان Xiفـ  ادًٔاري الإحراف هق ζiو Xi ادستَِة الأشٓؿمـ  N ظقائد هْاك
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ζmax  ظذ مَٔاس أي مـ  الأظذ الحدهقζi مبِغ اشتثمار خلال مـ إٔف يٓري W بىريَة 

 هق فِّحٍية الإجماي. ادًٔاري الإحرافويُقن  ζi/1فـ  افْسبل افقزن iافسٓؿ  تًىل

 . Nمـ افهٍر ـِما ـزت ؿّٔة   √ / W σmax وتَسب هذه افْتٔجة مـ أؿؾ

 ادحػظة ادثافقة  7-2

خلال  افسًر مذ ادتقؿًة افزياداتأ، ب، ج وـإت  :مذ فلاشتثمار أشٓؿ ثلاثة ْاكه

 الإحراؾات% فِّخزون ج. 5و ن ب،فِّخزو% 15و أ، فِّخزون% 10ظام واحد هل: 

 ادتٌر هق X ـان إذا أخرى، وبًبارة .ج ل% 1و بو أ ـف% 2 هل الأرؿام لهذه ادًٔارية

 الإحراف ؾ٘نافْسبة ادئقية،  مذ ادَاشة أ ـف افَّٔة مذ افزيادة يًىل افذي افًنقائل

 افتل افدٕٔا افتبايـ حاؾية هل ماؾ مستَِة، افًائدات جمٔع ـإت إذاو .2 هق X ـف ادًٔاري

 (.ذه افًِّٔة الحسابٔةله "افسقفٍر" أداةو بٔإات جدول اشتخدم) ؟%10 ظائد تحَؼ

  .ادخاضر من خافقة أصولو مثافقة محػظة 8-2

 ادخاضر مـ خاي. اشتثمار هْاك أن اؾسض، 2-7 افىريَة مذ افتماريـ ٍٕس باشتخدام

  .افسْة مدار ظذ% 4 بْسبةيدظك ج وافذي تزيد ؿّٔتف بنُؾ دائؿ 

 بْسبة وظائد ،%7 بْسبة وظائد ،%10 ٕسبتف فًائد افدٕٔا افتبايـ حاؾية حسابأظد  )أ(  

  (.ذه افًِّٔة الحسابٔةله "افسقفٍر" أداةو بٔإاتاف جدول اشتخدم%. )5

 ادًٔاري الإحراف مذ افثابت الخط ٍٕس ظذ تَع افثلاثة ادحاؾظ هذه أن وضح ( ب)

 .ادتقؿع فِربح افبٔاني افرشؿ مَابؾ

 وٕسبة ج مـ ٕسبة ظذ ينتّؾ مزيج ظـ ظبارة هؿ افثلاث ادحاؾظ مـ ـؾ أن وضح ( ج)

 افهْدوق ٕيرية" ظذ مثال وهذا)ج و بو محٍية ثابتة مـ مخزوٕات أ مـ مًْٔة

 . (ادحٍية ٕيرية مذ "افقاحد

 .افطبقعقة ادتغرات متعدد  9-2

 مذ افٍٔوإات إػ ادد وارتٍاع افًقاصػ تٗدي أن احتمال تَدير مذ ذـة ترؽب
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 افناضئ امداه مذ افرياح سرظة هما هْا الحرجان افًْكانذات أهمٔة، و شاحِٔة مْنٖة

يُقن و ساظةاف مذ ـؿ 10 ، وتًتز حرـة افرياح سريًة ظْدما تبِغادقجة وارتٍاع

، وأن مس 1 ادًٔاري والإحراف مس 2 ادقجة وارتٍاع ساظةاف مذ ـؿ 8 ادًٔاري الإحراف

 ادتٌرات متًدد ضبًٔلباؾساض أن هذا افتقزيع  .4 هق ادتٌريـ هذيـ بغ ادَدر افتبايـ

 افًام مذ ؾٔوإات هْاك يُقن أن احتمال ؿؿ بتَدير (.افسِبٔة ادقجة ارتٍاع ؿوايا مداهؾ)

×  0.05جمع )+(  ادقجة يُقن ارتٍاع ظْدما دثتح افٍٔوإات أن اؾساض ظذ ادَبؾ

 .6 مـ أـز( افرياح سرظة)

  "ـوبولا"خصائص كظرية الاحتمالات   10-2

ظْدما يُقن  c(u1, u2) = 2/3ٍٕسض إْٔا ٕرؽب مذ تًريػ دافة افُثاؾة فُقبقلا 

u1<3/4 

 c(u1, u2)  =-2و u2<3/4و u1<3/4ظْدما يُقن واحد مـ  c(u1, u2)  =2؛ u2<3/4و 

مذ ـلا ادًادفتغ ولها  cمًرؾة بافىريَة افًادية مـ زيادة  C(u1, u2)وضح إذا ـإت 

هقامش مقحدة وفُْٓا فـ تُقن ـاؾٔة فًدم مساواة ادستىٔؾ )حٔث أن ـثاؾة افدافة 

 شِبٔة مذ جزء مـ ادربع(. 

 ـوبولا جامبل 11-2

 ٕاتج مـ 2ؿٔاس ـقبقلا جامبؾ ادساوي فـ 

 

-CDF F(x) = 1)بحٔث يُقن فديهما  1 َٔاسإذا ـان فُؾ متٌريـ تقزيًا أشٔا باف

e-x x ≥ 0) حسب ا، 2 افَٔاسمع  ـقبقلا جامبؾ( ويتؿ تحديد شِقـٓما ادنسك بقاشىة

ومَارٕتٓا مع الحافة افتل يُقن ؾٔٓا  3احتمال أن الحد الأؿل فِّتٌريـ فف ؿّٔة أـز مـ 

 ادتٌران افًنقائٔان مستَِغ.
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 تبعقة ادـحـى افعؾوي  12-2

 ادقضحة مذ افْص يُّـ تحقيِٓا إػ  u   λوضح أن ادًادفة فـ

 

تبًٔة  ٔس ففف θ = 2ـلايتقن مع  قلاواشتخدم هذه افهٌٔة فِتحَؼ مـ أن ـقب

واشتخدام حََٔة  g (x = )C (x ،x )- 1. شقف مدد إٔف مـ ادٍٔد تًٔغ فِّْحْك افًِقي

 أن

 

 

 

 

 


