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 الجامًالفصل 

  الرخصين القةي 

 إدارة ادخاضرة مـ خلال افتلاظب

روجر رئِل اددير افتٍْٔذي فؼـة شٍٔتل ؾرشت، يريد زيادة صًبٔة ذـتف. هْا ييٓر 

افٌّقض مذ الجإب ادتًِؼ بافىِب ظذ مختِػ مْتجات الأمان، بْٔما يرجع افٌّقض 

ادتًِؼ بٖحجام افتهْٔع إػ افٍحص افهارم فُؾ خىقط الإٕتاج. مذ بًض الأحٔان يتؿ 

الأشبقظل بسبب الجقدة. يتبع روجر مْٓج ؽر تَِٔدي  % مـ الإٕتاج10رؾض أـثر مـ 

لإدارة ادخاضر بافًّؾ مع ويدني مقريس افتل تًّؾ ـّدير إدارة ادخاضر، يتّثؾ افدور 

ظائد افتهْٔع. و افذي تًِبف وديدني مذ تخٔؾ افسْٔاريقهات ادحتِّة مـ حٔث افىِب

افتهْٔع ؿد تُقن خاضئة مذ حٔث أن ؿرارات  ،الأمر فٔس شٓؾ بافنُؾ افذي يبدو ظِٔف

تجات افتل لا تحَؼ مبًٔات جٔدة ؿد يٗدي إػ ْـلا الامداهغ:ؾزيادة تهْٔع أحد اد

تَِٔؾ تهْٔع أحد ادْتجات افتل تحَؼ مبًٔات جٔدة يًْل زيادة ضِبات افتهْٔع و ؾائض،

 وافِجقء إػ ورديات إضاؾٔة بتٍُِة أظذ ما ؿد يٗدي أيواً إػ خسارة فِؼـة.
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ظـ روجر ظادة ما يّتِؽ وجٓة ٕير متنائّة ويرى أن ظِّٔة إدارة ادخاضر ظبارة  

ؿإقن " فًبة بْٔف وبغ ويدني. شٔهؾ إػ خىة إٕتاج، ثؿ يهؾ ويدني إػ فًب دوراً ما مـ

افتل اختارها روجر. بًد ذفؽ، يستخدم  الإٕتاجلخِؼ مجّقظة مـ شْٔاريقهات  "مقرمذ

سٔط خاص بالخىة فِتقصؾ إػ ـؿ الأرباح )أو الخسائر( روجر وويدني جدول بٔإات ب

وهل تًديؾ  ادتقؿع مذ أشقأ افسْٔاريقهات. ثؿ تٖتي الخىقة الأخرة بافْسبة فروجر

ـّٔات افتهْٔع مذ محاوفة فتحسغ الأداء افًام فِؼـة، فُـ مع ـؾ مجّقظة جديدة مـ 

قأ افسْٔاريقهات ادحتِّة. مذ ؿرارات افتهْٔع افتل تَقم ويدني ب٘ظادة تهّّٔٓا مذ أش

ادات ؿبؾ أن يَرر روجر إٔف فٔس دافٌافب، شَٔقم روجر وويدني بًّؾ أربًة أو خمسة إظ

 بحاجة إػ مدربة ادزيد مـ الاختلاؾات.

يجب ظذ روجر وويدني ادقاؾَة ادنسـة ظذ ٕىاق الأرؿام افذي شٔتؿ الاختٔار مْف 

ُافٔػ ادىِقبة مذ جدول افبٔإات الخاص بالخىة ؿبؾ إػ جإب ادقاؾَة ظذ تَديرات افت

يّتُِان الإجراءات افتل شٔتؿ اتباظٓا ويستّتًقن بافتحدي افذي  اإؿرار الخىة. الآن هم

يقاجٓٓؿ أثْاء افًِب. تَقل ويدني أنها تستدظل ادقهبة اداـرة فديها ، مذ حغ أن روجر 

ىط الإٕتاجٔة ؿد تبدو محاؾية جداً، فُْْل هذه الخ"مَتْع إٔف تقصؾ إػ خىط إٕتاج ؿقية: 

أظِؿ أن بًد محاولات ويدني بتٍْٔدها فـ يتؿ إفَاءها بسبب مجّقظة مـ بٔإات افىِب 

  ."وذفؽ يّثؾ افُثر بافْسبة ي. -وافتهْٔع ؽر ادتقؿًة 

 غنوض حقيقي: خلف الاحتنالات 1-8

 افتل ؿّْا بًرضٓا سريًاً الآن افقؿت مْاشب فِْير مرة أخرى مذ إحدى ادقضقظات 

مذ افٍهقل افسابَة، حٔث ٕاؿنْا ؾُرة الاحتمالات ؾٔما يتًِؼ بادخاضرة ـٖمر مٍروغ مْف. 

وجدير بافذـر أن ادخاضر افتل ٕاؿنْاها مـ ؿبؾ تتًِؼ بالخسائر افتل يُّـ أن ٕتُبدها أو 

طٓقر  ما احتمافٔة"ت )الاحتمالات ادتًَِة بذفؽ. مذ بًض الأحٔان يُّْْا افثَة مذ الاحتمالا

بًض  (. ومذ"ورؿة الآس ظْدما ٕختار بنُؾ ظنقائل بغ مجّقظة ـامِة مـ أوراق افًِب؟

احتمافٔة  ما"الأحٔان يتؿ اشتْتاج الاحتمالات مـ افْير إػ تُرار حدوث رء ما مذ اداضي )

حُؿ  إػ ( ومذ أحٔان أخرى ٕهؾ"أن يتؿ اختٔار صخص أصقل مذ مديْة ٕٔقيقرك ظنقائٔاً؟
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ما احتمافٔة أن "ؿائؿ ظذ افتجربة افنخهٔة، ربما ٕستجّع ما تًِّْاه مذ بٔئات مختٍِة )

 (."يرتٍع شًر افذهب خلال افًامغ ادَبِغ؟

أحد ـبار ادتُّٓغ مذ افَرن افًؼيـ، ؾرإؽ ٕايت، يحذرٕا مـ الخروج برؿؿ محدد 

ؾ ٕايت بافتدريس مذ صُٔاؽق مْذ ظام ظْد افْير إػ احتمافٔة وؿقع حدث مذ ادستَبؾ. ظّ

ظام. فُـ افٍُرة الأـثر تٖثراً ضرحٓا مذ  87ظـ ظّر  1972حتك وؾاتف مذ ظام  1928

، حٔث ٕاؿش ٕايت وجقد ٕقع مـ افٌّقض ؽر ؿابؾ فَِٔاس 1916رشافة افدـتقراة ظام 

 مـ خلال الاحتمالات:

يجب تحديد افٌّقض بحس مختِػ جذرياً ظـ ادٍٓقم افتَِٔدي فِّخاضرة "

تًْل مذ بًض الحالات  "ادخاضرة"وإن ـان ؽر مٍْهؾ ظْف .... الحََٔة أن 

ـّٔة يُّـ ؿٔاشٓا، فُْٓا مذ أحٔان أخرى تًتز رء لا يحّؾ هذه الخاصٔة، 

د ظذ واحدة مـ وبًٔدة اددى مذ افتًامؾ مع طاهرة تًتّ مّٓةوهْاك ؾقارق 

 "حََٔتغ ـلاهما حََٔل.

ظذ جإب آخر، ؿدم فقرد ـٍِٔـ تًِٔؼ منٓقر ظـ أهمٔة افَٔاس ؿائلًا إذا ـْت لا 

، اظتَد "َٕص مًِقماتؽ وضًػ ؿابِٔة افَٔاس"تستىٔع ؿٔاس رء ما إذن ؾافسبب هق 

إذا لم  "فتاي. ؽرهؿ مـ ظِماء الاجتماع ؾسروا تكيح ـٍِٔـ ـاو ـٍِٔـ أن ظِماء الاؿتهاد

الاؿتهاد  . صًر ـٍِٔـ بافٌوب مداه مـ يحاوفقن تحقيؾ ظِؿ"تستىع افَٔاس ظذ اية حال

 ؽذ ظِؿ مبْل ظذ افسِقك افًَع مثؾ افٍٔزياء. 

يرى ٕايت أن الحٔاة مِٔئة بٖمثِة دحاولات افقصقل إػ أحُام ؾردية ظـ الأحداث 

محددة مـ افثَة حقل حُّف، ولا يُّـ الحُؿ  ؽافباً ؿد يهؾ افٍرد إػ درجةو ،ادستَبِٔة

 ."دون مًْك وموِِة"ظذ احتمافٔة ما بٖنها صحٔحة إذا ـإت 

 ـاحتمافٔةظذ افٍارق بغ ما يُّـ حسابف  1937ـْٔٔس مذ ـتابتف ظام  أـد مْٔارد

ؾٔما يتًِؼ بهذه ادساءل لا يقجد "تَادم اخسع جديد.  ادحٔط بقء ما مثؾ وظدم افَٔغ

اس ظِّل يتؿ ظذ أشاشف حساب احتمافٔة، ببساضة ٕحـ لا ًِٕؿ. وجدير بافذـر أن أش
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 إجراء أو ؿرار يجزٕا ـّمارشغ ظذ بذل ؿهارى جٓدٕا فتجاهؾ هذه الحََٔة لاتخاذالحاجة 

 "الخاضئة...

افْىاق:  ومذ مقاجٓة ضرورة اتخاذ ؿرارات ظْد وجقد ؽّقض، هْاك مْٓجغ واشًل

الأول يتّثؾ مذ افدؾع افَقي فتَٔٔؿ واحد ظذ الأؿؾ فلاحتمالات حتك وإن ـان ادْٓج 

فؼوط ٕيرية ٕايت ظـ افٌّقض حٔث ٕنًر بًدم الارتٔاح لإثبات ذفؽ. تتّثؾ يخوع 

افَْىة افتل يختار ؾٔٓا صإع افَرار بغ ظدد متْقع مـ الخٔارات ادحتِّة، مـ ثؿ مذ  افٍُرة

ظدد مـ افَٔؿ فلاحتمالات ادٍَقدة. مـ افْاحٔة ادْىَٔة،  افَرار ادتخذ شٔتوّـ ؾ٘ن

ما يٌذي افَرار افذي يجب  افٌّقض إػ احتمافٔة ؿائّة ظذ الخزة افنخهٔةيٍُوؾ ترجمة 

طٓقره ـَرار ؾرظل. وبافْير فلأمر مـ هذه افزاوية، يتحقل الأمر إػ افبحث مـ  اتخاذه، بدلاً 

ر افقاظٔة ؾٔما يتًِؼ بالاحتمالات ادختٍِة. تؿ بذل جٓد ـبر وربما اظتَاداتف ؽافٍرد  مذ أظماق

ضريَة لاشتْباط اظتَادات صْاع افَرار بنٖن ؿٔؿ افْتائج ادختٍِة واحتمالات أؾوؾ  لإيجاد

 افْتائج. هذه

بدلاً مـ  خاضئمذ افبحث ظـ مَدار افضرر افْاتج ظـ ؿرار يتّثؾ ادْٓج افثاني 

ادقضقع  ؛ هذه هل افٍُرة افتل تُّـ خِػ افتحسغ افَقي؛افتًئؿ افُامؾ فدافة الهدف

ؿْاظاتْا،  افذي شقف ْٕاؿنف مذ هذا افٍهؾ. أحد افدواؾع يتّثؾ مذ ادٔؾ إػ ادبافٌة مذ تَدير

 فُـ مْٓج افتًئؿ افَقي شٔجْبْا حدوث ذفؽ. 

تبدو بنُؾ حسابي "يَتبس برٕنتايـ مـ جل ـل تنٔسستقن افذي ؿال ظـ الحٔاة 

 ئْتيؿ أـثر مما هل ظِٔف، دؿتٓا طاهرة، فُـ ظدم افدؿة ؽر طاهر، ويُّـ ضابًٓا افزوم

 فِحٔاة. افَقي ٕحاول افتًامؾ مع افىابع افزي . مـ خلال افتحسغ"مذ الإتيار

 تجيب اللازثة عيد وجود الغنوض 2-8

افَرار افَقي هق افذي يوّـ ظدم ـارثٔة افْتٔجة، ؾًّيؿ جقإب ادسٖفة ؽاموة 

 وهْاك ظذ الأؿؾ احتمافٔة فِخروج بْتٔجة شٔئة؛ مـ ثؿ يجب ظِْٔا محق أو تَِٔؾ هذه

أن  الاحتمافٔة. الجدير بافذـر أن افْتائج افسافبة تًزز أهمٔة ادًرؾة بْىاق افَٔؿ افتل مـ ادُّـ
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 الاحتمالات. افٌاموة مـ بْٔٓا، وذفؽ افْىاق شٔحؾ محؾ بٔإات أـثر دؿة ظـتُقن افُّٔة 

مذ أحٔان ـثرة ٕتًامؾ مع متٌرات افٌّقض ادتًدد، ومـ ثؿ ٕحتاج إػ اتخاذ ؿرار 

ما إذا ـان مـ ادٍسض تحديد ٕىاؿات فُؾ متٌر ظذ ٕحق مستَؾ أو افْير مذ مجّقظة 

 افَٔؿ ادحددة فِْىاق.

لأوػ افتل شْتْاولها تتّثؾ مذ محاوفة صإع افَرار فتًئؿ الهدف افذي يخوع ادسٖفة ا

دجّقظة مـ افؼوط، فُـ مًاملات افؼوط ؽر مًِقمة. مذ هذه الحافة، تُقن افْتٔجة 

افسافبة )افتل ٕحاول مدْبٓا( واحدة مـ افؼوط ادْتُٓة، ويقضح ادثال افتاي. هذا افْقع 

 مـ ادساءل.

 مد طل وجود ؽؿوض MRBخطة إكتاج  :8-1مثال 

 10000ادحدودة ذـة تهْٔع تحتاج إػ تِبٔة افىِب بٕ٘تاج  MRBٍٕسض أن 

مذ  متٌٔباتوتمتِؽ مهًْغ يُّـ اشتخدامٓؿ مذ ذفؽ، فُـ هْاك  Aوحدة مـ ادْتج 

دولار مذ افساظة، بْٔما  30تُافٔػ ظمافة  1افتُافٔػ وظْاس افٍُاءة. يتحّؾ ادهْع 

إٕتاج  1دولار مذ افساظة. تستىٔع ادُْٔة مذ ادهْع  26تُافٔػ ظمافة  2يتحّؾ ادهْع 

وحدة مذ ٍٕس اددة  110إٕتاج  2مذ افساظة، بْٔما يستىٔع ادهْع  Aوحدة مـ ادْتج  130

فٔػ ادتًَِة ئة مسٖفة تًئؿ فتَِٔؾ افتُأظذ ه MRBافزمْٔة. يُّْْا صٔاؽة ؿرار ذـة 

ظذ  2ومهْع  1يّثلان افساظات ادستٌرؿة مذ مهْع  x2و x1بتِبٔة افىِب. إذا ـان 

 افتقاي.، إذن ؾْحـ ٕريد 

 

فُـ إذا أردٕا ظّؾ جدول مَدماً، مـ ثؿ ؾْٕ٘ا ؿادرون ظذ تِبٔة افىِب، وبافتاي.  

ربما ٕريد مزيد مـ الأمان. ما مدى افثَة مذ أن يتىابؼ مًدل الإٕتاج مع افتقؿًات؟ ؾّـ 

 130ادُّـ أن تتًىؾ ادُْٔة أو يتٌر افًامِغ أو ظدد افقحدات ادْتجة ربما لا ييؾ 
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 .ؾوؾ حؾ ادسٖفة حٔث يُقن افؼط. مـ ثؿ، ؾالأ110و

 

 . 2و 1ـاؾٔاً فبًض افَٔؿ افتل يتؿ اختٔارها فـ 

يُّْْا أيواً تخٔؾ ٕسخ مـ ٍٕس ادسٖفة أـثر تًَٔداً. ظذ شبٔؾ ادثال، ٍٕسض أن  

MRP  وحدة مـ ادْتج  5000بحاجة إػ تِبٔة ضِبB 1، بْٔما يبِغ مًدل إٕتاج مهْع 

وحدة مذ افساظة ظذ افستٔب.إضاؾة إػ ذفؽ،  80وحدة و 90مـ هذا ادْتج  2ومهْع 

شاظة ؿبؾ تاريخ تسِٔؿ  90 هْاك ذط متًِؼ بافقؿت ادتاح، ؾُؾ مهْع مـ الإثِْْٔديف

مذ ادهًْغ،  Bفِرمز إػ افساظات ادستٌرؿة مذ إٕتاج ادْتج  y2و y1افىِب. إذن بُتابة 

 ـافتاي.: تهبح مسٖفة تَِٔؾ افتُافٔػ

 

فلاختٔار مـ بْٔٓؿ. إضاؾة إػ ذفؽ،  1, 2, 3, 4الآن فديْا أربًة مـ ظْاس الأمان 

؟ ربما تهبح الأصٔاء 1ماذا فق ـان هْاك اتهال بغ مًدلات إٕتاج ـلا ادْتجغ مذ مهْع 

 أـثر تًَٔداً وؿد يهبح رشّٓا بافتٍهٔؾ شٓلًا.

افتٍاصٔؾ، شًْقد خىقة إػ الخِػ، حٔث نهدف إػ وبدلاً مـ افدخقل سريًاً مذ  

فُؾ مـ افَٔؿ الحََٔٔة فًِّاملات محتِّة  تًئؿ هدف يخوع دجّقظة مـ افؼوط

الحدوث. مجّقظة ؿٔؿ ادًاملات ادحتِّة بافٌة الأهمٔة، وٍٕسض إٔف يُّْْا تحديد هذه 

 ٔة ؿقية( مع إثْغ مـ ادتٌراتادجّقظة مذ افقؿت افراهـ. ؾافتُقيـ ادسٖفة افًام )برمجة خى

 وإثْغ مـ افؼوط ـافتاي.
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وؿد يّتد ذفؽ إػ أي ظدد مـ ادتٌرات وافؼوط. لاحظ أن خٔار ظّؾ مسٖفة  

يُّْْا تحقيؾ مسٖفة افتًئؿ إػ  –اظتباضل إػ حد ما  "≤" تًئؿ باشتخدام افؼوط

 .1-بايْات ادحٔىة بافضرب مذ مسٖفة تَِٔؾ بافْير إػ شافبة الهدف، ويُّـ تٌٔر افت

 "ادجّقظة ؽر ادًِقمة"ٕىِؼ ظذ مجّقظة افَٔؿ ادحتِّة فًِّاملات مذ ذط ما  

لهذا افؼط. أول ما ٕلاحيف إٔف يُّْْا تحديد ادجّقظة ؽر ادًِقمة بنُؾ مٍْهؾ فُؾ 

جد بًض افًلاؿات ادًَدة بغ افَٔؿ   فِؼط الأول وافَٔؿ a12و a11مـ افؼوط ادختٍِة. ؿدٕ 

a21 وa22  فِؼط افثاني فْهؾ إػ مجّقظة ؽر مًِقمة مُقٕة مـ(a11, a12, a21, a22)  A ،

فُؾ مجّقظة مـ ادًاملات ادحتِّة، فـ تهْع  فُـ بما إْٔا مذ حاجة إػ اشتٍٔاء افؼوط

بافؼط الأول  x2و x1هذه افًِّٔات ؾارق مذ نهاية الأمر. يجب أن تٍل متٌرات افَرار 

، ويجب أيواً اشتٍٔاء افؼك افثاني Aـزوج مذ ادجّقظة  a12و a11لأي ؿٔؿ محتِّة مـ 

إػ ظْاس مٍْهِة فُؾ  A. بافتاي.، يُّْْا تَسٔؿ ادجّقظة a22و a21مـ  لأي ؿٔؿ محتِّة

 .RLPذط، ـما حدث مذ صٌٔة 

. ٍٕسض أن أحد ضبًٔة حؾ هذه ادسٖفة يتقؿػ ظذ ترـٔب ادجّقظات افٌاموة 

 افؼوط يٖخذ افنُؾ افتاي. 

a1x1 + a2x2 ≤ b for all (a1, a2)  A. 

يْتج ذط مختِػ وـؾ مْٓؿ يتؿ اشتٍٔاءه مـ خلال  A مـ ادجّقظة (a1, a2)ـؾ ظْك 

(x1, x2) . 

 افذي يُيٓر مْىَة الاحتمالات ادتًَِة بافؼوط 8-1ادقؿػ مقضح بافنُؾ رؿؿ  

(2 + z1)x1 + (3 + z2)x2 ≤ 3, for all (z1, z2)  Z = {z1 ≥ 0, z2 ≥ 0, z1 + z2 ≤ 1}. 

 a2= 3و a1= 2هْا إػ مجّقظة الإحراؾات ادحتِّة فَِٔؿ الأشاشٔة  Zتنر ادجّقظة 
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 . Aفِقصقل إػ مجّقظة ادًاملات ادسّقح بها 

ادقفدة  افؼوطيقضح افنُؾ أن مجّقظة الاحتمالات افتل حهِْا ظِٔٓا مـ افْير إػ  

. وَٕىة افزاوية z1=1, z2=0، وحٔث z1=0, z2=1، حٔث افَْىتغ Zغ افزاوية تمـ َٕى

تًىْٔا افؼط الأشاد، وهق أظذ مـ افَْاط الأخرى ولا يساهؿ  ،z1=z2=0افثافثة ظْد 

تقفد ذوط ؿد تُقن  Zمذ تحديد مْىَة الاحتمالات. مذ حغ أن ـؾ افَْاط الأخرى مذ 

 خؾ مْىَة الاحتمالات )اديِِة(. ـاؾٔة دا

 

 
 

تخطع المعاَلات إلى  2x1 + 3x2 ≤ 3َٓطكة استُالات ايػسط : 8-1 غهٌ

 .Zالاضطسابات في ايصاوية 

 

، والحََٔة إٔف يّر مـ Zيّثؾ الخط ادَسؿ مثال فؼط مقفد مـ َٕىة واحدة مذ افزاوية 

 Zما ينر إػ أنها تٖتي مـ َٕىة ما ظذ الحد افًِقي فـ  x1 = 0.5, x2 = 0.5خلال افَْىة 

 .z1 + z2 = 1حٔث 

 Aوتخزٕا زوايا ادجّقظة ؽر ادًِقمة ظـ ـؾ ما ٕريد مًرؾتف، إذا ـإت ادجّقظة  
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)ادًروؾة ؾْٔاً بٖؿل  Kمرتبىة بؼط مًغ ؾ٘نها تُقن متًددة ادَام مع مجّقظة افزوايا 

افزاوية  ادًرؾة مـ خلال َٕاط K(، ومـ ثؿ يُّْْا اشتبدال افؼط افقحٔد بْسخ Aَٕاط 

A وبادثؾ بافْسبة فؼط ـؾ َٕاط ،A. 

 ادنتَة بالأظذ وٕستبدل افؼط الأول بّجّقظة افْسخ RLPمـ ثؿ، يُّْْا أخذ مثال  

ادنتَة مـ ، وظذ ٕحق منابف، ٕستبدل افؼط افثاني بّجّقظة افْسخ Aمـ َٕاط افزاوية 

افسـٔب،  ، وهُذا. الأمر افذي يزيد حجؿ ادسٖفة فُْٓا تيؾ محتٍية بٍْسA2َٕاط افزاوية 

 ومذ حافة افزٕامج الخىل تيؾ شِٓة الحؾ.

 هُذا، ٕستَر ظذ مبدأ أن افزامج الخىٔة مع مجّقظات ادًاملات ؽر ادًِقمة متًددة 

يساظدٕا  أـثر إؾادة مـ افْاحٔة افًِّٔة ما تيؾ برامج خىٔة. فُـ فْجًؾ هذا ادْٓج افبسط

بدلاً مـ  Aظذ افًّؾ بنُؾ مباذ مع افؼوط افتل تًرف ادجّقظة متًددة افبسط مذ 

، ؿد يهبح ظدد َٕاط افزاوية أـز ؿِٔلًا حتك A. وظْدما تتزايد أبًاد ادجّقظة Aزوايا 

 مع افؼوط افبسٔىة.

اشتٍٔاءه  ٍٕس ادسٖفة، بداية مـ افؼط افذي يجببافتاي.، فديْا مْٓج ثاني فِتًامؾ مع 

ادًرؾة بّجّقظة افتبايْات، شْقضح ـٔػ A وؿتما ـإت ادًاملات تَع مذ ادجّقظة

متوّْة بًض ادتٌرات الإضاؾٔة  ًٕٔد ـتابة افؼط ـّجّقظة مـ افؼوط الجديدة

 وصػ ومـ ثؿ تهبح مسٖفة افتًئؿ افُامِة مًرؾة بنُؾ صحٔح. وفُل ٕهؾ إػ

هذه  رشّل لهذا ادْٓج ٕحتاج إػ افتًبر ظـ ـؾ رء مـ حٔث ادهٍقؾات، فُـ يُّْْا ؾٓؿ

. ٍٕسض أن افؼط الأول RLPبافْير مذ مثال بسٔط، وشقف ٕتْاول مثال دسٖفة  افًِّٔة

a11x1 + a12x2 ≤ b1  فُؾ مـ(a11, a12)  مذ ادجّقظةA1 وٍٕسض أن ادجّقظةA1  مًرؾة

 تٍل مجّقظة افؼوط: a12و a11َٔؿ بَقل أن اف

d11a11 + d12a12 ≤ h1 
d21a11 + d22a12 ≤ h2 
d31a11 + d32a12 ≤ h3 

a11 ≥ 0, a12 ≥ 0 
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متًددة ادَام فديها خمسة َٕاط زاوية. فُـ بدلاً مـ ظّؾ ذفؽ،  A1ؿد ٕتقؿع أن ادجّقظة 

 .A1افتل تيٓر مذ افؼوط افتل تًرف ادجّقظة  dijشًّْؾ مباذة مع ادًاملات 

 يُّْْا إظادة صٔاؽة افؼط الأصع مذ ثلاثة ذوط جديدة:

 h1y1 + h2y2 + h3y3 ≤ b1,                 (1-8)   

 d11y1 + d21y2 + d31y3 ≥ x1,                 (2-8) 

 d12y1 + d22y2 + d32y3 ≥ x2.                 (3-8) 

( A1)ـؾ واحد مـ افثلاثة ذوط يًرف ادجّقظة  y1, y2, y3أدخِْا ثلاثة متٌرات جدد 

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0 ظْاس ادجّقظة  يتوّـ تٌٔر الأصع. افؼطb1 مـ ـقنها ادتٌرات 

، ذط (8-3)و (8-2)الأصِٔة إػ متٌرات جديدة. أضٍْا ذضغ جديديـ إػ افتبايْات 

تًقد فِيٓقر مذ افؼوط الجديدة، فُْٓا  dij. ـؾ مًاملات x2و x1متٌر أصع  ؾفُ

، الآن يهبح A1مذ افؼط افثاني ادًرف  a21ادضروب مذ  d21أحد ادًاملات مثؾ  تحقفت.

. وٕلاحظ اشتّرارية مذ هذا x1مًامؾ افضرب فِّتٌر افثاني الجديد مذ افؼط ادرتبط بـ 

 فتتٍٓؿ إٔف يُّْؽ تىبَٔف بنُؾ مْاشب. افّْقذج افذي يجب ؾحهف

ادًاملات،  ظذ mبنُؾ ظام، إذا ـإت ادجّقظة ؽر ادًِقمة فؼط ما مًرؾة بؼوط 

( إذن ؾْٕ٘ا ٕحتاج إػ nؽر مًِقمة )بافتمار مع ادتٌرات الأصِٔة  nوهْاك مًاملات 

 فتّثؾ افؼط الأصع مع مجّقظتف ؽر ادًِقمة. n+1جديدة وذوط  mمتٌرات 

تَقم إظادة افهٔاؽة ظذ ثْائٔة ٕتٔجة افزمجة الخىٔة افتل ْٕاؿنٓا بّزيد مـ افتٍهٔؾ  

مذ الجزئٔة افتافٔة. الجدير بافذـر أن تىبٔؼ افَقاظد بسٔط فٌِاية ٕيراً لإْٔا بدإٔا بقضع 

ـؾ متٌراتها  Aوتمتِؽ ادجّقظة صحٔح ادسٖفة مذ صٌٔة حٔث تسر افتبايْات مذ امداه

 . افتاي.ادقجبة. يُّْْا اـتناف ذفؽ ظِّٔاً مـ خلال ادثال 

 ذط وجود افزوتغ مد تغذية اداصقة :8-2مثال 

 ,Bفهٔاؽة خِٔط ؽذاء اداصٔة افذي تستخدمف إحدى افؼـات مـ ثلاثة حبقب مختٍِة 

C, D ـّٔات هذه ادُقٕات  بتُافٔػ مختٍِة، ترؽب افؼـة مذ اختٔارwB, wC, wD ،
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ادتًَِة بادحتقى افٌذائل فِخِٔط.  فتَِٔؾ افتٍُِة الإجمافٔة وافتل تخوع فبًض افؼوط

 هْاك ذط متًِؼ بّحتقى افزوتغ مذ الخِٔط افْٓائل يُّـ افتًبر ظْف بافنُؾ افتاي.

bwB + cwC + dwD ≥ 2 

 b, c, dفُـ يختِػ محتقى افزوتغ مذ ـؾ مُقن ظذ حدة، ما يُّـ ؿقفف أن ـؾ مـ 

 افؼوط افتافٔة مستقؾاة:و إيجابي

b + c ≥ 3, c + d ≥ 4, c − (b + d)/2 ≤ 1. 

)ربما ييٓر ّٕقذج افسابط ادًَد هذا بسبب تْقع الحبقب افتل يتؿ الحهقل ظِٔٓا مـ 

 صٔاؽة ذط افزوتغ بنُؾ مْاشب؟ ٍٕس ادزارظغ(. ـٔػ يُّـ إظادة

 الحل

 ٕبدأ بًُس افؼط فْحهؾ ظذ افتبايـ مذ الامداه افَٔاد:

b(−wB) + c(−wC) + d(−wD) ≤ −2 

مع  b, c, d. أيواً ٕهٔغ ذوط b, c, dهذه افىريَة مذ ـتابة ادًادفة تحاؾظ ظذ مقجبة 

 افتبايْات مذ الامداه افهحٔح:

−b − c ≤ −3, 
−c − d ≤ −4, 

−(1/2)b + c − (1/2)d ≤ 1. 

)متٌر فُؾ ذط(، وٕحهؾ  y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0مـ ثؿ فديْا ثلاثة متٌرات جديدة 

 ظذ أربًة ذوط ـافتاي.:

−3y1 − 4y2 + y3 ≤ −2, 
−y1 − (1/2)y3 ≥ −wB, 
−y1 − y2 + y3 ≥ −wC, 
−y2 − (1/2)y3 ≥ −wD. 

 فْتخِص مـ مًيؿ افَٔؿ افسافبة وٕهؾ إػ  1-ٕضرب ـؾ ذط مـ هذه افؼوط مذ 

3y1 + 4y2 − y3 ≥ 2, 
y1 + (1/2)y3 ≤ wB, 
y1 + y2 − y3 ≤ wC, 
y2 + (1/2)y3 ≤ wD. 
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 َصيد َٔ ايتفاصيٌ سوٍ إعادة صياغة ايػسط 1-2-8

أدخِْا مْٓجغ مختٍِغ فْٖخذ مذ الاظتبار مجّقظة ادًاملات ؽر ادًِقمة مذ افؼط. ٕريد 

 مزيد مـ افتٍاصٔؾ فُلا ادْٓجغ. ٍٕسض أن افؼط الأصع ـافتاي.:إضاؾة 

a1x1 + a2x2 + . . . + amxm ≤ b 

 ؽر ادًِقمة.  Aمذ مجّقظة  (a1, a2, …., am)حٔث ًِٕؿ أن ادتجف 

 A . ٍٕسض أنAٕبدأ بافْير مذ ـٍٔٔة إظادة صٔاؽة هذا ادهىِح الخاص بَْط افزاوية 

 ,.. ,j = 1,2حٔث أن  jthَٕاط افزاوية                                              وٕجًؾ ،kفديها َٕاط زاوية 

kثؿ يُّـ الحهقل ظذ أي َٕىة مـ  . مـ(a1, a2, . . . , am)  A  مـ مجّقظة الأوزان

 و ظذ افزوايا،                                   مع تىبٔؼ w1, w2, ...,wkؽر افسافبة 

بًّْك آخر، يُّـ الحهقل ظذ                                                                                 

 ـّْحْك )محدب( فَْاط افزاوية. Aَٕاط 

، , A (a1, a2,...am)تٍل بافؼوط فُؾ مـ (x1, x2, ... , xm)وبما أن َٕىة الاحتمال 

  ـؾ ذفؽ ما حهِْا ظِٔف، إذن. ٍٕسض أن Aيجب ؾًؾ ذفؽ مذ زوايا 

 

        (4-8) 

 ، إذن Aتؿ اختٔارها مـ مُان ما داخؾ  (a1, a2, . . . , am)مـ ثؿ ٕرى أن َٕىة اظتباضٔة 

 

. بافتاي.، .(a1, a2, ... , am)أيواً تٍل بافؼط ادقفد مـ  (x1, x2, ... , xm)وـذفؽ افَْىة 
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 ؽر ادًِقمة.  Aهق ادىِقب فّٔثؾ ادجّقظة  (8.4)أطٓرٕا أن افؼوط 

 ؽر ادًِقمة مًرؾة بّجّقظة Aبًد ذفؽ، ٕريد إيجاد مْٓج بديؾ ظْدما تُقن ادجّقظة 

الأصع فُٔقن ـٍٔٔة ـتابة افؼط  (8-3) – (8-1)مـ افؼوط. وذـرٕا بافًٍؾ مذ افتبايْات 

مجّقظة افتبايْات  ـٍٔٔة افتًامؾ مع. الآن ٕريد تقضٔح A متهلًا بادًِقمات حقل ادجّقظة

الجديدة، فًٍؾ ذفؽ ٕحتاج ؽذ أخذ جقفة ؿهرة مذ ٕيرية الازدواجٔة ادرتبىة بافزامج 

 بًض افقؿت فِْير يتّٔز افزٕامج ادزدوج الخىل بٖٕف مدهش، ولا ضرر مـ ؿواء الخىٔة.

  مذ هذه الجزئٔة.

ٕجًؾ ؿراءتها أشٓؾ شْهػ  لظامة، فُجة افتل ٕريد الحهقل ظِٔٓا وافْتٔجة ادزد

 وثلاثة ذوط. وتَقل ٕيرية الازدواجٔة x1, x2ٕتٔجة ادسٖفة باشتخدام متٌريـ ؾَط 

 فِزامج الخىٔة إٔف يتؿ الحهقل ظذ افَّٔة )الأوفٔة( فِزٕامج الخىل مـ خلال

 

 وبادثؾ فِحهقل ظذ افَّٔة ادزدوجة فِزٕامج الخىل 

 

الإتَال  ذفؽ مـ ؿبؾ، ؾٖٕت بحاجة فِتقؿػ وافْير فرؤية ما يحدث مذإذا ـْت لم ترى  

وفديف  الأصع، LPمـ مسٖفة إػ أخرى. افزٕامج الخىل ادزدوج فديف ذط فُؾ متٌر مذ 

متٌر فُؾ ذط مذ ادسٖفة الأصِٔة. أيواً، ادًاملات مذ دافة الهدف يتؿ َِٕٓا إػ ذوط 
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مسٖفة  ادل ادتٌرات وافؼوط أماـْٓؿ ؾَط، فُْْا ؿّْا بتٌٔرالجإب الأيّـ وافًُس. لم يتب

 . ومذ ـلا ادسٖفتغ ـؾ ادتٌرات مقجبة."≥"إػ مسٖفة تَِٔؾ بؼوط  "≤"افتًئؿ بؼوط 

مذ هذه حر(،  مذ واؿع الأمر، افًلاؿة ادزدوجة تيؾ صحٔحة دون ذط مقجبة ادتٌر )متٌر

دون ذط  متًادل. ظذ شبٔؾ ادثال، إذا ـإت ادسٖفة الأصِٔةالحافة يجب أن يُقن افؼط 

x2 ≥ 0 إذن افؼط افثاني مذ الازدواج ؿد يهبح ، 

d12y1 + d22y2 + d32y3 = g2. 

ؿّٔة  متساوية مع أظذ DLPلاحظ أن ما َٕقفف هْا: أدٕك ؿّٔة فدافة الهدف مذ الازدواج 

افَّٔة  مًرؾة افسبب مذ الحهقل ظذ ٍٕس مامفلاهتالأصِٔة، ومـ ادثر  LPفِٓدف مذ مسٖفة 

مذ ـلا ادسٖفتغ. يُّْؽ مدربة، ظذ شبٔؾ ادثال، وضع أرؿام حََٔٔة بدلاً مـ افرمقز الجزية 

ظّٔؼ إػ حد ـبر  أن يُقن افسبب وراء افَّٔة ادزدوجة احذرفِتٖـد مـ افْتٔجة. فُـ 

تَاضع  متًددة بْاءً ظذ حََٔة أن ظدم)يرجع إػ حجة مٍْهِة؛ بًّْك آخر، تًّٔؿ لأبًاد 

ادحدبة ظذ ادستقى ؿد يْتج ظْف خط مستَٔؿ بْٔٓؿ(. الأمر فٔس  مجّقظة مـ ادْحْٔات

فُـ فْرى أن هذه افَٔؿ هل  LPأـز مـ الحد الأؿل  DLPصًباً فْرى أن الحد الأدٕك مذ 

 ٍٕسٓا فُْٓا أـثر صًقبة.

بتٓؿ وإن ـإت هذه افهٌٔة هل الأشٓؾ فلازدواج يُّـ ـتا آخريـوهْاك صُِغ 

وما َٕقفف هْا شُٔقن ـاؾٔاً فِحهقل ظذ افْتائج افتل ٕرؽب بها. ما هل افروابط  فِتذـر،

 بغ مسٖفة افتًئؿ افَقي فديْا؟

ادرتبىة بافؼط الأول هل مَام  RLPؽر ادًِقمة مذ ادسٖفة  A1ٍٕسض أن ادجّقظة 

 :a12و a11مًُرف مـ خلال افتبايْات افتافٔة ظذ افَٔؿ 

 

مذ  (a11, a12)فُؾ  a11x1 + a12x2 ≤ b1أن  RLPإذن يُّْْا ـتابة افؼط الأول مذ مسٖفة 

أؿؾ   A1 (a11, a12)يُّـ أخذها فـ  a11x1 + a12x2ـافَقل أن أظذ ؿّٔة  A1ادجّقظة 
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 . ومـ ثؿ، يُّـ افتًبر ظـ ذفؽ بَقل أن حؾ افزٕامج الخىل b1مـ 

 

. هذه هل افَْىة حٔث ٕستخدم ازدواجٔة افزمجة b1يجب أن يُقن أؿؾ مـ أو مساوي فـ 

الخىل  ىٔة. ومـ ٕتٔجة الازدواج ٕجد أن هذا افتًبر هق ذاتف ادستخدم مذ حؾ افزٕامجلخا

 .ادزدوج

 

 x2و x1. بافتٍُر مذ هذا افتًبر جٔداً مدد أن افَٔؿ b1ويجب أن يُقن أؿؾ أو مساوي فـ 

 ,y1 ≥ 0ؽر ادًِقمة إذا ـان هْاك بًض افَٔؿ  A1مع مجّقظة  RLPتٍل بافؼط الأول فـ 

y2 ≥ 0, y3 ≥ 0  افذي يٍل افتبايـ 

h1y1 + h2y2 + h3y3 ≤ b1 

 .(8-1) – (8-3)ّقظة افتبايْات اشتٍٔاء مج. بًّْك آخر، ٕريد DLP1مع ذوط 

 الميصاْية في ودود عٓاصس غير َعًوَة 2-2-8

فًِّامؾ  إٕف أمر متُرر الحدوث أن ٕوع ٕىاق محتّؾ فَٔؿ مًامؾ ؽر مًِقم. إذن، بافْسبة

a1 ما يحدث مذ أؽِب الأحٔان إْٔا لا ًِٕؿ افَّٔة افدؿَٔة فُْْا واثَغ أن ؿّٔتف يَع مذ ،

ثؿ يتؿ تحديد  a1د. ؾّـ ادْاشب تحديد َٕىة مذ مْتهػ افْىاق ـٖشاس فَِّٔة ٕىاق محد

δ1  ادساؾة مـa1  إػ حدي افْىاق. بافتاي.، يتؿ الحهقل ظذ ادجّقظة ؽر ادًِقمة فـa1 
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 a1 − δ1 ≤ a1 ≤ a1 + δ1مـ خلال 

 a1, a2, ... , an ظْدما يحتقي افؼط ظذ ظدد مختِػ مـ ادًاملات ؽر ادًِقمة

لاشتٍٔاء ٕىاق  aiبافبحث ظـ ـؾ  ؽر ادًِقمة Aمثلًا، إذن شٔحدد ذفؽ ادجّقظة 

 .ai − δi ≤ ai ≤ ai + δiافؼوط 

 ..(a1, a2, ... , an)متّرـز حقل  nمستىٔؾ أبًاده  Aوبهذا افستٔب تهبح ادجّقظة 

اية، حٔث تًتز هذه افْتٔجة مجّقظة ؽر مًِقمة متحٍية فٌِ مـ افْاحٔة افًِّٔة،

 شّحْا فُؾ ادًاملات ؽر ادًِقمة بٖخذ أـز ؿٔؿ لها مذ وؿت واحد.

 ـؾ δiإذا لم تُـ ادتٌرات مسابىة فٌِاية ؾّـ الأؾوؾ افتحٍظ مذ اختٔار ضقل مساؾات 

تًقيض ذفؽ بَِٔؾ مـ افتحٍظ مذ افَْاط افتل تهبح ؾٔٓا ادًاملات ؿريبة و ظذ حدة،

 افقؿت.مـ أظذ ؿٔؿ لها مذ ٍٕس 

 10ؽر ادًِقمة. إذا ـان هْاك  Bتحديد مٔزإٔة مـ ادجّقظة ػ الأمر افذي يٗدي إ

 − ai__متٌرات، يًْل ذفؽ أن مجّقع افْسب  5وفديْا مٔزإٔة ؽر مًِقمة مـ  متٌرات

ai__ /δi  خمسة متٌرات ظْد  . ؿد يتحَؼ ذفؽ ظذ شبٔؾ ادثال بتحديد5أؿؾ مـai + δi 

وخمسة  a1 + δ1/2، أو بتحديد خمسة متٌرات ظْد aiات الأخرى ظْد الخّسة متٌرو

ادقؿػ ظْدما  (8-2). فْرى ما يبدو ظِٔف هذا ادثال، يقضح افنُؾ a1 − δ1آخريـ ظْد 

 .B = 1.5و B = 2.5 يَارن ما يحدث ظْدماو يُقن هْاك ثلاثة مًاملات ؽر مًِقمة

وجدير بافذـر أن افنُؾ ادتّرـز حقل افَْىة تؿ الحهقل ظِٔف مـ متجف افَٔؿ الأشاشٔة 

(a1, a2, a3).. 

حْٔما يُقن افٌّقض ادحٔط بًّاملات مختٍِة مستَؾ، ؾ٘ن اؾساض إٔف يُّْْا ظزل 

آمـ فٌِاية. مذ واؿع الأمر شًْرض مذ الجزئٔة افتافٔة أن إذا مًاملات  افزوايا بهذه افىريَة

n الأمثؾ دسٖفة مـ هذا افْقع ؽر ادًِقمة متماثِة ومستَِة ؾ٘ن احتمافٔة أن يُقن الحؾ 

شبٔؾ ادثال إذا ـإت ذ . ظnمذ حافة زيادة ؿّٔة   (B/n) - 1يتبغ إٔف ؽر ممُـ أؿؾ مـ 

n = 36  إذن ؾٖـز ؿّٔة محتِّة فـB  فُـ ظْدما تُقن 36هل ،B  ،تساوي ٕهػ الحجؿ
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 ، وبافتاي. احتمافٔة أن يُقن الحؾ الأمثؾ ؽر ممُـ هل B = 18إذن 

 

 .1000مـ  2أي أن أؿؾ مـ 

افذي ٕريد حِف ظْدما يُقن هْاك مجّقظة  ثؿ ٍٕحص ضبًٔة افزٕامج الخىل ادًدل

 a1x1 + a2x2 ≤ bؽر مًِقمة بهذا افنُؾ. ٕبدأ بافْير إػ مثال بسٔط حٔث أن هْاك ذط 

 تٍل  a1, a2ادًرؾة  A، حٔث أن , A (a1, a2)فُؾ 

 

 

:ٖٓاى ثلاثة َتػيرات: يبين ايسضِ ايبياْي عًى اييطاز َيصاْية عدّ (8-2)ايػهٌ 

 1.5، ويعٗس ايسضِ ايبياْي عًى اييُين َيصاْية عدّ ايتيكٔ وتبًؼ 2.5ايتيكٔ تبًؼ 

 

ثمإٔة. وإذا ـْا  (a1, a2)افؼوط ظذ افَٔؿ  ٕيراً فًلامات ادًامؾ، يبِغ إجماي. ظدد

ٕتبع ادْاؿنة افسابَة، إذن شْستبدل افؼط افقحٔد بثلاثة ذوط، فُـ افؼوط الجديدة 

تْىقي ظذ ثمإٔة متٌرات جدد. هْاك ضريَة فتبسٔط ذفؽ وافقصقل إػ ٕتٔجة افتبايْات 

 افثلاثة وادتٌرات افثلاثة الجدد، ـافتاي.:
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دفٔؾ  زئٔة افَادمة ـٔػ يتؿ الحهقل ظذ مجّقظة مًْٔة مـ افتبايْات(، ما يًىْٔا)شْرى مذ الج

 x1, x2, ... xnظذ ـٍٔٔة صٔاؽة مسٖفة ظامة بّٔزإٔة ؽر مًِقمة. ٍٕسض أن فديْا متٌرات 

افؼوط،  الخاضًة فبًض c1x1 + ... + cnxn، وأن ادسٖفة الأصِٔة تتّثؾ مذ تًئؿ nفَِرار 

 حٔث   A (a1, a2,...an)فُؾ مًاملات  a1x1 + a2x2 + ... + anxn ≤ bأحدهؿ هق 

 

يخوع فؼط أن يُقن  t,w1,w2, ... , wnهل  n + 1إذن ـؾ متٌر مـ ادتٌرات الجديدة فـ 

 الجديدة. n + 1ؽر شِبل، وافؼط يُّـ اشتبدافف بؼوط 

 

 wiبؼضغ  |wi + t ≥ δi|xiفًِقدة مرة أخرى إػ افزٕامج الخىل ٕستبدل ـؾ مـ افؼوط 

+ t ≥ δixi وwi + t ≥ −δixi. 

افتل تٍل بهذه افؼوط، إذن يٍل افتبايـ tو xi ,wiويُّـ افتٖـد أن هْاك متٌرات 

 حٔث ai = ai + ziδiمع  Aٕختار َٕىة مذ  . A (a1, a2, ... an)فُؾ مـ  bالأصع مع 

 |zi| ≤ 1 and |z1| +|z2| + ... |zn| ≤ B..بافتاي . 

 

(5-8) 

(6-8) 

(7-8) 

(8-8) 

(9-8) 
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 ≥ |zi| ∑و zi| ≤ 1|خدم حََٔة أن توٕس |z1δ1x1 ≤ |z1| δ1|x1ؿّْا باشتخدام تبايْات مثؾ 

B آخر، . يًتز ذفؽ أحد امداهات الازدواجٔة، فُـ الأمر أـثر صًقبة ظْد افسر مذ امداه

 فٔس إلا ذوط أـثر تَٔداً مـ ادجّقظة الأصِٔة.وٕجد أن مجّقظة افؼوط الجديدة 

 أؾقجـون فلاشتراد :8-3مثال ظؿع 

بافُامؾ  . افىِبA, B, Cيجب أن تَقم أؾٔجْقن فلاشتراد بتحديد افىِب لاختٔار ادْتجات 

فِنحْة أؿؾ مـ  ما يَتضي أن يُقن افقزن الإجماي. ظذ افثلاث مْتجات ينسط افتقصٔؾ مًاً 

فُـ هْاك ؽّقض حقل ضريَة  ،ـِٔق A, B, C 5ـِٔقجرام. تزن صحْة مْتجات  5000

 Cو A وبافتاي. وزن افتٌِٔػ افذي يستخدمف ادقرديـ. يَدر تٌِٔػ ادْتج تًبئة ادْتجات

ـِٔقجرام فِنحْة، فُْف مجرد تَدير، ـما إٔف مـ ادتقؿع أن يساوح وزٕف بغ  0.2بَّدار 

ـِٔقجرام  0.5 أـثر تًَٔداً وتَُدر ؿّٔة افتًبئة بْحق B أن ادْتج ـِٔقجرام. مذ حغ 0.3و 0.1

ـِٔقجرام. وتبِغ افتٍُِة الإجمافٔة فِنحْة  0.8و 0.2فِنحْة ، حٔث يساون وزٕف بغ 

فبٔع  بًد اشتراد افنحْة شقف تًرض افؼـة ادْتجات فِّزاد. افسًر ادتقؿعدولار.  100

دولار. افسًر  50مع إمُإٔة تحَٔؼ شًر أظذ أو أؿؾ بـدولار فِنحْة،  200هق  Aادْتج 

 الأشٍؾ دولار فلأظذ أو 60 دولار مع إمُإٔة تٌر افسًر بَّٔة 205هق  B ادتقؿع فبٔع ادْتج

 70دولار مع إمُإٔة فتٌر افسًر بَّٔة  C 195فِنحْة. بْٔما يبِغ افسًر ادتقؿع فِّْتج 

. دولار ظذ الأؿؾ مـ افهٍَة 50000دولار. هْاك ذط يتّثؾ مذ تحَٔؼ أرباح فِؼـة بَّٔة 

افتل تخوع فؼوط وزن افَْؾ والحد الأدٕك و ترؽب أؾٔجْقن مذ تًئؿ الأرباح ادتقؿًة

فلأرباح ادحََة. ؿؿ بهٔاؽة مسٖفة افتحسغ افَقي باشتخدام مٔزإٔة ؽر مًِقمة حٔث 

B = 2 ؼضغ، وؿؿ بحؾ ادسٖفة مذ جدول افبٔإات.فُؾ مـ اف 

 الحل

، aA, aB, aCٕرمز فقزن افنحْة بـ و افُّٔات ادىِقبة مـ ـؾ مْتج، xA, xB, xCٍٕسض أن 

دولار  95دولار،  105دولار،  100. تبِغ الأرباح ادتقؿًة sA, sB, sCوٕرمز فسًر افبٔع بـ 

 افتًئؿ افتافٔةفِّْتجات افثلاثة، بافتاي. يهبح فديْا مسٖفة 
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 مع الحهقل ظذ مجّقظات ؽر مًِقمة مـ خلال: 

 

 حٔث 

 

فٔقاؾؼ افنُؾ ادًٔاري.  1-ظذ الحد الأدٕك فلأرباح تؿ ضربف مذ  Sلاحظ أن افؼط 

الحََٔة أن ـلا ادٔزإٔتغ ؽر ادًِقمتغ لهؿ ٍٕس ادتقشط افذي يُّـ أن ٕستخدمف مذ 

مـ  فِؼضغ ادختٍِغ. الآن يُّْْا اشتخدام افَقاظد افتل ؿّْا بتىقيرها Zّقظة جاد

؛ ومذ افهٌٔة افْامدة يتؿ اشتبدال (8-9)و (8-8)ؿبؾ لإضاؾة افؼوط ـما مذ افتبايْات 

 افؼوط افُائْة بٖربًة ذوط جديدة )مع أربًة متٌرات جدد(. ما يًىْٔا 

maximize 100xA + 105xB + 95xC 

subject to 5.2xA + 5.5xB + 5.2xC + wA + wB + wC + 2t1 ≤ 5000 

wA + t1 ≥ 0.1xA 

wB + t1 ≥ 0.3xB 

wC + t1 ≥ 0.1xC 

−100xA − 105xB − 95xC + uA + uB + uC + 2t2 ≤ −50 000 

uA + t2 ≥ 50xA 

uB + t2 ≥ 60xB 

uC + t2 ≥ 70xC 

 وـؾ ادتٌرات شافبة

 إذا ـان جمًٔٓؿ مقجباً. xA, xB, xCإػ  |xA|, |xB|, |xC|مذ هذه افهٌٔة ٕستىٔع تٌٔر 
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 . حٔث فديْاBRMch8-Avignon.xlsxحؾ هذه ادسٖفة مذ جدول بٔإات 

xA = 785.38, xB = 81.65, xC = 69.98, 

wA = 54.04, t1 = 24.49, uA = 34 370.14, t2 = 4898.91 

تحقيؾ ادتٌرات إػ أظداد وـؾ ادتٌرات الأخرى صٍر، مـ افْاحٔة افًِّٔة، ٕحتاج إػ 

 ؾوؾ اشتخدام إجراء فِتًئؿ يبحث بغ الحِقل افهحٔحة(.صحٔحة )أو الأ

 َصيد َٔ ايتفاصيٌ سوٍ الميصاْية ذات ايعٓاصس ايػاَطة 3-2-8

 - (8-5)مذ هذه الجزئٔة ٕريد ظّؾ صٔئغ: الأول يتّثؾ مذ ـٍٔٔة الحهقل ظذ افؼضغ 

ّثؾ مذ اشتْتاج افؼط ظذ احتمافٔة أن يُقن الحؾ الأمثؾ مـ الازدواج، وافثاني يت (7-8)

 يَع خارج ادٔزإٔة افٌاموة )ظذ اؾساض أن الأخىاء مستَِة ومتماثِة(.

 (a1, a2) فديهؿ ؿٔؿ أشاشٔة (a1, a2)حٔث أن ؿٔؿ  a1x1 + a2x2 ≤ b ٕبدأ بافْير مذ افؼط

ؽر ادًِقمة . بافتاي. يُّـ  B، ويُّْٓؿ ؾؽ ؽّقض مٔزإٔة δ1, δ2وإحراؾات ؿهقى 

 الحهقل ظذ افْتٔجة مـ خلال

 

، مـ ثؿ يُّـ إظادة صٔاؽة افؼط بَقل أن , A (a1, a2)مذ افؼط الأصع فُؾ مـ 

 :bبَّٔة أؿؾ مـ أو تساوي  a2و a1افزٕامج الخىل افتاي. يتوّـ متٌر ؿرار 

minimize a1x1 + a2x2 

subject to ai − δiui + δivi = ai, i = 1, 2 

ui + vi ≤ 1, i = 1, 2 

(u1 + v1) + (u2 + v2) ≤ B 

u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, v1 ≥ 0, v2 ≥ 0 

 v1= maxو u1 = max (z1,0)، أي أن z1فلأجزاء ادقجبة وافسافبة مـ  v1و u1ؿّْا بُتابة 

(-z,0)،ظذ ٕحق منابف( . u2 وv2  يّثِقن الأجزاء ادقجبة وافسافبة مـz2 ما يًْل أن .)z1 

= u1 − v1 و|z1| = u1 + v1 يًْل أن . هْا تيٓر خدظة، تًريػ ادتٌرات ظذ هذا افْحق

 u1ـؾ مـ  واحد ؾَط مْٓؿ ؽر صٍري، حٔث أن ظْد صٔاؽة افزٕامج الخىل ؿد يحتقي ظذ

اشتبدافف بحؾ آخر  رؽؿ ذفؽ، أل حؾ تُقن ؾٔف ادتٌرات ؽر صٍرية يُّـ. v1 > 0و 0 <
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فْجًؾ افَّٔة الأصٌر تساوي صٍر. شٔيؾ ذط  v1و u1يتؿ ؾٔف ضرح ٍٕس افَّٔة مـ 

 .  u1 + v1افتُاؾٗ وذوط افتبايـ ـما هل، حٔث تؿ تَِٔؾ 

بافتاي.، باشتخدام ٕيرية الازدواجٔة فِزامج الخىٔة، ٕجد أن افؼوط تتوّـ أن 

 :bافزٕامج الخىل افتاي. ؿّٔتف أؿؾ مـ 

 

. ai ≥ 0حدث )بدلاً مـ افتبايـ( بسبب ظدم وجقد ذوط أن  yi = xiٕلاحظ أن افتُاؾٗ 

. ويُّـ أيواً جمع افؼضغ بما  y2و y1بافؼضغ  x2و x1هْا يُّْْا اشتبدال أول ذضغ 

. مـ ثؿ، ٕتقصؾ |w1 + t ≥ δ1|x1فٔهبح فديْا  δ1x1و δ1x1أـز مـ  w1: if w1 + tيتوّـ 

 . b ≥ٔؿ افتافٔة ، افتل تمتِؽ ؿّٔة إػ مسٖفة افتًي

 

 .(8-7) - (8-5)بافتاي.، أوضحْا أن افؼط الأصع يُّـ ـتابتف مذ صُؾ افؼوط 

مًامؾ  ـؾ ظْدما يُقنالآن، ٕرؽب مذ مًرؾة مدى احتمافٔة زيادة ادٔزإٔة ؽر ادًِقمة 

مجٓقل متماثؾ ومستَؾ. بدلاً مـ ذفؽ ٕتساءل ظـ احتمافٔة زيادة ادٔزإٔة ؽر ادًِقمة، 

ادسٖفة.  حٔث نهتؿ باحتمافٔة أن يُقن الحؾ الأمثؾ افذي تقصِْا فف يٍنؾ مذ اشتٍٔاء ذوط

ادجٓقفة، ثؿ ٕرؽب مذ  Aتستخدم فتًريػ ادجّقظة  Bفُْقن أـثر دؿة، ٍٕسض أن ؿّٔة 
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أن يُقن الحؾ الأمثؾ افذي تقصِْا إفٔف بْاءً ظذ ادجّقظة ادجٓقفة ؽر  ة ما احتمافٔةمًرؾ

فًِّاملات  ممُـ، وٍٕسض أن افْىاؿات الأصِٔة دؿَٔة. مـ ادحتّؾ أن تَع افَٔؿ الحََٔٔة

ادجٓقفة مذ تِؽ الأجزاء مـ ادًُب ادَىقع بسبب ذط ادٔزإٔة ادجٓقل، وهْا ٕىرح 

 حتمافٔة أن يٗدي ذفؽ إػ حؾ ؽر ممُـ.شٗال حقل ا

الحؾ الأمثؾ فِّسٖفة مع وجقد ادٔزإٔة ادجٓقفة، مع افًِؿ أن الحؾ  *xٍٕسض أن  

x*  يٍل افؼط مع أي خٔار مـzi ْٕشقف ٕهؾ إػ خٔار  اما يزيؾ ؽّقض ادٔزإٔة، وأ

 .zمًغ فـ 

أولاً، ثؿ  |δi |x*iًٍٕؾ ذفؽ مـ خلال إظادة ترتٔب ادتٌرات ومـ ثؿ تٖتي أظذ ؿٔؿ 

 zL+1 = B- L + Lفتِؽ ادتٌرات، و |L = |Bفـ  *xiبْاءً ظذ افًلامة  zi = 1or -1ٕختار 

ـِٓا ظْد صٍر.مع اختٔار  ziباؿل  ، ويتؿ تًٔغxL* + 1فِّتٌرات افتافٔة )فتقاؾؼ افًلامة 

zi  وشقف تهبح ادًاملات                                    فديْايهبحa1, a2, … , an  مذ مجّقظةA 

 ٕستْتج أن و ادجٓقفة. ومـ ثؿ، يتؿ اشتٍٔاء افؼط

 

مذ  a1فبًض مـ ؿٔؿ ادجّقظة  *xالآن، ٍٕسض ظدم بَاء افؼط ظْد الحؾ الأمثؾ 

 تٖخذ افهٌٔة ziافْىاق ادًىك. إذن هْاك مجّقظة مـ ؿٔؿ 

 

  (8-10)وبافتاي.، مـ افتبايـ 

 

 يُّـ ـتابة هذا افتبايـ 

 

(10-8) 
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 ( يتوّـ ذفؽzi ≥ 0 − 1ن )واشتخدام الحََٔة أ |δi |x*iٕيراً فستٔب 

 

 إذن 

 

 وافتبايـ يٖخذ افنُؾ 

         

 .iفُؾ  ≥ hi ≥ 0مع 

يتؿ اختٔارها بىريَة  ziافؼط )إذا ـإت ـؾ  ziالآن ٕسٖل ما احتمافٔة ألا تٍل ؿٔؿ 

تؿ اشتٍٔاءه إذا تؿ ـسر افؼط ،  (8-11)وبما أن افتبايـ  متماثِة ؿرابة افهٍر(؟و مستَِة

 ؾ٘ن احتمافٔة اشتّرار افتبايـ يجب أن تُقن أـز مـ احتمافٔة ـسر افؼط.

 فِحهقل ظذ ذط ظذ هذا الاحتمال مذ حافة افْيري الأوشطيُّـ اشتخدام الحد  

فف متقشط  ziصٍر )حٔث أن ـؾ                        . يبِغ متقشط ادتٌر افًنقائلnزيادة 

يَع  zi. وبما أن ziهق افتٌر مذ ادتٌر  Viحٔث أن                                        صٍري( وافتٌر

ومـ ثؿ  .1أيواً أؿؾ مـ  h2و 1، لا يُّـ أن يُقن افتٌر أـز مـ 1ػ إ 1-مذ افْىاق 

 . مذ افْٓاية ٕهؾ إػ V≤ nافتٌر 

 

 وأي تقزيع متماثؾ لأخىاء ادًامؾ ؿرابة ادستقيات الأشاشٔة، nبافتاي.، ٕستَر ظذ زيادة  

مذ حؾ مسٖفة افتًئؿ  Bٕيراً لأن هذه الأخىاء مستَِة ، وتستخدم ؽّقض ادٔزإٔة 

  احتمافٔة ـسر افؼط ظْد الحؾ الأمثؾ فٔس أـثر مـ شقف ٕحهؾ ظذ

(11-8) 
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 تحطين قوي وميَج قاعدة اتذد الأقصى   3-8

مـ افٌّقض ؾٔما يتًِؼ بدافة الهدف مذ مسٖفة افتًئؿ. مذ هذا  ادّٓةأحد الإٔقاع 

ّٕقذج ما واصٍاً  تحت افسٔاق، يبحث افتحسغ افًنقائل ظـ افَّٔة ادتقؿًة لهدف

ادًاملات ادختٍِة مذ دافة الهدف. فُْْا نهتؿ بافبٔئة افتل يقجد ؾٔٓا تقزيع ؽر احتمالات 

ادًاملات، ومذ افٌافب يُقن فديْا مجّقظة مـ افَٔؿ ادحتِّة. تْتّل مًاملات فتِؽ مًِقم 

ٕستخدم مْٓج . ومذ هذا افسٔاق، مـ افىبًٔل أن Aالهدف إػ ادجّقظة ادجٓقفة دافة 

ؿاظدة الحد الأؿل افذي يٍسض الأشقأ ويهْع افَرارات مـ أجؾ ألا يُقن الأشقأ بهذا 

 افسقء.

فتىبٔؼ هذا ادْٓج شقف ٕبدأ ب٘ظادة ـتابة ادسٖفة مع متٌر إضامذ يّثؾ دافة الهدف. 

 وبافتاي.، يُّـ ـتابة مسٖفة تًئؿ ؿٔاشٔة ـافتاي.

 

تمثؾ مجّقظة الاحتمالات ادًرؾة بافؼوط. يُّـ إظادة  Xتمثؾ دافة الهدف و fحٔث أن 

 ـافتاي.: vـتابة هذه ادسٖفة افَٔاشٔة ب٘ضاؾة متٌر ؽر مؼوط 

 

تُّـ مٔزة هذا افستٔب مذ أن ؽّقض دافة الهدف يتحقل إػ ؽّقض مذ افؼوط ظذ 

 افْحق افذي تًامِْا بف مذ الجزئٔة افسابَة.

 f (x) = c1x1 + c2x2 + .... + cnxn حافة خىٔة، ؾِديْا الآن ٍٕسض أن دافة الهدف مذ

 ادجٓقفة، إذن تهبح ادسٖفة ـافتاي. Aتَع مذ مجّقظة  (c1, c2 ... cn)وٍٕسض إْٔا ًِٕؿ أن 
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تسّح هذه افهٌٔة بتىبٔؼ ـؾ الآفٔات ادَدمة مذ الجزئٔة افسابَة. لاحظ أن بافبحث ظـ 

افتل  v، ٕستْتج أن مع افَّٔة Aت مذ ادجّقظة ذط فتىبَٔف ظذ ـؾ خٔارات ادًاملا

 PZ. مـ ثؿ، ؾ٘ن افهٌٔة  A(c1, c2, ... , cn)تساوي أصٌر ؿّٔة فِٓدف ادحتّؾ 

 تساوي 

 

فَٔؿ ادًاملات  ٕجدا أن مع هذه افهٌٔة ًٕيؿ دافة الهدف إػ أؿل اؾساض شِبل

ادجٓقفة. يُّـ اظتبار ذفؽ ـًِبة بْْٔا وببغ ضرف مْاؾس، مثؾ افًِبة افتل رأيْا روجر 

ثؿ  x1, x2, ... , xnريع يًِبٓا مذ افسْٔاريق ببداية هذا افٍهؾ. ٕختار ؿٔؿ متٌرات افَرار 

ادُر حٔث . فُـ افلاظب الآخر هْا يتّتع بc1, c2, ... , cnيختار افلاظب الآخر افَٔؿ 

ضد  يستٓدف حهقفْا ظذ أشقأ ٕتٔجة ممُْة. مذ بًض الأحٔان يتحدث افْاس ظـ افًِب

ؿقإغ افىبًٔة، وإن ـان ذفؽ يتوّـ ٕيرة ارتٔاب مـ افًالم! ًٕتز هذه ادسٖفة واحدة 

 مـ افْتائج ادوّقٕة حغ تَِل بها فْا افىبًٔة.

ادىروحة مذ افٍهؾ افثافث. وهْاك ظلاؿة وصؾ مع ؾُرة اختبار افوٌط افًُز 

(؛ رؽؿ ذفؽ، اختبار افوٌط افًُز يَقم بتٍْٔذ افتَِٔؾ افداخع )إيجاد أشقأ شْٔاريق محتّؾ

حٔث َٕؿ باختٔار متٌرات افَرار أيواً. ومـ ثؿ ؾْحـ لا ٕحاول ؾَط إيجاد أشقأ شْٔاريق 

 محتّؾ، فُـ ٕحاول أيواً مدْب أن يُقن دء فدرجة ـبرة.

بؾ  xافتل تًتّد فٔس ؾَط ظذ إجراءاتْا  وبقجف ظام، يُّْْا افتٍُر مذ دافة الأرباح 

وادًِقمة افقحٔدة  aأيواً ظذ ؿٔؿ بًض ادًاملات ادجٓقفة افتل حهِْا ظِٔٓا مـ ادتجف 

، ادجّقظة ادجٓقفة مذ ادسٖفة. ومـ ثؿ، أؾوؾ رء يُّـ ؾًِف فومان  A a 𝜖فديْا هل

 ، أي أن ,a  Aمستقى محدد مـ الأرباح هق تًئؿ أدٕك ؿّٔة فلأرباح فـ 

 

(12-8) 
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 xمًَرة فُؾ ؿّٔة مـ  aدافة  تهبح ادسٖفة أـثر أهمٔة ظْدما تُقن دافة الأرباح 

aمتًددة ادَام مع زوايا  Aو
(1)

, a
(2)

, ... , a
(k) ،ـؾ واحدة مـ هذه افزوايا تمثؾ متجف .

 .j = 1,2, …, kحٔث  Aفَِْىة  jthفزاوية                                             وبافتاي. يُّـ ـتابة

 : PZمذ هذه الحافة يهبح ادًادل فِهٌٔة 

 

 افتافٔة هل اشتبدال افؼطوباشتخدام ٍٕس ادْٓج افذي اشتخدمْاه مـ ؿبؾ، تهبح الخىة 

 . إذن ٕحهؾ ظذ افتاي.A: واحد فُؾ َٕىة ؿهقى مـ kافقحٔد مع ٕسخ 

 

 

وبافتاي.  Aؾِٔزم اشتٍٔاء افؼوط فُؾ َٕاط افزاوية  PZIمحتِّغ فـ  xو vإذا ـإت 

لإطٓار  ادًَرة . يُّـ أن ٕستخدم الاؾساض الخاص بّْحْك افدافة PZ2ؾ٘نها محتِّة فـ 

شٔتؿ اشتٍٔاءه أيواً. افزهان هق ذاتف  PZ1مستقؾاة، إذن ذط  PZ2أن ـؾ مـ ذوط 

. وبافتاي.، ؾ٘ن افْتٔجة 8-5تمريـ و (8-4)افذي حهِْا ظِٔف مـ ؿبؾ ؾٔما يتًِؼ بافتبايـ 

افْٓائٔة ظْدما تُقن دافة الأرباح مًَرة مذ ادًامؾ ادجٓقل وتُقن ادجّقظة ادجٓقفة 

 .PZ2 بّسٖفة افتًئؿ (8-12)ادَام، ويُّـ اشتبدال ادسٖفة متًددة 
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 شقـتقـل اكسبرايزيس :8-4مثال ظؿع 

افؼـة  الإفُسوني. تىرح افَارئتبٔع ذـة شْٔتٔؾ إسبرايزيس أجٓزة افُّبٔقتر افِقحل و

افذي حهؾ ظذ حمِة إظلإٔة جٔدة. تَِت افؼـة ضِبات  "ؾُِٔس ريدر"مْتج جديد 

فِؼاء  ؾُِٔس ريدر مَدماً. حهؾ افًّلاء ظذ ـقد تٖمْٔل يُّْٓؿ اشتخدامف 5000ر بَّدا

ضرح  مذ تاريخ الإصدار، وهق ؿبؾ أشبقظغ مـ تاريخ افىرح مذ ادتاجر. يتؿ الإٕسٕتظز 

ؾُِٔس ريدر بحجّغ فِناصة )ـبر وصٌر(، وبسبب خىٖ ما لم يحدد افًّلاء الحجؿ 

ادىِقب مَدماً. وما جًؾ الأمر أشقأ أن ادهًْغ واجٓقا بًض ادناـؾ ادتًَِة بتاريخ 

تتحّؾ  . شقفالإٕسٕتالإصدار ما شقف يتسبب مذ زيادة تٍُِة ذاء ؾُِٔس ريدر ظز 

دولار فلأجٓزة صٌرة الحجؿ فىرحٓا  520و جٓزة ـبرة الحجؿدولار فلأ 550افؼـة 

دولار.  70 مذ ادًاد ادَرر، بْٔما مذ حافة تٖخر ادقظد ددة أشبقظغ شتْخٍض افتٍُِة بَّدار

دولار. مـ  590افهٌرة مَابؾ و دولار 640يتؿ بٔع أجٓزة ؾُِٔس ريدر افُبرة مَابؾ 

الحهقل ؿامقا بًّؾ افىِب مَدماً فُْٓؿ لا يستىًٔقن ادحتّؾ أن يساجع افًّلاء افذيـ 

 ادىِقبة ظذ الحجؿ ادٍوؾ ظـ افؼاء. الأجٓزة افتل اشتِّتٓا افؼـة والأجٓزة ؽر

افؼـة  فِىِبات ادَدمة مـ افًّلاء شقف يتؿ بًٔٓا لاحَاً. ـؿ ظدد الأجٓزة افتل تحتاجٓا

 مـ الحجّغ فىرحٓا مذ ادقظد ادَرر؟

 الحل

دف يتّثؾ مذ اشتخدام مْٓج ؿقي فِتًامؾ مع افٌّقض حقل ظدد ضِب افًّلاء اله

مَدماً ـؿ يريدون الحجؿ افُبر وـؿ يريدون الحجؿ افهٌر. شُٔقن فذفؽ تٖثر تًئؿ 

 أرباح شْتْٔؾ ظذ اؾساض أشقأ شْٔاريق فتَسٔؿ افىِبات.

ادىِقبة  رة الحجؿفلأجٓزة صٌ xSو فلأجٓزة ـبرة الحجؿ xLٕريد تحديد حجؿ افىِب 

 dSفِحجؿ افُبر و dL فتسِٔؿ ادْتج مذ ادقظد ادَرر. وإذا أذٕا إػ إجماي. افىِبات ادَسّة

 .zL = min(xL, dL) and zS = min(xS, dS)فِحجؿ افهٌر، إذن ؾ٘ن ضِبات افبٔع مَدماً هل 
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صٌٔة تٍُِة ذاء . مـ ثؿ تهبح  wSو wLإػ ادبًٔات افًادية فُلا الحجّغ بـ  ٕنر 

 الحجؿ افُبر هل

550xL + 480(wL − xL + zL) 

مخزون متبَل مـ ضِبات افؼاء مَدماً. ظذ  xL – zLحٔث أن افؼط افثاني يرجع فقجقد 

 ٕحق منابف، تهبح صٌٔة تُافٔػ ذاء الأجٓزة صٌرة الحجؿ:

520xS + 450(wS − xS + zS) 

 وبافتاي.، ؾ٘ن الأرباح افْٓائٔة هل 

 

 لأن و xSو xLيجب الاختٔار مـ  فتًئؿ الأرباح

maximize 160 min(xL, dL) + 140 min(xS, dS) − 70(xL + xS) 

 مـ ادجّقظة ادجٓقفة dSو dLفُـ افىبًٔة شقف تختار 

A = {(dL, dS) : dL ≥ 0, dS ≥ 0, dL + dS = 5000} 

 وؾَاً فِؼوط vيُّـ صٔاؽة ذفؽ ـّسٖفة تًئؿ 

 

الأدٕك فًِّاملات مًَر، ؾ٘ن ذفؽ يٍل بافؼوط افتل ٕحتاجٓا لاشتبدال  وبما أن الحد

 dL = 5000, dS = 0 and؛ وهما Aادجّقظة ادجٓقفة بْسخ افؼط ظـ أؿل َٕىتغ مذ 

dL = 0, dS = 5000. 

، حٔث لا يُّـ أن يقجد شبب فىِب أـثر مـ xL ≤ 5000 and xS ≤ 5000ٍٕسض أن 

 الحد الأؿل فِىِب. إذن، ؾ٘ن افؼوط ظْد أؿل َٕىتغ يُّـ تبسٔىٓا والحهقل ظذ 
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مخهص لحؾ هذه ادسٖفة، فْحهؾ ظذ الحؾ  BRMch8-Sentinel.xlsxجدول افبٔإات 

xL = 4375 and xS = 5000 ما يًىْٔا ؿّٔة ،v  آخر، إذا  بًّْك دولار. 43750تساوي

دولار، وذفؽ أؾوؾ ؿّٔة  43750يُّـ تحَٔؼ أرباح بَّٔة  xSو xLـإت هذه هل ؿٔؿ 

 موّقٕة فلأرباح.

 ايتععيِ ايكوي َٔ سيح ايتوشيع 1-3-8 *

ٍٕسض  مًْٔة مذ صٌٔة ادسٖفة. بدلاً مـ ذفؽ بٖرؿاميتًِؼ افٌّقض  حتك الآن ًٕتز ادقؿػ

إْٔا ًِٕؿ تقزيع هذه ادًاملات، وٍٕسض إْٔا ًِٕؿ ادجّقظة ادجٓقفة ادْتّغ لها. رؽؿ 

ذفؽ هْاك حالات ظديدة ًِٕؿ ؾٔٓا أـثر مـ مجّقظة فَِٔؿ افتل يجب أن يٖخذها ادًامؾ 

فُـ أؿؾ مـ تقزيًٓا افُامؾ. ظْدما يحدث ذفؽ يًْل إْٔا ٕستخدم ّٕقذج تًئؿ ؿقي 

مجّقظة  زيع، وافذي مـ خلافف لا ٕحدد ؾَط مجّقظة مـ افَْاط وفُـ أيواً مـ حٔث افتق

تتبع  مـ افتقزيًات ـادجّقظة ادجٓقفة. ظذ شبٔؾ ادثال، إذا ـإت أشًار شًِة مًْٔة ؽداً 

 تقزيع ضبًٔل بّتقشط مماثؾ فسًر افٔقم، فُـ الإحراف ادًٔاري ؽر مًِقم.

فْتذـر أنها مجّقظة  (A)بخط شُريبت  Aمذ هذه الحافة، شقف ُٕتب ادجّقظة افٌاموة 

 ξتمثؾ الأرباح باشتخدام متٌر ؿرار   (x, ξادًامؾ مذ ادسٖفة و)  ξتقزيًات. وإذا ـإت 

 ، إذن )إذا ـْا ؿادريـ ظذ ادخاضرة( ٕريد تًئؿ افَّٔة ادتقؿًة فـ ξمع افًِؿ بتقزيع 

 ( (x, ξ .وبما إْٔا ًِٕؿ تٌرات افتقزيع، ؾْْهح بُتابة افتقؿًات مـ حٔث افتقزيع .

 .Fافتقزيع  ξظْدما تٖخذ   (x, ξفتقؿًات )  EF [ (x, ξ)]ٕستخدم افرمقز 

ٕرـز ظذ ادسٖفة حٔث يحدث افٌّقض مذ الهدف بدلاً مـ افؼوط. وبافتاي. يهبح  

الهدف مـ مسٖفة افتًئؿ افَقي مـ حٔث افتقزيع هق إيجاد أؾوؾ ؿّٔة متقؿًة فلأرباح 
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. يُّـ ـتابة ذفؽ Aيَع مذ ادجّقظة ادجٓقفة  ξافتل يُّـ تحََٔٓا إذا ظِّْا أن تقزيع 

 ـافتاي.

 

تمثٔؾ افٌّقض مذ افتقزيع مـ خلال مجّقظة صٌرة مـ ادًاملات إذا ـان يُّـ 

بالحهقل ظذ افَّٔة  "ؿائّة ظذ َٕىة"ادًرؾة، ؾُّٔـ إظادة هذه ادسٖفة إػ صٌٔة ؿقية 

حدد الإحراؾات  ادتقؿًة مـ حٔث ؿٔؿ ادًامؾ. مذ هذا ادثال حقل شًر افسًِة ؽداً يُّـ أنٕ 

. الآن A = {N(0, ζ) : ζmin ≤ ζ ≤ ζmax}ومـ ثؿ  ،ζmin and ζmaxادًٔارية ادحتِّة بغ 

، فَْؾ x، ومتٌر افَرار ζٍٕسض إٔف يُّـ حساب الأرباح ادتقؿًة فلإحراف ادًٔاري 

. ومـ ثؿ يُّـ إظادة ـتابة مسٖفة افتًئؿ افَقي مـ حٔث افتقزيع بافنُؾ . (x, ζ)إٔف 

 افتاي.

 

 A = {ζ : ζmin ≤ ζ ≤ ζmax}حٔث أن 

 ادجٓقفة تتوّـ افتقزيًات Aمذ مسٖفة افتًئؿ افَقي مـ حٔث افتقزيع، إذا ـإت مجّقظة 

، ؾٍْسض أن ξافتل تٖخذ افسِقك الأؿل فقضع ـؾ الاحتمالات مذ ؿّٔة وحٔدة هل 

 افىبًٔة شقف تختار أحد هذه افتقزيًات افَهقى، وافسبب بسٔط، ؾافَّٔة ادتقؿًة فـ 

أن تُقن أـز مـ أدٕك ؿّٔة ؿد تٖخذها،بًّْك آخر، إذا ـإت دافة يجب  Fمذ طؾ افتقزيع 

 إذن [a, b]وهل ؽر صٍرية مذ ادجّقظة  fهل  Fافُثاؾة 

 

)مذ بًض الأحٔان  Zرمزاً فِتقزيع افذي يوع ـؾ وزٕف ظذ َٕىة وحٔدة هل  δzُٕتب 

فْرمز إػ مجًّة افَٔؿ افتل ؿد تْتج مذ طؾ  R(A)يسّك تقزيع دفتا ديراك(. أيواً ُٕتب 
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أيواً مذ  δzومـ ثؿ  z  R(A). وبافتاي.، مذ الحافة الخاصة افتل تُقن ـؾ ؿّٔة فـ Aتقزيع 

A ٕستىٔع أن ٕستْتج ، 

 

 ومـ ثؿ ًٕقد إػ مسٖفة افتًئؿ افَقي ظْد ـؾ َٕىة.

 ظذ ـؾ افتقزيًات ادجٓقفة تحتقي Aمذ بًض افسٔاؿات مـ افىبًٔل اظتبار مجّقظة 

افّْط وبافتاي. تتزايد افُثاؾات إػ الحد الأؿل ثؿ تتَِص. ظذ شبٔؾ ادثال، ظْد أحادية 

تقزيع افىِب دْتج ما فف ظلاؿة بافىَس، ؿد ّٕٔؾ إػ تَٔٔد افتقزيع بّْقذج ّٕىل  مراظاة

 حتك فق لم يُـ أي رء آخر مًِقم. – واحد

 مـ ـؾ افتقزيًات بدوال ـثاؾة أحادية افّْط شقف ْٕير مذ مجّقظة مجٓقفة تتُقن

مًرؾة ظذ ٕىاق، فُْْا ٕؤػ ذط أن يُقن افقشط الحسابي مًِقماً مَدماً. ويُّْْا 

ادحتِّة  تحقيؾ ادسٖفة فٔهبح افقشط الحسابي صٍر. ظذ شبٔؾ ادثال، ؿد ٕهؾ إػ أن افَّٔة

افّْط،  فسًر ظنقائل بتقزيع أحاديفسًر افٍْط مذ ؾسة أشبقع هق شًر افٔقم، ويًتز هذا ا

صٍري  حٔث يُّـ الحهقل ظذ هذا افتقزيع مـ خلال أخذ تقزيع أحادي افّْط بّتقشط

 ثؿ ٕؤػ فف شًر افٍْط افٔقم. 

ووشط حسابي [a, b−]ذو دظؿ مذ ٕىاق  مـ الجدير بادلاحية أن أي تقزيع أحادي افّْط

رؿؿ  ثؿ يتؿ ضربف مذ [a, b−]ظذ  Gيع يُّـ الحهقل ظِٔف مـ خلال اختٔار رؿؿ مـ تقز 0

. يُّـ افَقل أن أي تقزيع أحادي افّْط يُّـ [1 ,0]يتؿ اختٔاره ظنقائٔاً مـ ادساؾة 

، وافتقزيع U (0,1)والآخر مـ  Gالحهقل ظِٔف ـْاتج ّٕقذجغ مستَِغ ، أحدهؿ مـ 

 . ضريَة أخرىKhintchineوجدير بافذـر أن هذه افْتٔجة تًرف بْيرية . (0,1)ادقحد ظذ 

فِحهقل ظذ ذفؽ هل افَقل إٔف يُّـ الحهقل ظذ افتقزيع مـ الجّع بغ تقزظات 

 . [x, 0−]، أو بافنُؾ [x ,0] مقحدة ـؾ مْٓؿ فف ٕىاق بافنُؾ

 xودافة تْازفٔة فـ  x < 0 افتقزيع حٔث تُقن دافة افُثاؾة تهاظدية فـ 8-3يقضح افنُؾ 
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ة تَْسؿ إػ مستىٔلات أؾَٔة، ـؾ مْٓؿ يّثؾ تقزيع مقحد بغ . ٕرى ـٔػ أن افُثاؾ.0 <

( . [x ,0]أو ادجّقظة  [x, 0−]َٕاط افْٓاية الأؾَٔة لهذه ادجّقظة )شقاء ادجّقظة 

ٍٕسض إْٔا ؿّْا باختٔار ـؾ مستىٔؾ مع احتمافٔة أن يُقن مساوي دْىَتف )هذه افَّٔة 

( ثؿ ٕختار ّٕقذج مـ ادستىٔؾ fاؾة الأصِٔة حٔث أنها تساوي تُامؾ دافة افُث 1تهؾ إػ 

ؽر ادقحد داخؾ ادجّقظة الأؾَٔة. ويُّـ أن ٕرى احتمافٔة افقصقل إػ أي َٕىة تقاؾؼ 

 ذفؽ مـ افتقزيع الأصع.

 

 َجاٍ يتوشيع غير َتذاْظ نُصير بين ايتوشيعات الموسدة: 8-3ايػهٌ 

 

افذي تؿ  xٍٕسض مراظاة افتَِٔؾ افداخع، هذه هل ضبًٔة ادسٖفة: بْاءً ظذ افَرار 

 فتَِٔؾ افَّٔة ادتقؿًة فـ  ξاتخاذه مـ ؿبؾ صإع افَرار، ـٔػ يجب أن يتؿ اختٔار تقزيع 

 (x, ξ)؟ افتقزيًات ادتاحة أحادية افّْط )بقشط حساب صٍر(. وأي ـان افتقزيع افذي 

 اك بديؾ يًىْٔا ٍٕس افْتٔجة مـ خلال تَسٔؿ ذفؽ ظذ ظْاسه ادقحدةتؿ اختٔاره، هْ

، ثؿ ٕختار أحدهؿ باحتمافٔة مْاشبة. بافتاي.، ظذ 8-3)ادستىٔلات الأؾَٔة( ـما مذ افنُؾ 

مع  UA, UB, UC مُقن مـ ثلاثة تقزيًات مقحدة Fشبٔؾ ادثال، إذا ـان افتقزيع 

 إذن PA, PB, PCاحتمالات 
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 تُقيـ محدب فتقؿًات افتقزيًات ادقحدة، ومـ ثؿ يجب أن يٖخذ واحد مـ افثلاثةما شبؼ 

 EF [(x, ξ)]أو أؿؾ. إذا ـإت افتقزيًات افثلاثة لها ؿٔؿ أـز مـ  EF [ (x, ξ)]افَّٔة 

 .EF [ (x, ξ)]إذن ؾْتٔجة اختٔارهؿ مع احتمالات مًْٔة ؿد تُقن أيواً أـز مـ 

 بافًٍؾ ظْدما ؿّْا بتَِٔؾ دافة خىٔة ظذ مَامات رأيْاهاافتل هذا مثال فْقع مـ الحجج 

متًددة، يُّْْا ؾَط مراظاة افَْاط افَهقى فَِّامات ادتًددة. ـذفؽ، إذا ؿّْا بتَِٔؾ 

 .Aّقظة ج، يُّْْا مراظاة افَْاط افَهقى فAِّافتقؿًات بنٖن مجّقظة افتقزيًات 

 Aمذ الحََٔة، ٕستىٔع ظّؾ هذه الحجة ـامِة مذ صُؾ مجرد وظام أـثر، ؾادجّقظة 

هل ٍٕسٓا  bإػ  a- مـ افتقزيًات أحادية افّْط بقشط حسابي صٍر وتدظؿ افْىاق

مجّقظة محدبة، بحٔث إذا أخذٕا تُقيـ محدب مـ هذيـ افتقزيًغ شتيؾ افْتٔجة هل 

 وة ظذ ذفؽ، افتقزيًات ادقحدة ظذتقزيع أحادي افّْط بقشط حسابي صٍر. ظلا

 [0, y] 0 فـ ≤ y ≤ b, or [−y, 0] for 0 ≤ y ≤ a هل افَْاط افَهقى فـA  حٔث لا يُّـ(

(. ظْد تَِٔؾ دافة خىٔة Aخريـ مذ آالحهقل ظِٔٓؿ مـ خلال تُقيـ محدب مـ تقزيًغ 

 قحدة(.ظذ تقزيًات، ٕحتاج إػ مراظاة افَْاط افَهقى )أي هذه افتقزيًات اد

 )بقشط حسابي صٍر( افذي يَِؾ ξومـ ثؿ، لإيجاد افتقزيع أحادي افّْط فـ 

 E[ (x, ξ)]  ٕحتاج ؾَط إػ مراظاة افتقزيًات ادقحدة شقاء ظذ(−y, 0)  أو ظذ(0, y) .

ظذ  E[ (x, ξ)]، يُّـ أن ٕرى أن الحد الأدٕك فـ ξدافة مًَرة فـ   (x, ξ)مذ حافة أن 

 }ووشط حسابي صٍر [a, b−]تقزيًات مقحدة مع دظؿ مذ ٕىاق {=  F  Aافتقزيًات 

 .(b ,0)أو مقحدة ظذ  (a, 0−)مقحدة ظذ  Fيُّـ الحهقل ظِٔف شقاء ـإت 

شْزهـ ظذ هذه افْتٔجة بتقضٔح أن أحد هذه افتقزيًات ادقحدة يًىْٔا ؿّٔة 

. )يُّـ اشتخدام y < b > 0فـ  (y ,0) أصٌر مـ افتقزيع ادقحد ظذ  (x, ξ)متقؿًة فـ 

   ٍٕس ادْٓج فتقضٔح أن أحد افتقزيًات فف ؿّٔة متقؿًة أصٌر مـ افتقزيع ادقحد ظذ

(−y, 0) for 0 < y < a.) 
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.  (ξ) for  (x, ξ)لا يًِب دوراً مذ هذه ادْاؿنة، ومـ ثؿ ُٕتب   (x, ξ)مذ  xؿّٔة 

 (a, 0−)ظذ  ξوٕلاحظ أن ظْدما تتؿ تقزيع 

 

 ξظْدما يتؿ تقزيع  ، وهْاك تًبرات منابهة فتقؿًات (a, 0−)ظذ  أي متقشط ؿّٔة 

 : والهدف إطٓار أن إذا ـإتy < b > 0اظتباضٔة مع  y. ٕختار or (0, b) (y ,0)ظذ 

 

 إذن 

 

ظْد  مًَرة، يُّـ رشؿ خط مستَٔؿ بغ افَْاط ظذ افرشؿ افبٔاني فـ  وبما أن 

وأدٕك هذا الخط خارج افَْاط، ييٓر ذفؽ مذ  yو 0الخط بغ  أظذ ؿٔؿ و yو صٍر

، يُّـ اشتْتاج أن متقشط h. الآن، إذا ـان الخط ادستَٔؿ أؾَل ظْد ارتٍاع 8-4افنُؾ 

. وبما إْٔا ٍٕسض أن متقشط (a, 0−)ؿد يُقن أـز مـ ادتقشط ظذ  (a ,0)ظذ  ؿّٔة 

، ٕرى أن الخط شقف يُقن مائؾ فلأشٍؾ. (y ,0)أـز مـ افْىاق (a, 0−)ظذ ؿّٔة 

 . وبافتاي.(y ,0)أؿؾ مـ افَٔؿ مذ افْىاق  (y, b)مذ افْىاق  بافتاي.، ٕرى أن ؿّٔة 

 

  أو                                           واحد مـ ذفؽ يُّؾ ما ٕريد تٖشٔسف: حٔث يجب أن يُقن

. وهُذا تقصِْا إػ أن                                     أؿؾ مـ أو مساوي فـ                                      



 171 الفصل الجامً

 

 

 الحد الأدٕك يحدث ظْد أحد هذه افَٔؿ

. ومـ ثؿ ًٍٕؾ ذفؽ ظْدما w0يُّـ اشتبدال افقشط الحسابي صٍر بَّٔة اظتباضٔة 

أحادية افّْط،  ξظذ خٔارات تقزيع   (x, ξ) ٕرؽب مذ تَِٔؾ افَّٔة ادتقؿًة فدافة مًَرة

، بًد ذفؽ ٕحتاج ؾَط إػ مراظاة w0الحسابي ظْد  ، ووشىٓا(wL,wU)ذات دظؿ ظْد 

. وٕقضح ـٍٔٔة (w0,wU)وافتقزيع ادقحد ظذ  (wL,w0)خٔاريـ: افتقزيع ادقحد ظذ 

 اشتخدام هذه افْتٔجة مذ حساب الحؾ افَقي مذ ادثال افًّع بالأشٍؾ.

 

 يح اتذذة سوٍ َتوضطات داية َكعسة زضِ بياْي يتوض: 8-4ايػهٌ 

 

 توفوز فلأجفزة افطبقة :8-5مثال ظؿع 

 افىبٔة ظّؾ ضِب بٖجٓزة مراؿبة افَِب فٔقاؾؼ افىِب ؽر ةتريد ذـة تقفقز فلأجٓز

حٔث  ادًِقم، تقزيع افىِب مجٓقل بافْسبة فِؼـة فُْٓا تًتَد أن افتقزيع أحادي افّْط،

 .100 . افَّٔة ذات الاحتمال الأؿقى هل200أظذ مستقى و يبِغ أؿؾ مستقى فِىِب صٍر

دولار. وهْاك تُافٔػ  10000يتؿ بًٔٓا مَابؾ و دولار 4000تبِغ تٍُِة افقحدات 

مرتبىة بافقحدات ؽر ادباظة وبًدم افَدرة ظذ تِبٔة افىِب. تَدر افؼـة أن إذا ـإت 

. بافتاي.، تهبح .2(x − d)50ل ه "ظدم تِبٔة افىِب"، ؾ٘ن تُافٔػ dافىِب و xافىِبات 
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 دولار( هل 1000sدافة الأرباح )

 

تًئؿ الأرباح  تدرك افؼـة أن مذ بًض الحالات ؿد تتُبد خسارة، فُْٓا ترؽب مذ

 ادتقؿًة مذ حافة أشقأ تقزيع محتّؾ فِىِب.

 الحل

 حٔث أن ادُقٕات افثلاثة، xبّجرد تحديد  dدافة مًَرة فـ  (8-13)دافة الأرباح مذ ادًادفة 

، ٕحتاج ؾَط فتَٔٔؿ الأرباح ادتقؿًة لإثْغ مـ ظذـِٓا مًَرة. وبْاءً ظذ افْتٔجة بالأ

 .(200 ,100)مقحدة ظذ  dأو  (100 ,0)مقحدة ظذ  d: شقاء ـإت dفـ  افتقزيًات ادحددة

 

 x ≤ 100إذا ـإت  xبنُؾ واضح تًتّد ؿّٔة هذا افتُامؾ ظذ ؿّٔة 

 

 x > 100وإذا ـإت 

 

 ويُّـ تَٔٔؿ افتقزيع الآخر ظذ ٕحق منابف

 

 x ≤ 100إذا ـإت 

(13-8) 
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 x > 100وإذا ـإت 

 

مع تٌر  EU(0,100)[(x, d)]ؿٔؿ  BRMch8-Toulouse.xlsxيقضح جدول افبٔإات 

x 8-5، ـما تؿ تقضٔحٓا أيواً مذ افنُؾ . 

 

 

 يتوشيعين بحد أقصى َوسدئ يًطًب xنداية  TMDايسبح المتوقع يـ : 8-5ايػهٌ 

 موحدة على

 موحدة على
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هل افتل تًيؿ الحد الأدٕك فلأرباح. والحجؿ الأمثؾ  ادثذ افَقية xوجدير بافذـر أن ؿّٔة 

دولار. ٕستىٔع أن ٕرى  99883، افذي يوّـ حد أدٕك فلأرباح بَّٔة x = 73فِىِب هق 

 ادتقؿًة شافبة إذا ـان خٔار تقزيع افىِب شٔئاً.، وؿد تُقن الأرباح xؿٔؿ متًددة فـ 

 َلاسعات

افتحسغ  ادًِقمات حقل ٕيرية ؾرإؽ ٕايت ظـ افٌّقض مٖخقذة مـ ـتاب برٕنتايـ. أثار

افَقي افُامِة اهتمام ـبر مذ افسْقات افَِِٔة اداضٔة وهْاك ظدد ـبر مـ الأبحاث افتل 

( 2011) افة افَْدية فزٕنتايـ، براون إٓد ـرمإٔسوتَدم ادَ تتْاول جقإب افتحسغ افَقي.

 ؾُرة جٔدة ظـ ثَاؾة افتحسغ افَقي ادُثٍة.

افتحسغ افَقى مع افسـٔز ظذ ادساءل صٌرة الحجؿ ٕسبٔاً ذات  مبادئبْٔما ٕتْاول هْا 

مـ أظمال ديّسيس  8-2مجّقظات مجٓقفة بسٔىة. مْاؿنة ادٔزإٔة ادجٓقفة مذ الجزئٔة 

مذ تِؽ الجزئٔة ٕستخدم  (.2004بريستماس بافتًاون مع ـتاب آخري )بريستما وشٔؿ، 

ذفؽ ادْٓج مذ الازدواجٔة يُّـ أن  -خهائص الازدواجٔة فًّؾ ٍٕس ادسٖفة وحِٓا 

 يّتد إػ تْقع ـامؾ دزيد مـ مساءل افتحسغ افَقي ادًَدة.

ي مـ حٔث افتقزيع إػ ضرق ظدة، حٔث أن ـذفؽ، ؿد يّتد تْاول افتحسغ افَق

ادجّقظات افٌاموة افتل بحثْاها حتك أدق افتٍاصٔؾ ـإت دوال أحادية افّْط بقشط 

حسابي مًِقم، ظذ وجف افتحديد شٓؾ افتحِٔؾ. يُّـ إيجاد بًض افْيريات ذات افهِة 

 (.2006فُـ مذ شٔاق تقزيًات متًددة الأبًاد مذ صٔبارو )

مال تبحث مذ حساب الحِقل ادثذ فًدد متْقع مـ ادساءل، ظذ شبٔؾ ـما أن هْاك أظ

ادثال، ادساءل ذات الخهائص افديْامُٔٔة افتل تتقاؾؼ مع افتحسغ افًنقائل افذي تمت 

بافرجقع  افَارئدزيد مـ ادْاؿنان افنامِة حقل ادادة ْٕهح  مْاؿنتف مذ افٍهؾ افسابع.

 .Ben-Tal, El Ghaoui and Nemirovski (2009إػ ـتاب )
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 تمازئ

 أظد ـتابة افؼوط 1-8

حٔث أن  i=1,2,3,4، فِّْتجات xiٍٕسض أن ادسٖفة تتّثؾ مذ اختٔار ـّٔة مـ مْتج ما

مًدلات افٍنؾ مرتًٍة وؽاموة. افقؿت ادستٌرق لإٕتاج وحدة مـ ادْتج هل دؿَٔة 

 aiدؿائؼ، حٔث  aixiيتىِب  iمـ ادْتج  xiفٍنؾ، إٕتاج ـّٔة واحدة. فُـ ٕيراً دًدلات ا

. ظلاوة a1 ≤ 1.1, a3 ≤ 1.1ؽاموة. ٍٕسض إْٔا ظذ يَغ أن  ai، ومًدلات الإٕتاج .1 ≤

ظذ ذفؽ، مًدلات افٍنؾ مسابىة بنُؾ مًَد. يرى الخبر إٔف يُّـ ؾرض افؼوط 

 افتافٔة:

a1 + a2 + a3 + a4 ≤ 4.3, 
a1 − a2 + a3 − a4 ≤ 0.1. 

ؿؿ بهٔاؽة افؼط ظذ ـّٔات ادْتج فُؾ مـ ادْتجات الأربًة إذا ـان مـ افضروري 

 دؿَٔة(. 2400شاظة إجمالاً ) 40ضمان صْع هذه ادْتجات مذ أؿؾ مـ 

 معاملات ؽر متعؾؼة 2-8

 مسٖفة تًئؿ ؿقي تحتقي ظذ افؼط 

a1x1 + a2x2 + a3x3 ≤ b 

 ai تمثؾ ادجّقظة حٔث  Aحٔث أن   A (a1, a2, a3)افذي يجب أن يخوع فف ـؾ مـ 
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(ai − δi , ai + δi) وفٔس هْاك ظلاؿة بغ ؿٔؿ ،ai وضح ذفؽ باشتخدام ؿٔؿ مجردة .|x1|, 

|x2|, |x3| إظادة ـتابة ذفؽ بؼط وحٔد. بحٔث يُّـ 

 تلثر ادقزاكقة ادجفوفة 3-8

وؿارن دوال  B = 1.5زإٔة مجٓقفة ؿؿ بحؾ مثال أؾٔجْقن فلاشتراد مذ طؾ وجقد مٔ )أ( 

فسى ـؿ افزيادة مذ الأرباح ادتقؿًة مع أخذ أؿؾ ادْاهج  B = 2الهدف بحافة أن 

 تحٍياً.

وضح ما إذا ـان لا يقجد مٔزإٔة مجٓقفة )وـؾ متٌر يُّـ أن يٖخذ أي ؿّٔة مذ  )ب(

 ، وبافتاي. لا يقجد حؾ محتّؾ.B = 3مجّقظتف(، وافتل تًادل افقضع 

 افتعظقم افؼوي فسـتقـل 4-8

مذ مثال شْتْٔؾ، اشتخدم جدول افبٔإات فتقضٔح ما إذا ـان ؿد تؿ تخٍٔض أشًار افبٔع 

ؾ٘ن الحؾ الأمثؾ  دولار فلأجٓزة ـبرة وصٌرة الحجؿ،وبافتاي. 550و دولار 600إػ 

 . اذح شبب حدوث ذفؽ.xL = xS = 0يتوّـ 

 مجؿوظات مجفوفة بدوال مؼعرة 5-8

(. Rn)ـؾ مْٓؿ يّثؾ متجف مذ  a(1), a(2), ... , a(k)ادَام وفف زوايا  متًدد Aٍٕسض أن 

 s)إذن  v ≤ _(x, a(i)) for i = 1, 2, ... , kو محددة xمًَرة فُؾ  aدافة  (x, a)_إذا ـإت 

 ..a  A فُؾ v ≤ _(x, a)ت أن تظـ ـؾ َٕىة زاوية(، أثب (x, a(i))_اؿؾ مـ 

 ريـتافزبروؾقـس  6-8

شٔارة تٗجرهؿ بافٔقم، تٍُر افؼـة  100تمتِؽ بروؾْٔس ريْتافز أشىقل مُقن مـ 

دولار إضاؾٔة يقمٔاً ظذ إيجار  4شقف يٍُِٓؿ ذفؽ و فِسٔارات GPSبالاشتثمار مذ إٔيّة 

دولار وتتىِب أيواً ترـٔب حامؾ آمان  GPS 500. تبِغ تٍُِة ذاء إٔيّة GPSإٔيّة 

يقم وهل أيواً  500ِسٔارة. تتُّـ بروؾْٔس مـ بٔع شٔاراتها بًد دولار ف 250بتٍُِة 
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. ومـ ثؿ، افسٔارة افتل تحتقي ظذ افْيام لها ؿّٔة إضاؾٔة بًد هذه GPSمدة ظّر إٔيّة 

افٍسة مَارٕة بافسٔارة دون افْيام. ؾقر إظلان بروؾْٔس ريْتافز ظـ هذه الخدمة شقف 

ذ تقؾرها. تًتَد بروؾْٔس ريْتافز أنها تُقن ؽافٔة افثّـ مـ حٔث ظدم افَدرة ظ

 دولار إذا ـان افًّٔؾ ؽر ؿادر ظذ الحهقل ظذ افْيام فُْف ؿام بىِبف. 10شتتحّؾ 

ؿؿ بهٔاؽة ما شبؼ ـّسٖفة تًئؿ ؿقي بْاءً ظذ الاؾساضات افتافٔة: )أ( يتؿ ايجار  )أ(

 500ـؾ افسٔارات ـؾ يقم. )ب( يجب أن تتخذ بروؾْٔس ريْتافز ؿرار مذ بداية افـ 

ولا يُّـ ترـٔب مزيد مـ الإٔيّة ظذ  GPSيقم حقل ـٔػ يتؿ ترـٔب إٔيّة 

ـؾ يقم )فُـ لا  GPSًّلاء تىِب إٔيّة يقم. )ج(ٍٕس افٍئة مـ اف 500مدار ؾسة 

 تستىٔع بروؾْٔس ريْتافز افتْبٗ بهذه افٍئة(.

أثبت أن إذا اتخذت بروؾْٔس ريْتال ؿرار بًدد الإٔيّة افتل شٔتؿ ترـٔبٓا ، ثؿ يتؿ  )ب(

، ؾئة افًّلاء افتل ؿامت بىِب الإٔيّة، ومـ ثؿ تحَؼ افؼـة أؿؾ pاختٔار ؿّٔة 

 .1أو  0ظْد  pتٔار أرباح، بًد ذفؽ يتؿ اخ

 .افتًئؿ افَقي اشتخدم ادًىٔات مذ افَْىة افسابَة لحؾ مسٖفة )ج(

 توفوس فلأجفزة افطبقة 7-8

مذ مثال تقفقس فلأجٓزة افىبٔة ٍٕسض أن افؼـة تًِؿ أن تقزيع افىِب أحادي افّْط 

افقشط الحسابي )مع وجقد جقإب أخرى مـ ادسٖفة ؽر  فُْٓا ؽر ؿادرة ظذ تحديد ؿّٔة

مًِقمة(. اذح داذا يساجع افَرار إػ مسٖفة تًئؿ ؿقي ظادية؟ واحسب أؾوؾ خٔار 

 .xفِىِب 

 


