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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 ة للمعادلة التفاضلية العادية من الرتبة الأولى هي:ـــــــــــــورة العامـــــــــــالص 

( , , ') 0. (1)F x y y  

 ويكون الحل العام لها على الصورة 

)                                             ثابت اختياري      cحيث               (2) , )y x c 

 وفي بعض الأحيان نحصل على الحل في الصورة الضمنية

)                                  ثابت اختياري             cحيث               (3) , , ) 0x y c  

أي أن الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية من الرتبة الأولى يكون عبارة عن عائلة   

، ويمثل كل حل خاص x,y)ثابت اختياري( واحد في مستوى الإحداثيات ))بارام ر منحنيات ذات 

yأحد منحنيات العائلة. واضح أنه يمكننا الحصول كحالة خاصة على   ( 1)من المعادلة ،

 على الصورة 

   , 4y f x y

),( حيث yxf.هي دالة معرفة ومتصلة ووحيدة القيمة في منطقة ما 

وميل المماس للمنحني عند هذه  x, y)هي علاقة بين إحداثف نقطة ما ) (4)أي أن المعادلة 

  النقطة.

 حل المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى: طرق  -2/1

 الصورة العامة للمعادلة التفاضلية العادية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى هي:

),( yxf
dx

dy
 

 المسائل يكون من الأفضل وضع المعادلة على الصورةوفي كثير من 

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy  
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   وسوف نستعرض فيما يلي بعض طرق حل المعادلات التفاضلية العادية:

 فصل المتغيرات: طريقة-2/1/1

 ادلةأن المعإذا أمكن فصل متغيرات المعادلة التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى أى 

 التفاضلية تةخذ الصورة 

( ) ( ) 0.M x dx N y dy  

 يكون من السهل حلها، حيث يكون الحل على الصورة

)ثابت اختياري                                cحيث    ) ( )M x dx N y dy c   

 لأن المعادلة من الرتبة الأولى. 
ً
 ونلاحظ ان الحل يحتوي على ثابت اختياري واحد، نظرا

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 1مثال )

3 0x yy   

 الحلــــــ:

  يمكن وضع المعادلة على الصورة

3

dy x

dx y
  

 وبفصل المتغيرات تصب 

dxxdyy 3 

 وبالتكامل نحصل على 

2 2

2 2 *

3
2 2

3

y x
c

y x c

 
   

 

   

 

 .ثابت اختياري  c*حيث
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 التفاضلية: اوجد الحل العام للمعادلة(: 2مثال) 

0)1()1( 22  y
dx

dy
x 

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة                

2 2

1 1
0

1 1
dx dy

x y
 

 
 

 بالتكامل نجد أن 

2 2

1 1

1 1

tan tan

dx dy
c

x y

x y c 

 
 

  

  

 .ثابت اختيارى  c حيث

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 3مثال)

0,0)3(2  xyxyxy 

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة                 

2 ( 3) 0y dx x y dy   

 والتكامل نحصل على   xyبقسمة المعادلة على  

                          cdy
y

dx
x

  )
3

1(
2 

                                                    cyyx  ln3ln2 

 وبالتالي يكون الحل العام على الصورة    
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2 3 c yx y e  

لاحظ أننا حصلنا على الحل في الصورة الضمنية ومن الصعب الحصول عليه في الصورة     

)(xfy. 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 4مثال)

024  dydxey x 

 الحلــــــ:

 من السهل فصل المتغيرات بقسمة المعادلة على
4y نجد أن والتكامل 

0,
4

2   yc
y

dy
dxe x 

c
y

e x 
3

2

3

1

2

1
 

 ومنها نحصل على الحل في الصورة الصريحة           

ck
ke

y
x

6,
3

2
3

2



 

 

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:(: 5مثال )

    2 2 2 2 cos sec 0xdy
i x y y xy y ii x y dx e y dy

dx

     

 الحلــــــ:

    

   

2 2

2

2

1 2 1

1 2 1

2 1

1

dy
i x y y x

dx

x ydy x dx

x
ydy dx

x

  

   

 
   

 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 وبإجراء التكامل ينتا أن  

2 2

2
2 1

2

1 1

ln 1 tan
2

x dx
ydy dx

x x

y
x x c

 
 

   

  
 

  cos sec 0xii x y dx e y dy   

cosxeبالقسمة على y  نجد أن  

2sec 0xxe dx y dy   

 بالتكامل 

2sec xy dy xe dx c    

 بالتكامل بالتجزيء يكون الحل العام هو

tan x xy xe e c     
 

 ةلة القيمة الإبتدائية الآتية:مسحل اوجد (: 6مثال )

   sin cos cos sin 0x y dx x y dy   

 0 0y    التي تحقق الشرط                              

ـــ:   الحلـــ

cosبالقسمة على cosx y نجد أن  

sin sin
0

cos cos

x y
dx dy

x y
   

 ينتا بالتكامل
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ln cos ln cos ln ; 0

ln cos cos ; ln

x y a a

x y c c a

   

  
 

باستخدام الشرط  cلإيجاد قيمة  0 0y  فإن 

1
(cos )(cos ) ,x y c c

a
   

 ويكون الحل الخاص هو

(cos x)(cos y)=1 

 أو

 1cos secy x  

 معادلات يمكن تحويلها لمعادلات يمكن فصل متغيراتها: -2/1/2

توجد بعض المعادلات في صورة غير قابلة لفصل متغيراتها ولكن إذا قمنا بإجراء تحويل     

 للمتغيرات فإننا نحصل على صورة يسهل فصل متغيراتها.

  المعادلات التي علي الصورة من أمثلة هذه المعادلات:  cbyaxf
dx

dy
                                                                         

cybxaz ولكن باستخدام التعويض متغيراتها،وهذه الصورة لا يمكن فصل                                                          

 فإن المعادلة تتحول إلى صورة يسهل فصل متغيراتها، حيث  

1
( )

dz dy dy dz
a b a f z

dx dx dx b dx

 
      

 
 

azfb
dx

dz
 )( 

 ومن الواضح أن هذه الصورة يسهل فصل متغيراتها كالآتف 

   
.

dz dz
d x x c

b f z a b f z a
   

  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

zالتكامل ثم التعويض عن  بإجراء  ax by c     نحصل على الحل العام للمعادلة

 التفاضلية المعطاة كما يتضح بالمثال التالي.

 اوجد الحل العام المعادلة التفاضلية: (:7مثال )

 
2'y x y  

 الحلــــــ:

z بوضع x y  

1                        إذن
dy dz

dx dx
      1أو

dy dz

dx dx
  

 التفاضلية يكون وبالتعويض في المعادلة 

2

2

1

1

dz
z

dx

dz
z

dx

 

  

 

                     أو               21 0dz z dx   

 بفصل المتغيرات والتكامل

 

2

1

1

0
1

tan

tan

tan

dz
dx

z

z x c

z x c

z x c





 


  

  

  

 

            الحل العام هو tany x c x   

 التفاضلية: اوجد الحل العام للمعادلة(: 8مثال )

 2 0x y dx dy   

 الحلــــــ:
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             الصورة علىالمعادلة يمكن وضعها  2
d y

x y
d x

                                                               

2zبوضع x y   نجد أن 

1 2

1
1

2

d z dy

d x dx

d y d z
z

d x d x

 

 
     

 

  

                     z
dx

dz
21 

 والتكامل نحصل علىبفصل المتغيرات 

1 2

dz
dx c

z
 

  

                   ثابت اختياري  cحيث  
1

ln 1 2 ,
2

z x c   

yxzبوضع 2 نجد أن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

 

 

1

2

1

2

2 2

ln 1 2 4

1 2 4 .

1 2 4

c x x

x

x y c x

x y e e k e

x y k e

 



   

    

   

 

 فيكون الحل العام على الصورة

2                         ثابت اختياري  kحيث  21
1 2 ,

4

xy x k e      
        

            اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 9مثال )

  dxyxdy
2

 

 الحلــــــ:



 

  18 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

           الصورة علىيمكن كتابة المعادلة   2yx
dx

dy
                                                             

yxz   بةخذ التعويض        نجد أن
dx

dz

dx

dy
 1                         

2

2 2

2

1 ' 1

1 1

1

dz
y z

dx

dz dz
z z

dx dx

dz
dx

z

    

 
      
 

 
 

 

 بفصل المتغيرات والتكامل نحصل على              

             ثابت اختياري  cحيث  1tan tan ,z x c z x c                           

yx   بأ     z   بالتعويض عن    نحصل على  

   xcxy  tan 

 وهذا هو الحل العام للمعادلة المعطاة في الصورة الصريحة.

 المعادلة التفاضلية المتجانسة: حل-2/1/3

يقال أن الدالة (: 1تعريف ) ,f x y  أنها دالة متجانسة من الدرجةn  في المتغيرينx, y  إذا

 يكون   كانت لكل عدد حقيقف 

   , ,nf x y f x y    

 وأمثلة ذلك:

 الدالة -أ  2 2,f x y ax by cxy    دالة متجانسة من الدرجة الثانية حيث 

   2, ,f x y f x y    

 الدالة -ب

 , tan
y

x
y

f x y e
x

 
   

 
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 دالة متجانسة من درجة صفر لأن

   0, tan ,
y

x
y

f x y e f x y
x






  


 
   

 
 

ولكن الدالة  -ج  2,f x y x y  دالة غير متجانسة 

yإذا وضعنا  xz فان أي دالة متجانسة من درجةn    يمكن كتابتها  فى الصورة 

     , , 1,nf x y f x xz x f z   

وهذا التعويض يبين أن الدالة المتجانسة ,f x y  يمكن التعبير عنها كحاصل ضربnx 

و  x وهي دالة في 1,f z   والتي هي دالة  فيz .فقط 

 يقال أن المعادلة التفاضلية (: 2تعريف )

 

 
   

,
, , 0

,

x ydy
or x y dx x y dy

dx x y


 


  


 

أنها متجانسة إذا كان    , , ,x y x y  .دالتين متجانستين ومن نفس الدرجة 

 ولإيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة نضع

,dy xdz zdx y xz   

,وإذا كانت     متجانسة من درجةn   فإن 

   

   

1,

1,

n n

n n

x z x p z

x z x Q z

 

 

 

 
 

0dxوبالتعويض في المعادلة التفاضلية  dy    نحصل على 

     0n nx P z dx x Q z zdx xdz    

 أو في الصورة 

      0P z zQ z dx xQ z dz      
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

يمكن إيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة السابقة بطريقة فصل المتغيرات    

 ويكون حلها العام هو 

 

   
ln

Q z c
dz

P z zQ z x


  

yثابت اختياري وبعد إجراء عملية التكامل نضع  cحيث 
z

x
   نه بالتعويض عن أأي

y x z  تؤول المعادلة التفاضلية المتجانسة إلى معادلة تفاضلية في,x z   يمكن حلها

 بطريقة فصل المتغيرات.

 التفاضلية: اوجد الحل العام للمعادلة(: 1مثال )

22 yx

yx

dx

dy


 

 الحلــــــ:

 

 

 

      

 

       

2 2

2

2 2 2

,

,

,

, ,

,

, ,

x ydy x y

dx x y x y

x y x y

x y x y x y

x y x y

x y x y x y







      



      

 


 

  

 

   

 

 وبذلك تكون المعادلة متجانسة لحلها 

   نجد أن 2xبقسمة كل من البسط والمقام على
2

1 




















x

y

x

y

dx

dy 

 بوضع
x

y
v  والتعويض عن  v

dx

dv
x

dx

dy
 نحصل على  
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2

3

1 v

v

dx

dv
x


 

 وعلى ذلك فإن  

3

2

2

2

2

1 1 1
ln

1
ln ln ln , 0

2

1
ln

2

ln

dx
dv

v v x k

v v x k k

k
v

vx

vx
v

k

 
   

 

     

 
   

 

 
   

 

 

 

 بوضع
x

y
v نجد أن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

2

2 2 ln
y

y x
k

 
  

 
 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

(2 ) 2 0
y

x
dy

ye x x y
dx

    

 الحلــــــ:

 يمكن كتابة المعادلة على الصورة                                                                                       

 

(2 ) (2 ) 0;

(2 ) (2 ) 0

y

x

v

x y dx ye x dy y xv

x xv dx xve x vdx xdv

    

     
 

 علىبفصل المتغيرات واجراء التكامل نحصل 
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






























x

y

e
x

y

x

y

dx

dy

21

2
   

  واضح أن المعادلة متجانسة.

 بوضع 
x

y
v  والتعويض عن  v

dx

dv
x

dx

dy
نجد أن  ،         

 
v

v

ev

ev

dx

dv
x

21

12 2




 

 بفصل المتغيرات والتكامل،  نحصل على  

                            ثابت اختياري  cحيث  2 2 1vk x e v   

 بوضع
x

y
v  نجد أن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

                                               .
1

,22

k
aaexy x

y












 

 الحصول عليه في الصورة الصريحةلاحظ أن الحل في الصورة الضمنية ومن الصعب 

)(xfy . 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (: 3مثال )

  0y x dx xdy    

 الحلــــــ:

     

     

, , , ( ) ,

, , , ,

x y y x x y y x y x x y

x y x x y x x y

       

     

      

    
 

 نضع
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,y xz dy xdz zdx    

 وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نحصل على 

   

   

 

0

1 0

ln ln

xz x dx x xdz zdx

z dx xdz zdx

dx
dz

x

z c x or y x c x

   

    

  

    

 

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (: 4مثال )

2

2

dy y

dx xy x



 

 الحلــــــ:

 بوضع المعادلة على الصورة الآتية:

2 2( ) 0y dx xy x dy   

yبوضع  xz  لأن كلا من البسط والمقام دوال متجانسة من الدرجة الثانية إذن 

     

         

2 2 2

2 2 2 2 2

, , , ,

, , , ,

x y y x y y x y

x y xy x x y xy x x y

     

       

  

      
 

2 2 2

2 2

2

1

1 1

dy dz x y z
z x

dx dx x z x z

dz z z
x z

dx z z

   
 

   
 

 

 بفصل المتغيرات يكون 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 1

1
1

ln ln ln

ln z

z dx
dz

z x

dx
dz

z x

z z x c

z cxz or e cxz




 
   
 

   

 

 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 

/y xe cy   

 أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:   (:5مثال )

 2 2 0y yx dx x dy    

 الحلــــــ:

 نلاحظ أن هذه المعادلة ليست ذات متغيرات قابلة للفصل ولكنها معادلة تفاضلية متجانسة.

yنضع      xz     

   2 2 2 2 0x z x z dx x zdx xdz                                                                            (1) 

 في الصورة  (1)المعادلة  تصب  2x( على1بقسمة طرف المعادلة )

2

2

0

0

z dx xdz

dz dx

z x

 

  
 

 التكامل نحصل على  بإجراء

1 ln ln , 0

ln ln

z x c c

x
x c

y

   

  

 

                           أو                           
 ln /

x
y

x c
                           
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 تفاضلية يمكن تحويلها إلى معادات متجانسة: معادلات-2/1/4

 إذا كانت المعادلة التفاضلية على الصورة 

     1 1 1 2 2 2 0 1a x b y c dx a x b y c dy     

فإنه يمكن تحويلها إما إلى معادلة تفاضلية متجانسة أو معادلة يمكن حلها بطريقة فصل 

 المتغيرات 

ن 1)أ( إذا كا 2 2 1ab a b  ن 1فيكون في هذه الحالة المستقيما 1 1 0,a x b y c        

2 2 2 0a x b y c    .متقاطعان 

نفرض أن نقطة التقاطع هي ,   نضع 

,x X y Y      

 وفيها     

,dx dX dy dY   

 ( إلى معادلة تفاضلية متجانسة في الصورة 1هذا التعويض يخ زل المعادلة التفاضلية )

   1 1 2 2 0a X bY dX a X b Y dY     

ثم نستبدل المتغيرات  Y = XZوالتي يمكن حلها مثل النو  السابق باستخدام التعويض 

   x, y بالمتغيرات الأصلية  X, Yالجديدة 

1)ب( إذا كان  1

2 2

a b

a b
  1 أو 2 2 1ab a b   1أي أن المستقيمين 1 1 0,a x b y c        

2 2 2 0a x b y c    متوازيان وفي هذه الحالة نستخدم التعويض 

       1 1a x b y u     

1ينتا أن                                      

1

du a dx
dy

b


 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

( نجد أنها تتحول إلى معادلة تفاضلية يمكن فيها فصل  1وبالتعويض في المعادلة التفاضلية ) 

 المتغيرات. 

 المعادلة التفاضلية التي في الصورة    )ج(

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
F

dx a x b y c

  
  

  
 

1 بحيث 2 2 1ab a b   أ(فيمكن حلها كما في( 

 )د( المعادلة التفاضلية التي في الصورة   

 
dy

F ax by c
dx

    

 تتحول إلى معادلة تفاضلية قابلة لفصل المتغيرات باستخدام التعويض 

z ax by c     

 :أوجد حل المعادلة التفاضلية (:1مثال )

3

1






yx

yx

dx

dy
 

 الحلــــــ:

 حيث أن 

1 1 1 2 2 2

1 1

2 2

1, 1, 1, 1, 1, 3

1

a b c a b c

a b

a b

       

   
 

 فإن الخطان متقاطعان

01بحل المعادلتين yx, 01 yx  نجد أن نقطة التقاطع هي 2,1. 

2,1    بوضع   YyXx  نجد أن    
dX

dY

dx

dy
 
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 ة إلي الصأأأأأأأأأأأأأأورةلأأأوتتحول المعأأأاد
1

1

Y
dY X

YdX

X







وهى معأأأادلأأأة متجأأأانسأأأأأأأأأأأأأأأأة. وبأأأاسأأأأأأأأأأأأأأتخأأأدام   

XvYالتعويض  نجد أن  
dX

dv
Xv

dX

dY
                                                                                           وتتحول المعادلة إلي الصورة 

                                                  
v

vv

dX

dv
X






1

21 2

 

 وبفصل المتغيرات والتكامل نحصل على

                                                       1

2221 cXvv  

 بوضع
X

Y
v نجد أن                          1

22 2 cYYXX  

,1 بوضع 2X x Y y     في المعادلة السابقة نحصل على  الحل العام للمعادلة

       الصورةالمعطاة على 
2 22 2 6x x y y x y c     

 :اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية(: 2مثال )

542

32






yx

yx

dx

dy
 

 الحلــــــ:

 حيث أن 

1 1 1 2 2 2

1 1

2 2

1, 2, 3, 2, 4, 5

1 1
,

2 2

a b c a b c

a b

a b

       

   
 

41221وحيث أن  baba ,2 فإن المسأأأأأأأأتقيمان 3 0, 2 4 5 0x y x y        

 .متوازيان

     المعادلة على الصورةلذلك يمكن كتابة 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

                                        

yxz بةخذ التعويض 2  نجد أن  

                                          1
1 2 (1 ).

2

dz dy dy dz

dx dx dx dx
     

 وتتحول المعادلة إلى الصورة                                                               

                                                           
52

3
)1(

2

1






z

z

dx

dz
                                                                             

(1)                                                                                        
52

114






z

z

dx

dz
 

 يسهل فصل متغيراتها                                                          (1) و المعادلة 

                                ثابت اختياري  cحيث   



 cdxdz

z

z

114

52
 

2التكأامأل لاجراء 5

4 11

z
dz

z



 ثم نوجأد التكأامأل 
ً
فينتا  نجري عمليأة القسأأأأأأأأأأأأأأمأة المطولأة أولا

 أن

                                                  cxzz 







 114ln

4

1

2

1
 

yxzبالتعويض عن  2  المعطاة يكون على الصورةنجد أن الحل العام للمعادلة 

                                .8,1148ln84 ckkxyyx   

 اوحد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:  (:3مثال )

3

1

dy x y

dx x y

 


 
 

 الحلــــــ:

5)2(2

32






yx

yx

dx

dy
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1حيث أن  2 2 1ab a b  إذن المستقيمان متقاطعان في النقطة ,   والتي يمكن إيجادها

 بحل
3 0 (1)

1 0 (2)

x y

x y

  

    

2بجمع المعادلتين نحصل على  4 0 2x x      ينتا أن  (1)وبالتعويض في المعادلة

1y    2فنحصل على, 1    2 بوضعx X  1وy Y   تتحول المعادلة

 التفاضلية المعطاة إلى المعادلة التفاضلية المتجانسة 

dY X Y

dX X Y





 

Yنستخدم التعويض Xz   لنجد أن 

21 2 1

1 1

dY dz
X z

dX dX

dz z dz z z
z X X

dX z dX z

 

 
     

 

 

 بالتكامل

 

 

 

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1

2 1

1
ln 2 1 ln

2

ln 2 1 ln

2 1

2

dX z
dz

X z z

X z z c

or X z z c

X z z c

Y XY X c


 

 

    

  

  

   

 

 

x,بدلالة y يكون الحل العام هو 

      
2 2 21 2 2 1 2y x y x c         

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:4مثال )

2 1

2 3

dy x y

dx x y

 


 
 

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

1واضح أن   2 2 1ab a b  2وبةخذx y u  ، إذن 

1
1 2 1

2

dy du dy du

dx dx dx dx

 
     

 
 

 وبالتعويض في المعادلة التفاضلية نجد إن 

1 1
1

2 3

2 2 2 2 3 1
1

3 3 3

du u

dx u

du u u u u

dx u u u

 
  

 

    
    

  

 

 بفصل المتغيرات يكون 
3

1

u
dx du

u


 


 

 وبالتكامل 

4
1

1

4ln 1

2 2 4ln 2 1

x du c
u

u u c

x y x y c

 
    

 

    

    



 

 حل المعادلة التفاضلية:     (:5مثال )

 
2' 2 1 2y y     

 الحلــــــ:

 نضع  

     2 1z x y   

2إذن                                               
dz dy

dx dx
   

 )يترك تكملة الحل للقاريء(
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 (Exact differential  equation)المعادلات التفاضلية التامة:  -2/1/5

 التالية المعادلة التفاضليةتعريف: 

     , , 0 1x y dx x y dy  

تكون معادلة تامة لدالة  ,F x y c   إذا كانت,   ة مرتبطتين بدال ,F x y 

 بالمعادلات  

   , , ,
F F

x y x y
x x

 
 

 
 

 

أى أنه توجد دالة  ,F x y بحيث ,F x y c     

       , , , 2F x y x y dx x y dx  

 وعلى هذا فان حلها هو 

0dF   

   ,F x y c   ومن ثم فإن                               

إذا كانت   , , ,x y x y  ومشتقاتها 

,
x y

  

 
 

           دوال متصلة نجد أن 
2 2F F

y y y x

 



   
  

     
 

,إذا كانت نظرية:   , ,
y x

  

 
x,جميعها دوال متصألة في y  فان الشأرط الضأروري

0dxوالمكافئ لكى تكون المعادلة التفاضلية  dy    تامة هو 

y x

 


 
 

 البرهان:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 نفرض أن الطرف الأيسر من المعادلة التفاضلية 

     , , 0 1x y dx x y dy  

هو تفاضل تام للدالة ,F x y  أي أن 

 , 2

F F
dx dy dF dx dy

x y

F F

x y

 

 

 
   

 

 
  

 

 

 نحصل على  xوالثانية بالنسبة إلى  y( بالنسبة إلى 2بتفاضل العلاقة الأولي من )

2 2

,
F F

y y x x x y

    
 

     
 

 ومنها نجد أن

y x

  


 
 

 وبذلك نكون قد برهنا أن الشرط ضروري 

ولكن نبين أن الشرط كافي افرض أن الشرط تحقق وسوف نجد الدالة   ,F x y  بحيث

 يكون 

dF dx dy    

نبحث عن الدالة  ,F x y ( وذلك بتكاملها بالنسبة إلى2والتي تحقق الشرط الأول من )x 

 ثابت( فنحصل على y)بفرض أن 

       , , 3F x y x y dx g y 
بحيث أن التفاضل الجزئف للدالة  g (y)سوف نختار  yدالة اختيارية في  A (y)حيث 

 ,F x y بالنسبة إلىy  يساوي  ,x y أي أن 

     ', ,
F

x y dx A y x y
y y

 
 

  
    
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 ومنها يكون 

       ' , , 4A y x y x y dx
y

 


 
   

لا تدخل في الطرف الأيمن أيضا،  xوبالتالي xالطرف الأيسر من هذه المعادلة لا يعتمد على

( يكون مساويا 1من المعادلة ) xسوف نوضح أن التفاضل الجزئف للطرف الأيمن بالنسبة إلى

 للصفر.

0

dx dx
x y x x y

dx
x x y

x y


  




 

       
     

       

   
   
   

 
  
 

 

  

 يكون لدينا  y( بالنسبة إلى 4بتكامل المعادلة )

 A y dx dy c
y

 
 

   
 

  

 ثابت التكامل. cحيث  

 تعطى في الصورة F  ( نجد أن الدالة1في المعادلة ) A(yبالتعويض عن قيمة ) 

 ,F x y dx dx dy c
y

  
 

    
 

    

dxوالتي تفاضلها التام هو  dy  
 

 اثبت أن المعادلة التفاضلية الآتية تامة وأوجد حلها  (:6مثال )

   22 0xy y dx x x dx     

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 22 ,

2 1, 2 1

xy y x x

x x
y y

 

 

   

 
   

 

 

 لذلك فالمعادلة تامة 

y y

  
 
 

 

  أو على  اجراء التكامل على 

   

 

2

2 2 '

2

2

F
xy y

x

F xy y dx x y xy A y

F
x x x x A y

y






  



     


     



  

                                         أى أن  ' 0g y  

                                              أو   g y a 

 ويكون الحل العام هو 

2x xy c   

مع  xبأأالنسأأأأأأأأأأأأأأبأأة إلى لإيجأأاد الحأأل العأأام للمعأأادلأأة التفأأاضأأأأأأأأأأأأأأليأأة التأأامأأة نكأأامأأل  ملحوظــة:

ونضأأأأأأأأأأأأأأيف التكأأأاملين   yبأأأالنسأأأأأأأأأأأأأأبأأأة إلى  xالتى لا تحتوى على  ثأأأابتأأأة وتكأأأامأأأل   yاعتبأأأار

ثابتة وتكامل حدود xمع اعتبار yبالنسأأأأأأأأأبة إلى وتسأأأأأأأأأاوى الناتا بمقدار ثابت. أو تكامل

  التى لا تحتوى علىy  بالنسبة إلىx  وتساوى مجمو  التكاملين بمقدار ثابت. أو تكامل

 بالنسأأأأأأأأأأأأأأبة إلىx وتكاملبالنسأأأأأأأأأأأأأأبة إلىy  ونضأأأأأأأأأأأأأأيف التكاملين بحيث لا تدرج الحدود

،المتشأأأأابهة فى التكامل الا مرة واحدة وتسأأأأاوى الناتا بمقدار ثابت. وهذا صأأأأحي  اذا كانت 

كثيرة الحدود فى,x y. 
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 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:7مثال )

   2 3cos 2 3 sin 0x y dx y x y dy     

 الحلــــــ:

2 3cos , 2 3 sin

3sin

x y y x y

y
y x

 

 

   

 
  

 

 

 إذن المعادلة التفاضلية تامة 

     

 2

2 3cos

, 2 3cos

3 cos

F
x y

x

F x y x y dy A y

x x y A y


 



   

  

  

 نحصل على   yبالتفاضل جزئيا بالنسبة إلى 

 

 

2

2 2

3 sin '( ) 2 3 sin

2

, 3 cos

F
x y A y y x y

y

dA
y A y y

dy

F x y x x y y c


    



   

    

 

 الحل العام هو 
2 23 cosx x y y c    

 طريقة أخرى:

 

 

2

2

2 3cos 3 cos

2 3sin 3 cos

d x x y dx x x y

d x x y dy y x y

    

    

 

 
 

 بجمع التكاملين بحيث لا يدرج الحد المكرر الا مرة واحدة نحصل على الحل العام في صورة 

2 23 cosx x y y c   
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 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:8مثال ) 

   
2

2

cos cos 2 0

cos , cos 2

x y

x y

y xy e dx x xy ye dy

y xy e x xy ye 

   

   

 

 الحلــــــ:

cos sin , cos sinxy xy xy xy xy xy
y x

  
   

 
 

 المعادلة تامة لأن  

 

 
2 2

cos sin

cos 2 sin

x x

y y

y x

y xy e dx xy e

x xy ye dy xy e

  


 

  

  





 

 الحل العام هو:
2

sin x yxy e e c    

 معادلات يمكن تحويلها إلى معادلات تامة: -2/1/6

 

المعادلة التفاضلية  22 4 0y x dx xdy   غير تامة ولكن بضربها في الدالة

 x x   تصب  المعادلة في الصورة 

 3 22 4 0xy x dx x dy    

 وهي معادلة تفاضلية تامة وحلها العام هو 

2 4x y x  

في هذا المثال الدالة x x   ه نمل للمعادلة التفاضلية الأصلية لأ تسمى بالعامل المكا

ذا أي أنه إ ،تامة يمكن إيجاد الحل العام لها هذا العامل تصب  معادلة تفاضليةبضربها في 

  :كانت المعادلة التفاضلية
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     , , 0 1x y dx x y dy   

غير تامة فإنه يوجد عامل مكامل ,x y   بحيث 

 0 2dx dy    

تصب  معادلة تامة.   

 المكامل:إيجاد المعامل 

 وعليه فإن:  ( معادلة تفاضلية تامة بعد ضربها في المعامل المكامل 2المعادلة )

   
y x

 
 


 

 

 أي أن 

y y x x

  
  
   

  
   

 

 أو

 3
y x x y

  
  
    

   
    

     

وحل هذه المعادلة في  من هذه المعادلة التفاضلية الجزئية يمكن تعيين العامل المكامل 

الحالة العامة قد يكون بالغ الصعوبة إلا انه في بعض الحالات الخاصة مثل x    أو

 y . 

 العامل المكامل. وسوف ندرس هاتين الحالتين الخاصتين:قد يمكن الحصول على 

 فقط: xدالة في  إذا كانت -2/1/6/1

حيث أن x   فإن 

, 0
d

x dx y

   
 

 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 ( الصورة 3وتةخذ المعادلة ) 

d

y x x dx

   
  
   

   
   

 

 ومنها

1 1
d dx

y x

 


 

  
  

  
 

 ومعامل التكامل هو 

1
dx

y x
e

 




  
 

  


  

 فقط:  yدالة في  كانت إذا -2/1/6/2

 ( تةخذ الصورة 3في هذه الحالة المعادلة )

y x y

  
 
   

   
   

 

 ومنها 

1d
dy

y x

 

 

  
   

  
 

 ويكون العامل المكامل هو  

1
dy

y x
e

 




  
  

  


  

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:1مثال )

   21 0xy dx xy x dy     

 الحلــــــ:
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21 ,

, 2

xy xy x

x y x
y x

y x

 

 

 

   

 
   

 

 
 
 

 

 إذن المعادلة التفاضلية المعطاة غير تامة 

2

1 1x y

y x xy x x

 



   
     

   
 

حيث    بضرب طرفي المعادلة التفاضلية في   xإذن فإنه يكون العامل المكامل دالة في

 x    يكون 

 
1

ln 1

dxdx
xy x xx e e e x

 



  
      

 
    

   21 0xy dx xy x dy      

   1 0x y dx y x dy     

 ويكون 
* *

* *

1, 1
y x

y x

 

 

 
   

 

 
 

 

 

 .تفاضلية تامةوهي معادلة 

 إذن

   

   

2

2

1

2

xy xy x
y x

d
x y x xy x

dx

 


 

 
        

    
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

     0

0

1
ln ln

y x dx x y x d

d dx
dx xd

x

x
x

 


 



 

    

     

    

 

 وبضرب طرفي المعادلة التفاضلية المطلوب إيجاد حلها العام في هذا العامل المكامل تصب  

 
1

0y dx y x dy
x

 
    

 
 

 وهي معادلة تفاضلية تامة حلها العام هو 

21
ln

2
x xy y c    

اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:2)مثال 
 

 2 0y xy dx xdy   

 الحلــــــ:

2 ,

1 2 , 1

y xy x

xy
y x

 

 

   

 
   

 

 

 إذن المعادلة غير تامة لأن

y x

  


 
 

 ولكن

2

2ln 2

2 2 2(1 )

1 2(1 ) 2

(1 )

( )
dy

yy

xy xy
y x

xy

y x y xy y

y e e y

 

 






 

 
    

 

   
      

   


   
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 إذن 

2

2 2 2xyy x

y xy y

 



 


 
 


 

أي أن  yإذن العامل المكامل دالة في  y  . 

 المعادلة  

 2 0y xy dx x dy     

 تامة أي أن 

   

   

2

2

2

1 2

2 0 2

ln 2ln 1/

y xy x
y x

d
xy y xy

dy

yd d dy

dy y

y y

 


 

 




 

 
   
  

    

     

   

 

بضرب طرفي المعادلة التفاضلية في 
21/ y   يكون 

2

1
0

x
x dx dy

y y

 
   

 
 

 علىتصب  المعادلة تامة وبالتالي يمكن حلها كما سبق فنحصل 

2

2

x x
c

y
   

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

 2 2 0x y x dx xydy     

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
2 2 , ,x y x xy

y x

 
 

 
    

 
 

 المعادلة غير تامة

2

1 1

y y y
y x

y

y x xy x

 

 



 
   

 

  
   

  

 

  العامل المكامل دالة فيx ويكون العامل المكامل هو  ،فقط 

1 1

ln
dx dx

y x xxe e e x

 



  
 

  
 

    

 نضرب المعادلة التفاضلية بهذا العامل المكامل لنحصل على معادلة تفاضلية تامة هي 

 2 2 2 0x xy x dx x ydy     

 وحلها العام هو 

3
2 2 21 1

3 2 2

x
x y x c    

 ((Linear differential equationالتفاضلية الخطية:  المعادلة-2/1/7

y,تكون المعادلة التفاضلية التي من الرتبة الأولي خطية إذا كانت    y  .من الدرجة الأولي

 والصورة العامة للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولي هي

     

     

1

2

dy
P x y Q x

dx

dx
P y x Q y

dy

 

 

 

Q,حيث  P  دالتان متصلتان ولهذه المعادلة التفاضلية الخطية أهمية كبيرة في الرياضيات

 البحتة والتطبيقية. ولحل هذه المعادلة نعيد كتابتها على الصورة
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  0dy Py Q dx  
 

( , ) , ( ), ( , ) 1, 0

( )

1
( )

x y Py Q P x x y
y x

P x
y x

P x
y x

 
 

 

 



 
    

 

  
   

  

  
   

  

 

. بضرب هذه المعادلة في عامل المكامل xدالة فيوهذه المعادلة غير تامة وعامل المكامل لها 

 x   فتصب 

  0dy Py Q dx      

 وتكون هذه المعادلة تامة إذا تحقق الشرط:

  (3)

ln (4)

Py Q
x y

d
P

dx

P dx c


 






 
 

 

 

  

  

 ويكون العامل المكامل هو 

( )
pdx

x e                                                                                                                                     (5) 

 الصورة  على( 1) (، يمكن كتابة المعادلة4من المعادلة )

dy yd Q        

                                                          ومنها 
d

y Q
dx

       

 التكامل ب

y Qdx c                                                                                                                            (6) 



 

  44 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
وبالتعويض عن

Pdx
e  نحصل على الحل العام في الصورة 

( ) ( )
. ( )

P x dx P x dx
y e e Q x dx c   

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(4مثال )

3dy y
x

dx x
  

 الحلــــــ:

 هو  هذه معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى عاملها الكامل 

1

ln
dx

xxe e x


    

 ويكون حل المعادلة التفاضلية هو 
3

5

5

.

5

5 , 5

xy x x dx c

x
xy c

xy x a a c

 

 

   



 

 

  الحل العام للمعادلة التفاضلية: : اوجد(5مثال )

2cot cos
dy

y x ec x
dx

   

 الحلــــــ:

cot lnsin sin
xdx xe e x     

 ويكون الحل العام هو 
2sin sin cos

cosecx ln cos cot

cosecx ln cos cot cosecx

y x x ec xdx c

dx c ecx x c

y ecx x c

 

    

    



  



 

  45 

 طرق حل المعادلات التفاضلية ذات الرتبة الأولى والدرجة الأولى –الفصل الثاني 

45 

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية (6مثال )

 4 2 0x y dx xdy    

 الحلــــــ:

 نعيد كتابة هذه المعادلة كما يلي 

32dy
y x

dx x
   

 وهي معادلة تفاضلية خطية معاملها المكامل هو 
2

2ln

2

1dx
xxe e

x





    

 والحل العام هو

3

2 2

2 4
2

4 * 2 *

1 1
.

2 2

2 , 2

y x dx c
x x

x x
c y cx

y x c x c c

 

    

   



 

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية (7)مثال 

2sec cos
dx

x y y
dy

   

 الحلــــــ:

 sec ln sec tan

sec tan

ydy y y
e e

y y


 

 
 

  الحل العام هو 

   

 

2

2

sec tan cos sec tan

cos sin cos

1
sin sin

2

x y y y y y dy c

y y y dy c

y y c

   

  

  




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 (Bernoulli  differential equation)معادلة برنولى التفاضلية:  -2/1/8 

 الصورة العامة لهذه المعادلة في الصورة 

     1ndy
P x y Q x y

dx
  

p,حيث  Q  دوال متصلة معلومة فيx   فقط وأنn  عدد حقيقف لا يساوي صفر أو

0nالواحد  الصحي ، إذا كانت   ( تكون 1فإن المعادلة )1معادلة خطية وعندماn   

فإنها تكون معادلة تفاضلية يمكن حلها بطريقة فصل المتغيرات لذا سنفرض أن 

0, 1n n   ولتحويل معادلة برونلي إلى معادلة خطية نتبع الآتف 

( على 1طرفي المعادلة ) نقسم -1
ny    فتصب 

1

1

1 1
n n

n n

dy
P Q

y dx y

dy
y y P Q

dx



 

 

  

 

نضع   -2
1 nz y    إذن 

   

1 1

1

1 1

n

dy dz

y dx n dx

dz
n zp n Q

dx




    

 

 هو  وهذه المعادلة خطيه عاملها المكامل 

 1 n pdx
e

  

 وحلها العام هو 

 1z n Qdx c     

 ويكون الحل العام لمعادلة برنوللى هو 

 1 1ny n Qdx c      
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (8مثال )

2 ln
dy

x y y x
dx

   

 الحلــــــ:

بالقسمة على
2xy تصب  المعادلة في الصورة 

2 1 lndy x
y

dx xy x

    

نضع 
1z y   ومنها 

2

1

ln ln

dz dy

dx y dx

dz z x dz z x

dx x x dx x x



     

 

وهذه المعادلة خطيه عاملها المكامل هو 
1

dx

xe
x




  

2

1 1
lnz xdx c

x x
   

 باجراء التكامل بالتجزيء نحصل على 

1 1 1
lnz x c

x x x
    

 هوويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المطلوبة 

1 1 1
ln

1
ln 1

x c
xy x x

or

x cx
y

   

    
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(9مثال ) 

3 3dy
xy x y

dx
   

 الحلــــــ:

 3yبالقسمة على 

3

3 2

1 dy x
x

y dx y
   

2zنضع  y       32            إذن
dz dy

y
dx dx

    

 بالتعويض في المعادلة التفاضلية 

 

2

22 2

2 2 2

2 2

3 3

2

3 2

2 3

2

1
2 2

2

2 2

1
2

2

xdx x

xx x

x x x

x x

dz dz
xz x xz x

dx dx

e e

e z x e dx c x xe dx c

e z x e x e dx c

x e e c


 

 

  

 


     

  

      

 
      

 

  

 



 

 الحل العام هو 

2

2 2

2

2

2

2

2

1

1

x
x x

x

e
x e e c

y

y
x ce


   

 
 

 

    (Ricati's equation)ريكاتي: معادلة-2/1/9

 :الصورة القياسية لهذه المعادلة هي

     2y p x y q x y r x     
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حيث      , ,p x q x r x  دوال معلومة في  0,p x x 

1yيمكن حل هذه المعادلة إذا علم أي حل خاص  y    

باستخدام التعويض 
1

1
y y

z
    حيثz  متغير تابع جديد تتحول معادلة ريكاتف إلى

 المعادلة الخطية الآتية 

 12 0
dz

py q z p
dx

    

 تمارين -2/1/10

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  -1

  2 2 '2 ' 1 2x y x y x xy   
 

 بةن 
ً
 للمعادلة y = x علما

ً
 يمثل حلا

 أوجد حل المعادله التفاضليه-2

xxy
dx

dy
2sintan  

 أوجد حل المعادله التفاضليه الآتيه -3

xexyx
dx

dy
x



 23)1( 

 حل المعادلة التفاضليهأوجد  -4

0sincos 3  yxy
dx

dy
x 

 حل المعادلة التفاضليهأوجد  -5

linxyy
dx

dy
x 2 




