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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 في الفصل الثانف أن المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولي يمكن كتابتها في الصورة: بينالقد       

 , , 0f x y y    

yومن المعتاد في مثل هذا النو  من المعادلات أن نرمز للمشتقة الأولي       بالرمز P فحل ،

المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة النونية سوف نقدمها في هذا الباب وفي كل حالة 

 الأولى.  سنعود لحل معادلة أو عدة معادلات من الرتبة الأولى أو الدرجة
 

 :Pقابلة للحل في  معادلات-3/1

 يمكن كتابتها في الصورة  nنعتبر أن المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة 

         1

1 0, , ... , 0
n n

n nA x y y A x y y A x y


                                     (1) 

فإذا   nمن الدرجة  Pوإذا اعتبرنا أن الطرف الأيسر من هذه المعادلة على أنه كثيرة حدود في 

 فإن   Pأمكن حلها بالنسبة إلى 

    1 2 ... 0,n n

dy
A P P P P

dx
        

1حيث  2, ,..., n    دوال للمتغيرين,x y  

     1 2, , , ,..., ,n

dy dy dy
x y x y x y

dx dx dx
       

وهذه معادلات تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى قد يمكن حلها بإحدى الطرق     

 السابق ذكرها في الباب الثانف نفرض أن حلول هذه المعادلات على الصورة 

     1 2, , 0, , , 0,..., , , 0nf x y c f x y c f x y c    

 ( هو1ويكون الحل العام للمعادلة )

     1 2, , . , , ... , , 0nf x y c f x y c f x y c   

 اختياري واحد لأن المعادلة من الرتبة الأولى.وهو يحتوي على ثابت 
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:1مثال )

2 2 23 2 0,x P xyP y P y      

 الحلــــــ:

 بالتحليل نجد أن 

  

2

2 0

0 2 0

0 2 0

0 2 0

ln ln ln 2ln ln ln

, 0

xP y xP y

xP y or xP y

dy dy
x y or x y

dx dx

dx dy dx dy
or

x y x y

x y c or x y c

xy c or x y c c

  

    

    

    

    

  

 

الحل المطلوب يكون في الصورة 

  2 0xy c x y c    

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

2

2 22 0
dy dy

x x y
dx dx

 
    

 
 

 الحلــــــ:

yبوضع    P     

2                              إذن   2 22 0P xP x y    

 بالتحليل يكون 
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    

1 2

0

0 0

,

,

1 0 1 0

x x

x x x x

x x

P x y P y x

P x y or P y x

dy dy
y x or y x

dx dx

e e

ye xe dx c ye xe c

y ce x or y ce x

 

 



      

      

    

  

   

        

 

 

العام هو الحل 

  1 1 0x xy ce x y ce x        

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الآتية:(3مثال )

2 2 cosh 1 0P P x    

 الحلــــــ:

2 22cosh 4cosh 4 2cosh 2 cosh 1

2 2

cosh sinh

cosh sinh cosh sinhx x

x x x x
P

x x

dy
P x x e or P x x e

dx



     
 

 

       

 
x x x

x x x

dy
e dy e dx y e c

dx

dy
e dy e dx y e c

dx

  

     

     

 

 

 

الحل العام هو 

   0x xy e c y e c      

 ثابت اختياري.  cحيث 
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 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(4مثال )

 
2

' 2 sinh 1 0y y x   

 الحلــــــ:

yبوضع  P  تتحول المعادلة إلى الصورة 

                                               2 2 1 0P P sinh x   

                                                 1

2

xxsinh x e e


                       

       2 1 0 0x x x xP P e e P e P e         
            

                                                             

           
x xP e or P e                 

                                                                 dy
P y

dx
               

                                              ,x xy e c y e c         

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

                                                          0  ceycey xx 

 لأن المعادلة المعطاة من الرتبة الأولى.
ً
 لاحظ أننا استخدمنا ثابت اختياري واحد، نظرا

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(5مثال )

  02  yxyyxy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P   تتحول المعادلة إلى الصورة 

                                                        2 0P x y P x y                                                     

                                                                 0P x P y    
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                                                              P x or P y   

                                                                          dy
P y

dx
  

                                                   2

1 1

1
,

2

xy x c y c e    

                وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو                                                                                  

2

1

1
( ) 0,

2

xy x c y ce c c
 

      
 

 

 كلا الحلين يحقق المعادلة الأصلية.لاحظ أن 
 

 :yمعادلات قابلة للحل في  -3/2

 في هذه الحالة تةخذ المعادلة التفاضلية الصورة    

 ,
dy

y f x P P
dx

                                                                  (2) 

 نحصل على  xوبالتفاضل بالنسبة الى 

dy f f dP
P

dx x P dx

 
  

 
 

,وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولي  والدرجة الأولى في  ,
dP

x P
dx

. 

 بفرض أن حلها العام هو 

   , ,P x c or x P c                                   3  

 ( نحصل على 3) ،(2بين المعادلتين )  P بحذف

  , ,y f x x c  
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

( 3) ،(2بين المعأأأادلتين )  Pأمأأأا إذا لم يمكن حأأأذف ،(2وهأأأذا يعتبر الحأأأل العأأأام للمعأأأادلأأأة )   

x,فإنه يمكن التعبير عن y بدلالةP  وتكون المعادلتين 

    , , , ,x P c y f P c P    

 عادلات البارام رية للحل العام. هما الم

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(1مثال )

3y P P   

 الحلــــــ:

 x بالتفاضل بالنسبة إلى

 

2

2

3

1 3

dy dP dP
P P

dx dx dx

dP
P P

dx

  

  

 

 بفصل المتغيرات والتكامل نجد أن 

2

2

1 3

3
ln

2

P
dx dP c

P

x P P c


 

   

 
 

 ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو المعادلتان البارام ريتان 

2 33
ln

2
x P P c y P P      

 :  اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

2 0P yP x   

 الحلــــــ:
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 لأنه يمكن كتابتها في الصورة   yهذه المعادلة قابلة للحل في  

x
y P

P
   

  x لىإبالتفاضل بالنسبة 

 

2 2

2 2

2 2

22

1 1
1

1 1
1 1

11

dP x dP x dP
P P

dx P P dx P P dx

P x dP P dx x

P P dx P dP P

dx x P
or

dP PP P

 
       

 

   
       

   

 


 

 وهذه معادلة تفاضلية خطية معاملها المكامل هو 

 2

1

1/ 2 121
1 1

1

dP
dP P P P

P P
e e

 
 

  
  

   


 

 
باستخدام الكسور الجزئية لايجاد 

 2

1

1
dP

P P 
  نحصل على 

 
2

ln 1 ln 1 ln 1P P P P
e

P


    
  

 وحلها العام هو:

 

2

2

2
1 1

2

1

2

1

1

1
cosh cosh (1)

1

1
cosh (2)

1

P dP
x c

P P

P P
x P c x P c

P P

x
y P P P c

P P

 




 




      



     




 

 ( هي الحل البارام ري للمعادلة التفاضلية.2) ،(1المعادلتان )

 



 
 

  59 59 

 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(3مثال )

022  yyxy 

 الحلــــــ:

yبوضع P  تتحول المعادلة إلى الصورة 

 22 1y x P P 
 

2 2 2
dy dP dP

P x P P
dx dx dx

     

 وهذه المعادلة تؤول إلى الصورة

 2

dP P

dx p x



 

 ولكن إذا وضعناها على الصورة Pواضح أن هذه المعادلة ليست خطية في 

2
2

dx
x

dP P
  

 وعامل المكاملة لها هو  xنجد أنها معادلة خطية في 

2

2 ln 2
dP

PPe e P


   

 ويكون حلها العام هو 

                                  
2 2 32

2
3

P x P dP c P c    

 2

2
2

3

c
x P

P
   

 نحصل على (1)في المعادلة  (2)من المعادلة  xبالتعويض عن 

 21 2
3

3

c
y P

P
  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 نحصل على حل المعادلة المعطاة على الصورة (3)، (2)بين المعادلتين  P بحذف 

 xFy  

 : اوجد حل المعادلة التفاضلية:(4مثال )

535  yyyy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P تتحول المعادلة إلى الصورة ، 

 5 3 5 1y P P P    

(2)                                                                   4 25 3 1
dy dP

P P P
dx dx

      

 بفصل المتغيرات والتكامل نحصل على

 4 25 3
ln 3

4 2
x P P P c    

 نحصل على الحل العام للمعادلة في الصورة (3) ,(1)بين المعادلتين  Pبحذف

 xFy . 

 :xقابلة للحل في  معادلات-3/3

أي يمكن وضعها  y ،Pبدلالة  xإذا أمكن وضع المعادلة التفاضلية بحيث نحصل على  

 على الصورة 

 , ,
dy

x F y P P
dx

                                                                                                       (1) 

  Pبدلالة   yوبإجراء التفاضل بالنسبة الى 

1dx F F dP

dy P y P y

 
  

  
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 .P  بدلالة  yولى وبحلها وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأ 

(2)                                                                                                                                   ,y P c 

 في الصورة  P  بدلالة x( نحصل على2في )  yوبالتعويض عن 

  , ,x F P c P                                                                                                                     (3) 

بين   P  ( قد يتعذر حذف3)، (2بين المعادلتين ) P( ينتا بحذف 1الحل العام للمعادلة )

( كمعادلتين 3(، )2تين )( للحصول على الحل العام فنكتفف بالمعادل3(، )2المعادلتين )

 بارامي ريتين للحل العام.

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (1مثال )

34 4 ,x P P P y     

 الحلــــــ:

 نحصل على  yبالتفاضل بالنسبة إلى xهذه المعادلة قابلة للحل في

 

 

 

2

3

3

1
4 12

4 12

4 12

dx dP
P

dy P dy

dy P P dP

dy P P dP

  

  

     

2 4

3

2 3

4 4

y P P c

x P P

    


  

 

 تسميان )المعادلتان البارام ريتان(

 هاتان المعادلتان هما التمثيل البارام رى للحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة. 

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

022  yyxyy 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 الحلــــــ: 

yبوضع  P   تتحول المعادلة إلى الصورة 

                                                    
2 2 0y P x P y   

   2 1 1
1 1

2 2

y
x P y P

P P

 
     

 
     

                          
 

2

1 1 1 1 1
1

2 2

dx dP
y P

dy P P dy P

   
        

      
 

                                                                              1
y dp

P dy
   

بفصل المتغيرات والتكامل ينتا أن    

 2
c

y
P

 

بين المعادلتين Pبحذف   2,1 ينتا أن 

                                                            cxcy  22 

 وهذا هو الحل العام للمعادلة المعطاة.

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(3مثال )

13  xyy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P تتحول المعادلة إلى الصورة 

 3 1 1x P P                                                                          

 21
3 1

dP
P

P dy
   

                                                               33y P P dP c    
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 المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجات العليا –الفصل الثالث 

 أي أن 

 4 23 1
2

4 2
y P P c   

بين المعادلتين  pبحذف    2,1                       نحصل على الحل العام للمعادلة المعطاة في الصورة 

 xfy . 

 (D'Alembert equation)معادلة دالمبرت   -3/4

 تعتبر معادلة دالمبرت حالة خاصة من معادلة دالبرت 

(7)                                                                                          ,y xg P f P g P P   

 نحصل على  xبالتفاضل بالنسبة إلى 

 

بأأأأأأأأأالأأأأأأأأأقسأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأأمأأأأأأأأأة عأأأأأأأأألأأأأأأأأأى  

0
dP

dx
  :نجد أن 

      0
dx

g P P g P x f P
dP

        

 أو

(8)                                                                                      

 

 

 

g P f Pdx
x

dP g P P g P P

 
  

 

 

 هذه معادلة تفاضأأأأأأأأأألية خطية يمكن حلها بالطرق السأأأأأأأأأأابق ذكرها في الباب الثانف حيث 

 عامل مكامل  هو 

 

 

g V
dP

g P P
e




  

 ( هو8للمعادلة )ويكون الحل العام 

     
dP

P g P xg P f P
dx

     
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  

 

'f P
x dP c

g P P
   

  

في الصورة  xأي أنه يمكن إيجاد ,x P c  

 وبالتعويض في معادلة البرت نحصل على 

     ,y P c g P f P   

x,وبذلك نكون قد حصلنا على y  كدوال في البارام رP  وهما يمثلان المعادلات البارام رية

بين هاتين المعادلتين يمكن ان نحصل على الحل العام في  Pلمعادلة البرت، وإذا أمكن حذف 

الصورة  , , 0x y c . 

 : اوجد الحل العام لمعادلة دالبرت:(1مثال )

22y xP P   

 الحلــــــ:

 يكون   xبالتفاضل بالنسبة إلى

 2 2

2
2

dP
P P x P

dx

dx x

dP P

  

   

 

 لحل هذه المعادلة الخطية نوجد العامل المكامل

2

2ln 2
dP

Ppe e P


    

 ويكون  

2 2

2

2

2

3

xP P dP c

c
x P

P

  

 


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 وبالتعويض فى المعادلة المعطاه نجد أن 

22

3

c P
y

P
   

x,وبذلك نكون قد عبرنا عن   y كدالتين فى البرام رP  والثابت الاختياري، أى حصأأأأأأأأأأأأأألنا

 على الحل العام فى صورته البارام رية. 

 : اوجد الحل العام والحل الشاذ للمعادلة (2مثال )

2
3 2 2 ,

P
y Px P y

x
    

 الحلــــــ:

 نحصل على    xبالتفاضل بالنسبة إلى   yهذه المعادلة قابلة للحل في 

2

2

2 4
3 2 2

P P dP
P P x

x x dx

 
    

 
. 

 أو



 

  66 
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 

 

2

2

2 2 3

2

2

2

2

2

2 4
2 0

2 2 4 0

2 2 2 0

2 2 0

2 0 2 0

2 2

ln 2ln ln , 0

P P dP
P x

x x dx

dP
Px P x Px

dx

dP dP
x P x P P x

dx dx

dP
x P P x

dx

dP
P x or x P

dx

dx dP
or x P

x p

x P c x cP c

 
    

 

   

   
      

   

 
    

 

   

 

     

 

بالتعويض في المعادلة التفاضلية عن 
x

P
c

   ينتا أن 

2
3 2

x
y x

c c
   

بين المعادلة  Pوهذا هو الحل العام للمعادلة التفاضلية وللحصول على الحل الشاذ بحذف 

2التفاضلية والمعادلة  2x P  فنحصل على 

4
3 31 1

3 2
4 2

x
y x x

x
     

 وهو يمثل الحل الشاذ.
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 المعادلة التفاضلية ذات الرتبة الأولى ودرجة عليا: -3/5

سأأوف ندرس في هذا الباب طرق حل بعض المعادلات التفاضأألية ذات الرتبة الأولى ومن درجة 

أعلى، وكذلك طرق حل بعض معادلات الرتبة الثانية والتي يمكن أن تؤول إلي معادلات ذات 

 الرتبة الأولى.

)الصأأأأأأورة العامة للمعادلة التفاضأأأأأألية غير الخطية ذات الرتبة الأولى هي   , , ) 0F x y y   

dyوسأأأأأأأأأأأأأأوف نرمز للمشأأأأأأأأأأأأأأتقة 
y

dx
    بالرمز P   وبالتالي فإن المعادلة السأأأأأأأأأأأأأأابقة تكتب على

 الصورة   

   , , 0 1F x y p                                                                

أو المشتقة yأو  xوتعتمد طريقة حل هذه المعادلة على إمكانية حلها بالنسبة لأحد المتغيرات 

P. 

    (Clairout's  equation)معادلة كليروت:  -3/5/1

 هي معادلة غير خطية من الرتبة الأولى على الصورة

   1y xy f y   

حيث  yf  دالة معلومة في المتغيرy 

لإيجاد حل المعادلة 1  نفاضل طرفيها بالنسبة إلىx                                              فنحصل على

 

   0 2

y x y y f y y

x f y y

       

      

 

المعادلة  2  0تتحقق عندماy   ،   أو عندما  0 yfx . 

0yعندما    فإنy c   حيث ،c  ثابت اختياري، وبالتعويض بهذا الحل في المعادلة

 1 نحصل على الحل العام لمعادلة كليرو على الصورة 
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    3y c x f c 

وعندما   0x f y    يتوقف على شكل الدالة 
ً
 مفردا

ً
fفإنها تعطف حلا ، 

yويمكن التعبير عنه في الصورة البارام رية باستبدال    بالبارام ر  P وفي  ،في هذه العلاقة

المعادلة 1 في ذات الوقت، لنحصل على 

       , 4x f P y P f P f P      

المعادلة البارام رية 4  هي حل مفرد للمعادلة 1 . 

 : اوجد الحل العام والحل الشاذ للمعادلة التفاضلية:(1مثال )

  21y x y y a y     

 مقدار ثابت.  aحيث

 الحلــــــ:

 المعادلة يمكن كتابتها على الصورة 

 
2

1
1

a y
y x y

y


 


 

ويكون الحل العام للمعادلة 1 هو 

 
2

, 2
1

ac
y c x c x k

c
   


 

ثابت اختياري، cحيث 
21 c

ca
k


. 

للحصول على الحل المفرد، نعلم أن المعادلة 1 هي معادلة كليرو، حيث 

   
 

32
2 2

,
1 1

a y a
f y f y

y y


   

 

 

yوتكون المعادلتان البارام ريتان للحل المفرد هما )بوضع  P:) 
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 
 

3
2 2

,

1

a
x f P

P


  



 

   
 

3

3
2 21

a P
y P f P f P

P

   



 

 بين المعادلتان السابقتان ، نحصل على الحل المتفرد على الصورة   Pبحذف

.3

2

3

2

3

2

ayx  

 : اوجد الحل العام والحل المفرد للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

 2 1y x y y   

 الحلــــــ:

 الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

   2 , 2y c x c c x c    

 ثابت اختياري. cحيث 

 للحصول على الحل المفرد لمعادلة كليرو )المعادلة المعطاة (، حيث أن

                        2 2f y y f y y         

pyوتكون المعادلتان البارام ريتان للحل المفرد هما )بوضع    :) 

                                                   2 ,x f P P   

                          2 2 22 .y P f P f P P P P      

 بين المعادلتين السابقتين ، نحصل على الحل المفرد على الصورة  Pبحذف 
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2

2

x
y

 
  
 

 

لاحظ أن الحل المفرد يحقق المعادلة المعطاة ولا يمكن الحصأأأأأأأأأأأأأأول عليه من الحل العام الذي 

حصلنا عليه )معادلة 2 .) 

 : اوجد الحل العام والمفرد للمعادلة التفاضلية: (3مثال )

a
y xP

P
   

 الحلــــــ:

 نجد أن xبالتفاضل بالنسبة إلى

2

a dP
P P x

P dx

 
   

 
 

0أولا: 
dP

dx
           أو= c P                تعطف الحل العامa

y cx
c

    

2ثانيا:      

a
x

p
                ومنها

2

2a a a
y P

P P P
    

نحصأأأأأأأأأأأأأأأأل على  Pوبحأأأذف
2 4y a x    وهأأأذا هو الحأأأل الشأأأأأأأأأأأأأأأأاذ )المفرد( ويمثأأأل قطع مكأأأافئ

 "كغلاف الخطوط" 

a
y cx

c
   

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(4مثال )

sin ,y xP P P y     

 الحلــــــ:

 بالتفاضل
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 cos
dP

P P x P
dx

    

 أو

 cos 0
dP

x P
dx

   

0
dP

dx
    منهاP = c  ويكون الحل العام هو 

1

1

1

sin

cos cos

cos

cos

y cx c

x P P x

dy
x

dx

dy xdx







 

  

 

  

 

 باجراء التكامل بالتجزيء نحصل على الحل المفرد في الصورة 

 1 1cos sin cosy x x x    

 معادلة لاجرانج: -3/5/2

                                المعادلة التي على الصورة   ygyfxy                                                           

gfحيث ، تسمى معادلة لاجرانا، نسبة للعالم الفرنس ي لاجراناyدالتان معلومتان في ,

 1736 1813 ،وهي معادلة خطية في كل منyx ,. 

لاحظ أن معادلة كليرو حالة خاصة من معادلة لاجرانا وذلك عندما   yyf . 

بالبارام ر yوطريقة حل معادلة لاجرانا هي ذاتها طريقة حل معادلة كليرو وذلك باستبدال

P لاجرانا الصورة، فتةخذ معادلة 

     1y x f P g P  

                  
     

dy dP
P f P x f P g P

dx dx
       
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       2

dP
or P f P x f P g P

dx
     

( يمكن الحصأأأأأأأأأأأأول مباشأأأأأأأأأأأأرة على حلول معينة، وذلك لأنها تتحول إلى متطابقة 2من المعادلة )

لأي قيمة ثابتة 
0P Pتحقق الشأأأأأرط ،  0 0 0P f P  عند أي قيمة ثابتة 

ً
، ودائما

0P  

0يكون 
dP

dx
  وينعدم الطرف الأيمن للمعادلة  2 

 . ًً ً
 وبالتالي عندما يتحقق الطرف الأيسر فإن الطرف الأيمن يكون متحقق تلقائيا

0Pالحل المناظر لكل قيمة  P  أي(
0

dy
P

dx
 هو دالة خطية في )x  

ً
 ، نظرا

 لكون المشتقة تكون ثابتة في حالة الدوال الخطية فقط. 

0Pلإيجاد هذه الدالة يكفف أن نضع  P   في معادلة لاجرانا فينتا أن 

                                                    0 0y xf P g P  

 وإذا اتضح أن هذا الحل لا ينتا من الحل العام لأي قيمة للثابت الاختياري 
0،P كان هذا

 الحل هو الحل المفرد.

 إيجاد الحل العام:

لإيجاد الحل العام نكتب المعادلة 2                  على الصورة 

 

 

 

 

f P g Pdx
x

dP P f P P f P

 
 

 
 

 وبحلها نحصل على xوهذه معادلة تفاضلية خطية في 

   , 3x h P c 

بين المعادلتين  Pوبحذف البارام ر   1 , نحصل على الحل العام لمعادلة لاجرانا على   3

 الصورة 

  0,, cyxF 
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 اوجد الحل المفرد والحل العام للمعادلة التفاضلية: مثال:

22 yyxy  

 الحلــــــ:

yبوضع P  ينتا أن 

 2 2 1y x P P   

 2 2 2
dy dP

P P x P P
dx dx

     

 أي أن 

   2 2 2 2
dP

P P x P P
dx

   

2والحل المفرد الذي يحقق العلاقة  0P P  هو 

0 10 1P or P  

وبالتعويض بهما في المعادلة  1  نحصل علي 

10  xyory 

 حل مفرد.وعندما نحصل على الحل العام سوف يتبين لنا أيهما 

لإيجاد الحل العام نكتب المعادلة  2 على الصورة 

2 2

1 1

dx
x

dP P P

 
  

  
 

 ، عامل المكاملة لها هو  x وهذه معادلة تفاضلية خطية في

 
2

2 ln 11
dP

PPe e



  

                            
2

1 P   
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 وحلها العام هو  

   
2

11 2 1P x P dP c    

   
2

11 P c                       

 
 1

2
1 3

1

c
x

P
   


 

بين المعادلتين Pبحذف   1 ,  نحصل على الحل العام، على الصورة 3

                                                     21 xcy 

0yلذلك فإن الحل المفرد للمعادلة المعطاة هو    لأن هذا الحل لا يمكن الحصأأأأأأأأأأأأأأول 
ً
نظرا

1y، في حين أن الحأأأل cعليأأأه من الحأأأل العأأأام بوضأأأأأأأأأأأأأأع قيمأأأة للثأأأابأأأت  x  ،حأأأل خأأأاص

0cحيث يمكن الحصول عليه من الحل العام بوضع   حيث ، c   .ثابت اختياري 

معادلات تفاضلية من الرتبة الثانية تؤول إلى معادلات تفاضلية من الرتبة  -3/5/3

 الأولى:

 إلى معادلات من الرتبة الأولى، هما: هناك نوعان من معادلات الرتبة الثانية والتي تؤول

 yمعادلات خالية من  –أ 

 هي المعادلات التي على الصورة 

   , 1y f x y أأأأأأأأ 

yبوضع   P      فإنdP
y

dx
    وبالتالي فإن المعادلة 1  تصب 

 ,
dP

f x P
dx

 

 وحلها يكون على الصورة       Pوهذه المعادلة من الرتبة الأولى في 

 1,P g x c 
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dyوحيث أن
P

dx
 ( على الصورة1فبالتكامل مرة أخرى نحصل على الحل العام للمعادلة ) 

                                            1 2,y g x c d x c  

 اوجد الحل العام لمنحنى الكتينة: مثال:

21
1

y
a

y   التي تحقق( ) , '( ) 0y a a y a  

 الحلــــــ:

yبوضع  P     فإنdP
y

dx
   

 ، على الصورةP نحصل على معادلة من الرتبة الأولى فيوبالتعويض في المعادلة الأصلية 

21
1

dP
P

dx a
  

 و بفصل المتغيرات والتكامل نجد أن

1

1sinh
x

P c
a

   

1sinh
x

P c
a

 
   

 
 

dyوحيث أن 
P

dx
 لذلك فإن ، 

                                                1sinh
dy x

c
dx a

 
  

 
 

                                           
1 2cosh

x
y a c c

a

 
    

 
 

 و من شروط منحنى الكتينة أن

                                        , 0y a y at x a   
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021وبأاسأأأأأأأأأأأأأأتخأدام هأذه الشأأأأأأأأأأأأأأروط نجأد أن    cc   وفي هأذه الحأالأة فأإن معأادلأة الكتينأة

 تصب  على الصورة                                                         

.cosh
a

x
ay  

 : xمعادلات خالية من  –ب

 هي المعادلات التي على الصورة

   1, yyfy   

.  xوهي لا تحتوي على المتغير 
ً
 صراحة

لحل المعادلة  1  نضعdy
P

dx
 وبالتالي فإن 

 
2

2
. 2

d y dP dP dy dP
P

dx dx dy dx dy
   

بالتعويض من المعادلة  2  في المعادلة 1 نجد أن 

 ,
dP

P f y P
dy

 

وثابت اختياري   yكدالة في  Pبفصل المتغيرات والتكامل نحصل على  1c 

 1,cyh
dx

dy
      or     1,P h y c  

 بفصل المتغيرات والتكامل، نجد أن 

   2

1,
c

cyh

dy
x 

بالحصول على التكامل نكون قد حصلنا على الحل العام للمعادلة  1 على الصورة 

  .0,,, 21 ccyxF 
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 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: مثال:

                                    0 yy 

 الحلــــــ:

yبوضع  P                                      فإن 

2

2
.

d y dP dP dy dP
P

dx dx dy dx dy
   

 بالتعويض في المعادلة المعطاة نجد أن 

0
dP

P y
dy

  

 بفصل المتغيرات والتكامل نحصل على 

2 2 2

2 2 1, 2P y c c c   

2 2

2

dy
P c y

dx
     

 بفصل المتغيرات وبالتكامل نحصل على 

 3

2

1sin cx
c

y










 

 32 sin cxcy  

 لأن دالة الجيب دالة فردية. 
ً
 وذلك نظرا

 تطبيقات المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى: -3/6

 إيجاد معادلة مجموعة من المنحنيات: -3/6/1  
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

المعادلة التفاضأأأأأأأأأألية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى  (1  ,y f x y   هي علاقة بين

ميل المماس للمنحنى عند أي نقطة واقعة على المنحنى وإحدى موضأأأأأأأأأع هذه النقطة 

بحأأل هأأذه المعأأادلأأة نحصأأأأأأأأأأأأأأأل على معأأادلأأة مجموعأأة المنحنيأأات والتي تحقق المعأأادلأأة 

 التفاضلية وفيما يلي بعض العلاقات التي تشمل المشتقة الأولي 

ميل المماس عند أي نقطة  -أ ,x y   هوdy

dx
وميل العمودي هو   

dx

dy
 

معادلة المماس عند القطة  -ب 1 1,x y  هي 

 1 1

dy
y y x x

dx
    

)ج( طول تحت المماس 
dx

y
dy

dyوطول تحت العمودي   
y

dx
 

21y )د( طول العمودي إلى محور السينات هو  y   . 

اوجد معادلة المنحني الذي له طول تحت المماس عند أي نقطة  (:1مثال ) ,x y  يكون

,1)متناسبا مع مربع الجزء المقطو  من محور السينات ويمر بالنقطة  )e. 

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية هي

ثابت التناسب(                              k)حيث
2dx

y kx
dy



 
 

2

1
ln

dx dy
k k y c

x y x


      

,عندما يكون  1y e x           1نجد أنc k  

 ويكون المنحني المطلوب هو 
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1
ln 1k y k

x


    

اوجد المعادلة العامة لمجموعة المنحنيات التي بها طول تحت العمودي عند أي  (:2مثال )

نقطة عليها يساوي 
 

 
1

2
x y. 

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية لمجموعة المنحنيات هي 

 
1

2

dy
y x y

dx
   

 أو

 
2

x ydy

dx y


  

yوهذه معادلة تفاضلية متجانسة لحلها نضع   xz   

    
2

1

2

1 1 2

2 2

dy dz z
z x

dx dx z

dz z z z
x z

dx z z


   

  
  

                     

  

  

2

23

2

3

2 2

1 2 2 1 1

2 / 3 2 / 3
0

2 1 1

1 2
ln ln 2 1 ln 1 ln , 0

3 3

2 1 1

2
1 1

dx z dz dx z dz
c

x z z x z z

dx
dz dz

x z z

x z z c c

x z z a or

y y
x a or

x x

   
   

   
 

     

  

  
    

  

 

 معادلة مجمو  المنحنيات هي 

  
2

2y x y x a   
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 المسارات المتعامدة: -3/6/2 

يقال للمجموعتين من المنحنيات إنهما يكونان مجموعتين من المسارات المتعامدة إذا كانت 

المنحنيات تتقاطع على التعامد. المنحنيات المتعامدة تكون مماساتها عند نقطة التقاطع 

متعامدة. ولإيجاد معادلة المسارات المتعامدة على مجموعة من المنحنيات التي تمثلها المعادلة  

 , , 0f x y c  حيث ،c  بارام ر. وبالتفاضل بحذف البارام رc   نحصل على المعادلة

 التفاضلية لعائلة المنحنيات المعلومة في الصورة 

 , , 0x y y   

وحيث أن المماسات للمنحنيات المعلومة والمسارات المتعامدة تكون متعامدة عند نقطة 

 تقاطعها أي أن 

, ,
dx

x y
dy


 
 
 

 

 هي المعادلة التفاضلية لمجموعة المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات المعطاة 

إذا للحصول على المسارات المتعامدة على مجموعة من المنحنيات المعلومة نكون أولا المعادلة 

التفاضلية لهذه المنحنيات ثم نضع 
dx

dy
  بدلالةdy

dx
فنحصل على المعادلة التفاضلية   

 للمسارات المتعامدة وبحلها نحصل على معادلة المسارات المتعامدة 

 اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات:  (:1مثال )

2y cx  

 الحلــــــ:

 بالتفاضل نحصل على 

2yy c   

 المعادلة التفاضلية لمجموعة المنحنيات هى 
ً
 إذا
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2y xy       أو           
2 2

y
xyy




 

المعادلة التفاضلية للمسارات المتعامدة نحصل عليها بوضع 
dx

dy
  

ً
yمن بدلا   فى المعادلة

 السابقة 

2 2 0
dx

y x ydy xdx
dy

       

 وبذلك تكون المسارات المتعامدة هى

2 22y x c  

 اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة الدوائر:  (:2مثال )

2 2 2x y cx   

 الحلــــــ:

 بالتفاضل نجد أن 

2 2 2x yy c   

 نحصل على المعادلة التفاضلية لمجموعة الدوائر المعطاة  cبحذف 

2 2 2 0x y xyy     

بوضع 
dx

dy
 من 

ً
yبدلا   نحصل على المعادلة التفاضلية للمسارات المتعامدة وهي 

 2 2 2 0x y y xy    

   y = xzوهذه ه معادلة تفاضلية متجانسة ولحلها نضع 

2

2

1

dy dz z
x z

dx dx z
  


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 أو  

3

2 2

2

1 1

dz z z z
x z

dx z z


  

 
 

 بفصل المتغيرات 

2

3 2

1 1 2

1

dx z z
dz dz

x z z z z

  
   

  
 

 بالتكامل 

 

 

2

2 2 2

2

ln ln ln 1 ln

1
1

x z z c

x z x y
c c

z y x

    

  
     

 

 

 العام هو الحل  ناذ
2 2y x cy    وتمثل المسارات المتعامدة على مجموعة الدوائر

 المعطاة.

مع مجموعة المنحنيات فإن المعادلة   إذا كانت المسارات مائلة بزاوية ثابتة ملحوظة:

التفاضلية لمجموعات المسارات التي تميل بزاوية معلومة نحصل عليها من المعادلة 

 التفاضلية لمجموعة المنحنيات المعطاة وذلك بوضع 

tan

tan 1

dy

dx
dy

dx









 

dyبدلالة 

dx
 للمنحنيات المعطاة أي أن: 

إذا كانت  , , 0F y y     هي المعادلة التفاضلية لعائلة المنحنيات المعطاة فإن

 هي  المعادلة التفاضلية لمجموعة المسارات التي تميل بزاوية معلومة

tan
, ,

1 tan

y
F x y

y





 
 

 
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 (.(Obliqne trajectoriesوبحل هذه المعادلة نحصل على المسارات المائلة 

درجة لمجموعة الدوائر المتحدة  45اوجد المسارات المائلة  والتي تصنع زاوية  (:3مثال )

 المركز

2 2x y c   

 الحلــــــ:

0xالمعادلة التفاضلية لمجموعة الدوائر هي  yy   وبوضع ، 

tan 45 1

1 tan 45 1

y y

y y

  


  
yبدلالة       في المعادلة السابقة نحصل على 

   
1

0 0
1

y
x y x y dy x y dx

y

 
      


 

مع مجموعة الدوائر  45وهي المعادلة التفاضلية لمجموعة المسارات التي تميل بزاوية 

yالمعطاة وهي معادلة تفاضلية متجانسة ولحلها نضع  xz  فيكون 

   2

2

1
1 1 0 0

1

dx z
z dx x z dz dz

x z


      


 

 وبإجراء التكامل نحصل على 

 

 

2 1

1

2 2 1

1
ln ln 1 tan ln

2

ln 1 ln 2 tan

x z z A

x z A z





   

  

 

 وتكون معادلة المسارات المائلة المطلوبة هي:

 
12 2 2tan /x y Ae y x
   

 تطبيقات طبيعية: -3/7

للمعادلة التفاضلية من الرتبة الأولي والدرجة الأولي عدة تطبيقات في المجالات الطبيعية 

 وسوف نوضح ذلك بالأمثلة الآتية:
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يتناسب معدل ازدياد عدد الجراثيم في مزرعة جرثومية مع عدد العناصر الموجودة  (:1مثال ) 

 ساعة؟ 12بها وإذا كان العدد تضاعف بعد أربع ساعات فكم يصب  العدد بعد 

 الحلــــــ:

0tوعندما  xهو tنفرض أن عدد الجراثيم في اللحظة    0  عدد الجراثيم هوx   فتكون

 المعادلة التفاضلية هي 

dx
Kx

dt
 dx             أو      

Kdt
x

  

 ثابت التناسب    Kحيث 

ln ln ktx kt c or x ce     

  وبفرض أن
0x x   0عندماt             0إذنc x 

 ونحصل على     

0

ktx x e  

4tعندما              يكون
02x xبالتعويض في المعادلة السابقة ، ف 

4 4

0 02 2k kx x e e    

12tعندما       نحصل على 

 
3

12 4

0 0 08k kx x e x e x    

 أي أنه يوجد عدد من الجراثيم يساوي ثمانف مرات عددها الإبتدائف. 

متصلين على التوالي بمنبع قوته  Cومكثف سعته  R(: تحتوي دائرة كهربية مقاومتها 2مثال )

 الدافعة الكهربية 

0 sinE E wt   حيث
0 , , ,E w R C   ثوابت وتعطى الشحنةq  للمكثف للمعادلة 
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dq q
R E

dt c
   

0qإذا علم أن  tعند أي لحظة    qاوجد الشحنة    0عندماt   

 الحلــــــ:

 المعادلة التفاضلية المعطاة يمكن كتابتها فى الصورة  

sin
dq q Eo

wt
dt Rc R

   

وهى معادلة تفاضلية خطية عاملها المكامل هو 
tiRce  

 وحلها العام هو 

 
 

/ /

/

2 2 2

sin

sin cos
1

t Rc t Rc

t Rc

Eo
qe A e wt dt

R

cEo e
A wt Rcw wt

R c w

 

  



 

0tعندما     0يكونq  فإن 

 

 

2

2 2 2

2 2 2 2

0
1

/ 1

c wEo
A

R c w

A c wEo R c w

  




 

 في الصورة  qوتعطى الشحنة 

/

2 2 2
sin cos

1

t RccEo
q Rcwe wt Rcw wt

R c w

    
 

فى دائرة  بها مقاومة  Eوالقوة الدافعة الكهربية  I(: اذا ارتبطت شدة التيار الكهربائف3مثال )

R   وملف ذاتفL      بالعلاقة 

di
L RI E

dt
   
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,إذا كان  I  اوجد شدة التيار   ,L R E  0ثوابت وإذا علم أنI   0عندماt     

 الحلــــــ:

dIالمعادلة التفاضلية  R E
I

dt L L
   معادلة تفاضلية خطية حلها العام هو 

/ /

R
t

Rt L Rt LL

E
I dt c

L

E E
Ie e c I ce

R R

 



 

     


 

0tمن الشرط الابتدائف عندما  cلتعيين     نجد أنE
c

R


   ويكون الحل الخاص

1المطلوب تعينه هو 
Rt

L
E

I e
R

 
  

 

 

كجم فإذا كانت  m(: تدلي زنبرك مهمل الوزن رأسيا يعلق بطرفة الحر كتلة قدرها 4مثال )

 معادلة حركتها هي 

dv
m mg kx

dt
   

  xكدالة في الاستطالة الحادثة vفاوجد السرعة 
ً
بةنه عندما يكون طول الزنبرك   للزنبرك علما

 طوله الأصلي تكون سرعة الكتلة هي 
ً
    0vمساويا

 الحلــــــ:

 يمكن إعادة كتابة المعادلة التفاضلية في الصورة 

2 2

.

2 2

dv dx dv
m mg kx or mv mg kx

dx dt dx

mvdv mgdx kxdx

mv x
mgx k c

   

  

   

 

0xوعندما      0فإنv v 
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2

0

2 2 2

0

2

2

mv
c

mv gmx kx mv

 

   

 

(: ينص قانون نيوتن للتبريد على أن معدل تغيير درجة حرارة جسم تتناسب مع فرق 5مثال )

م إلى 80oدرجة حرارة الجسم عن الأجسام المحيطة به فإذا انخفضت درجة حرارة جسم

60o  دقيقة إذا كانت درجة الحرارة الأجسام  40دقيقة اوجد درجة الحرارة بعد  20م في

 م.   20oالمحيطة هي

 الحلــــــ:

 دقيقة  t  هي درجة حرارة الجسم بعد زمن xنفرض أن 

 20 20
dx dx

x or k x
dt dt

     

 بحل هذه المعادلة نجد أن

 ln 20 ln20

20 kt

dx
kdt

x kt cx

x ce


   

  

 

80xوحيث أن      0عندماt         60فإنc    وبذلك تكون 

20 60 ktx e   

60xأيضا      20عندماt     تعطى 

 

1/ 20

20 20

/ 20

2 2
60 20 60

3 3

2
20 60 20 60 20 60

3

k k k

t
t

kt k

e e or e

x e e

 
      

 

 
        

 

 

40tوعندما        فإن 



 

  88 
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 2
2

20 60
3

x
 

   
 

. 

 تمارين: -3/8

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:( 1)

   2 0,a P x y P xy P y      

   

 

   
   

   

   

2

2

2 2 2 2

2

3 2 2 4

2 2 2

2

4

0

1 2 ln

2 4 0 9

0 2 cot 0

P y

b y P x P

c y xP P

d xyP x xy y P x xy

e e P f x P P

g P xyP y h y y

i P yP x j P yP x y



  

  

     

   

   

     

 

 اوجد الحل العام والحل الشاذ لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:( 2)

 

 

   

 
 

 

2

2 2 2

2

2 4 0,

ln ,

1
2 0 2

2

1
2 0

1

a xP yP x P y

b y x aP a P

c yP xP y d y x xP P

x ex
e y P f xP xP y

x P



   

  

     


    



 

a ثابت اختياري               حيث 

 اوجد الحل العام للمعادلات الآتية:( 3)

   

     

3 2 2 2

3 2 2 2

0 2 cot 0

2 0 0

xa y e y b y yy x y

c y xy y d xyP x y P xy

       

       
 

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:( 4)
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                                                                     .0) 23  yeya x
 

                                                        .0cot2) 22  yyxyyb 

                                                          .0cosh2)
22  yyxyc 

                                                                     .)
2

xyxyd  

                                                                .044) 3  yyxe 

                                                                     .0) 3  yyxf 

                                                            .03) 3  xyyyg 

                                                                   .0) 2  yyxyh 

                                                                       .2) 2yyxyi  

 اوجد الحل العام والحل المفرد للمعادلات التفاضلية الآتية:( 5)

                                                            .
2

1
2) 22 yyxxya  

     a          ثابت اختياري                          2) 1b y y a  

        a                              ثابت اختياري 2) 0,c y x a y y     

                                                                 .1) 2yyxyd  

                                                                         .
1

)
2y

yxye


 

                                                                        .2) 2yyxyf  

                                                                    .) 24 yxyxyg  

                                                                .042) 2  xyyyxh 



 

  90 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

                                                                   .03) 22  ypxyyi 

م ثإلى معادلات من الرتبة الأولى، حول المعادلات التفاضأأأأألية التالية )ذات الرتبة الثانية(، ( 6)

 اوجد الحل العام لكل منها.

                                                                   .) 2 xexyyxa   

                                                                .0) 32  yyyyb 

                                                              .2sintan) xxyyc  

a   2                                                       ثابت اختياري 2 2) ,d y y a   

                                                                             
5

3) 3e y y


  

a  ثابت اختياري                                                            ) sinf y ax  

 a  ثابت اختياري                                                              
2)g y a x  

 اوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضلية الآتية: ( 7)

    

   

   

2 2

2

2

2

1 4 0

1
2 tan 3 0

1

4 3 tan 1 secx x

x xy dx y xy dy

dy y
y x y

dx x

e ydx e y

   


   



 

 

 

   

    

  

2
2 3 2 2

2 2

5 0 6 1 1 0

7 0

8 2 0

x y y
e y x y dx y y dy

x

x y dy x y dx

x y y xy

      

   

  
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    

   

     

2 /

2 2

2 3 3

9 2 2 0

10 11

3
12 2 13

5

y xye x dy x y dx

dy y x dy
x y x y

dx y x dx

x y
y dy x y dx y

x y

   


   



 
  

 

 

    

   

14 2 4 5 2 3 0

3 3 1
15 16

2 3 1

x y dy x y dx

dy x y dy x y

dx x y dx x y

     

   
 

     

 اثبت أن المعادلات التفاضلية الآتية تامة ثم اوجد حلها العام: ( 8)

      

    

  

2 2

2

/ 2

1 cos sin 2 0

3 1 sin tan cos sec 0

4 2 cosh 0
2

y y

y x dx xdy xy y dx x y x dy

x y dx x y dy

y
y e dx e x dy

    

  

 
   

 

 

اثبت أن المعادلات التفاضأأأأأأأأأأأأأألية الآتية غير تامة ثم اوجد المعامل المكامل لكل منها وحلها ( 9) 

 العام: 

   

  

   

    

   

2 2 2

2

3

4 3 2 4 2 2

2

1 1 0

2 2 0

3 0

4 2 2 3 0

5 cos sin 3 cos 0

x

y y

xy dx x y dy

x y dx xydy

xdy y x e dx

xy e xy y dx x y e x y x dy

dx y y x y dx

  

  

  

     

  

 

اوجد الحل العام لكل من المعادلات التفاضأأأأأأأألية الآتية و اوجد الحل الخاص عند وجود  (10) 

 الشروط الابتدائية:
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   

   

 

   

   
2

3

3

2 3 4

2 2

2
2

2
, 1 0

, 1 0

cos

4 sin

1 3

dy y
i x y

dx x

dy y
ii x y

dx x

iii x y x y y x

y
iv xy yx y v y y x

x

y y
vi y vii y e y

xy x



  

  

 

   

  
  

2( حل المعادلة 11)

2

2
y y

x
     بةن 

ً
1علما

x
 لها 

ً
 خاصا

ً
 .حلا

 ( اوجد الحل العام لكل من المعادلات التالية:12) 

   

      
2

sinsin cos cos sin cos 0

cos cos 2 0

x

x y

i x y dy x xe dx

ii y xy e dx x xy ye dx

  

   
 

 

   

  
 

  

2 2 2 2

2

2 3

2 2

3 3 2

0

1 0

0

3 0

2 3 0

x

x y x y
iii dx dx

x y x y

iv y dx xy dy

v y x y dx xdy

vi ydx xdy x y e dx

vii x y dx xy dy

 
 

 

  

  

  

  

 

 مع مجموعة القطاعات الزائدة  o45( اوجد المسارات المائلة التي تصنع زاوية ثابتة 13)

2 2 2x y a . 

yمع مجموعة  المستقيمات  ( اثبت المسارات المائلة التي تصنع زاوية ثابتة 14) cx  هي 

 11
tan /

2 2 , tan
y x

mx y ce m 


    

 اوجد معادلة المنحنيات التي فيها طول تحت العمودي ثابت.  (15)

 مائل المنحنيات التي فيها طول تحت المماس ثابت.( اوجد 16)
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2)أ( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات  (17) 2 22x y c  

xy)ب( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة        c   

 ( )أ( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة الدوائر 18)

2 2x y cy   

2)ب( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات         2y cx. 

 بين أن المجموعة القطاعات الناقصة ذات البارام ر  (19)

2 2
2

1

x a
y

c c
 


 

 تكون متعامدة فيما بينها.      

بعأأأد بأأأدأ   tجرام عنأأأد أي خطأأأة   xتفأأأاعأأأل كميأأأائف هيكتلأأأة المأأأادة التي تلعأأأب دورا في  (20)

dxالتفاعل فإذا كانت 
kx

dt
 . 

xثابت وكانت   kحيث           a  0عندماt  فاوجدx بدلالة  t. 

0pdلفأأأأاز بأأأأالمعأأأأادلأأأأة   إذا ارتبط الضأأأأأأأأأأأأأأغط أ وال جم  (21) dp      فأأأأاوجأأأأد معأأأأادلأأأأة

 الفاز.

عاما ففف كم عاما  يصأأأأب  عدد السأأأأكان ثلاث  50إذا تضأأأأاعف عدد سأأأأكان مدينة ما في  (22)

 سكان.مرات العدد الأصلي إذا علم أن معدل زيادة السكان يتناسب مع عدد ال

26y( اوجد المسارات المتعامدة على مجموعة المنحنيات23) x. 

320وبطارية قوتها الدافعة الكهربية  15( تحتوي دائرة كهربائية مقاومة مقدارها 24) tE e  

0Iمتصل على التوالي اوجد شدة التيار علما بةن   .عندما تغلق الدائرة 
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0tمن السأأأأأأأأأأأكون عند الزمن  4kg( يسأأأأأأأأأأأقط جسأأأأأأأأأأأم وزنة 25)     في وسأأأأأأأأأأأط مقاومته بالكيلو

جرام تسأأأأأأأأأأأأأأأاوي مربع السأأأأأأأأأأأأأأرعأة الخطيأة مقأدرة بأالم ر  ثأانيأة. اوجأد السأأأأأأأأأأأأأأرعأة عن أي زمن 

0t   . 

 




