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 المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة من الرتب العليا –الفصل الرابع 

  

 

 

 

 عـــــــــــــــــــــالفصل الراب

 ةــــــــــــــــــــــــــة الخطيــــــــــــــــــــــــادلات التفاضليـــــــــــــــــــــــــالمع

 من الرتب العليا ذات المعاملات الثابتة

 

Linear Differential Equqtions of Constant 

Coefficients and Higher Orders 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 مقدمة: 

  yوهي معادلة تظهر فيها  nالمعادلة التفاضأأأأأأأأأأألية الخطية ذات المعاملات الثابتة من الرتبة     

ومشأأأأأأأأأأأأأأتقأاتهأا من الرتبأة الأولى فقط وبأدون حوا صأأأأأأأأأأأأأأأل ضأأأأأأأأأأأأأأرب. والصأأأأأأأأأأأأأأورة العأامأة للمعأادلأأة 

 ذات المعاملات الثابتة هي nالتفاضلية الخطية من الرتبة 

  (*)               
1

0 1 11
...

n n

n nn n

d y d y dy
a a a a y f x

dx dx dx




     

حيأأأأأأث 
0 1, , ..., na a a   ثوابأأأأأأت وإذا رمزنأأأأأأا للعأأأأأأامأأأأأأل التفأأأأأأاضأأأأأأأأأأأأأأليd

dx
أو المؤثر  Dأو الرمز   

 ( على الصورة*التفاضلي ويمكن كتابة المعادلة )

 1

0 1 1...n n

n na D a D a D a y f x


       

 أو باختصار 

   L D y f x 

حيث  L D  كثيرة حدود من درجةn  في المؤثر التفاضليD. 

التفاضأأأأأأأأألية هو علاقة تربط بين المتغيرات وتحتوي على عدد معين من الحل العام للمعادلة 

 وهو يمثل مجموعة من المنحنيات.  الثوابت الاختيارية مساويا لرتبة المعادلة التفاضلية

 المعادلات التفاضلية الخطية: -4/1

تة بفى هذا الجزء سوف نعتبر مجموعة من المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثا  

 :التي يمكن كتابتها فى الصورة

(1)                           

2

22 2 2 2

2 2

11 1 12 1 1

21 1

1 1

... ,

... ,

.

.

.

...

n

n n

n nn n n

n

n

F y F y F y f

F y F y F y f

F y F y F y f

    


    






    
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حيث    , 1,2,..., iji j n F  عبارة عن كثيرات حدود في المؤثر التفاضليd

dx
D    ذوات

معاملات ثابتة 1,2,...,i niF هي دوال في المتغيرx  ،)1)المستقل 2, ,..., ny y y   هي

 المتغيرات التابعة 

 طرق حل المعادلات التفاضلية الخطية: -4/1/1

 توجد طريقتان لحل المعادلات التفاضلية الخطية هما:       

 )ب( طريقة المحددات                                               الحذف       )أ(  طريقة

 اعتبر مجموعة من المعادلات التفاضلية عددها اثنان التى على الصورة   )أ( طريقة الحذف:

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

(2)

(3)

F y F y F

F y F y F

 

 

وطرح   11F( بالمؤثر التفاضلي 3والمعادلة )  21F( بالمؤثر التفاضلي 2بالتةثير على المعادلة )

 ( نحصل على:2( من المعادلة )3المعادلة )

  (4)
21 12 11 22 2 21 1 22 2

F F F F y F F F F   

x,2وهذه معادلة تفاضلية خطية في المتغير  y   2يمكن حلها وبالتعويض عن قيمةy   في أي

x,1( نصل على معادلة تفاضلية في المتغير3( أو )2من المعادلتين ) y  1بحلها نوجدy   

 حل المعادلة التفاضلية: (:1مثال )

 

 

1 2 1 (1)

2 1 2 (2)

D x Dy t

D x Dy t

   

  
 

 الحلــــــ:

 ( نحصل على 1)المعادلة ( من 2)المعادلة وطرح  2( في 1بضرب المعادلة  )

3 3 2x t    

 أي أن 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 2

3
x t    

 ( نحصل على:1بالتعويض في المعادلة )

 
2

1 2 1
3

2
1 2 1

3

4

3

D t Dy t

t Dy t

Dy t

 
      

 

     

 

 

 الحل الكامل هو:

22ثابت اختياري        cحيث  1 4
,

3 2 3
x t y t t c     

 

 حل المعادلتين التفاضليتين الآتيتين: (:2مثال )

 

   

2 cos (1)

3 1 0 (2)

D x y t

D x D y

  

   
 

 الحلــــــ:

 والطرح:  D+1)( بالمؤثر التفاضلي )1بالتةثير على المعادلة )

 (D+1)(D+2)-(D+3) (D+1)costx   

 أي أن 

 2(D +2D+5)x=-sin t+cost 3

 ( هو 3الحل العام للمعادلة المتجانسة للمعادلة )

 1 2cos 2 sin 2tx e c t c t   

 والحل الخاص يعطى من:
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 المعادلات التفاضلية الخطية ذات المعاملات الثابتة من الرتب العليا –الفصل الرابع 

 

             

 2

2 2

1
cos sin

2 2

1 1
cos sin

2 4 2 4

2 4 2 4
cos sin

4 16 4 16

x t t
D D

t t
D D

D D
t t

D D

 
 

 
 

 
 

 

 

                 

   

 

 

1 1
2 cos 2 sin

15 15

1
sin 2cos cos 2sin

15

1
sin 3cos

15

D t D t

t t t t

t t

    

     

  

 

 ( يعطى من:3الحل العام للمعادلة )

   1 2

1
cos 2 sin 2 sin 3cos

5

tx e c t c t t t   

 نحصل على   x( عن 1بالتعويض في المعادلة )

     
1

cos 2 sin 2 sin 3cos1 2
5

cos 2 te c t c t t ty t D
    
 

  

 

 

 

1 2

cos 2

cos 2 sin 2

1
cos 2 sin 3sin 6cos

5

t

t

y t e D

e c t c t

t t t t

   

 

   

 





 

1 1 2

1 2

cos 2 sin 2 2 cos 2 2 cos 2

2 sin 2 cos 2 sin 2

1
5 sin 5cos

5

tt e c t c t c t

t c t c t

t t

    

  

 
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 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

     

 

    

2 1 1 2

2 1 1 2

cos 2 sin 2 2 cos 2

1
5 sin 5cos

5

1 1
cos sin cos 2 sin 2 2 cos 2

2 2

t

t

y t e c c t c c t

t t

t t t e c c t c c t





     

 

      

 

    

 

1 2 1 22 cos 2 2 sin 2

1
cos sin

2

ty e c c t c c t

t t

   

 
 

بين المعادلتين   xأي نحذف  xبنفس الطريقة التي اوجدنا بها yيمكن إيجاد  ملحوظة:

 التفاضليتين.

 )ب( طريقة المحددات:   

باعتبار أن المؤثر التفاضلي يتبع قوانين الجبر الأساسية والتي تمكن المقادير الجبرية يمكن     

حل مجموعة المعادلات التفاضلية الخطية بنفس الطرق التي تحل بها المعادلات الآنية الخطية 

عبارة عن معاملات ثابتة فإذا رمزنا لمحدد مجموعة  ijFفي الكميات الجبرية أي اعتبار أن 

ورمزنا للمحددات التالية باستبدال الأعمدة الأولي والثانية،...، والأخيرة  لمعادلات بالرمز 

1على ال رتيب بالعمود الذي عناصره 2, ,... nF F F 1بالرموز 2, ,..., n   كون الشرط في

o( لحل هو *الضروري الكافي لكف يكون لمجموعة المعادلات )   الحد  هو كثيرة حدود

، المحددات في المؤثر 1,2,..., ii n   هي عبارة عن دوال في المتغيرx . 

 من نظرية المعادلات الآتية الخطية فإن حل المجموعة تتحدد بالعلاقات الآتية:   

   , 1, 2,..., **y i n
i i

        

من المعادلات التفاضلية الخطية ذوات معاملات ثابتة رتبة كل منهما  n( تكون **العلاقات )

 .  على الأكثر هي درجة كثيرة الحدود

فيكون الحل المكمل لكل من المعادلات  في المؤثر التفاضلي  rمن الدرجة  بفرض أن    

0iy( هو حل المعادلة المخ زلة )المتجانسة( 2)  أي أن الحل العام لكل متغيرiy  يحتوي

ى rعلى  nمن الثوابت الاختيارية وبذلك نحصل عل r  من الثوابت بالتعويض عن
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1 2, ,..., ny y y ( نحصل على متطابقات في *عادلات التفاضلية )لمفي اx  ومنه بمقارنة

المعاملات نحصل على  1n r  من العلاقات بين الثوابت الاختيارية التي عددهاnr  فيتبقى

من   ( لأن  *من الثوابت المستقلة وهو العدد الواجب توافره في حلول المعادلات ) rلدينا 

 . في المؤثر  rالدرجة 

 يتين.تحل المعادلتين التفاضليتين الآ(: 3مثال )

   

 

2 2 1 (1)

3 0 (2)

tD x D y e

D x y

   

  
 

 الحلــــــ:

 2 2 1

3 1

D D

D

 
 


 

 2 22 4 2 3 1D D D D                           

1

1

0 1

t

te D
e


   

 
2

2 2
4

3 0

t

t
D e

e
D


   


             

 من المعادلتين

 

 

1 2

2

2

,

1

4

x

t

t

y

D x e

D y e

     

  

 

 

 هو:الحل العام للمعادلتين السابقين 

1 2

3 4

1
cos sin

2

cos sin 2 (3)

t

t

x C t C t e

y C t C t e

  

  
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 ( نحصل على 2بالتعويض فى المعادلة ) 

  1 2

3 4

1
3 cos sin

2

cos sin 2 0

t

t

D C t C e

C t C t e

 
   

 

   

 

   2 1 3 2 1 43 cos 3 sin 0C C C t C C C t       

cosبما أن  tوهذه صحيحة لجميع قيم  , sint t دوال مستقلة 

   
2 1 3 2 1 4

3 1 2 4 1 2

3 0, 3 0

3 , 3

C C C C C C

C C C C C C

      

     
 

,وبالتعويض عن 
3 4

C C  ( فإن 3في المعادلة ) 

   1 2 1 23 cos 3 sin 2 ty C C t C C t e       

 حل المعادلتين الآتيتين:(: 4مثال )

   

   

2 2

2

2 3 1

2 0 2

tD x y e

D y x

  

  
 

 الحلــــــ:

 
2

4 4

2

1 3
4 3 1

1 2

D
D D

D

 
      


 

 
2

2 2 2

1 2

2 2

2

2

3
2 6

0 2

2

1 0

t

t t

t

t

e
D e e

D

D e
e


    




   

 

 من المعادلتين  

1 2,x y      
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    4 2 2 21 6 , 1t tD x e D y e       

 العام على هذه الصورةوحلها 

2

1 2 3 4

2

5 6 7 8

2
cos sin (3)

5

1
cos sin (4)

15

t t t

t t t

x c e c e c t c t e

y c e c e c t c t e





    

    

 ( نحصل على نحصل على:3( ،)4( بالمعادلتين )1بالتعويض في المعادلة )

 2 2

1 2 3 4

2 2

5 6 7 8

2
2 cos sin

5

1
3 cos sin

15

t t t

t t t t

D c e c e c t c t e

c e c e c t c t e e





 
     

 

 
      

 

 

2

1 2 3 4

2 2

5 6 7 8

4
3 cos 3 sin

3
3 cos sin

15

t t t

t t t t

c e c e c t c t e
s

c e c e c t c t e e





 
    

 

    

     

 

1 5 2 6 3 7

2 2

4 8

1 5 2 6 3 7 4 8

3 3 3 cos

3 sin

3 , , ,

t t t t

t t

c e c e c e c e c c t

c c t e e

c c c c c c c c

     

   

        

 

1بالتعويض عن 2 3 4, , ,c c c c( نحصأأأأأأأأأأأأأأل على الحل العام للمعادلتين 3في المعادلة )

 على الصورة 

2

5 6 7 8

2
3 3 cos sin

5

t t tx c e c e c t c t e       

2

5 6 7 8

2
cos sin

5

t t ty c e c e c t c t e      
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 المعادلات التفاضلية الخطية من الرتبة النونية ذات المعاملات الثابتة: -4/2 

إذا كأأأانأأأت الأأأدالأأأة المجهولأأأة تسأأأأأأأأأأأأأأمي المعأأأادلأأأة التفأأأاضأأأأأأأأأأأأأأليأأأة خطيأأأة  (:1تعريف ) y   وجميع

مشأأأتقاتها الواردة في المعادلة التفاضأأألية من الدرجة الأولى ولا يوجد حاصأأأل ضأأأرب بين الدالة 

المجهولة y .وأي من مشتقاتها 

 الصورة العامة للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة النونية ذات المعاملات الثابتة هي:

       1

0 1 1. . . , 1
n n

n np y p y p y p y f x



     

 حيث

 
2

02
, , . . . , ; 0

n
n

n

dy d y d y
y y y p

dx dx dx
      ،

nn pppp ,,...,, 110    

 جميعها كميات ثابتة.

باستخدام الرموز 
n

n
n

dx

d
D

dx

d
D

dx

d
D  ,...,,

2

2
2 . 

 فإن المعادلة 1  تةخذ الصورة 

   
   1 1

1
( . . . ) 2

0 n

nn
p D p D p D p y f xn


     

المعادلة  2 يمكن كتابتها على الصورة المختصرة 

   xfyDF  

حيث  DF  مؤثر تفاضلي خطف، يعطى بالعلاقة

     

 3

...

0

1

1

10

rn
n

r

r

nn

nn

Dp

pDpDpDpDF












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 (:2تعريف ) 

 المعادلة الخطية 1تكون غير متجانسة عندما   0xf أما عندما ،  0xf 

 فإنها تسمى متجانسة، حيث تكون متجانسة في الدالة المجهولة y .ومشتقاتها 

خواص المؤثر التفاضلي الخطي  -4/2/1 F D    : 

            من السهل اثبات الخواص التالية:                                                                                               

                                ثابت اختياري  cحيث      1)F D cy c F D y                                     

                           .)2 2121 yDFyDFyyDF                 

 نتيجة:

من الخاصيتين    2,1                                           نستنتا أن 

ثوابت اختيارية        icحيث    
1 1

n n

i i i i

i i

F D c y c F D y
 

 
 

 
   

 الخطفباستخدام خواص المؤثر التفاضلي  DF   :يمكننا أثبات النظريات التالية 

 :(1)نظرية 

حل للمعادلة المتجانسة 1yإذا كان   0yDF  1فإنyc   لهذه 
ً
 حلا

ً
 يكون أيضا

 ثابت اختياري.  cالمعادلة، حيث

 البرهان:

حل للمعادلة المتجانسة 1yحيث أن  0yDF .لذلك فهو يحققها 

 أي أن                    

                                                                            01 yDF 
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 نجد أن                                                   c بضرب طرفي المعادلة السابقة في 

                                               .0011  cycDFyDFc 

 لهذه المعادلة. 1ycوذلك باستخدام الخاصية الأولي ، أي أن
ً
 حلا

ً
 يكون أيضا

 :(2) نظرية

21إذا كان     , yy  حلان للمعادلة المتجانسة  0yDFفإن . 21 yy  يكون حل 

  .
ً
 لهذه المعادلة أيضا

 البرهان:

21حيث أن  , yy حلان للمعادلة المتجانسة  0yDF فإن 

                                  02 yDF           1 0,F D y  

 نجد أن  (2) باستخدام الخاصية

                            .0002121  yDFyDFyyDF 

أي أن  21 yy  يحقق المعادلة  0yDF. 

لذلك فإن   21 yy  .
ً
 حل أيضا

 نتيجة:

nyyyyنسأأأأأأأأأأأأأأتنتا أنأأأأأأأه إذا كأأأأأأأان  (2(، )1) من النظريتين ,...,,, حلول للمعأأأأأأأادلأأأأأأأة   321

المتجانسأأأأأة  0yDF  فإن أي تركيب خطف من هذه الحلول على 
ً
وكانت مسأأأأأتقلة خطيا

iالصورة 

n

i

i yc
1

 لهذه المعادلة ، حيث   
ً
 حلا

ً
 ثوابت اختيارية.  icيكون أيضا
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 :(3) نظرية 

إذا وجأأد للمعأأادلأأة المتجأأانسأأأأأأأأأأأأأأأة     0yDF ذات المعأأاملات الحقيقيأأةip 
ً
  مركبأأا

ً
، حلا

على الصأأأأأأأأورة    xbixay 1فإن الجزء الحقيقف ، xa  لهذا الحل والجزء التخيلي

له xb  للمعادلة المتجانسة 
ً
يكونان، كل على حدة، حلا  0yDF. 

 البرهان:

حيأأأأأث أن    xbixay 1  حأأأأأل للمعأأأأأادلأأأأأة المتجأأأأأانسأأأأأأأأأأأأأأأأأأأة  0yDF لأأأأأذلأأأأأك فهو ،

يحققها، أي أن        [ ] 0F D a x i b x   باسأأتخدام  الخاصأأيتين ،   1 , 2 

 نستنتا أن 

                                      0 xbDFixaDFxbixaDF                                  

، عنأأأأدمأأأأا تتلاكأأأأأأأأأأأأأأ ى فأأأأإن كأأأأل حأأأأد من حأأأأديهأأأأاوحيأأأأث أن الأأأأدالأأأأة المركبأأأأة ذات المتغير الحقيقف  

 على حدةالحقيق
ً
 ، أي أن ف والتخيلي، يتلاك ى كلا

                                                  0,0  xbDFxaDF 

 وهذا يعني أن xa ، xb  يكونان، كل على حدة، حلين للمعادلة المتجانسة 

                                             0yDF. 

 :(4) نظرية

المعادلة التفاضأأأألية الخطية غير المتجانسأأأأة من الرتبة النونية ذات المعاملات الثابتة ، حلها    

العام يتكون من جزئين، الأول  hy الحل العام للمعادلة المتجانسة  0yDF      . 

 والثانف py الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة   xfyDF . 

أي أن الحل العام للمعادلة غير المتجانسة  gyيعطى بالعلاقة ،. g h py y y  

 البرهان:
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هو الحل العام للمعادلة المتجانسأأأأأأأأأأأأأأة hyحيث أن   0yDF لذلك فهو يحققها، أي أن ،

  0hyDF. 

هو الحأأل الخأأاص للمعأأادلأأة غير المتجأأانسأأأأأأأأأأأأأأأة pyوحيأأث أن   xfyDF  لأأذلأأك فهو ،

يحققها، أي أن    xfyDF p . 

 وبالتالي فإن

              
         

 xf

yDFyDFyyDFyDF phphg





0
 

يحقق المعادلة غير المتجانسأأأأأأأأأأأأأأة gy أي أن   xfyDF  وحيث أنه يحتوى على عدد ،

(، لذلك فإن الحل hyمن الثوابت الاختيارية تسأأأأأاوي رتبة المعادلة )الثوابت التي يحتوي عليها

gy .هو الحل العام للمعادلة غير المتجانسة 

 وسوف نستعرض، فيما يلي كيفية الحصول على كل حل على حدة.

 الحل العام للمعادلة الخطية المتجانسة ذات المعاملات الثابتة: -4/3

 بفرض أن الحل العام للمعادلة الخطية المتجانسة ذات المعاملات الثابتة والتي على الصورة   

  1

0 1 1. . . 0 4n n

n np D p D p D p y


       

 يكون على الصورة 

                                  , 0r xy e r  

 وبالتالي فإن 

                .,...,, 22 xrnxrnxrxrxrxr ereDereDereD  

ومشتقاتها في المعادلة yبالتعويض عن 4  نجد أن 

  1

0 1 1. . . 0n n r x

n np r p r p r p e


       



 
 

  109 109 
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 ، لذلك فإن 0xreوحيث أن  

 1

0 1 1

0

. . . 0 5
n

n n n r

n n r

r

p r p r p r p p r 





      

من الجذور)حقيقية أو  n ولذلك فإن لها( r)في المتغير nوهذه كثيرة حدود من الدرجة 

 من المعادلة المعادلة المساعدةمركبة(، وتسمى 
ً
، ويمكن الحصول عليها مباشرة 4  وذلك

 في التعبير الموجود بين القوسين ومساواته بالصفر.   rبالمتغير Dباستبدال المؤثر

 الحالات المختلفة للجذور: 

 المساعدة حقيقية ومختلفة.( جذور المعادلة 1

nrrrr  إذا كانت جذور المعادلة المساعدة هي ,...,,, وكانت جميعها حقيقية ومختلفة،  321

  nفقد حصلنا بذلك على 
ً
للمعادلة  حلا 4 هي  

xr

n
ney   , . . .  ،

xr
ey 2

2  , 1

1

r x
y e 

ويكون الحل العام للمعادلة المتجانسة 4  هو 

ثوابت اختيارية                     icحيث
1

r xn
iy c e

h ii
 


 

 . (1) وذلك باستخدام نظرية

والجأأدير بأأالأأذكر أن أويلر ودانيأأال برنوللي توصأأأأأأأأأأأأأألا كأأل منهمأأا إلى طريقأأة حأأل المعأأادلأأة الخطيأأة  

عأأأام  أويلر )قبأأأل برنوللي(رهأأأا شأأأأأأأأأأأأأأ، و نم 1743المتجأأأانسأأأأأأأأأأأأأأأأة ذات المعأأأاملات الثأأأابتأأأة قبأأأل عأأأام 

 م. 1743

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(: 1مثال )

065  yyy 

 الحلــــــ:
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 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة  

                                                                 0652  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                                 

  

2 5 6 0

2 3 0

r r

r r

  

   
 

3,2جذور هذه المعادلة هي   rr   وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

xx

h ececy 3

2

2

1

  

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:2مثال )

044  yyyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  04423  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي

04423  rrr 

 وبتحليل الطرف الأيسر من المعادلة المساعدة، نجد أن

      0221  rrr 

1أي أن جذور المعادلة المساعدة هي  , 2, 2r r r    وبالتالي فإن الحل  العام  ،

 للمعادلة المعطاة هو 

xxx

h ecececy 2

3

2

21

 
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 ( بعض جذور المعادلة المساعدة حقيقية ومكرره )متساوية(.2 

من   mمن المرات، في هذه الحالة فإنه يوجد   mإذا كان أحد الجذور حقيقف ومكرر     

الحلول المكررة 
xr

m

xrxr eyeyey  ,...,, ، وبالتالي فإن الحل الذي سنحصل  21

عليه لا يكون حل عام، لأن عدد الثوابت الاختيارية التي ستظهر فيه يكون أقل من رتبة المعادلة 

، سوف تصب  ثاب mالمعطاة، حيث أن عدد الثوابت الاختيارية المرتبطة بالأ 
ً
 حلا

ً
 واحدا

ً
تا

 .mثابت يعطف ثابت واحد( وليس  m)مجمو 

 نظرية:

المعادلة التفاضلية التي على الصورة             

   60 yrD
m 

 يكون حلها العام على الصورة   

   7... 12

321

 m

m

xr xcxcxccey 

 البرهان:

بفرض أن الحل العام للمعادلة  6  يكون على الصورة 

 xXey xr 

حيث   xXدالة قابلة للتفاضلm من المرات بالنسبة لأxلذلك فإن هذا  الحل . 

 يحقق المعادلة  6       أي أن  ،    0 xXerD xrm. 

)ولكن من خواص المؤثر التفاضلي     )F D        أن 

        xXrDFexXeDF xrxr  

 )سوف نثبت هذه الخاصية فيما بعد( وبالتالي فإن

                                           0 xXDexXerD mxrxrm
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0rولكن  xe  لذلك فإن ، 

  0xXDm 

 والحل العام لهذه المعادلة هو 

                                       12

321 ...  m

m xcxcxccX 

وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة  6  يكون على الصورة 

                                12

321 ...  m

m

xr xcxcxccey 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:  (:1مثال )

023  yyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  0233  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                              

                                    
23 3 2 0 2 1 0r r r r       

1أي أن جذور المعادلة المساعدة هي       , 1, 2r r r    . 

 بالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

  xx

h ecexccy 2

321

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

044  yyyy 

 الحلــــــ:
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 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة   

  04423  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي         

04423  rrr 

 وبتحليل الطرف الأيسر من المعادلة المساعدة، نجد أن

      0221  rrr 

 أي أن جذور المعادلة المساعدة هي 

1 , 2, 2r r r    

 وبالتالي فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

xxx

h ecececy 2

3

2

21

 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

(4) (3) (2) (1)6 5 24 36 0y y y y y     

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة                                                       

  0364256 234  yDDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                    

0364256 234  rrrr 

 وبتحليل الطرف الأيسر من المعادلة المساعدة، نجد أن

      0223
2

 rrr 
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3أي أن جذور المعادلة المساعدة هي   , 3 , 2, 2r r r r      وبالتالي  ، 

 فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو  

  xxx

h ececexccy 2

4

2

3

3

21

  

 

 ( بعض جذور المعادلة المساعدة مركبة.3

حيث أن معاملات المعادلة المسأأأأأأأأأأأأأأاعدة حقيقية ، فإن الجذور المركبة إذا وجدت فإنها  تكون 

 م رافقة.
ً
 أزواجا

 بفرض وجود جذرين مركبين م رافقين في الصورة

1 2,r a i b r a i b    

 وبالتالي فإن الحلين المناظران لهما هما 

   
,

a i b x a i b x
e e

 
 

 كما يمكن كتابتهما على الصورة 

   cos sin ,
a i b x axe e bx i bx


  

   cos sin
a i b x axe e bx i bx


  

 لنظرية
ً
وطبقا 3 للمعادلة 

ً
، يكون كل من الجزء الحقيقف والجزء التخيلي لهذين الحلين، حلا

 التفاضلية، أي أن الجذرين المركبين الم رافقين 

1 2,r a i b r a i b    

 يناظرهما الحلان الحقيقيان               

   cos , sinax axe bx e bx 

 واللذان يمكن تركيبهما على الصورة    
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  1 2cos sinaxe c bx c bx 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:1مثال )

0 yyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة  

  012  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي  

2 1 0

1 1 4

2

r r

r

  

  


 

 وجذراها هما 

                        
2

3

2

1
2 ir 


      ,

2

3

2

1
1 ir 


 

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

                                    .
2

3
sin

2

3
cos 21

2


















xcxcey

x

h
 

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

09  yy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة   

  093  yDD 
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                       وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                                                             

 3 29 0 9 0r r r r     

 وجذورها هي             

1 2 30, 3 , 3r r i r i    

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

1 2 3cos 3 sin 3hy c c x c x   

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:3مثال )

01616  yyyy 

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  0161623  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي        

0161623  rrr 

 وجذورها هي                                 

1 2 31, 4 , 4r r i r i    

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو 

1 2 3cos 4 sin 4 .x

hy c e c x c x   
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 ( بعض جذور المعادلة المساعدة مركبة ومكررة.4 
حيث أن معاملات المعادلة المساعدة حقيقية، فإن الجذور المركبة إذا وجدت فإنها تكون    

 م رافقة، لذلك إذا وجد الجذر المركب
ً
 أزواجا bia   مكرر m  من المرات فإن الجذر المركب

 bia   سوف يوجد مكرر m .
ً
 من المرات  أيضا

 وفي هذه الحالة، مثل الحالة الثانية، يمكن إثبات أن الحل العام يكون على الصورة  

   2 1 2 1

1 2 3 1 2 3... cos ... sina x m a x m

m my e c c x c x c x bx e c c x c x c x bx             

 ثابت اختياري )= رتبة المعادلة المعطاة(. 2mوهذا الحل يحتوي على 

 العام للمعادلة التفاضلية:: اوجد الحل (1مثال )

   4 2
4 4 0y y y   

 الحلــــــ:

 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة 

  044 24  yDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي                                                               

  02044
224  rrr 

 وجذورها هي                                                   

2,2,2,2 4321 iriririr  

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو                                          

    .2sin2cos 4321 xxccxxccyh  

 : اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية:(2مثال )

     6 4 2
3 9 27 0y y y y    

 الحلــــــ:
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 بكتابة المعادلة المعطاة على الصورة                                                                  

  02793 246  yDDD 

 وبالتالي فإن المعادلة المساعدة هي     

     
2

6 4 23 9 27 0 3 3 3 0r r r r r r         

 وجذورها هي

           1,2 3,4 5 63, 3, 3 , 3r i r i r r      

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة المعطاة هو                                                      

         

    .3sin3cos 3

6

3

54321

xx

h ececxxccxxccy  

 الحل الخاص للمعادلة الخطية غير المتجانسة ذات المعاملات الثابتة -4/4

 لإيجاد الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة      F D y f x سوف نستخدم ،

طريقة المؤثرات، وذلك بالتةثير على الدالة  xf  بالمؤثر العكس ي
 DF

، ولذلك سوف 1

)ندرس الآن خواص المؤثر التفاضلي  )F D والمؤثر العكس ي ،
 DF

كل منهما  ، عندما يؤثر 1

 على بعض الدوال الأساسية.   

             ثابت اختياري                         حيث    1) x xF D e F e  

 الإثبات:

              .,...,, 22 xnxnxxxx eeDeeDeeD    

         1

0 1 1. . .x n n x

n nF D e p D p D p D p e 

      

          1

0 1 1. . .n n x

n np p p p e  

     
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                                  .xeF  

        2) x xF D e u x e F D u x    

 الإثبات:

                                                       ,xuDexueD xx   

                   

          

    

    .2

22

xuDe

xuDDe

xuDexuDDexueD

x

x

xxx



















 

وبالتالي، يمكن إثبات أن                   ,xuDexueD
nxxn   

                                

      

   

   

0

0

.

n
x n r x

r

r

n
n rx

r

r

x

F D e u x p D e u x

p e D u x

e F D u x

 

















 

 

 





 

        

        

2 2

2 2

3) sin sin ,

cos cos

F D x F x

F D x F x

    

    

   

   
           

     

,حيث    .ثوابت 

 الإثبات:

                                       
    

    2 2

sin cos

sin sin ,

D x x

D x x

    

    

  

    
    

         
2 2

2 2sin sin ,D x x                                                             

                                           .sinsin 22   xxD
nn
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         

    

    .sin

sin

sinsin

2

0

2

2

0

2

























xF

xp

xDpxDF

rnn

r

r

rn
n

r

r

 

 اثبات أن وبالمثل يمكن

                                   xFxDF coscos 22

 

   
 

1 1
4) , 0x xe e F

F D F

  


  

 الإثبات:                                                     

                     
 

       xxxx eFeDFeeDF
DF

  ,
1

 

                                                    
 

   xx eeF
DF

 
1

 

بقسمة الطرفين على  F حيث ، F  ،ثابت  0Fنحصل على ، 

                                      
   

 
1 1

, 0x xe e F
F D F

  


  

 
  

 
 

1 1
5) x xe u x e u x

F D F D

 





 

 الإثبات:

    
 

 
   

 




















xu

DFDF
exu

DF
eDF xx



 111
 

                                      xue x 
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بالتةثير على الطرفين بالمؤثر

 DF

1
 نجد أن   

 
  

 
 xu

DF
exue

DF

xx








11 

                          

 
  

 
 

 
  

 
 

2 2

2 2

1 1
6) sin sin ,

1 1
cos cos

x x
F D F

x x
F D F

   


   


  


  


 

,حيث   ،ثوابت 2 0F  . 

 الإثبات:

                                 ,sinsin 22   xFxDF 

بالتةثير على الطرفين بالمؤثر 2

1

DF
 نجد أن  

 
    

 
     xF

DF
xDF

DF
sin

1
sin

1 2

2

2

2 

 

بقسمة الطرفين على 2F    نحصل على 

 
  

 
  .sin

1
sin

1
22




 


 x
F

x
DF

 

 بالمثل يمكن اثبات أن 

 
  

 
  .cos

1
cos

1
22




 


 x
F

x
DF

 

    
 

  ,sin
1

sin
2

2   x
DF

Fx
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   
 

1
7) , 0 0

0

c
c F

F D F
  

 الإثبات                                    

                              
       

.
00

111 00

F

c
e

F
ce

DF
cc

DF

xx  

 المعادلة التفاضلية            نتيجة: 

       1
0 1 1... , is a constant .

n n

n np y p y p y p y c c



     

لها حل خاص على الصورة
 n

p
p

c
y . 

وذلك لأن   0 nF p ،npهو معاملy. 

 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:(: 1مثال )

5

2

1) 4 3 2

2) 9

3) 4 4 8

x

x

y y y

y y e

y y y e 

   

  

    

 

 الحلــــــ:

يمكن كتابتها على الصورة  *المعادلة الأولى  2yDF 

             حيث     342  DDDF   0 3,F  

لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو       
3

2
py         الخاصية( 7.) 

يمكن كتابتها على الصورة  *المعادلة الثانية  xeyDF 5 

حيث    92  DDF      5 34 0,F     
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xلذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو    

p ey 5

34

1
      (.(4))الخاصية 

         ا على الصورة   يمكن كتابته *المعادلة الثالثة  xeyDF 28 . 

حيث              DDDDF 44 23     2 0,F  . 

 لذلك فإننا نكتب F D على الصورة 

     22 244  DDDDDDF 

 ويصب  الحل الخاص لهذه المعادلة هو    

                        
   














  xx

p e
DD

e
DD

y 2

2

2

2

1

2

1
8

2

1
8                

                                                  
 

  























 








x

x

ex
D

e
D

20

2

2

2

2

1
4

2

1

2

1
8

     

                                           
  















  0

2

2

22

1
4 x

D
e x 

                                    0220

2

2 4
1

4 xDex
D

e xx   

                                                                        
2 22 xx e   

 لاحظ أن 

    2001102

2

1
xdxxdxdxxxDDxD     

 لأن الحل الخاص لا يحوي أي ثوابت. 
ً
 ولم يتم إضافة ثوابت أثناء التكامل نظرا
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 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:(: 2مثال ) 

2

2

3

1) 2 4 .

2) 2 .

3) 2 .

x

x

y y y x

y y y x e

y y x e 

   

   

  

 

 الحلــــــ:

 المعادلة الأولى يمكن كتابتها على الصورة    

  24xyDF  

حيث          22  DDDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه، كما يلي   

 
  

22

2 21

1
44

2

1
x

DD
x

DD
yp 













 

 باستخدام الكسور الجزئية نجد أن 

    


























2
16

1

13

1

21

1

DDDD
 

  21

1

1
3

1

2
1

6

1
4 xD

D
yp






























 

 باستخدام نظرية ذات الحدين، نجد أن                                    

        

    .22......11

,
2

1
...

22
1

2
1

22221

22

2

2

1


















































xxxDDxD

xxx
DD

x
D
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 

 966
3

1

22
2

1

2

1

3

4

2

22




























xx

xxxxyp

 

 المعادلة الثانية يمكن كتابتها على الصورة      

  xexyDF 2 

حيث                              2 2 1F D D D   

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو  

 

 
x

x

p

ex
D

ex
DD

y

2

2

2

2

1

1

12

1







 

 

x

x

x

p

ex

xDe

x
D

ey

4

22

2

2

12

1

11

1

















 

 المعادلة الثالثة يمكن كتابتها على الصورة  

  xexyDF  3 

حيث                      222  DDDDDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي                            

                  
     

33

11

1

2

1
x

DD
eex

DD
y xx

p





   

                                                  311
11 xDDe x   
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           33232 1...1 xDDDDDDe x  
 

          33232 1...1 xDDDDDDe x  
 

                                                                    321 xDe x  
 

 وذلك بإهمال الكميات التي من الدرجة الأعلى من الثالثة.

                                                        xxey x

p 63   

 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:                                                          (: 3مثال )

                                               

.5sin4136)3

.cos)2

.3sin9)1

3 xeyyy

xxyy

xyy

x





 

 الحلــــــ:

 *المعادلة الأولى يمكن كتابتها على الصورة       

  xyDF 3sin 

حيث                    92  DDF        ، 2 ( 9) 9 9 0F F        

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي     

 
  

3 3

2 2

1 1 1
sin3 Im ( ) Im( )

9 9 3 3

i x i x

py x e e
D D D i D i

  
   

 

                
   

 xixi ex
iDi

e
iiD

303

3

1

6

1
Im

6

1

3

1
Im













 

 
 

 
0 3 3 01 1 1

Im Im( )
6 3 6

i x i xi
x e e x

i D i D


 


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 3Im( ) Im( cos3 sin3 )

6 6

1
cos3

6

i xi x i x
e x i x

x x

 
  

 
 

حيث

 

Im .هي الجزء التخيلي للعدد المركب 

 لاحظ أننا لم نستطع تطبيق الخاصية السادسة والتي تنص على                                         

 
  

 
    0,sin

1
sin

1 2

22



 


 Fx

F
x

DF
 

                 وذلك لأن  2 0F   

 لذلك تستخدم الطريقة السابقة في هذه الحالة. 

 *المعادلة الثانية يمكن كتابتها على الصورة     

  xxyDF cos 

               حيث                          12  DDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي                                                             

 
 

 
 

2

2

1
cos

1

1
Re

1

p

i x

y x x
D

x e
D







 

  
 

 
 

2

2

1
Re

1

1
Re

2

i x

i x

e x
D i

e x
D i D


 


                                                              
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 

 

 
1

1

1
Re

2

1
Re 1

2 2

i x

i x

e x
D D i

D
e D x

i i








 
  

 

           

        
 

2
11

Re 1 . . .
2 2 4

i x D D
e D x

i i

  
    

 
           

                    
 11 1

Re
2 2 4

i x D
e D x

i i

 
   

 
            

 xixx
i

x
i

sincos
4

1

2

1

2

1

2

1
Re 2 








 

                  
  xxxx cos

4

1
sin12

8

1 2  

 المعادلة الثالثة يمكن كتابتها على الصورة

  xeyDF x 5sin4 3 

          حيث                       1362  DDDF 

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة هو                            

 

    
x

DD
e

xe
DD

y

x

x

p

5sin
13363

1
4

5sin4
136

1

2

3

3

2







                               

 
x

D
e x 5sin

4

1
4

2

3


 

 
xe x 5sin

425

1
4 3


          
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xe x 5sin

21

4 3
 

 اوجد الحل الخاص لكل من المعادلات التفاضلية الآتية:                                                          (: 4مثال )

                                            
21) 4 3 cos .

2) 2 2 cos .

x

x

y y x x e

y y y x e x

    

   
 

 الحلــــــ:

 على الصورة*المعادلة الأولى يمكن كتابتها 

  xexxDF 2cos3  

حيث                                          42  DDF  

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة يكون عبارة عن مجمو  الحلول الخاصة للمعادلات          

               xDF    ,   xDF cos3    ,   2xF D e . 

 و نحصل عليه كما يلي     

                                              2

2

1
3 cos

4

x

py x x e
D

  


 

          
    

 x
D

cos
4

1
3

2 


  
 21

2 2

xe
D D


 

 x
D 4

1
2 

                                                     

          
  

 
 

 02

1 3 1
cos

2 2 5 2 4
x x x

D D D
  

   
 

   
   2 01 1 3 1

cos
4 2 4 2 5 ( 4)

xx x x e x
D D D D

   
   
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   

1 1

1

2 1 0

1 1 3
1 1 cos

8 2 8 2 5

1
1

4 4

x

D D
x x x

D
e D x

 



 

   
        

   

 
  

 

 

  
0

2
12

22

...
164

1
4

1
cos

5

3

......
42

1...
42

1
8

1

x
DD

Dex

x
DDDD

x















































 

              
2

2 1 01 3 1 1
2 cos

8 2 5 4 4

xD
x x e D x    

        
  

 

                                      xexxx 214
16

1
cos

5

3

4

1   

 *المعادلة الثانية يمكن كتابتها على الصورة       

  xexyDF x cos، 

          حيث                      222  DDDF. 

 لذلك فإن الحل الخاص لهذه المعادلة نحصل عليه كما يلي                                                                       

 

    
xx

DD
e

xxe
DD

y

x

x

p

cos
2121

1

cos
22

1

2

2







 

                     
xx

D
e x cos

1

1
2 

 

المقدار 
 

xx
D

cos
1

1
2 

 (3)سبق أن حصلنا عليه من خلال المعادلة الثانية من مثالأأ 
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                              وهو يساوي   21 1
2 1 sin cos

8 4
x x x x . 

 وبالتالي فإن حل المعادلة المعطاة هو 

                                       







 xxxxey x

p cos
4

1
sin12

8

1 2 

 يكون من المفيد 
ً
 بالمؤثر على الدالة الأسية ثم على الدالة المثلثية، وغالبا

ً
لاحظ أننا أثرنا أولا

 عمل ذلك.

فيما سبق، استطعنا إيجاد الحل العام  hy   للمعادلة المتجانسة 

                      0... 1

1

10  

 ypypypyp nn

nn 

 والحل الخاص py  للمعادلة غير المتجانسة 

                 xfypypypyp nn

nn  



1

1

10 ... 

 للمعادلة غير المتجانسة، على الصورة gy ولذلك يمكننا إيجاد الحل العام

phg yyy  

 

 معادلة أويلر الخطية: -4/5

 معادلة أويلر الخطية هي المعادلة التي على الصورة                                         

         
       

   

11

0 1

1. . . ,

n nn n

n n

a a x b y a a x b y

a a x b y a y f x





   

    
 

حيث   baaaaaa nn ,,,,...,,, 1210  .ثوابت 

 ويمكن تحويلها إلى معادلة تفاضلية خطية ذات معاملات ثابتة.

 استخدام التعويض                                                 
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  lnza x b e z a x b     

 نجد أن                                                                                                     

              ,
dz

d
     ,, ya

dz

dy
aybxa

bxa

a

dx

dz



                           

                           ,12

2

2
22

ya
dz

dy

dz

yd
aybxa 








 

                                            ,2133
yaybxa  

 وبالتالي فإن 

                        ynaybxa nnn
1...21  

تفاضلية خطية ذات بالتعويض بالعلاقات السابقة في معادلة أويلر نحصل على معادلة 

y,معاملات ثابتة، وتحل كما سبق، فنحصل على الحل العام بدلالة z ثم بالتعويض عن ،

z  بدلالةx  .نكون قد اوجدنا الحل المطلوب لمعادلة أويلر 

 التفاضلية:اوجد الحل العام للمعادلة  (: 1مثال )

xyyxyx  642
 

 الحلــــــ:

 هذه المعادلة هي معادلة أويلر، حيث 

6,4,1,0,1,2 210  aaaban 

xzorexبةخذ التعويض  z ln نجد أن ، 











dz

dy

dz

yd

x
y

dz

dy

x
y

2

2

2

1
,

1 

 وتتحول المعادلة المعطاة إلى الصورة 
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zey

dz

dy

dz

yd
 65

2

2

 

 والتي يمكن كتابتها على الصورة 

                                           zeyF   ،  652 F 

065المعادلة المتجانسة                          
2

2

 y
dz

dy

dz

yd
 ، 

 يمكن كتابتها على الصورة        

  0652  y 

 وتكون المعادلة المساعدة لها هي 

 
  

2 5 6 0

2 3 0

r r

r r

  

   
 

 وجذور هذه المعادلة هي            

3,2 21  rr 

 المتجانسة هو وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة

3 2 3 2

1 2 1 2

x x

hy c e c e c x c x    

 سة فنحصل عليه كما يليأما الحل الخاص للمعادلة غير المتجان

                                                    zz

p eey
2

1

65

1
2




 

                                                          وذلك لأن  1 2F  . 

 والحل العام للمعادلة المعطاة هو



 

  134 

 المعادلات التفاضلية العاديةمقدمة في 

 
xxcxcyg

2

12

2

3

1  

لذلك فإن الحل العام للمعادلة  
zey

dz

dy

dz

yd
 65

2

2

                   ، هو                                                                                                                          

3 2

1 2

1

2

z z zc e c e e  phg yyy  

 اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية: (:2مثال )

x
xxyyxyx

6
ln643 22  

 الحلــــــ:

 هذه المعادلة هي معادلة أويلر، حيث 

4,3,1,0,1,2 210  aaaban 

xzorexبةخذ التعويض  z ln نجد أن ، 











dz

dy

dz

yd

x
y

dz

dy

x
y

2

2

2

1
,

1 

 وتتحول المعادلة المعطاة إلى الصورة                                                                  

2
2

2

2
2

2

4 4 6 6

6
3 4 6

z z

z

z

d y dy
y z e e

dz dz

d y dy dy
y z e

dz dz dz e

   

 
      
 

 

 والتي يمكن كتابتها على الصورة    

  zz eezyF  66 2 

 وتكون المعادلة المساعدة لها هي  
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    2 24 4 0 2 0r r r      

 وجذور هذه المعادلة هي       

221  rr 

 وبالتالي يكون الحل العام للمعادلة المتجانسة هو 

  2

1 2

z

hy c c z e  

 أما الحل الخاص للمعادلة غير المتجانسة فنحصل عليه كما يلي                                                          

 
 

 

2 0

2

2 2

2

1
6

2

1
6 6

1 2

z z

p

z z

y z e z e

z e e



 

 
 

  
 

 

                 zz eez 
3

223 

 لذلك فإن الحل العام للمعادلة 

zz eezy
dz

dy

dz

yd  6644 2

2

2

 

zzهو          eez 
3

223  2

1 2

zc c z e phg yyy  

 والحل العام للمعادلة المعطاة هو

   
x

xxxccxyg
3

2
lnln

32

21

2  

 حل مجموعة المعادلات التفاضلية الآتية:أوجد  (:3مثال )

 

  2

2 3 0 (1)

3 2 2 (2)

x

t

D y

x D y e

  

  

 الحلــــــ:
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 ( نحصل على:1( من )2وطرح ) (3)( في 2وضرب ) D+2)( بالمؤثر )1بالتةثير على المعادلة ) 

 2 24 5 6 tD D x e     

 الصورة وهذه معادلة تفاضلية خطية ذات معادلات ثابتة حلها لعام على

5 2

1 2

6
(3)

7

t t tx c e c e e   

 ( نحصل على 1بالتعويض في المعادلة )

 
1 6 2

2 ,
1 2

3 7

1 24 2
3 3

1 2
3 7

8 2
(4)

1 2
7

t st t
y D c e c e e

t st t
c e c e e

t st t
y c e c e e


    


   


   

 
  

 
    

 (.3( ،)4الحل الكامل يعطى بالمعادلتين )
 

 تمارين: -4/6

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية:  -1 

1) 3 2 0 .

2) 6 9 0 .

y y y

y y y

   

   
 

3) 3 0 .

4) 2 10 0 .

y y

y y y

  

   
 

  
5) 6 11 6 0 .

6) 4 3 18 0 .

y y y y

y y y y

     

     

 

 

7) 9 20 0 .

8) 8 24 32 16 0 .

i v

i v

y y y

y y y y y

  

      
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.03626)10

.022)9





yyyy

yyyy
 

 

  .06474)12

.064)11





yyyyy
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 

    .016249)16
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


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viiv
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 

  .0222)18

.0168)17





yyyyy
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 

    .033)20

.034)19





yyyy

yyy

viiv

v

 

                                         

 

  .,052)22

.04119)21

22

dx

d
DyDD

yyyyy vi





 

 اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية: -2

                                                      
.2cos)2

.65)1 2

xyyyy

eyyy x



 

 

                                       
.73254)4

.9158)3

2

2

xx

x

eexyyyy

exyyy




 

                                   
.683496)6

.3sin1954)5

22

2

x

x

exyyyy

xeyy




 

                                
.4107)8

.sin2364)7

3 x

xx

exyyy

xeexyyyy




 

                                 
.11618106)10

.sin42)9

32

2





xeeyyy

xxyy
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.73102sin553)12

.20cos4020sin403)11

2 



xxxyyyy

xxyyy
 

                                         
(4) 213) 3 4sin 2cos .

14) 2 4 sin 2 .x

y y x x x

y y y e x

   

   
 

                                                        
 4

15) 2 cos .

16) sin3 cos .

y y y x

y y x x

  

  

  
 

   

32

2

17) ln .

4
18) 1 3 1 .

1

x y x y y x x

x y y y x
x

   

     


 

                       

    .1433623323)20

.4322)19

22

2
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xxyyxyx
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 الحل العام لأنظمة المعادلات التفاضلية الآنية: اوجد-3
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 
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1
1

1
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t

Dx D y e

x D y e
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
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   
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2 3 1
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2
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 
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2
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