
 الفصلاادن

 سلاتاا&#الرتيب
: التكافؤ علاقة-٦١

Relation d'equivalence ، Equivalence relation

 السكن« مجاصة ر العلاقة دمشق مدينة سكان مجموعة سر في لنمرف

 صلاح فيه يسكن الذي الشارع في علي سكن فاذا ، واحد شارع في
 واحد شارع في سكنها حيث من لصلاح مكافىء عليا إن نقول فإننا

• ومتعدية ومتناظرة منمكسة العلاقة هذه أن بسهولة ويلاحظ

: بالشكل الصحيحة الأعداد بمجموعة ي ر العلاقة ولنعرف

 يقبل {-ب و صصx ){،ت(دصص٠ ={){،ت( م
 ه}. علل القسمة

: أن المعروف من

 ه عى {وب قسمة باقيا« ،ح< ه عى القسمة يقبل «{-ب

.٢ متساويان

 باقي حيث من متكافئان {، العددن إن الحالة هذه في نقر لذا
• ومتعدية ومتناظرة منعكسة العلاقة هذه أن بسهولة ويبرهن ه. عى قسمتها

(١٥) ٢٢٣



 علاقة إنها سم ما مجموعة في معرفة س علاقة عن نقول تعريف:
: كانت إذا فيا تكافؤ

 متعدية٣ متناظرة-٢ -منعكسة١

 متكافئان إنها س التكافؤ بعلاقة مرتبطين {ت عنصرن عن ونقول
: ونكتب م وفق

 ب ب م أو ب يم{

 هي المستوي مستقيات مجموعة في العرفة التوازي علاقة إن(:١ مثال)
 منقا ثلاثة م، م، م،٥ &ن إذا لأنه وذلك تاذو علاقة
: فإن الجموعه هذه من كيفية

. منمكسة فالعلاقة اام م نفسه يوازي م -المستقم١

 م اا ما, ح< م, ا/ مد م.أي ا/ م, فإن م، ا مد كان اذا-٢
 متناظرة والعلاقة

 متعدية والعلاقة م,/ م فإن م ا/ م, و ا/م( م. كان اذا٣
 ت٢

 م/ مد مر ا م و ما ا/ أي:
٢

 تكافؤ بعلاقة ليست المستوي مستقبات بين التمامد علاقة إن(:٢ مثال)
 يكون أن مكن لا المجموعة هذه من كستقم م لأن وذلك

 يكة .ذ! وه منعكسة لست والعلاقة نفسه مع متعامدا
 ا ،

. تكافؤ بعلاةة ليست الذكورة العلاقة ان عى للبرهان

 يعرف مدرسة طلاب أجل من» ب عر من{« قولنا إن:(٣) مثال
 متكافئان واحد عام في ولدا طالبين كل تجمل تذؤ علاقة

. العمر حمث من
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{ يثل حيث {اب العادي للعدد ){،ت( بزوج لرمز(:٤ مثال)
 ولنعرف الكسر( مقام) مخرج وب الكسر )بسط( صورة

: العلاقة العادية الأعداد مجموعة في

> ب.ع=س. ح<( ع6 )س )ب،>}ر
 سة

. التالية بالخواص لتمتعها تكافؤ علاقة العلاقة  هده إن
$

 منمكسة والعلاقة ب.>==.ت لأن )ب>( -)ت»>(س١

• لأن وذلك )ب»>( (م )س'ع ه )س'ع( =اس6 -)ب٢

 د=ب س<> بع=س متناظرة والعلاقة

 ،ه(s) =(س4 )ت<(865) ع(س )س و )س"ع( )ت»>(س-٣
• لأن وذلك

 م=ى> ب< متء س و ب.ع=س=
 ا ا

 المساواة من واستفدنا ه بد الأولى المساواة طرفي ضربنا اذا لأنه
 نحد الثانة

> ى٦ د م ب٦  خ ا

 المطلوب وهو
 نحد( الصفر يساوي لا )الذي ع عى وبالتقسم

 متعدية والعلاقة ه(45) (س=6 )ب أي ه=ى> ب

 التكافؤ( )صفوف أصناف-٢
Classes d'equivalence . Equivalence Classes

 في المعرفة التوازي علاقة أن نلاحظ فنوف(١) المثال إلى عدنا إذا

 تتكون جزئية :جموعا، إلى المجموعة هذه تقم المستوي مستقات بمجموعة

 مستقهات إن ونقول بينها فا المتوازية المستقات جيع من منها واحدة كل
 موازية كونها حث من بعضها مع متكافئة الجزئية المجموعات هذه من كل

. منها لواحد

٢٢٥



 كان واذا س تاذؤ علاقة سرم المجموعة في عرفنا إذا تعريف:

 التي سيم من الجزئية المجموعة نسمي فإننا مر من كيفي عنصر{
 له ونرمز{ تكافؤ سنف م وفق{ ل المكافئة العناصر من تتكون

. الصنف هذا مثل){ وتسمى){( ص

. تكافؤ  صمى

: التعريف هذا من يذقج

 إى ينتمي رم د س عنصر كل١

 فإنها بعصر)=( 'ص )ب( ص التكافؤ صنفا اشترك -إذا٢

 رم من واحدة جزئية مجموعة جثلان أي متطابقان

 علاقة أن وما)=( )ب(وسدص ص د س كان إذا الحقيقة في

: يكون فانه ومتعدية متناظرة علاقة س التكافؤ

> بس ت<> ر مى و بمن ح<> س ى و "نا

 فإننا= بس أت وبما ب س س، فإن )ب( ص= س, كان وإذا

 الأول الصنف من عنصر فكل)>(. =ص س, أي سر= نجد

•• ،اء "ثم ",تهث
 الجزئيتين المجموعتين فإن ر وفق متكافئين غير ت،> كان إذا٣

 هدن بن ووجد لا أنه يعني وهذا منفصلتان )ح( وص )ب( ص

: أي مشترك عنصر أي الصنفان

6)>(= ص٨ )ب( ص
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 سيكونان فإنها الصنفين هذن بي مشرك س كان إذا لأنه وذلك
. فرضنا ا خلافا> ر ب ويكون متطابقين

: بقولنا(٣)٤(٢) الخاصتين نلخص

 متساويان فانها وإلا منفصلين يكونا ان إما ر للعدقة تكافؤ سنفي كل إن

 أن بذلك ونعي سم لمجموعة تجزئة التكافؤ أصناف إن -نقول٤

 مثى مثى ومنفصلة خالية غير سيم من جزئية مجموعات التكافؤ أصناف
: أي نفسها س المجموعة يساوي واجاعا

 ه (ة٣١ س سم {د٧
 ه= )ب( ص٨){( ق< ب {ر ، دس ت {،٧

 ن )ب( ص ن){( ص لرم=

 سرم قسمة ناتج س وفق سر، المجموعة تكافؤ أصناف موعة نسمي
. مرا/م بالشكل لذلك ونرمز عى

 تجزي، المستوي مستقات موعة في المعرفة التوازي علاقة إن(:١ مثال)
 منحى منها صنف كل نسمي تكافؤ أصناف إلى المجموعة هذه

 هلذ مس:قمت بمجموعة من جزئية موعة وهو المستوي هذا في

. بينها فها المتوازية السستقهات كل من مكونة المستوي

 تجزى، تكانؤ علاقة هو س المجموعة في المعرف التساوي إن(:٢) مثال

 من منها صنف كل يتألف تكافؤ أصناف إلى المجموعة هذه

 أي واحد عنصر

} {س= )س( ص ره د س٧



: بقولنا ط الطبيعية الأعداد مجموعة في ر علاقة عرفنا إذا(:٣) مثال
 ، معا فرديان أو زوجيان ب،> الطبيعيان العددن إن«

• يا ة'•• م مجموعة ها تكافؤ صنفر إلى ط المجموعة تجزى، تافق علاقة س فإن

. الفردية الطبيعية الأعداد ومجموعة الزوجية الطبيعية الأعداد

Relation d'ordre ، Ordered relation  الترتيب علاقة٦٣

 كان إذا فها ل>( سلف رب العلاقة ما مدينة سكان في عرفنا إذا
 العلاقة: هذه أن نلاحظ فإننا أجداده أحد أو والديه أحد أو> هو ب

. المدمنة سكان من ت كان مها ب ل سلف ت لأن -منعكسة1

 فان لو، ملفا ،و> ل> سلفا ت كان إذا لأنه -متعدية٢
. اى سلف ب

 فإن ، لت سلفا و> ل>، سلفا ت كان إذا لأنه لاتناظرية-٣
. نفسها= هي ب

 ب) بقولنا علاقة الفرات نهر عى الواقعة المد في عرفنا وإذا
> المدينة في مروره بعد ب المدينة في الماء مر إذا فها>( من أخفض

 بالصفات كذلك تتمتع العلاقة هذه أن نلاحظ فمندئذ ، ذاته الوقت في أو
. قليل قبل المذكورة الثلاث

 المثالين هذين في واخفض سلف لكلمتي ، يلاحظ أعطينا،ا )لقد
 واعتبرنا لنفسه سلفا الانسان اعتبرنا حيث المألوف المعنى من أوسع معى

. نفسها( من اخفض المدينة

• عامة وبصورة

 فا ترتيب علاقة إنها رم بمجموعة في معرفة س علاقة عن نقول
 كانت إذا

. متعدية٣ لاتناظرية-٢ -منمىسة١
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: بالشكل عادة لذلك نرمز فاننا ترتيب علاقة وفق> ت كان وإذا

 ب><
 م

> خ ب او

 نقول >ا قبل واقع أو> سابق ب إن بقولنا: ذلك ونقرأ
. ب بمد واقع أو لب لاحى> إن

 أجزاء مجموعة )رم(6, في المعرفة ج الاحتواء علاقة إن(:١ مثال)
 ،>،ى ت كان اذا لأنه. ترتيب علاقة هي سم المجموعة

 تعريف حسب يكون فإنه من، من جزئية بججموعات ثلاث
 الإحتواء

١ بة ت ما منعكسة الاحتواء علاقة
> ب=< دب ح> و ج- ب لاتناظرية الملاقة  كان إذا-٢

 متعدية العلاقةs <بج >دى د=و ب كان إذا-٣

 ط الموجبة الطبيعية الأعداد بجوعة في المعرفة ، «يقم علاقة أن:(٢) مثال
• لأا وذلك ترتيب. علاقة مي

: منعكسة ط د ب٧ ت\ت  ر

 <ب=> =إب با>و لاتناظرية:٢
 <باىs ب\>،>[: متمدية-٣

 هي المادية الأعداد بجوعة في المعرفة< المألوفة العلاقة ان(:٣) مثال
. ومتعدية ولاتناظرية منعكسة ، واضح هو كا لأنها، ترتيب علاقة

 الجزئي والرتيب الكلي الترتيب-٦٤
Ordre total. Ordre partiel . Total ordre . Partial ordre

 والتي ,ع العادية الأعداد بجوعة في المعرفة الرتيب علاقة درسنا إذا

 ،> ب العادان العددان كان مها أنه بسهولة نستنتج فإننا ب< لها نرمز
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 أي ت±= ،<> ت العلاقتين من الأقل عل واحدة يحققان فإنها
: المركبة العلاقة يحققان إنها

 د> ب أو>

 ,ع وإن كي ترتيب علاقة هي ع عى العرفة ك العلاقة إن نقول
. ك الملاقة كليا مرتبة

 بمجموعة )رم(& في العرفة الإحتواء علاقة دراسة إلى عدنا إذا أما
 تحقق لا المجموعة هذه عناصر من أزواجا جد فإننا سم المجموعة أجزاء
 نقول د الشكل ذات العاكسة العلاقة ولا ء الشكل الإحتواء علاقة

 من، المجموعة أجزاء بجوعة في المعرفة الإحتواء علاقة إن الحالة هذه في
 العلاقة. بهذه جزئيا مرتبة )مسم(٤, المجموعة وإن جزئي ترتيب علاقة هي

 إنها ترتب علاقة فها عرفنا بجوعة من 'ه5 عنصرن عن نقول
: كان اذا فيا متقارنان

 ى هر أو م كس
. متقارني غير إنها نقول فإننا وإلا
 رم'(.) بالرمز س علاقة عليها معرف س، لجموعة عادة برمز

 وإلا كليا مرتبة )منم،( ان قلنا كي ترتيب علاقة س كانت فإذا
. جزئياً مرتبة )سر»م( إن قلنا

 جزئيا. ترتيبا مرتبة ،د()€6, بيئا كليا، ترتيبا )ط،±(مرتبة إن

 علاقة تثل أن اصطلح لقد٠ الترتيب لعدقة السهي التمثيل-٦٥
 المجموعة هذه لعناصر نرمز بأن سرم منتهية :مجموعة عل معرفة ترتيب

 ينطلق بسهم المفروض الترتيب لعلاقة حقق زوج كل بن ونضل بنقاط

 أن نبين ولكي. الثانية المركبة في ليستقر الزوج هذا الأرى المركبة من
 مغلة] منحنا النقاط هذه من نقطة كل من نرمم منمكسة العلاقة هذه
. فيها وينتهي النقطة هذه من يبدأً
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 المجموعة في المرافق السهمي بإل±طط العرفة العلاقة إن:(١ مثال)
{٥،s>،،}}

(١١٧) الشكل

: الأزواج تحققها جزئي ترتيب علاقة هي

 م(ا5)6(s)> {(،٤)>6 )ت{(4 ر>،(
)>»>(( )ت»ت(ا ){{(ا {(ا4 )م4(s )م،

(4s(٥6٥) $ما
: الأزواج قبل من محققة وغير

}(s)(ا)ت=(ا٥4){ >(ا4){ ب(ا4{١ ا 
 )ه،ت(ا )م»>(م( ه(ا6)> (ا٥4 )ت ى(ا4 )ب

(s )ى»>(م  )ك،ت(. (ما٥ ،6

 معروفة) ترتيب علاقة تثل أن المؤلفين بعض بررى الرمم لسهولة
 بهذه مرتب زوج كل مركبتي بين يصل النقاط من مجدوعة( مقدما
 تمر ذاته الاتجاه من متلاحقة أسهم عدة أو الترتيب باتجاه سهم العلاقة
. أخرى بنقاط

 ،٣،٢ ،١ المجموعة{ عل )يقسم( ب المعرفة الترتيب علاقة إن(٢) مثال:
 جزئي ترتب علاقة وهي المرافق السهمي بالخطط }تثل٦٤٥'٤

 أو واحد بسهم ببعضها مركباتها تتصل لا أزواجا يحوي الخطط لأن
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.4f \" ر
 إر ٠.

 بلأ

(١١٨١ الشكل

 اتجاه من سهم من بأكثر
((٣6٥): مثل واحد

((٦'٥))(٣٤٢)
( ٦٤٤)

: تعاريف

 حث ب عنصر مرتبة سر، وعة في وجد -إذا ا
 سرم د س٧ خرس ب

. المجموعة هذه في الاول العنصر نسممه فإننا

: حمث ب عنصر رم في وجد وإذا

 سرم د س٧ ب<س

،4 و. عة الج هذه ى الاخر العنصر نسممه فاننا

 وفق الطبيعية الأعداد مجموعة في الأول العنصر هو الصفر إن(:١) مثال

 وفق أخير عنصر المجموعة لهذه ليس.> الترتيب علاقة
 هذه الترتب علاقة

 الصحيحة الأعداد بجوعة في الأخر العنصر هو الصفر ان(:٢) مثال
 علاقة وفق أول عنصر المجموعة لهذه وليس والدفر، السالبة
.< الترتيب

 عر ي- فيها رفنا الت،}٦٤٥٤٤'٣٠٢'١{ الجموعة في نلاحظ:(٣) مثال
 هذه في أول عنصر هو(١) العدد أن ، يقسم« ترتيب علاقة

 وليس المجموعة هذه عناصر من عنصر كل يقسم لأنه المجموعة
 يقبل المجموعة هذه من عدد أي يوجد لا لانه أخبر عنصر لها

. منها واحد كل عل القسمة
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 عنصرن {،ب ولبكن سرم'س() المرتبة المجموعة لتكن-٢
: التالية التعاريف عادة تعطى ب.{ بالشكل ر العلاقة وفق متقارنين

 الجزئية المجموعة هو بدب وينتهي ب{ يبدأ الذي المفتوح المجال١
: للعلاقة المحققة س العناصر من المكونة سرم في

(٣)٠٠٠٠ =ب ،س=،س ت >س{
. ب]{،ب[ الفتوح المجال هذا نرمز

 في الجزئية المجموعة هو ب ونهايته{ مبدؤه الذي المغلق المجال-٢
 الى بالإضافة(٣) للعلاقة الحققة س العناصر من المكونة سر،

 هب[م،ت]. ورمز م،ت العنصرين

 المجموعة هو ب ونهايته{ مبدؤه الذي اليمين من المفتوح المجال٣
 بالاضافة(٣) للعلاقة المحققة العناصر من المكونة رم في الجزئية
. {،ب] ه ونرمز إىب

 المجموعة هو ب ونهايته{ مبدؤه الذي اليسار من المفتوح المجال٤
 بالاضافة)+( للعلاقة المحققة العناصر من المكونة سسم في الجزئية
 [م،ت[. ب ه ونرمز{ إ

}٩4٨٤٧٤٦٤٥'٤٤٣٤٢٤١ رم={ المجموعة في عرفنا إذا: مثال

: يكون فإنه» يقم« الترتيب علاقة

{٨٤٢}=]٤[
{٩٤٣}=[٩٤٣]

{٦٤١}=]٣٤٢٤١]
{٩٤١}=[٩٠٣[
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 تايانياوة
: التكافل عادقة

 س ثنائية علاقة صص الصحيحة الاعداد بمجموعة في نعرف-٢٠٢
: يي بما

 ه(٦ مرم،ت>= د م =جب)ع بس

 العلاقة. هذه تكافؤ أصناف وعين تكافؤ علاقة العلاقة هذه أن برهن

: الحل
: لانها تكافؤ علاقة العلاقة هذه إن

 ص، د٠،٠x=٠ ب= لان

• لأن >س<

 لسف ي ما

 ح ى فا

 -منعكسة١
 متناظرة-٢

 م'=-م حث']8٦ >-ب=< م٦ أب->=

• لأن وذلك ى(<بسى >س )ب=و: متعدية-٣

 صرم -+م'د٥'(:٥+٥) ب-=< ه']٦ >-ذ= و ه->= أب
: صص د م خث يلي ما مي العلاقة هذه تكافؤ أصناف

}١+٦٥= :س ={س ص, ا}٥٦ :س= {س= ص.

}٣+٦٥ :س= ص={س }ما٢+٦٥ د :س ص,={س

}٥+٥٦ :س= ص،={س }ا٤+٥٦ :س= ={س ص
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 علاقة ، المدرمة غير الحقيقية الاعداد بجوعة ,ع، في -نعرف٢٠٤

: بالشكل س ثنائية

• واحدة إشارة من ع و س أي٠ ع<٠ س<+ ع س س

 العلاقة. هذه تكافؤ أصناف هي ما تكافؤ. علاقة العلاقة هذه أن برهن

: بالشكل ده العلاقة ,ع في عرفنا إذا

•< ع٠ س جة ع س

 ؟ تكافؤ علاقة العملاقة هذه هل

: المحمل

 علاقة هي, في المعرفة ع<.٠ ج<س ع س س: العلاقة إن
: التالية الثلاث بالخواص تتمتم لانها تكافؤ

• س<٠ س د,ع س٧: -منعكسة١
: أي٠ س<٠ ع فإن٠ ع<٠ س كان إذا: متناظرة-٢

 من ن ع< عv مس

: فات ص<.٠ وع ع<.٠ س كان إذا: متعدة-٣

• ص<٠ س

 إشارة من ص د ع وكان واحدة إشارة من ع د س كان إذا أي
 )س'ع»ص( بين المشركة الإشارة هي واحدة إشارة من س»ص فان واحدة

: ذلك ونكتب
 <س ص ع و ع م

 الموجبة الحقيقية الأعداد بمجموعة مها فقط تكافؤ صنفا العلاقة لهذه
. السالمة الحققة الأعداد ومجموعة

٢٣٥



 في عرفنا اذا أما نهوعه.,١ س.ع< العلاقة الصفر فيها ما كامة ع
: العلاقة هذه فإن

 د,ع ر ك. .س ن لأن -منمكسة١
 ا سب

.4 ع.س فان ك. ع٠ س كأن اذا لأب -متناظرة٢

: الاقتضاء علاقة لأن دوما متعدية غير-٣

.< ص٠ س ا. ص٠ دع٠ ة ع٠ س ،

 أن إذ٣ »ص=+ ،ع=.٣ س=- أجل من مثلا محققة غير
(٣+٤٠) والزوج<. ع٠ س الاولى العلاقة يحقق(٠،٣)- الزوج
(٣ ،+٣)- الزوج يحقق لا بينا٠ ك ص• ع الثانية العلاقة يحقق

 ك. ص٠ س العملاقة

 المجموعة في المعرفة<. ع٠ س العلاقة أن عل يبرمن تقدم ما إن

. متعدية غير علاقة لانها تكافؤ بعلاقة ليست ,ع

: العلاقة سسم أجزاء بجوعة )سرم(&, في -نعرف٢٠٥

 ا)سرم( من معن عنصر ه >(حيث8٨ ب=٨ )ه >ح< بس

. التكافؤ أصناف وعين تكافؤ علاةه س العلاقة أن -برهن١

: التالة العلاقة صحة برهن٢

6 ه=٨=(٥ س(<)ب >)وفق ح ب

 ؟ سرم= أو =ه م كان اذا ر العلاقة شكل يصبح ماذا-٣

• الحل

• لأنها تكافؤ علاقة س العلاقة ان

. صحيح وهذا ب٨8 ب=٨8 بسبح< منعكسة:١

٢٣٦



• لأن حرب<> بم متناظرة:٦
 ب٨ ه>= م ه>< م ه= ب٨ م

• لأن وذلك بسى<5 >س و ب= متعدية:-٣

>٥٨ ب=٥٨]<5٨A>=٨ >]و[ه8٨ ب=٥٨[
. متعدية علاقة المجموعات تساوي علاقة لأن

: العلاقة هذه تكافؤ أصناف

 ه,>= م8 ت=٨ ه ح< )وفق( ج> ب إبت
(.8 من جزئية بمجموعة )ه

 ه م>= م ت= م =ه ه٨ ه
 ي

: ان وبما

 منها لواحدة مكافئة بجوعة وكل ،ت،> ه الثلاث المجموعات فإن
 له نرمز ه تثله تكاذؤ صنف تكور وهي م( )وفق متكافئة

 نحصل فسوف ه من جزئية مجموعة كل ه بدلنا )م(إذا ص ب

• لأن الملاقة هذه تكافؤ أصناف عى

 الاقل. عى يمثله يحوي منها واحد كل لأن خالة غر الأصناف هذه ا
 الصنفان وحو ده م كأن اذا لانه منقصة الاصناف هذه٦

 يكون: فوف مثلا مشركات عنصراً )ه،( ص م(د8) ص

 ه ه= م8 ب=8٨
. فرضنا ما خلافا ,=هA يؤدي وهذا

 ه ه=٨8 ب=٨ ه

 الأصناف هذه من واحد إلى ينتمي )سم( م& من ى عنصر كل
( خالية مجموعة ه تكون )قد ى=ه٨ كان إذا لأنه وذلك
: فإت

 )ند،(. ص ذد أن يعني وهذا ه=ه٨ ه ى=٨8

٢٣٧

-٣



• لأن صجحة الملائة $ إن٢ هدم

6 ه(=٨)>٥(٥٨ ح<)ب6=٥٨>(٥ )ب
(٥ عى٨ توزيع )خاصة

(D > خواص )من ه٨ ه=>٨ ب

( س )وفق  ح هم خي<

> م6 ب=٨ ة العلاقة فإن ه ه= كان اذا٣ دوما محققة
. مطادةة فهي دوما محققة س العلاقة إن الحالة هذه في ونقول

: تكون فإنه سر= ه كان اذا أما
 ح ب= >ي<٨ ب=رم٨ فرم

. التساوي علاقة هي س والعلاقة ح<ب=>> بس  أي

 ط} ، ،٥ ،s م،،>،{ المجموعة في المعرفة العلاقة أن برمن-٢٠٦
: تكافؤ علاقة هي التالي الديكارتي بالتمثيل

 ثم

 و

٣

 ط فه٥$٠ ه ع

(١١٩) الشكل
 لقطر المناظر( )ع»س الزوج

: الحل

: لانا تكافؤ علاقة العلاقة هذه إن

 جيع تحوي أنها إذ -منعكسة١
. القطرية العناصر

 المحققة النقاط ان إذ متناظرة-٢
 بالنسبة متناظرة العلاقة لهذه

 من زوج كل يقابل للقطر.
 للعلاقة حقق( )س'ع الشكل

. المفروضة العلاقة يحقق

 تحقق الشكل هذا عطى الواقعة للنقاط الممثلة الأزواج لأن متعدية-٣
: العلاقة

٢٣٨



 الشكل من( )س'ع< الشكل من( )عص و(٤ )س
 الشكل من )ب(< الشكل من )ى،ط( (وs٤ )ب فثلا

 فها دائرية إنها سم المجموعة في معرفة س علاقة عن نقول-٢٠٧
: حققت إذا

 ب س5<5 >س و بص>

 تكافؤ علاقة تكون فإنا دائرية منعكسة علاقة كانت إذا أنه برهن
. دائرية علاقة هي تكافؤ علاقة كل العكس وعى

: الحل

 فإنه منمكمة س العلاقة أن عا

: فانه دائرية العلاقة أن وبما

> بس< )بسب( )=سب(و

. متناظرة س العلاقة ان يعني وهذا

: فإن متناظرة س العملاقة أن وما
 )ب»ى(< )ى،ت(< و(4).> و )ب»>(

. المطلوب يبرهن وبذلك متعدية علاقة ر والعلاقة

 ومتناظرة منعكسة فإنا تكافؤ علاقة س العلاقة كانت إذا: المكس
: أي ومتعدية

5 بس< ب س5< >سى و بس>

 دائرية العلاقة أن أي

 بيات د وليكن سم الجموعة في معرفة علاقة س لتكن-٢٠٨
 الحداء في القطرية للعناصر ب] ولنرمز العملاقة هذه
. المكسبة العلاقة بيان د' و سيمx رم

(١٦)٢٣٩

 ب س ب' لرم د ب٧



. متناظرة-٦ منعكسة.٦ العملاقة: قولنا أن ا-برهن
 الترتيب عى تكافى، ، متعدية-٦

 د ج د ده
 و

٣  عر د-ا=د

-٢  د د ا
 و

١

 د=د ده الى يؤديان(٣ (،)١) الشرطين أن -برهن٢

: الحل

 د )ب»ت(د6 ب٧ ح< 'بسب رم د ب قولنا ان

 رم د ب٧ (دد، )ت»ب فا د٥ كان إذا وبالعكس
 رم د ت٧ بصب' اي

 ص

١

 تعريف )حسب (دد-ا )داب فان )ت،>(دد كان اذا٢
.( المكسية العلاقة

 متناظرة العلاقة أن وما

 د-ا د )ب»>(< )داب(دد< )با>(دد فان

 د-ا )ب»>(د< د )بش>(د٧ أي

 د )داب(د< (دد-ا ر)>»ب عاثلة وبدورة
 د=دا أن يعني وهذا

. يكون فانه د=د- كان اذا العكس وعى

 و-ا د )ب،>( )ب»>(دد<٧

 د <)>اب(د (دد-)>» )ت،>(دد ولكن

. متناظرة علاقة ر العلاقة أن عل يبرهن ما وهذا

: يكون فإنه متعدية العلاقة كانت إذا-٣

 )ب»(دد< و)>،ي(دد3 )ب»>(د

٢٤٠



 فإت س العلاقة(s )>، وحقق س العلاقة( )ب،> حقق إذا
 وهو د٠ د (دs6 )ب أن أي س ه س المركبة العلاقة يحقق )ب،ى(

 د ج د ده الملائة إلى يؤدي وهذا د إلى ذاته بالوقت ينتمي

 وكان د د د د، كان إذا المكس وعل
 د د )ب،ى( فإن )>،ى(دد و )ب،>(دد

 متعدية العلاقة إن قولنا يفسر ما وهذا

 («د )ب،ب فإن س د ب يعي فهذا الأول الشرط تحقق إذا-٢

 د«د يقعفي3 من عنصر كى أن الآن ولنبرهن د ج د ده أن برهنا لقد

 يكور )أً! الشرط إلى واستناداً )ب،>(دد لنفرض
 ما وهذا )ت،>د>هد ا هذا عن وينتج د )>،>(د أيضا

• أن عى يبرهن
 د د ء د د

٠ يكون(r) الشرط إلى وبالإضافة
 د ه د د

 برهن ،}. ={{،ب،>،ى،ة س الجوعة لتكن٢٠٩
 }و{ث}٥ ،s {{،>}و{ الجزئية المجموعات أن

 س تكافؤ علاقة تعرف وأنها سس لمجموعة تجزئة تشكل
 إلشكل معطاة سر المجموعة في

. نفسها الجزئية المجموعة إلى ينتميان 'ع حدس ع س

: الحل

 {و،ه}=ه٨
 =م {د}٨
 =ه {ت}٨

٢٤١

 {{،ت،=}
 {{،ت،=}

{٥،s}

: لدننا



 س }{ن}=٥،٥ إ٧ و{م،ت،=}
 فإننا خالبة ليست الجزئية المجموعات هذه أر لاحظنا وإذا
 سر. ل تجزئة تشكل الجزئية المجموعات هذ. إن القول نستطيع

. لأ\ تاذؤ علاقة ر العلاقة إن
• ٢

 س س

 س من ع ه نع ن
 ص س ص(<س )ع٨ )مدح(6

 منعكسة

 متعدية

١

•٣
 متناظرة-٢

 كانت إذا فها بين}.٤'٣،٢ ،١ سر={ المجموعة -لتكن٢١٠
: سرم لمجموعة تجزئة التالة الجزئية المجموعات جماعة من كل

} {٢}١١4{٣٤١},
} ({٣}٢4{٢/6{٤،١},
} ،}٢٠٣ }ا{٤'٢٠١{٣)
} }٤ /ا{٣٢ }ا{١{)

: المحل

 موء٥ا. ،• ي عة، الى لمهذ. تحئة ما، لمجموعة جزئية مجموعات ججاعة تكون ي

 سمة خالة. ليمت المجاعة هذه عناصر تكون أن أو؟: شروط ثلاثة تحقق أن نجب
 احا=ما لكون أن: لثاt بينها فا منفصلة الجزئية الجموعات انيا:

 «و اعم، ا=، -و•٠٠-- ع
: أجل فن المعطاة المجموعات عى هذا لنطبق الأصلية. المجموعة

٦ء الهه يساوى لا اجتاعما ولكن منفصلة الجزئية المجموعات(١
 رم .شموعه :ساو '٣'٠-

. سرم لمجموعة تجزئة تشكل لا اذن

 منفصلة الجزئية المجموعات أن٤ خالة ليست الجاعة هذه عناصر إن(٢

 أمبر،ر تبرنا معكر أنا سه اهرءة وا+ايساوي

٢٤٢



• تجزئة تشكلان لا اذن منفصلتين غير الجزئيتين المجموعتين إن(٣

 واجاعا منةصلة الجزئية والمجموعات خالية ليست الجاعة عناصر إن(٤
. رم لمجموعة تجزئة تشكل فبهي رم المجموعة يساوي

 المجموعات أن ولنفرص الخاليتين غير دع سر المجموعتان اتكن-٢١١
 رم. لمجموعة تجزئة تشكل سر، في 'سر "سيم سرم الجزئية
 ، ,عx ،سرم عx سيم الجزئية المجموعات أن بهن
. عx رم للمجموعة تجزئة تشكل ع٢ ر-

 الحل

 تحقق فهي سيم ل تجزئة تشكل رمم سيم، سر,' أن جا
: التالة العلاقات

٢ سرم=٨ ري=ي،٨ سر= سر=ي٢١ رم
. ريي=برء ل لرا ل مر،، و

 ع، سيم,«' عx سيم, الخالية غير الجزئية المجموعات تشكل لي
 فها منفصلة تكون أن يجب ، خ ر لمجموعة تجزئة عx سرمر

: الأشاء هذه من لنتحقق خ. ره« يساوي واجتاعها بينها

 ,خX(٠ مر٨ _ع(=)سيم,٢ )سر٨ غ(x إسره
( التقاطع مع الديكارتي للجداء التوزيعية الخاصة

( الفرض )حسب _غx ه--
 الديكارتي( الجداء خواص من الأولى الخاصة )حسب =ه

x  سم٨ غ(=)سيم٤x(2) )ر٨ )سرم كذلك
 ع=ه٠6=

x )2x( ميم,x )سيا٨ ع(  سيا٨ ع(=اميم
€ ت٦ ر=

 ا

٢٤٣



 م

 واخبرا

(٤ رم&١٥(٤ )سرملا٧(٤x )رم,

(8.2 )را (ن2 سرم،« ))سر،
 الاجاع مع الديكارتي للجداء التوزيعية )الخاصة

} الفرض حسب ا 38 عرام(٢: سرم )سرء:ا

 .خx رم امطلوب وهو

 الترتيب عدقة

 أت ،هن
 علاقة '، المكسلة،ر العلاقة ترتيب مرم على

: الحل

 رء المجموعة ى ترتيب علاقة كانت -إذا٢١٢

 ومعه ولامتناظرة ،منعكسة ترتيب علاقة باعتبارها ، ر العلاقة إن
. ر-' العلاقة وتكون

 لأن وذلك -منعكسة١ م{١< دP){ ى

 <م=ب {(در١ ){،ب(د
=) ب دس-=( ){،ب و{(٤ ت١

 ن6ك إذا لأنه لامتناظرة٢
: فإن

 كان إذا لأنه متعدية٣
 س د( ){،= (د أب»> و )،ت(

 )>،{(دم (در-'< !>»ت و م8 ، فإن
. ترتيب علاقة فهي

 ر ي جزئية مجموعة سر.وف المجموعة ي معرفة علاقة•٢١٢
 ر- ت.. اف• ال,تمة الأرواب محموعة اممرفة للعلاقة بدس مز ا

٢٤٤



: الملائة صحة برهن

 ف. ى ترتب علاقة س.
-٠ م ها

 ه )ف«ف(٢ =س ى،
 ين شم ل نرتب علاةة س

 الحل
. ف ف الدبكارق الجداء موعة ق تنوى س الملاقة بان ان

 ة< ء. لإ،"-

. ف الجوعة ق معرفة علافة  فالعلاقة -ب

 العلاقة إن و هف لأنها تبب علاقة

: فإن دف٧  لأن -منمكة٦

 ق )باب(دس بx ادف )ب»ب٨ (د )ب"ب

], ت(د4 و[)ت»>(و)= ف ،>د ان إذا لأنه لامتناظرة-٢  'ق، ه

 ب==. ه )د»ب(دس رب>(، فالا،

: فان (دسs4 و)> )ت»>( كان إذا لأنه متعدة٦  فا ء-

 لدينا {نية جهة ومن )ب»ى(دس< )>ا(دس و ب'=(
· د، )ت،ى( فان وبالتالى فx دك ر،ى(  اقه ة• ،

• ملاحظة

 ن الترتب الرتيب علاقة السابق التمرين في الممرفة
 له ا

 علاقة نسمي،

. ف الجزئية المجموعة في ر العلاقة من المستنتجة

 ، الطبيعية الأعداد مجموعة في معرفة ترتيب علاقة ر كانت إذا-٢١٤
: فالمطلوب ، يقم« بخاصة ط:

: التالية الأعداد أزواج بن أو<> المناسب الرمز وضع أ-
٥٠٠٠٣١٦٠٠٠٤٤٣٥٠٠٠١٧٤٣٠٠٠٦٤٠

٢٤٥



 المجموعات في المستنتجة الرتيب علاقات كانت إذا فيا بمان

 جزئي أم كي ترتيب علاقات ، التالية الجزئية

. الفردية الطمة الأعداد مجموعة- م

 الزوجية الطعمة الأعداد مجموعة سه اقة

٤ ا١٦٨ ، المجموعة ح ،١١\٢

٢

٠ الحل

٥+٣ و٣٥٦ إذن ر وفى متقارن غير عددان وه٣ إن ا

 ولكن٣<٦ ومنه٣ يلي٦ أي٣ عى القسمة قابلة وأن
٢١٧٣٥ و١٧٣٥٦ إذن س وفى ممقارنين عير٣٥ و١٧

٤١ ومنه١٦ يسبق٤ أي١٦ تقسم فهي٤ أما

 عناصر نجد فاننا الفردية الطبيعية الأعداد مجموعة في نظرنا -إذا٢

 المستنتجة فالعلاقة إذن س. دفق متقارنين غير وه٣ مثل فيها
 الطبيعية الأعداد مجموعة في نظرنا لو كذلك. جزئي ترتيب علاقة

 س وفق متقارنن غير٦ و٤ مثل فم( عناصر نج، فاننا الزوجية
• يا..-٠ جز ترتب علاقة امستنتحة فالعلاقة وبالتالى

}١٦٨'٤،٢{ المجموعة في المستنتجة الترتب علاقة أما

8> ٤١٦>٢  لأن كي ترتيب علافة في

. و، العلاقة وفق -رتبتن٤, و سرم المجموعتان لتكن-٢١٥
: الشكل من ,غx سر- المجموعة عى علاقة نعرف

(4 >=ع٨ ع٨ >م 'ع()م'ع,احد)س, )س,

. ترتيب علاةة العلاقة هذه أن برهن

٢٤٦



: المحل

 لأنها: ترتيب علاقة س العلاقة إن

• لأن -منكسة
 ع±ع(٨ لدس )س ح= 'ع( 'ع()س )س

• لأن لامتناظرة-٦

/ =ع,٠٤٨ سم= )س ح< 'عم( س,) س 'ع( )س(

(١ =ع٠٤٨ مس, د )سم حك 'ع( س() ، 'عم( )س, و

 ا· تؤدي الأخيرة التراجحات أن الواضح ومن
@» 'ع(=)س, :)س, ومنه م ع,=ع د س=م

• لأن متعدية٣

 =ع,٨ ع٨ مر, د )س, ج< عم(4 )س, ع(س٤ )س(

 وع,=عم(٨ سم= )سم حك 'ع( صم) 'عم(من )م و

: إ تؤدي الأخيرة التراجحات وأن
( 'ع, س,) (س٨ 'ع )س(: ومنه دعم(٨ ع٨ سم= )س

 مجموعة في معرفة لعلاقة السهمي التمثيل هو(١٢٠) الشكل إن-٢١٦
 أت برهن 'بحم'ب'ا,،ب،}. 'بام {ت النقاط

· ترتيب علاقة العلاقة هذه

: الحل
: التالية بالخواص العلاقة  هده تتصف

 عقدة في تقع المجموعة نقاط من نقطة كل لأن وذلك منعكسة١

. نفسها مع مرتبطة النقطة هذه أن إلى تشير

٢٤٧



 بسهمين مرتبط النقاط هذه من زوج أي يوجد لا لأنه لاتناظرية-٢
. ختافي اتجاهين من

 الشكل من مثلثات مجموعة من مؤلف الشكل لأرن متعدية-٣
: التعدي علاقة تحقق ب بم بر

 ب س ب.= ما ص با و ما بام
٣2 ة

 به
٦

G  ب

٢١٢٠ الكل
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 تاري.ر:
 معرفة علاقة ر ولتكن المستوي مثلثات مجموعة س لتكن-٢١٧

.» التشابه ر بخاصة سرم فى
. تكافؤ علاةة الملاقة هذه أن برهن

 معرفة علاقة س لتكن. المستوي مستةات مجموعة س، لتكن٢١٨
. التعامد» ر بخاصة سرم في

 ؟ تكافؤ علاقة ر العملاقة هل

 معرفة علاقة ر لتكن. الطبيعية الأعداد بموءة ط لتكن-٢١٩
: التالي بالشكل طx ط المجموعة في

 {+ى=ب+> ح<(5)>» ر ){،ب

 ط.x (دطs )>، (و ){،ب حيث

. تكافؤ علاقة ر أن برهن(١
(٥4٣)6(٣٤١) (ما٢،١) العناصر تكاذؤ أصناف أوجد(٢

: يلي ما صحة برهن. ما مجموعة في معرفة علاقة س لتكن٢٢٠
. تكافؤ علاقة م-ا٨= تكافؤ علاقة س

 معرفة علاقة ر ولتكن. الطبيعية الأعداد مجوعة ط لتكن-٢٢١
 ط. د ،ع س حيث رإخ=< ع رس س بالشكل ط في
 العكسية العلاقة وأوجد س العلاقة خواص بين ا(

. تكافؤ علاقة-' ن س العلاقة أن برهن(٢
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 ،د}. ،ه،لs ={م،،=، رم المجموعة لتكن٢٢٢
 تجزئة تشكل التالية الجزئية المجموعات كانت إذا فيه بين

 كذلك

: سرم امجموعة

} ،د}5 {ت}اا6 {م،>،إ({١
 ،د}ا{=د}ا{ت،ء'ل}٥ {م،({٢
 إ>}ا{د،ل}}6 ،د}٥ إ{،ت،{(٣
 المجموعات كانت إذا فيا بين ,ع. و مرء المجموعتان لتكن-٢٢٣

: ع٧ سرم لمجموعة تجزئة تشكل التالية الجزئية
 -ع،ع-سم}٠رس ع،٨ {سره ا(

 ره/ع} ع،سرم-ع،٨ {رم(٢
 ع}.٥ ،سرء ع٨ {سر(٣
. العلاقة ، الحقيقية الأعداد ،بجوعة6, في -نعرف٢٢٤

 =س-ع -ع >س ع ن
 الأمر كان وإذا تكافؤ علاقة العلاقة هذه كانت إذا فها قرر

 ؟ التكفؤ أصناف هي فا

 التالية: الأشكال المعرفة العلاقات بي من التكافؤ علاقات عين-٢٢٥
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(١٢١) الشكل
 هه

(١٢٣) الشكل(١٢٢) الشكل
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 عين. المستوي نقاط مجموعة في المعرفة التالية العلاقات ادرس-٢٢٦
. تكافؤ علاقة المذكورة العلاقة تكون عندما التكافؤ أصناف

. م ثابتة نقطة من واحد بعد عى ،> ب
 ل. معان مستقم محدود واحد مستو نصف في يقعان ب'>

 المستوي نصفي من واحد نصف في يقعا لا ،> ت
. معين مستقم بينها يفصل اللذن

3

١
 و

٢
٣

٣

: العلاتتان ، الصحيحة الأعداد بجوعة صص، في نعرف-٢٢٧

٣ و٢ ل مضاعف -ع ح<س (دم )س'ع
٣ أو٢ لا مضاعف -ع ح<س دس'( ع6 )س

 ؟ التكافؤ أصناف هي ما ذلك كن وإذا ؟ تكفؤ علاقة ر العلاقة هل
 ؟ تكافو علاقة س' العلاقة هل

}١٠٤٩'٨٤٧٤٦٤٥٤٤٠٣'٢،١ سم={ المجموعة لتكن-٢٢٨
. يقم»« بجاصة سر في معرفة ترتيب علاقة س لتكن

 التالية الاعداد أزواج بين المناسب الرمز ضع(١
٢٠٠٠٨،٩٠٠٠٧،٣٠٠٠٩ ،٨٠٠٠٤٤١٠٠٠٣

 كليا ترتيبا والمرتبة سم في الجزئية المجموعات ججيع اكتب(٢
· س العلاقة من المستنتجة الملاقة وفق

 ترتيب علاقة تكون أن ، سرم جموعة عى ر لعلاقة يكن مل-٢٢٩
 ؟ مها وقت في وتكافو

 يلي: ما صحة برهن. سرم المجموعة في معرفة علاقة ر لتكن-٢٣٠

 رم. في ترتيب علاقة س-'٧ <س ترتيب علاقة (س١

 فيمرم. جزئية بجوعة كل ترتيبي علاقة <ر ترتب علاقة (س٢
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٢ د و( العلاقتين وفق المرتبتان ,ع و سرم المجموعتان لتكن-٢٣١
 من ع،x سرم المجموعة 'ي ر علاقة نعرف. الترتيب علل

: الشكل
 ع(٠ ا ع'٠ -ن س, س, ح<) عم(4 )م من( )س،ع,

٢ د و س( كانت إذا أنه برهن ثم ترتيب علاقة ر أت برهن
. كلي ترتيب علاقة س فان كي ترتيب علاقتي

٢ د و س, العلاقتين وفق مرتبتين ع و رم المجموعتان لتكن-٢٣٢
 الشكل: من عx رم المجموعة في س علاقة نعرف. الترتيب على

 سم و س, و -ن, س س إما ح<( )س'ع، ،ع((س )م

•١٤٢٤٢٧ د(= س أو
. المعجمي( )الترتيب ترتب علاقة العلاقة هده  أن برهن

٥

 ي البيات الى أضف-٢٣٣
2 سهما(١٢٤) الشكل

 ليصبح آخر واحذف
. ترتيب علاقة بيان

(١٢٤) الشكل

6 بيانها التي العلاقة مل-٢٣٤
 هي(١٢٥) الشكل في

 قولك. برر ترتيب؟ علاقة

 ى

(١٢٥) الشكل
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 ،١٠٤٩،٨٤٧٠٦'٥'٤٠٣،٢،١:{ المجموعة في نعرف--٢٣٥
: بيانا علاقة}١٢،١١

 (ما٤4٤ (ا)٦٥)6(٤4٣١ (ما٢4٣ (ا)٢،١ د={)
 ا(٩٤١١) (ما٩4١٠)٤(٩٤٨(()٦'٦)6(٧6٦)

.{(١٢٤١١)
• جزئي ترتيب علاقة بيان ليصبح واتمه وسهمبا ديكارتياً البيان هذا مثل

 أج:وارشادات
 كلا.-٢١٨
. ترتيب علاقة -ر٢٢١

• تجزئة(٣-٢٢٢

. تجزئة(٣ (و١-٢٢٣

. تكافؤ علاقة-٢٢٤

. تكافؤ علاقة(١٢2) شكل-٢٢٥

. تكافؤ علاقتا(٢ (و١-٢٢٦

. تكافؤ علاقة ر-٢٢٧

.٢<٨ ا٣<٩ ا٨٤ ا١<٣
{٦٤٣٤١}6{٥}٦'٢٠١6{٨'٤٠٢'١}

.{١٠٤٥٤١}6{٩٠٣،١}
 الوقت. نفس في ولامتناظرة متناظرة ر العلاقة كانت إذا نعم

،  ى ءس لان ترتيب علاقة لبست
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