
 النصر!دل
("" امشبل فراي) ابر: العميات

• مقدمة

 عملتا وأبرزها ، الأساسية العددية العمليات الساب عل في درسنا

 الأعداد من زوج كل" يقابل العمليتين هاتن من كل في. والضرب المع

 وحاصل ، ا.لمع حالة في( يجوعها أو) جعبا حاصل: آخر عدد
 غطا الفصل هذا في وسندرس. الضرب حالة في( جداؤها أو) غربها

 بالضرورة(، أعدادا لبست) كيفية عناصرها مجموعات على العمليات من أعم

 العمليات هذه من خامة حالة المألوفة الحسابة العمليات تشكل بجث

 والعمليات. التشكيل قوانين أو الجبرية العمليات امم علها يطلق التي الرياضية

 ،( الداخلية التشكيل قوانين) الداخلية العمليات. نوعان الجبرية

 الداخلية العمليات وأم(. الخارجية التشكيل قوانين) اغارجية والعمليات

 العمليات هي الثنائية العمليات كانت وا "،٣ الثنائية العمليات هي

 والفرنسية الاتجليزية باللغتين المصطلحات يور جدول الكتاب آخر يوجدي)(
. لها ترجة الكتاب هذا في الواردة العربة المصطلحات تشكل والتي

 العمليات« مصطلح والروس الإنجليز المؤلفين من العظمى الغالبية تستخدم )ء+(
 التشكيل قوانين« مصطلح أستعال عى القرنيين المؤافي جل يقتصر بنا ، ء الثنائية

 المؤلفات في» الخارجية التشكيل قوانين« مصطلح ورود ويندر هذا. الداخلية»
 لانستسيغ ولكننا ،» السامي الضرب ملية د مصطلح الغالب في تستخدم التي ، الإنجليزية

 الاقليدية افات الفر عى اطلع من كل عى تخفى لا لأسباب النسية هذه
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 عم اخصائي ججيع فإن ، بالدرس الجبر عل يتناولها التي ارثيية الداخلية

 العمليات( الداخلية التشكيل بقوانين أي )ر الداخلية بالعمليات يعنون الجبر

 غيرها دون منها الشناثة

( الداخلية التشكيل قوانين) الداخلة العملات

} الداخلي التشكيل قانون أو) الداخلية العملية نعرف تعريف:١-١

 عناصر من مرتب زوج كل مقابلة من تكننا قاعدة بأنها ،s مجموعة علل

Sالمجموعة من وعيد بعنصر S.الداخلية العملة إن نقول واختصارا نفها 

. s sxs في s تطبيق هي  المجموعة عى

 نإن ، بالتعريف تابعاً ه كان لما.5 عى الثنائية لعلية ه ب لرمز

. ٥((a,b)) SXS هو (a,b) من S لمرتب الزوجا يقابل الذي  من العنصر

.٥((a,b)) aob عن عرضا  الرمز استعال عى العادة جرت ولكن

a,b a.b، ناتج اختصار] أو S عى ه ناتج aob من  العنصر يسمى

٤ بالضرورة( مختلفين ليساa,b العنصران) للالتباس مجال شة يكن{ إذا

 الثانية الركبة ا د( الأول احد أو) الأولى الركبة ه تسمى٤

.( الثاني اطد أو

 إلى عادة رمز ، المعروفة المع علية حالة ففي ، المثال سبيل وعى

 بدلا ا+ه بالشكل ,هb العنصر ججع ناتج ونكتب ، ب+ العملية

 العملة إلى نرمز ، المعروفة الضرب علية حالة وفي٠((+a,b)) من

a,b ) العنصر ضرب ناتج ونكتب ،٠ ab ( أو a. ٥ بالشكل

 والضرب ا.لمع لعملتي تعمم بصدد كنا ولما.٠((a,b)) من بدلا
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 مثل اتاتع أخرى رموزا نستعمل فإننا ، الطايت

٥Tb , ab , aLb , a b ل , a٥b , asb ,

a L b , a٧ b ,

• أو ب+ الثنائية العملية إلى نرمز قد أنه إلى الإشارة بنا وتجدر

. الطاب عر في المألوفين الضرب أو الع ملة بذلك نعي أن دون

.٥٠ زائد ه« ونقرأ.a,b الحدن :موعa+b الناتج عندئذ ونمي

 ونقرأ. ،B دa العاملين جداء(ab )أوa.b الناتج نمي كذلك
b a غرب »

: أمثلة

 الماب عم في العروفتن والضرب ا.لمع مليي من كلا إن١-٢

 ، كذلك فليس الطرح أما.N الطبيعية الأعداد بجوعة عى داخلية علية

 يكون أن الضرودي من لكانN عى داخلة ملية الطرح كان لو إذ

 غر هذا ولكن. أبضاNً من عنصراN من عنصر أي طرح حامل

. a-b٤N a<b فإن ,a بجث beN  العنصر أخذنا فاو ، عقق
 ؟(. لماذا)N عل داخلية علة ليت المعروفة الحاية القسمة فإن كذلك

 ه العملة إث.٤ المجموعة أجزاء بجوعةP)( لتكن١-٣

: بالقاعدةxP(E(PB) على المعرفة

AoB= A ٧ B

 من(8٠8) زوج كل يقابل أ ذلك ،P(E) عى داخلية ملية هي
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(P(E) P(Eمن وحيد عنصر (P(Eالجزثت المجموعتين اجتاع هو 

. A٧B B, أي

=٨BA٥B بااقاعدة العرفة ه العملة فإن كذلك Aداخلية علة هي 

(. ؟ )لاذاP(E) عل

 عل داخلية علية الحساب عم في المعروف المع يشكل لا١-٤

S (1,2,3,٢٥-S. من عنصرن أي جموع ليس الققة في  المجموعة

٠1+3=44S : ، فثلا S  من عنصرا

 ؟(. للاذا)s عى داخلية علية يشكل لاs عى الضرب فإن كذلك

 بجدول منتهة تجموعة على الداخلية العملية تثل المكن من١ ه

 يعرف الذى(١) الجدول فإن المثال سبيل وعى. العملية جدول يسى

$r٩Pعلا 

٩psrP

Sr٩Pو 

r٩Psr

P$r٩s

(١) جدول

 بقابل: التالي النحو عى يرجمE={p,٩,٣ {ه, المجموعة على ء داخلية علية

 المطر تقاطع عند الواقع العنصر"ExE من(x,y) مرتب زوج كل"

: فإن هذا وعل.y من المار بالعمودx من المار

r +q=p ; S+q=r
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 بيا
٩+٢=٣;٥%s=5

 الؤلفون لما يرمز والي) الشعاعي الحارجي الضرب علة إن١-٦

 القبة الفراغ ي٧ الطلقة الأشعة بجوعة عل المعرفة(x أو٨ ب-
 يا- ء

 لتعر:] وفة. وذلك ،V عل داخلية علية هيR3 الثلاثة الابعاد ذي
 لاقه اا ،<

V  عى المعرف و للأشعة العددي أو الداخل الضرب أما. العملية هذه

(. ؟ اذا) داخلة علة يشكل فلا

: ملاحظات

 بالقولs مجموعة عى داخلية علة ه كون عن أحان] يعبر١-٧

 أن]١-٢ رأينا[ فتد وهكذا. ه بالنبة مغلقة مجموعةS إن
Nبالنبة مغلقة وغير ، العاديتين والضرب ا.لمع لعمليتي بالنبة مغلقة 

. والقسمة الطرح

 الداخلة بالعملية المزودةS من جزئية بجوعةA كانت فإذا كذلك

( مستقرة )أو مغلقةA إن نقول فإننا ، ه( علها عرفنا لي )أي
: الشرط تحقق إذا ، له بالنسبة

٧a,b e A : aob A

 لعملة بالنسبة مستقرة٨ من}1,٥) الجزئة المجموعة فإن المثال سبيل وعى

٥.٥ د٥٠1,٥-1,1٠٥=1٠1,٥-1 من كلا ،ذلكأن الضربالعادية

 تلا أن رغم الع لعملة بالنسبة مستقرة فليست}٥,1{ أما.A من عنصر

 المجموع لأن وذلك ،A إلى ينتمي ،٥+٥-٥٠٥+1-1٠1+٥-1 من
.A  إلى ينتمي لا2-1+1
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 واحدة متججوعة عى نعرف أن يكن أنه١-٣ المثال ين -ا٨

 مختلفتا٨ والتقاطع ن الاجتاع عليتي لأن وذلك ، داخلية علة من أكر

، P (E)  عى اثة داخلة علية هي جوعتن طرح علية فإن كذلك. عوما

. أخرى داخلة عليات إواه يكن6
 الجبرية العمليات من خاصة حالة تشكل الثنائية العمليات إن١-٩

 العملية فإن عام وبوجه. نونية عليات أنها عى عوما تعرف التي الداخلية

.s ) في n ( المضارب عدد SxSx...xs S ل تطبيق هي  مجوعة النونةعى

 هي الثنائية العملية عن فضلا ورأيناها سبق التي الوحيدة النونية والعملية

 تطبيق بباطة هي العملة هذه أن إذ (،n=1) الأحادية العملة
sJالمجموعة في sالاقام علة نورد الأحادية العملية على [وكال نفها 

 في وذكرا بق دكا(].I )انظرE أجزاء بجوعةPE) عى المعرفة

 العمليات هي الجبر عم يدرسا التي الرئيسية الداخلية العمليات فإن القدمة

 أو) الداخلة الجبرية العمليات امم قصر في السبب هو وهذا ، الثنائية

• وحدها منها الثنائية العمليات عل( الداخلية التشكيل قوانين

: الثنائية العمليات من خاصة أغالا

 تسمى.S مجوعة على داخلية علة ه لتكن: تعريف١-١٠

: الشرط تحقق إذا( للدمج قابلة) تجميعية ه العملية

Va,b, ceS : ao(boc)=(aob)0c

 يكن التجميعية العملية حالة في بأنه نستنتج ملاحظة: -ر١١

-١٢-



 في فيمكن البب ولهذا. الناتج تأز أن دون اقوسن موضع تعيير

 أو[ao(boc) الناتج وكتابة القوسي حذف ه التجمعية العملية حالة
aob)0 e[)٥ بالشكلebه •

 ه الداخلة بالعملة مزودة بجوعةS لتكن: تعريت١-١٢

 كارك إذا لسبادلة قابلان إنهاS منa.b ن عنصر عن نقول(١)
aobboa

 إذا أى ، منى مثى لبادله قابلةs عناصر جع نث6ك إذا(٢)
. الشرط حقق

٧a, be S aob= b0 a

 المزودة)s المجموعة إن نقول6 ، تبديلية ه العملة إن نقول فإننا
٨be1  آبل الترويجي الرياضي العام إلى نبة ، آبلية أو تبديلية به(

٠(١٨٢٩-١٨٠٢

 أمثلة

 مجوعة على فتن والمعر العاديتين والضرب اجمع مليي إن١-١٣
 ملية هر التي العادية القسمة أما. وتبديلتان تجمعانR الحققة الأعداد

 بيق-٠٠٠ ء ه»٠

 مثلا[ تجمعية فليتR الموجبة القبقبة الأعداد مجوعة عى داخلية
3 ]1:(٣ =)ة٥٧ ة با(12 :)ج:١ =ة٩٧٥[ -·2 ٠•

(.٦-٦ و7 م مثلا) تبديلية وليست

 تبديليةT }عملةa,b{ عل يعرف(٢) الجدو إن١-١٤

 انه إلا جهة منaTb=bTa(=b) أن ذلك

- ١٣-

 كمعدة
3٠

 وليست



 أخرى جهة من

aT aTb =aTb=b
(a ٥)،/ aT(Tb) b(aTa) ة

(aTa) Tb=bTb=a)

 تجميعية غيرT فالعملية وبالتالي

T١ a b

٥/٩ ا
ab b

(٢) جدو

 تبديلية. وليست تجميعية ه التطبيقات تركيب علة إن١-١٥
(.1 انظر١

 تجميعية ]لبت١-٦[٨ الشعاعي الضرب علة إن١-١٦
 متعامدة ج,ه,{ واحدة أشعة ثلاثةR في أخذنا فإذا. تبديلية وليست

•» رسه ، د ، اي ي4 ،» »ي٠» : فإن مباشرة ,ذ( وز)] الثلاثة تكون بجث وموجهة منى مى

i==k ر?>.2>> جب ٨i٨٨ = ز٨:٨ ر:٨i· ز ذ ذ( جررججر رجإجر  جب رججم ج ح ح( ز وز ز ز
j٨ j =i٨ o= ٥i ٨

 مجمعة غير٨ العملة فان لذا

 لدننا كذلك

،
i ج( = kز٨ 

 رد ره ره د

٨iز٨ ز و ز =

 رد ر جد
ki= ز

-١٤-



 تبديلية غير٨ العملية إذن

 ه ود+ داخلتين بعمليتين مزودة مجموعةS لتكن: تعريف١-١٧

 عل أو ر ء العملة بالنسبة البار من توزيعية إنها ه العملية عن نقول
: الشرط توافر (إذا ء العملة

٧a,b,ceS : a0(b+ c)=(a٥ b) + (aoc)

: كان إذا م ل بالنسبة اليمين من توزيعية إا ه عن ونقول

Va,b,ceS : (b+ c)0a=(boa) %(coa)

 م العملية بالنسبة البمين ومن اليسار من توزيعية ه العملية كانت إذا أما
. لم بالنسبة توزيعية ه إن اختصار] قلنا

• أمثلة

2 الصحيحة الأعداد جموعة على العادية الضرب علية إن١-١٨

: أن ذلك ، الأعداد هذه عل العادية ا.لمع لعملية بالنسبة توزيعية

Va,b,ceZ : a.(b+c)=a.b+a.c , (b+c).a=b٠a+c٠a

 )في البسار من لا الضرب لعملة بالنسبة توزيعية فغير ا.لمع علة أما

(a+b) العامة الحالة .(a+c)و (a+(b.c)في) المن من ولا 

٠((b٠٥)+a (c+a)٠(b+a) و  العامة اطالة

]١-٣[ المجموعات وتقاطع اجماع علي من كلا إن١-١٩
,A,8 كانت أبا أنه ذلك ، لأغرى بالنبة توزيعية cمن (P(6فإن 

(:1 )انظر

٥



'٨(R (١-٢١٨B)(A ٨() , (BUC)٨A=(B٨A)U(C٨A)

: كذالكإن

AU( C)-(A٧ ا B)٨(A٧C) , (BC)UA-(B٧ A)٨(CU A)

 اج+ع عملية أولاها: ثنائيتين عملتن2 على لعرف١-٢٠

: بالقاعدة المعرفة ه العملية وثانيتها ،+ العادية

Va,beZ : aob- a?b (+)

٧a,b,eeZ

 لدرا(١)

((») -a0(b+c) إلى راستناداً a3(E+c)

= a?b+ a2c ( للجمع  بالنسبة توزيعي "أضرب

=- aob+ aoc )+(( إلى استناد]

.+ ا بالنبة البار من توزيعية ه فإن وبالتالي

: اللاماواة كانتت٧(٢)

(b-c)o a= (b-+c)° a= b° a-+ 2bca+ ca(boa)-

-}(coa)-b2a+c٩ a

 لعملة بالنسمة توزيعية غير ه العملة فإن ، العامة الخلة في صحيحة

+ المع

 داخلية بعمليات المزودة المجموعات من خاصة عناصر

 ، ه الداخلية بالعملة مزودة موعةS لتكن تعريف١-٢١
S e من عنصر]  ولكن

-١٦-



 ا بالمسة أعن عايد] عمراc بمى إذ»

 كار

٧٨٢ S 0٠١٤

$ إذا ، ،،  بالنسبة أيسر عايداً عدر؟c يمى )ب( و
 كارت

١١٤S ٢ 0٦-٨

( اسمعى ر ه١ بالنة عايدا عنصر] أو. م· كان  )ء(

Vxe5 N 0e-٢OXX

 ، عابد:.، أو أير عايدا أو أين عايد' عنصراe كان وإذا هذا

• فعندأذS من ن عنصرa وa' وكأن

٤٠0٠٠ كان: إذا م ا بالمسة ،- أعن نظراa يمى )أ(

٠0٠١٠٠ كان: إذا»• بالنبةa أيسر نظيراaً يمى )ب(
،a٥a- ٠٥٠٠١ ن:6ك إذا م بالنسبة a 'a ا نظراً ( ء(يمى

 )سنستعمل. بالنبة لمناظرة قابل ، إن نقول الحالة هذه وفي

.( القادمة أبجاثنا في ا:ظر على للدلالة

a'  )ء من مباشرة نتخلص: نمجة١-٢٢ كأن إذا اله
 بالنبة ، ا نظيرا يكونa فإن ، ه ثنائية لعملية بالنبةa نظير]

-oه ل بإامة متناظران ن اعنصر هذن بأن هنا لقول مكن لذا ؟ .

 ه4
 أهلة

 ، ة عى ا.لمع لعملية بالنسبة عايد عنصر الصفر إن١-٢٣

٢ م- - ١٧ -



٧xeZ X0=0 x=X٠

 أن ذلك

: لأن ،2 على الضرب لعملة محايد عنصر هو1 والعدد

٧xeZ x.1=1٠x=x٠

 لأن-x هو المع العملية بالنبة نظيرا2 منx عنصر لأي فإن كذلك

٥-x+(-x)=(-x)+xعنصر لأي برجد فلا وبالعكس٠ xمن 

• الضرب لعملية بالنبة2 في نظير±1 مغار2

 للعملية بالنسبة عايد عنصر ف الحالة المجموعة إن١-٢٤

•٨ العملة بالنسبة عايد عنصرE أن6 ]،١-٣[P(6) عى٧

 على العرقة الخارجي الضرب لعملية عايد عنصرV في لايوجد١-٢٥

. R3 V الفراغ في  الطليقة الأشعة مجوعة

- ,,S={a انك·٢٦ a٥, a,}داخلة بعملة مزودة بجوعة 
 ن

(٣) بالجدول ومثلة+ ب ما نرمز

 إ,aa وة

a5a ,a,a ي

a3aو a,aو 

aو a  وa,a و

(٣) جدول

 كن٧

\a,,a, eS : a,-+-aز = a,

-١٨-



 حن في ، ل+ أير محايد عنصر هوa ,رa ,وa ي العناصر من كلا فإن
. ل+ أين عايد]1 عنصر العناصر هذه من أي يشكل لا

 بسرى نظاز ثلاثةs عناصر من لكل بأن السابقة المساواة من ويتبين هذا

 أن نزى مثلاa و أجل من أنه ذلك ،(a,,a»,a بالطبع هي

aو + a٥= a2aو - a = وa و و a2 ,a وa و

 تعريف إلى استنادا نتتج فإننا( )أير عايد] عنصر] ,ه كان وما

a, ., . أيسر بة من كلا أن النظير a  و نظير

.s s عناصر من لكل جنى نظاز تشكل  عناصر جميع فإن كذلك

 أن الواضح من. المثال سبيل على بة لتنخر

aو٩ و و /وة =٨ة٥= aaو٥ ,a,=aية+ 

 فإرث،+ للعملة( يسرى) عايدة عناصرa,,a ,وa و كانت ولما

. a,- ,a مى نظائر هي a  ,و ية

 وثلاثة يسرى نظر ثلاثة وجود من الرغم عى أنه إلى الإشارة بنا وتجدر

 نظراS منa ر عنصر لكل فإن ، ل+ بالنسبةs من عنصر لكل يمى نظائر

a, ، أن يعي a, +a, =a,  فإن القيقة وفي. نفه ,ة هو+ ل بالنسبة وحيداً
 للزم ،a, مغارa, ر آخر نظير وجد لو ولكن ، نفسه نظير هو

a,+a,=a ، ر لأن مستحل هذا أن إلا a,+a,=a,+a  يكون أن
. فرضاa,=a ر دa =ة+,a و

 الداخلية العمليات حول أساسية نظريات

• عندثدS٤ بمجوعة عل داخلة علة ه اشكن: نظرية١-٢٧
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 عايدا عنصر] وكان ، ه أيمن عابداً عنصرأ ء كان إذا'(

٧٥e, : فإن ، ه ير
. ه واحد محايد عنصر من وكر في يكون أن يكن لا( رب

 م• والأيسر الأجن المحايد العنر تعريف أ(إت١: البرهان

 التالى يقتضي

VYeS

VxeS

0e,== ١٥٥e١=e/

eو o= = لا e٥٥e٨=e,\
,e=٥€ >ي

 ذلك أ(،) من تنتج( )ب الدعوى صحة )ب(إن

 في أير وعايد أين محايد هو تعريفا المحايد العنر أن

. واحد آن

٤ ، S  جوءة عل تجمعية داخلية علية ه لتكن: نظرية١-٢٨

: عندئذ.S من عنصراaً ، ±بدآه عنصرا

a a أين نظير] s ء ، ,a أير نظيرا s ء ) كان إذا

. a  وة=ر فإن ، ه بالنبة

. ه بالنبة واحد نظير من أكرa لا يكون أن يكن لا )ب(

 »فإننا عىاترتيب ل، وأبر أين نظرن ر, ية كان لما رأ(: البرهان

,a=٤,aoa,=e]:١-٢١ نجد[ oa.أن وبلاحظة 

 نجد فإننا تجمعية ه

a = ر a, oe= a0ر (a0a =( ر (a,oa)0 a٥=eoa٨= a٨
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 أن ذلك )أ(، من تنج )ب( الدعوى صحة إن )ب(
. واحد آن فيa أيسرا ونظير أين نظير تعريفاً هوa نظير

، s  مجوعة عى تجميعية داخلية ملية ه كانت إذا: نظرية١-٢٩
: فإت

٧a,b,c,deS

٧ a,b,c.de S

(a ob) o (cod) =a٥((boc) od)

(aob) o (cod) =((aob) oc)od

 الثانية العلاقة إثبات يم) العلاقتين هاتين أولى صحة لنشبت: البرهان

.( للأولى عاثة بصورة

 التجمعية. الحاصة استخدمنا، إذا عندئذ.c هd= ر أن مؤقتا لنفرض
• نجد فإننا ه ل

(a 0 b) o(cod) =(aob) o ¥= a٥(b٥٣)=

= a٥(bo (cod))= a٥((b ٥ c) od)

 داخلة علة ه كانت إذا أنه النظرية هذه تبين: ملاحظة١-٣٠
: a,a», ,a, و e S ، نت6 أيا فإنه S  مجوعة على تجميعية

( (a,0aه )o a0ي( a,=(a,٥ (aو o (( ية oa4=a,٥( (aي o aم) oa,)

= a,0(a0و (a,0 (( ءة

 اليمن من البدء الممكن فن العناصر هذه ناتع طاب أ:ه معناه وهذا

a,, , ده ,a,  العناصر ناتج نعرف كذلك. البار من أو
 بدء عند الحاملs من العنصر ذلك بأنه( الرتيب بذا )مأخوذة

. البسار من الحسابات
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 لو فها مختلف لا الناتج هذا بأن الراضي الاستنتاج بطريقة ويرهن

 الأقواس وضعنا إذا فها ، أءم بشكل أو ، اليمين من بالطابات بدأنا

 وعى.a و٠٠٠a وa, العناصر وتيب مراعاة مع كيفي بشكل

 يكتب( ه التجميعية لاعملة بالنسبة) الوحيد الناتج فإن الأساس هذا

 اختصارا أو ،a,a٠٠٠٥a,0٥, الشكل عى الأقواس وضع ددن

: الشكل عل

 ز1 ة ،

 فإننا ، التجميعية الداخلية العملية على للدلالة+ الرمز استعال حالة وفي

: التالي النحو عى الناتج نكتب

٥١+a٥+٠٠٠+a٠ ي=١

 فنكب ، الضرب علية استعال حالة في أما

٦١٩٠٠٠٠a.=٤أ,a٠

 الزوج على(Monoid) مووثيد امم يطلق: تعريف١-٣١

 شريطة ،M على داخلية علية ،ه بجوعةM (حثM,o) المرتب

 )إذا لاه محايد عنصر علىM تحتوي وأن ، تجميعية ه تكون أن

 ،٢ لاه بالنسبةM الونوثيد د لدينا إن قلنا مونوئيداً(،(M, )ه كان

. للالتباس( بجال فة يكن م إذا ،M الونوليد د اختمارا أو

، e M المحايد عنصر. ه ل بالنبة مونوتدا  لكن: نظرية١-٣٢

- ٢٢-



a نظيري أن افترضنا فاذا.M من عصرنa, ن ولكن , bبالنسبة 

a b ه ,'a العنصر نظير فإن ، الرتيب علل B'  وما موجودان ه

. b' oa'  هو

:]١-٢٩[ وإلى ه تجميعية إلى استنادا لدينا: البرهان

(a ob) o (b' o a')=ao(bo b')0 a'=a٥ eoa'=
=(aoe)oa=aoa' =e

(b' o a')0(aob) = b'٥(a' oa)o b =b'oeob=

=(b' oe)ob=b' ob=٥

 المطاوب وهو

 نقول. ه الداخلة بالعملية مزودة بجوعةS لتكن: تعريف١-٣٣

 تحقق إذا ، للاختصار قابل إنه أو ، منتظم إنهS منa العنصر عن

: b,c es  كان أيا التاليان الاقتضاءان

aob = aoc b=c د , boa=coa b=c حد

 ء. المحايد عنصر. ه ل بالنسبة مونوثدأ' لكن: نظرية١-٣٤
. منتظم عنصرc فان ، له بالنسبة نظير:M منc للعنصر كان فإذا

 به.](١-٢٨ إلى[ استادا الوحيد)e لنظير لرمز: البرهان
,a كان فاذا bمن اختياريين عصرن Mفان :

a0c boc 'oc(aoc) =ح =(boc) 0c'

(a0(coc)-b 0(cocحد 

٢٣
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a0e boe = a- hيد٠ 

 هذ ، ماثلة بصورة٥acobc-٠٨-b الآخر الاقتضاء ويم
. المطلوب واو

 المحايد عنصره ه ل بالنبة مونوئيداMً لبكن: نظرية٣١ ه

,a ن٤ واذا. bووجد ، من عنصر aنظير 'aبالنسبة 

.S aoxb٠yoa=b في وحد حل  المعادلتن من لكل ن6ك ، ه

a' b ه ، العنصر أن وانبرهن aox = b  العادلة لنغتر: البرهان

- ء قيا أر أولا نلاحظ. فا وحد حل( وضوحاM4 إلى ينتمي الذي

٥a0وإلى ه تحمعة إلى استنادا أنه ذلك ، المحتارة المعادلة جةق 

: e, a'  تعريف

a 0(a' ob)--(aoa')ob = ob = b

=x لمعادلة يكون أن بكن ولا ، هذا bواحد حل من أكر ،٥ ، 
، a0z=b (x لان (،2 و z  آخر حل وجود افترضنا لو أننا ذلك

]١-٣٤[ تقتي المساواة هذه ولكن.a٥x-aoz بالتالي ولكن

x=  للفرض مخالف وهذا2

a المعادلة حالة في النظرية صحة على ويرهن = bه yعاثة بصورة ، 

 امطاوب و«و

( M,ه المونولد من اكلعندر أن لنفرض: ملاحظة٣٦١( 

,a) زوج كل يقابل عندها. نظبرأ b)عناصر من Mوحيد. عنصر 

xوحيد وعنصر yفي Mم 



b oX = a , yob a

M  عى جديدتين داخليتين عليتين أمام أننا]١-١[ يعني هذا ولكن

A)محث٢ =و :

a =b ت x = bo: , a[b=y= aob

. ه للعملية كستان المعا العملتن العملتان هاتان ونمى

 ا، د ت ب عندئذ فرق فلا ، تبديلية ه العملة كانت وإذا هذا
 ، المثال سبل وعى. واحدة معاكسة علية ه عندئذ بكون أنه أي

 عملية في العاكسة العملية فان ، ن على ا.لمع علية هي ه كانت فاذا

 هي معاكستها فان ،R+ على الضرب ملية هي ه كانت وإذا ، الطرح
 القسمة علة

: داخلية عملية مع ةافؤ علاقة انسجام٣٧١

 من ه. داخلية ومليةR تكفؤ علاقة علها عرفنا مجموعةS لتكن

 ، منفصلة تكافؤ أصناف إلىS المجموعة تجزى. التكفؤ علاقة أن المعلوم

 ا٨ ورمز ،R العلاقة علS قسمة بجاهل الأصناف هذه بجوعة تسمى

.(I R/$ انظر ر  د

 الداخلية العملة من لاشتققنا توافرت لو شروطا نحدد أن الممكن من

 يكور حى أنه الواضع من.SR عل داخلية علبة$ على ه

، S/R S/RxSR في O:((),(y))-(x0y) ل تطقا
(x) (y) د y للصنفين وحيد بشكل تابعاً(٥ )  الصنف يكون أن يازم

٢٥



(«)y للمشلين قابعا وليس فقط xلا (y)، أن أي :

xRx, yRy,=xoyRx,0y و

 العملية مع منسجمةR التكفؤ علاقة إن نقول فاننا ، هذا تحقق وإذا
 أصناف بجوعة علىo داخلة علة تعريف مكن وعندها. ه الداخلة
: بالقاعدة(S/R عل أي) التكافؤ

(x) O (y) =(x oy)

 عن مستقل الأمن الظرف في الوارد الصنف أن عى ثانية التاكيد مع
. () ,(y) x,y بالصنفين إلا يتعلق ولا  الختار الممثلين

 عى ه العملية قسمة حاملS/R على المعرفةo الداخلية العملة تسمى

. R  التكافؤ علاقة

: الشكل عي2 فيR العلاقة عرفنا فاذا ، المثال سبيل وعى

 صنفي إلىZ تجزىR فان ،،n-m يقسم2 الصحح العدد ر

 الصيحة الأعداد وبجوعة ، الفردية الصصحة الأعداد مجموعة: فؤEتلا

((٩) )وهها')(, فذن2 تكافؤ صنفي على عرفنا فاذا. الزوجية
: القاعدة وفق)+( ا.لمع علبة

٧(x),(y)eZ/R : (x)- (y)=(٤ +y)

( )اذاR مع منسجمةZ/R عى)+( الداخلية العملة فان

:( اظارجية التشكيل قوانين) اظارجية العمليات

,S لتكن: سعريك١-٣٨ Aالعملة تعرف• تجوعتا 
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 العملة وتعرفS فيsxA تطبيق بأاs في الينى احارجية
 المجموعة وتسمى.s فيAxs ل تطبيق بأنهاs في البسرى الخارجية

Aعناصر تسمى6 ، المؤثرات ساحة Aيمى مؤزات الأولى الحالة في ، 

. يسرى مؤثرات الثانية اطالة وفي

 -ة للعمل ورمزنا ،S من عنصرا ه وA من عنصراa كان وإن

 العملة اتج يسمى٥((s,a)) العنصر فإن ب المنى الخارجة

 حالة ي ماثلا مصطلحاً ونتبع.as٥ هب ود ,ةa عى٥
. رى الخارجية العملية

 ، احارجية العملية عل للدلالة أحانا الضرب علية امم وتستخدم هذا

 ، الا.: ة العمل حاة (فى ةa )أوs.a ب- الناتي رمز وعندها
 مصى ا=

 تسمى الأولى اطالة ففي. البرى العملية حالة في(as )أوa٠s و-
٦ الججم عناه وتسمى ، المن من ضرب علة احارعة العملة -0.---A  .موشه اصر

 علة الحارجية العملية فتسمى ، الثانية الحالة في أما• يمى مضاريب

. يرى مضاريبA المجموعة عناصر عندئذ وتسمى ، اليسار من ضرب

: أمثلة

 إن.R3 الفراغ في الطلقة الأشعة بجوعة٧ لتكن١-٣٩
%. وو• ه]،

 طلق شعاع تعريفا هو٧ من بعنصرa حقيقي عدد ضرب مل

 مية هي لبق بشعاع حيتي، عدد غرب قان والتالي م.٦ ب+٩ ومز
. يدرى مضاريب بجوعةR تشكل حيث ،S في اليسار من غرب

 لمجموعةF(6,R ب) ولترمز ما، بجوعةE لتكن١-٤٥
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 إ8١ عدد ضرب علة امعرف بتابعR من من٢
<١\  تطة

٧ e E

 حققي عددf(x) فان

 ر االد"،٠ );إ

(af)(x)= af٢٤

، R )a٠f إلى ينتمي ٤١ من كلا أن ا

، R x من بعنصر من  عنصر كل مقابلة من مكننا إه وان وااتالي

,F(E) من عنصر ا ن أي Rالضرب عملة فان لذا. كذلك 

 فهي وبالتالي ،F(E.K) فيRXF(E,R) تطيق هي كدرة الذ

 مضاريب بجوعةR تشكل ح ،F(E,R) في البسار من ضرب عملية

 ز-رى

 جداول قراءة طريقة بنفس(٤) الجدول قرأنا إذا١-٤١

 يعرب ل للعملة(٤) الجدو ذان ،]١- [ه لداخلية العمليات

 اليمى مؤثراتها ساحة }-$،1٠2{ المجموعة عى ، تى خارجة علة

. .-٢a٠b ٠٢\ في

L ١ a

11١

2١ 2

b

2

2

(

1

(٤) جدول

 والداخلة الحارجة العمليات اعتبار مكن: ملاحظة٤٢١

 حث ،B٨٧ حC تطبيق من خاصة حالات أنما على( ا;-اثة
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A,B,C( متاوية أو مختلفة) تجوعا ثلاث:

A كان فاذا(١) C، ٨ فى يمنى خارجية علة التطبيق هذا غدا

 ا اليمى مؤزاتها ساحة

 برى غارس.ة علبة التطبيق هذا أصبع ، -لاC كان وإذا(٢)

.٨ البسرى مؤزاتها ساحةB في

 علة إلا أبر، التطبيق هذا فان ،A=B-C كان إذا ، وأخرأ(٣)

.٨ عل( ثنائة) داخلة

١ في نخارجية عيية إلا ليست )الثنائية( الداخلية العملية أن وواضع هذا

. نفهاA الجموءة مؤزاا ساحة

: الجبرية البى

 ي اأرمر الحساب عم أنه على بالبعيد ليس عهد حى الجبر اعتبر لقد

 و.ءوز الذو ع في تستخدم ، الحساب علم في الاعداد تستعمل حين ففي

 لرمزية العلاها بعص بأن لاحظوا الرياضيين ولكن. الأعداد عل تدل

 الأعداد استدال عند صجحة كانت والتي» المعمم الحساب ر هذا من

 ، موز أ± م-ه أخرى ، أشاء ر استبدال عند صححمة تبقى ، بالرموز

 عبدا ء علم با.أ وهكذا. وغيرها والمصفوفات والتوابع الأشعة مثل

 تامرها ،خجولة من مها كل يتألف رياضية أنظمة يدرس غدا إذ جديدا،

 أ+منبات مع تشترك المجموعات هذه عى معرفة علات ومن ، كفية

 هذه عى أطلى وقد. الحواص( بجميع وليس) بعض المألوفة الحسابة

. الربة البنى امم الراضبة الأنظمة
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S={E,0, A} S جموعة هي  الجبرية البنة: تعريف١-٤٣

 من تتألفO بجوءة ومن ،E العناصر من خالية غر مجوعة من مؤالفة

 ومن ، والخارجة الداخلية الجبرية العمليات من أكثر أو واحدة عملية

6 تسمى.E,0 المجموعتان تحققها أن يجب الي الحواص منA مجوعة

. البنية( مسامات أو) مبادىءA تسمى ،}S البنية دعامة

 ، جبرية بنية هو]١-٣١([M,٥) الونوثيد: مثال١-٤٤

 العملية وهي)٥ الثنائة العملية ومن ،M الدعامة من بتالف أنه ذلك

 فهي الونوثد مبادىء #وعةA أما(.O-{0{ الوحيدة الجبرية

 وثانها ، تجمعية ه العملية تكون أن أولها: عنصرن عى حاوية مجموعة

. له بالنسبة محايد عنصرM في يوجد أن

 الكتاب هذا من القبلة الفصول في سنعالجها الي الجبرية البنى أمم ومن

 والحلقة ، واحدة داخلية بعملية مزودة -ة يموء_ وهي ، الزمرة هي

 والفراغ ، داخليتين بعمليتين مزودة بجرعة منها وكل والس

 والاخرى داخلة إحداها بعمليتي مزودة -ة ججوع وهو الشعاعي

 غشها أ يهب مبانى، مالك الات هن. من كل وفى. خارجية

. الجبرية العمليات

(£,0,,T, ٠.٠) مرتبة بجموعة الجبرية البنية إلى غالبا وبشار هذا

 عى. المعرفة الجبرية العمليات ,ه٥,T,٠٠٠ ، البنية دعامةE حث

 فقد ، المثال سبيل وعى. معينة مبادىء تحقق أن يجب والتي البنية

 نحقق حث ،(M )ه, المرتب بالزوج الونوثيد إلى يشار أنه رأينا

. قليل قبل حددناها شرطن ه العملية
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: الرياضية البتى

 قكن رة المعاء الرياضيات أ إلى الاشارة بنا تجدر
 والبق. الرياضية البى بدراسة يتلخص والذي الأساسي هدفا صياغة من

. التوبولوجية والبى الجبرية البى: دنيين قسمن إلى عوماً تقم اراضية

 أو جبرية بعملية مزودة مجوعة ، رأينا6 ، فبهي ، الجبرية البنية فأما

 لأنفنا نجيز أننا إلا التوبولوجية البنية دراسة بصده لنا أننا ومع أكثر.

 بمجوعة هي التوبولوجية البنية: الدقيق وغير المبسط التعريف هذا إبراد

. عناصرها بن المسافة لقياس بمعار مزودة

 خواص دراسة إلى يضيف الذي الجبر عل الجبرية البتى لدراسة ويتصدى

 البى أما. أخرى إلى جبرية بنية من التطبيقات في البحث البى هذه

 خواص دراسة إلى يضيف الذي التوبولوجيا عم بدراستها فيتكفل التوبولوجة
. أخرى إلى توبولوجية بنية من التطبيقات معالة البى هذه

 علها نعرف م طا ، الرياضة البنية من مجردةE بجوعة وتبقى هذا

 بي علاقات أو عنامرها بن علاقاتً أو ، قولوجية أد جرية مليات

 الممكن فن وبالعكس. الخ... أخرى مجوعات وعناصر عناصرها

. غتلفة رياضية بقE واحدة مجموعة عل نشكل أن

: والازومورفيزم الفومومورفيزم

 بدراسة بكتفي لا الجبر عم أن الرياضية لإبن تعريفنا عند ذكرنا

 جبرية بنية من التطبيقات دراسة إلى يتعداها ب ، الجبرية البى خواص

 غاية عى دورا هومومورفيزماً تسمى التي التطبيقات وتلعب. أخرى إلى

 من النوع هذا بتعريف الآن وسنكتفي• الجبر علم في الأممية من
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• فقط داخلة بعمليات مزودة تججوعات عالة في خواصه ودراسة التطبقات

F ، o H الداخلية بالعملة مزودة جموعة  اتكن: تعريف١-٤٥

 فيزما مور هومو4 تسمى.F فيE تطبقا٢،٠ م الداخلية مزود:بالعملة تجوعة

: ااشرط نحقق إذا )ء«( في )ه,±(

٧a,beE ; 1(aob)= f(a)+ f (b) (1)

٢ عناء, من تتألف والي٤ منf(E) الجزية المجموعة على ويطلق

 هذا.F ا الهومومودفي الخيال اممE عناصر بميع خيالات هي التي

: f : يسمى عندثذ ، فيزماً هومودور٤ E F ح  كان وإذا

. متباينا٢ً كان إذا فيزماً مونومور )أ(

.1 غامرf ن6ك إذا ابيمومورفيزماً )ب(

.( وغامرً متبايناً أي ر تقابلا٢ كان إذا إزومورفيزما)=(

 يمى٤ ، فازما إندومور نفسا في لبنية الهومورفيزم يسمى كذلك

. فيزماً تومور أو نفها عى لبنية الإزومورفيزم
 ، واحدة داخلية علبة من بأكر مزودة ,اF من كل كان هذا,إذا

 عاجة :ا عى ه عملة كل قابل إذا فيزم] هو«ومورE٢٠ ح نسمي فاننا

 أجل من(1) المرط تحقى بجثF على+( فقط وواحدة) واحدة

 ألا-قائلة الشناثة العمليات من زوج كل

: أمثلة

 ا٨ -،. حث ، ,د(٠)٠(٨) البنيتان لتكن١-٤٦
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 المعرف ؟ التطبيق إن. المعروفتين والضرب ا.لمع علتا الترتيب عى

• أن ذلك ،(N, في).(N)+, فيزم مور مو هو هوf(x)=2 بالقاعدة

٧n, meN : f(n-+ m)=2°+ ٥ ي2.°2° ي (n) .f(m)

: لأن متبان£ أن لاحظنا وإذا

f (n)=f(m) =n حد2" ب2٣ د m

 غير ؟ لأن ، إلإمودفيزما ؟ يكون أن مكن ولا. مودفيزم مونو ؟ فان

 ذلك إندومورفيزما ؟ يكون أن بكن فلا ، كذلك(. ؟ )لماذا غامر

 غتلفتان(N (د),N)+, البنتن أن ب العمليتين اختلاف

. ( N  دعامتها تطابق ررغم علها المعرفتين

 ولنفرض ، ه الداخلة بالعملة مزودة بجوعةS لتكن١-٤٧
 الدستور وفقfS حدS: التطبيق .إت هe محايد عنصر وجود

٧eS: f()=eه, إندومودفيزم هو(! S)أن ذلك ، نفها في :
 ما

٧a,beS : f(aob)=e=eoe=f(a)of (b)

 ، واحد عنصر من أكثرs حوت إذا بأنه نلاحظ أن السهل ومن

 أوتومورفيزما ؟ يكون أن يكن فلا

 التطبيق إن. ه الداخلية بالعملية مزودة مجوعةS لتكن١-٤٨

S . ل المطابق s  لا أوتومودفيزم هو نفها عى

 المجموعة عى معرفتين داخلتن لت٠ +، لتكن١-٤٩

،S'= { ، ,ه1 المجموعة{ فتعى معر علتداغلتي ت D] »S={a,b,c, d)
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: التالة العملات لحداول وفقة]ً وذلك
 ي

S

dCBa

aaaaa

dC6ab

aaaac

dcbad

S

 /ت10

٥10

1٥1

c db+ ١ a
 د

a a ا b c d

b] b a d c

c١ c d a b

dI d c b a

1٥١

0١ 0 1

1١ 1 0

: بلى6 المعرف٢٠S بS' التطبيق إن

f(a)=٥ , f(c)-٥ , f(b)-1 , f(d)-1

 يكننا الذي الأمر (،s )د,ا, عل(S,,). اييمومورأيزم هو

: المثال سبيل وعى. الجداول بفحص منه التحقق

f(a + b)=f(b)=1-٥ L]1=f(a) Df(b),

٠(f(a) f(b-1٥ ت=a . b)=f(a)=0ا) 

 كذلك
f(b+ d)-٢(c)-٥=1١٦1-f(b)٥] f(d),

f(٥٠ d)=f(d)-1 f(b) ت11= f(d) ت
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(. لماذا؟) إزومورفيزم] يكون أن لاجكنr أن الواضع ومن هذا

: والازومورفيزم فيزم مور الهومو في أساسية نظريات

f ,F)٠ لكن: نظريه١ ه-٣٠ ٣) في ( E,  ل)ه هو«ودورفيزما

: التالة الدعاوى تصح عندها

E) اللاومومودفي الحال )أ( ] E-f(Eمغلقة جزثة مجوعة هو 

٠(F, ٣) من( مستقرة

 الداخلة العملة فان ، تجميعيةE على ه الداخلية العملية كانت إذا )ب(

. تجميعية تكونE عى العرفة+

 الداخلة العملية فان ، تبديليةE عل ه الداخلة العملة كانت إذا )ء(
. تبديليةE على المعرفة و

 عصر -ن٤(e) فان (،E )ه, في عايدا عنصرأe كان إذا )د(

. (E, ٣) في محايد

 غالها فان ،(E )ه, في متناظر عصرنd,4 كان إذا )ه(

f@d9). (E,+) ,(d) في متناظر يكونان ؟

 فاث (،E )ه, في لمبادلة قابلين عنصر ,زk كان إذا )و(

f() . خالها (E, ,(٣) في المبادلة قابلن يكونان ز(؟

 إذن،.E-£(E) من عناصر ثلاثة أي ,م٩,٣ لكن: البرهان

 بجثE منa,b,c( الأقل عى) عناصر ثلاثة هنالك

f(a)=p , f(b)= , و f(c)=١

: فان مومورفيزما هو£ كان )أ(ا
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٢(a o b)=f(a) + f(b)=p + q

) E a من عمر b ه P لكن + ٩ إذ-( ا عى داخلة علية ه لأن

. E-f(E)  من عنصر

(a o b)oc= a (bc) ه ( إذن ، مجمعية ه العملة أن ما ب(

 ، هومومورفيزمf لكن.f((aob)oc)=f(ao(boc)) ومنه

: فات لذا

f((a o b)٥c)=f(aob) + f(c)=(f(a) +٤ f(b)) + f(c)=

=(p +q) +r

f(a o(b 0 c)=f(a) + f(b ٥ c)=f(a) + (f(b) + f(c))=

=p+(٩ + r)

 على تجميعية+ العملية أن ،أي(p+٩)+٣-p٣(٩+r) فان وبالتالي

٠ E-f(E)
a 0b= boa=f(a o b)= f(b a)=f(a) ه + f(b)= (=)

= f(b)+ f(a) = p+٩=٩ p

 فات ، فرضاaoc=eoa=a كان لما )د(

(a)=f(af(aoe)=f(eأن وما.٥ fالعلاقتين هاتن فان ، مومورفيزم هو 

: العلاقتين إلى تؤديان

f(a) + f(e)=(e) ا + =(a) ا f(a)

 أو
p + u=u +p=p
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(E, f(e)= )ة في كايد عصر هو ، فان F  من عندر أي م كان ولما

()dod' =d'od=e f(d =ح od')- f(d'٥ d) =f(e)

= f(d) + f(d')-f(d) + f(d)=f(e) (  مومودأيزم هو£ لأن

f(d) ++ f(d')=f(d') + f(d)= u=ح 

'(f(d=٢)٢f(dحد 

 د الى استناد]

 الطاوب )وهو

(j )زf(k+)=) )و( = fه ok)=f(k)ز fز= ok=koز 
٥=f(k) +f( ( ز

]١-١٢[ أبلةE المجموعة كانت إذا أنه )و( عى يرتب١ ه-١

. كذلك يكونE الهومومودفي خبالها فان

 في(E,T) هومومودفيزما ع لكن: نظرية١-٥٣

(٤,Fو) ٤(٠ هومومورفيزما,Fفي) (H,1)6) رمزا فلذا

 التطبيق فان ، التطبيقات زكب علية إلى ه ب( الغالب في اطال هو

go£ . المركب (H,1) ,E) في ٦ لا) فيزم هومومود

:٤ من ,هB كان زبا لدينا

(g ٥f)(a T b)-g٢٢(aTb)] ( gof ( تعرف إلى استناداً
 ع

(a)٤]g-( فيزم هو«ومود ع )لان ٤f(b)]

1(f(a))٤-( هومومودفيزم ي لأن ر ٤(f(b))

gof g)-( تعريف إلى استناداً ٥f)(a) 1 (g o f)(b)

،(F,#)  ه ر إبزومورفيزما كان؟ إذا: نظرية­١ ه٣,E) عى

(E,0) (%,F) على  إبزوموردفيزم٤ ا- فان
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 متان تطبيق أي) تقابل ؟ إذن أيزم إزومور4 أن ما: البرهان

-١٠F العكسي التطبيق فان وبا:-الي(. وغامر E-رجود٢» ، {

 ن عنصر أي ,م و أن افرضنا إذا إذن ا.1 المرجع تقابل ا- أن

،f-١(٥)=b: E بجث ,a من b F، وحيدان عنصران فهنالك  من

p)-a-يكون وعندها.٤ (ا (f(b=٩(,a)٤=p.ع كان ولما 

f(aob)=f(a)+٩: فار فيزما مومور هو + f(b)=p.و؟-ا 

: هذا على يرتب فانه تقابل ؟ أن

٢-١(p+ ٩)=aob=٢-!(p)٥٢-١(٥)

 ولكن(.E,٥) (فيF,٣)! «ومومودفيزم ا-£ أن يعني وهذا

٠(E, (%,F) على)ه -  إزومودايزم ا-£ إذن ، أيضاً تقابل٢-١

 كل المزود المجموعات كل مجموعةs كانت إذا: نظرية١- ه٤

 إزومودفيزم يوجد د: التالة العلاقةS عى وعرفنا ، داخلية بعملية مها

S («,I)، في تافؤ علاقة في العلاقة هذه فان ( (عى٤ ه,

(E, o)=(F,»)  ر السامقة للعلاقة الرمز: البرهان

: الققة في. منعكسة ء العلاقة إن(١)

٧(E,0)eS : (E, o)=(E, o)

 نفسها (علىE )ه, بنية لأي إزدمورفيزم وو ااطابق التطبيق أن ذلك

 )ه,ا((.- أوتومودفيز- )أي

 إيزومورفيزماً ؟ كان إذا أنه ذلك ، متناظرة= العلاقة إن(٢ ر
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١ ا- يكون]١-٥٣[ إلى فاستنادا (،٢,٠١ عر(E )ه,

( F. ,E)٠ رء لأزومورفيزما ٥) عى

: أن أي ، متعدية العلاقة إن(٣١

(E, o)= (H,T), (H,T)=(F, +)=(E, ,F)=( ه ( ء

 (يH,T) عى(E ل)ه, إزومورفيزما ؟ فرضنا لو أنه ذلك

,H) إزومورفيزم] T)(٠ عل,F،) من كلا فان gتقابل ,؟ ، 

 فيزم مور مو هو$of أن ذلك إلى نا أذ فاذا. تقابل ى ه٤ فان وبالتالي

. المطلوب وجدنا ،]١-٥٢[ إلى استنادا(F,٠ (في)E )ه,

 التي المفاهيم أمم من الايزومورفيزم أن بالذكر الجدر من١- ه٥

(F,٠),(E, T)  الجبريتان البنيتان كانت فإذا. المجرد الجبر با أتى
 تختلف ما كل أن ذلك ، متطابقتين اعتبارهما الممكن فن ، إزومودفتن

 المعرفة العمليات امم ورعا ، عناصرها رموز هي الأخرى عن إحداهما به

 إحدى عناصر عى علة ناتج معرفة من يكننا زوموردفيزم والا. علم(

 في الحسابات بإجراء وإنا ، البنية هذه في الحساب إجراء دون البنتن

. وأسرع أير تكون قد والتي ، الأخرى البنية

 أ من التحقق من يكثنا بقاموس الايزومودفيزم تشه ويكن

 إلا ، أخرى لغة في المعنى نفس أفا جملة تقابل اللغات إعدى في ما حلة

 فليس: السهولة من الدرجة هذه على ليس الابزومورفيزم مع حالنا أن

 ه ما بقدر ، أخرى مع إبزو«ودفة جبرية بنبة نت6ك إذا ما القول الغاية
 "يا ه د ت ء٠٠٠-
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 مابكون غالباً أمر الا{وموردفيزم واكتشاف. نفسه الازومودفيزم محديد

 اكتشاف عند والغبطة بالرضا الشعور كان ربا ولكن ، الصعوبة في غاية

 لغيره تبدو أنغام من جملا لنا أبدع موسيقي يعانيه لا شبه العلاقة هذه

 انسجام أو تنا-ق أي بينها ليس ماهرة وكانا

 ر

-{·



 كلود· عارب

 بالقاعدة معرفةN عل داخلة علة ا لكن-١
. aL b= a2 + b%

: احسب(١)

211, 5L3 , (3L1)١5 , 3١(1١5)

. تبديلية أو تجمعية١ العملة نت6 إذا ما بن(٢)

2 L ( ل محايد عنصر هنالك هل(٣

a0=a: (٩-n) يلى6 a0°) ( عرفا إذا(٤

. a2) , a03) , a4) ، فاعب a4٩) - a«-٥١ a  و

(١): اطل

2 L 1=22 +1=5 , 5L  د53+3? د334

(3 L 1)L 5=(33 +1٩) L 5= 10 L 5-(1٥) + 5° = 125

3L(1 5)-3L(1٩ +5?)=3 L (26) = 32 + (26)? = 685

• لأن تبديلية ا العمية إن(٢)

٧a,beN a L b= a? + b? ?b د + a?=bL a

( الأقل ع) لأنه تجميعية غير ا لكن

(3I (11  (،13)51 و5

 وجود افرضنا لو أنه ذلك ، ر لN في محايد عنصر يوجد لا(٣)

{١-



L=٢ الشرط يتحقق أن فبجب ،e ب له ورمزنا العنصر هذا eأب] ء 

 يتحقق أن يجب إذن ،x=x1٥+? ولكس.N منx كان

 مستميل هذا ولكن.N منx ن6 أيا ءx-x? أو ق»+ د»

 ثابتا بكون أن يجب-x?«- الاوا: منe? الأير الطرف لأن

x الأمن الطرف بيا (،N من عدد عنصر لأن) -xبنغير يتغير 

• L e ل بالنسبة N عابد لعنصر  في وجود لا إذن ؟(. )اذا ء

 لدننا(٤)

a(2)= a=aL )أم ل a=a?+ a2٩ دa2.

a0) - a0?) L a-(2 a?) L a-(2 a3)? + a?- 4a% a4 ي

a0«) a0ق ) L a=(4a% (? و L a-(4a4 ?(? و + a٩­
.a4 + 8 a9+ a+ a216د 

 القوة إلى الرفع بعملية المزودة الطبيعية الأعداد بجرعةN لتكن-٢

 بالقاعدة والعرفة(T هاب رمز )الي

٧aeN : aT٥-a9-1

٧(a,b)eNYN : aT6-a٩

: احست(١)

1T1 , 2T3, 3T2٠, (2T3)٦s, 2T(3٦s)

٢ تبديلية هي وهل ؟ تجمعية٢ الداخلة المملة هل(٢)

٦٢ إلنةل عايد أو أبر، عايد أو ، أعن عايد عنصر وجد مل(٣) •٠• ء• ه.2
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 ؟ العادية الضرب لملية بالنبة توزيعية٦ الداحييه العملة هل(٤)

(١): اطل

1٦1=١=1 , 2T3-2=8 , 3٢2-3?=  و

(2T3)٦5=2٦=٥5ذ T5=85 ,

2T(3٦ 5)-2٦ 3=2T 243  د27 ذ

(a Tb)٦-a٦(٥Te) : r الشرط لتحقق تجمعية () كانت لو

,a,b كان أ] eس N.(2٦3)٦5 أن(١) في رأينا ولكننا

. تجمعية غير٢ الداخلة العملة فان وبالتالي ،2٦(3٦5)

 ال.ط لتحقق ، كذلك كانت لو إذ ، تبديلية غير٦ فان كذلك
 اي »ه٣٠

٥-٥٢٥aا, كان أيا٢ aأن(١) في رأينا ولكننا.٨ من 

2٦3٦3T2إذن، Tتبديلة غير .

 أيaTe=a هوe أعن عايد عنصر وجود شرط إن(٣)

a0=aن6 أيا aمن N.تكور عندما يم هذا أن الواضع ومن 

.e=1. T  ل أمن عايد عنصر هو1 العدد إذن

 أي] دa أوa-a٦ ا-ان ، أير عايد عنصر وجد وو
: الغرض كان ولما ةد"ن المساواة يقتفي وهذا.N منa كان  مص٠=•

. مستعل وهذا ، -ه1 نجد ،فانناN من كان أيا م-1 أن عى
T  ل أيسر عايد لعنصر وجود فلا وبالتالي

 في وأيسر أيمن عايد عنصر هوT المحايد) العنصر أن وبا ، هذا

.٢ ل بالنبة عابد لعنصر وجود فلا ، واحد آن
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 لعملة بالة اليسار من -توزيعية العملية كون شرط (إن٤)
: المر>ل يتحةش }ن٠٠»

a- (bc)=(a - b)(a c)

ab° =°a ء2 ab+٧«

٢  أن ، الد

 أو

 فاو دوماً: حتقة غير المساواة هذه ولكن.N من ,مH,c كانت ين

,a=2 مثلا فرصنا b=1, cمجد فاننا٥ ab°=29  بيا ،1=

as .ا2-2٥'1٠٠  اليسار من توزيعية -غير العملية فان وبالتالي.a ا2=

 الضرب لعملية بة
 أن ذلك ، الضرب لعملة بالنبة اليمن من توزيعية٦ لكن

٧aeN,b,ceN : (bc)T a=(b c) = bc =(bTa) (cTa)

٧b,ceN : (bc)T٥=1=1٠1-(٥٥٦)٤٥T ٥)

 الضرب لعملة بالنسبة توزيعية لبست٦ العملية فان ذلك ومع

• الضرب لعيلة بالنبة البسار من توزيعية غير لأنها ، العادية

 ولنفرضT4 التجميعية الداخلية بالعملية مزودة مجموعةE لتكن٣

 يقابل بجيت» أخرى داخلية بعمليةE لزود.E من مثبتاً عنصر] م

6 من التالي العنصرExE من(y) زوج كل"

٤4y=٤٦aTy

. تجميعية» العملة أن بين(١)

. كذلك تكون ء فإن ، تبديلية٢ العملية كانت إذا أنه بن(2)

- {٤-



:-٠-- ون ا٠ ن ، غبية٠ إنا+١ اد E y,7, من لا

(x +y) +z=(xIa ٤٢a)=٩z(y ا ١٧ آ) ا

٦)x +(y +z)=٩(y٦a٦ »)=xT a٢(٧٦a

 ،( تجميعية٢ العملية لأن) متساو الأمنان الطرفان كان وا
 تجميعية م العملة أن أي ، متساويان الأيسر الطرفن فإن

 ج عندفلد شسعه ة'•--٠- ر:خ مة(. كواج إلى بالاضافة) تبديلية١ العملية لنفرض(٢)

٧x,yel :x+y=٢٦ a١y=(x٢ a)/y=(aآ١( Y­
 لا

xT)a٦- و -إ{ y)--a٢(y١»)(a٢٧)T =
}-

-(y٢ a)٦x=y٢ a١x y د

. تبديلية+ الداخلية العملية فإن وبالتالي

٠1٤: ،s : المجموعة عى داخلية علية ي لتكن-٤  معة4: ان وسعرص•- ر
 ء: لكل وأن ،» أين عابد] عنصر] تقبل وأم( ، تبديلية وايست

 عصر -ا•٠١٠٠٠٠

aمن Sأين نايرأ aب زمز+. ل بالنبة "aلي الأينبالنسبة ه لنظير .
•٠٥٠ ب '٠٠a ن ي، ،٠٠ النات عات وذاك ،a ء'a-c أن ب>من )ا( a: a ة  ج

: محتلفتن بطريقتين

:e أن برعن(٢) a= a، بجاب وذاك a' a,لفتن ارقمن٩ب ا:٦٠• غ-ا بقته: دا •
: لدينا)(: الحل

( ')"a)+a تجمعية ب لأن ر --٠a" =-a: aa',a : a-
(a ٠('a أين نظير

 .-إ.ي· تببيبية، افا
(eأجن عايد عنصر )٠ --a--a'

a"(a' ٤- ا أين نظير

{٥-



: أخرى جبة من ولدينا

٠٠١ م٣
a a- a' a' :'a د a٠ (a': a")- a': a: e

(٤:٥)-:-a كي» a': a

a': a=e :  فإن لذا

 لدنا(٢)

a :a' a=(a:a'): a-e٠ aن 

• أخرى جهة من ولدينا

a a': a-a:(a' a)

(٢١ إلى استناداً

( أين عايد عنصر»

• e: a=a  فإن وبالتالي

(٤) ألة المه في الواردة الشروط كانت إذا أنه نتنتم: ملاحظة

:،K عايد عنصر عندئذ يوجد فإنه ، عققة eعنصر لكل يوجد 

aمن Eنظير 'aب بالنسبة •

F E ولتكن ، واحد عنصر من أكر تحوي مجوعة  لتكن٥

 تركب بعملية مزودةF أن ولنغرض ، نفها فيE تطبيقات مجوعة

٢٥٤ بركبهاF من ,؟٤ ذوج كل" تقابل التي ه التطبيقات

 لتتدلة ه الداخلية العملة أن بن(١)

(F,٣)(٥) في المنتظمة العناء عن

-٤٦-

=-ae
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٠،-٠"٠٠ إ٠}  ، واحد عنصر من أكثرE المجموعة في كنت (لما١): طل

. a, r ط غتلفين ,  ن عنصر فما نختار أن فمكن م ثابتن تطبيقين لنختر

 لي معرفا .ا في :ا

H٧٢ ع r(x)-a s(x)- b.

:٤ من» ن6ك أ] أنه الواضع من

(1os)(x) r(s(x)) ست rb)- a,

(sor)(٢)-s(٢(x)) ٠s(a١ b,

 اه9« أداة لل قابلن غرF منs٣ العنرن فان ،a رb كان ولما

(rossor)، تبديلية غير ه "مملة فان وبالتالي .
 الشرطان: بتحقق أن ويكفي يلزم منتظمة أ عنصرF من ؟ بكون ي(٢١

 أو%

{0g =foh ٠ g=٠
 أي

g(x)=h()٧xeE : T(g(x))= ١/h(٤))

 متباينا٢ً يكون أن، في يتلخص الأول الشرط فان وبالتالي

 انا
gof ho د = ا g=h

: أى

()g( h(x)٢=(٢)١g=٠())h=((x) ا xH٠٠

 يكون أن ويكفي يازم١,g كان مها لاقتضاء هذا يتحقق دي

-٤٧ -



 عصر أي يساوي أن مكنf)«( فان غامرا٢ً كان فإذا: غامرا٤ً

 المساواة إلا هي٤(f(٤=))h))(( فليست وبالتالي ،٢ من

(g(x) = h(xأيا( كان xمن E.)الاقتضاء تحقى فاذا ، وبالعكس 

 المساواة عى لرتب ، كذلك٢ يكن م لو لأنه ، غامرا٢ كان )ء(،

)((f()) = h( fتسادي (ي hفي ,ي (E؟) تساوي لا الي E(لأن 

، E-٢(E) H, على غتافي يكونا أن ي  بكن وعندها ،( غامر غير ؟

• باكلهاE المجموعة على ,يh بتساوي بقي الذي(٣) غالف وهذا

 عنصرا ؟ التطبيق يكون ي والكافي اللازم الشرط أن سبق ا نتتج

. تقابلا( )أي وغامرأ متباينا٢ً بكون أن هو(F )ه, في منتظما

 التطبيقات بمجموعة دراسة بالتفصيل الثالث الفصل في سنتناول: ملاحظة

. نفها علىE لمجموعة والغامرة المتباينة

 ولنعرف }،1,2,3,4,5{ الطبيعية الأعداد مجوعةS لتكن٦

: بالقاعدة محددة ل علةS على

٧a,beS : a/b=min (a , b)

((min (a,bالعددن أصغر تعي a,b.)أن برهن ,(Sهو) 

: آبي مووثد

 لأنها ،s على داخلية علية هي ز أن الوانح من(١): الل

 بعنصرS عناصر من(a,b) مرتب زوج كل مقابلة من تكننا قاعدة

.S ,a إلى وضوحا ينتمي الذي b S العددن أمغر هو  من وحيد

- {٨-



: S a,b,e من ( كن أيا أنه ذلك ، تجمعية عملة ر إن(٢

a b) ل [c)=a ل min (b , c)= min (a, min (b,c))=

- min (a,b, c)

(a (b ل =c ل min(a,b) =c ل min (min (a , b),c)=

= min (a, b,c)

a ، كان أبا أنه ذلك S ( في محايد عنصر هو5 العدد إن(٣

: فإنS من

a= min (5, a)=a5 ل

a_]5=min (a, 5)=a

 لأن آبي الووثد وهذا. مونوثيد(5 )ل, فإن وهكذا

٧a,beS:a_]b= min (a , b)= min (b, a)=ba (t)

 بالعملية المزودةs المجموعة ي المنتظمة العناصر بجوعةE لتكن-٧

( )مستقرة مغلقة جزية بجوعةE أن برهن.+ التحمعة الداخلة

. ل+ بالنبة
S x,y من عنصر L و a,b من عنرن أي  لكن: الحل

: المساواة محققان

(a- b)-x--(a- b)+ y

 لدننا

(a- b)-x-(a- b)-+y

(y-١ a-(b- x)=a-(bحد 

bx=b-+yجد 

( تجميعية+ )العملية

(aمنتظم )

٤ م- -٤٩-



y(1) حد ستلا (Bمنتظم )

 الاقتضاء محة من التثبت لقارى، ونترك

(2)x-+(a+ b)=y (ab) x=y =ح

، E a,b من  النتظان العذصران كان أبا أنه يثبتان(2),)( إن

+-a فإن bأن أي ، منتظم عنصر bمن عنصر +ه Eوبالتالي• كذلك 

.+ بالنبة مغلقة جزئية مجموعةE فإن

-R التطبيقات لمجموعةFR,R) ب لترمز-٨ R.لنعرف :؟ 

: بالقاعدة معرفfg تابع بأنهF منf,g عنصر ، ضرب حاصل ر

٧xeR : (fg)(x)=f(x) g (x)

 هذا وتعيين الضرب لعملة بالنة محايد عنصر وجود اثبات والمطلوب
 لمناظرة القابلة والعناصر ، المنتظمة العناصر ذلك بعد عي. العنصر

. المفروضة للعملية بالنسبة

 يوجد كبا: الحل أرت ويكفي ،يازمF في1 محايد عصر

: الشرط يتحقق

٧٢eF fI= If-٢

: يكون أن يجب وهكذا

(fI)(x) = (If)()= f(w)

 أو

 بكون عندئذ

f(w)I (x) = I(x) (x)= f(w)

 أه التأكد الل ومن.R من د«٣ من٢ كان أبا

-٥٠ ه



1(-٤)I.في المحايد العنصر فإن وبالتالي Fالثابت التطبيق هو 

. R I»)-1 من د كان أيا R: بجث1 R -ح

: هيF ي المنتظمة العناصر مجوعة أن من التأكد القارى، ونترك

E={٢١٢eF(R,R) f(x) و { ة0

 نفهاF هيF في للمناظرة القابلة العناصر بجرعة أن ومن

 على داخلية عليةT ، مفروضين حقيقيين عددنa,b لكن-٩
Hبالقاعدة معرفة :

٧٤,yeR : xTy=a-+ by

٢ العملة تكون كيab محققها أن يجب التي الشروط ع

 تبديلية(٢). تجميعية(١)

: لدينا(١): الحل

(Ty)Tz=(a٦-+-by)T2=a(ax-+ by)--bz

= a2x aby- bz

xT(yTz)٤T(ay-+bz)=ax-+ b(ay-+ bz)=

$
=a٤-+bay-+ b2 z

 الشرط يتحقق أن ويكفي يازم ، تجميعية٦ تكرن وي

Vx,y,2eR : a2x-abybz -ax-+bay د b2z

: المطابقة تتحقق أن فيجب وبالتالي

٧x,zeR a (a-1)xb(1- b) z=0٥

٥ أ



:( ؟ اذا) المعادلتين تقتفي التي

a(a-1)=٥ , b(١-b)=0

: هي حاول أربعة المعادلتين هاتن لجة إن

(1) a=b=٥ , (2) a=b=1 , (3) a=1,b٥ ,

١=b,٥=a)ه( 

 داخلية علية هي التالية الدساتير من كل في العرفةT العملية فإن وبالتالي

R  على تجميعية

(1') xTy=٥ , (2) xTy=٤-+٧ , (3') xTy=٤,

(4') ٤Ty=y

: الشرط يتمقق أن ويكفي يازم ، تبديلية٢ العملية تكون كبيا(٣)

٧x,yeR : xTy=yTx

: يكافىء الشرط وهذا

٧x,yeR : (a-b)x=(a- b)y

 أيa-٥=٥ بكون أن ويكفي يازم ، الشرط هذا يتحقق وي

a=bالوحيدة التبديلية العملية فإن وبالتالي ؟(. )اذا Tهي :

xTyت-ax-ay

. R  من ة كان أيا وذلك

 ولنفترض ،1 التجميعية الداخلية بالعملية مزودة مجموعةS لكن١٠

4 fA(٧)=alx xLa=(),£ د : S بالدستور فن معر S في :f تطيق ,&,

٥٢ ت



 أن أثبت.S من عنصرa حث

f. :f= ن ofi , &0٠0= g١0 g٠

. S s في  تطبيقات زكب علية ه بفرض وذلك

: S x من  العنصر كان أيا لدينا: الطل

f٠٨(x)=(a L b)L x

=aL(b L x)

=f,(b L x)

-f٠(f٤)٥))

=(f, ٥ f) (x)

 مشمعة
٣«

( تعريفا١ً

١ العملية

( f ٠ تعريفً وفق

( f، ( تعريف وفق

( o  تعريف وفى

 أ تعيS منx كان أيا («،,£f)=(x:f٥)() المساواة لكن

٢٠٥٤٠=fالثانية المساواة صحة إثبات أمر القارى، ونترك هذا.٠٨٠ .

. M ،a من عنصرا ) المحايد عنمره مونوثد] M,O)  لبكن-١١

 فإن ،a' نظيرa لا وكان ،b مع للبادلة قابلاa كان إذا أنه أثبت
. b 'a مع لمبادلة قابلا يكون

=a'0a كان ما: الحل aOa'= e، فإن 

(٣)b 0(a0 a')=(a0 a)0b

 يساوي(٣) من الأجن الطرف فإن ، تجمعيةo العملة أن وبا
(a0( aoB{، عو)( من الأيسر الطرف أن :

B 0(a 0 a')=(bOa)0a'

= (a O b)0 a'

٥٣ -

( تجمعيةo )العملية

( b (a مع للمبادلة قابل



= a 0(b 0 a')  تجيعيةo )العملية
. المساواة تقتفي)+( المساواة فإن وهكذا

a 0(b 0 a)= aO (a'O b)

، bo a= ة oB  المساواة]١-٣٤ إلى[ استادا علها يرتب الي
. b  مع للمبادلة قابل 'ه أن تعني الي

 أن برهن.E من عنصراa ، مونوئيدا(B )ه, لكن-١٢
. ه بالنبة مغلقةa مع لمبادلة قابل عناصرها من كل التيA المجموعة

 امادلة قابل .ه ء الحارد العنصر أن شيء كل قبل نلاحظ: الطل

: أن زى بعدئذ.A فو فإن لذا ،a مع

( ٧x,yeA( تجمعية ه العملة : ao(xoy)=(aox)0y

( xeA )=(xoa)0y

(oو مجمعة aoy)=x0(yoa)=(xoy)oa (yeA)0=لا 
£

x y ه A فإن x,y من عصرن أي  كان إذا أنه نرى فإننا وبالتالي

. له بالنسبة مغلقةE منA الجزلة المجموعة أن أي ،A من عنصر

: التالة ولعرفالعملية ،S(}=٤,y;)٤,yeR{ لتكن١٣
a(x,y)=(a x,ay)

 ؟ العملية هذه نوع ما

 عملية في وبا)نالي ،s فيRxS تطبيق العملة هذه إن: الطل
 وساحة ،S في( أير خارجي تشكيل قانون) يسرى خارجية جبرية

 التقة الأعداد مجموعة هي العملة لهذه البسرى الرات

- ٥٤ -

٧a,x,yeR :



 كل ولنقابل ، ر الداخلية بالعملية مزودة بجوعةE لتكن-١٤

E a من E عصر K في  ل بتطبيقين

f,: x xL ج a / : ء} x aLX ح
 ص

 هوid ء ؟)a =,؟بالنسبةg,=:d, العلاقتان تعتي ماذا(١)

٠(E E على  الطابق التطبيق

 يكون حىL تحققه أن يجب الذي الشرط ماهو(٢)

٧aeE : f.=g٠

a ( كاث إذا أنه برمن(٣(E,1) العنصر وكاث ، مونوئدآ

 تطبيقا أي ر تقابلا يكون,g٠ من كلا فإن ، ر بالنبةa نظير
.(1 وغامر متبايناً

r .g,f٠ متباينا a التطبيقين من كل كان إذا ( العنصر نوع ماهو(٤

 إذا أنه بين. وتبديلية تجميعية1 العملية أن الآن لنفرض )ه(

 ، ل ل عايد عنصر فنالك ، تقايلا٢, يكون بجثE منa عنصر وجد

. لمناظرة قابلا عندئذ يكونa أن6

(١): الطل

f٠=g٠=id٤ ح<٧xeE : f,(x)=g٠ (x)=id٤(x)

VxeE : XL a=aLx-x>ح 

 هوf:=٤=.ide العلاقتين جقق الذيa العندر أن يعني وهذا
. ل عايد عنصر

<٥٥ مد



٧ae E f:=٤٠ ح<٧a,xeE

٧a, xe E>ح 

(٢)

f, (x)=٤٠ (x)

XL a=aL x

٧ae6:f:=g.  يكون حق والكافي اللازم الشرط أن يعني وهذا
. تبديلية العملية تكون أن هو

: لأن متبان تطبيق٤. إن(٣)

f: (x)=f:(y)= xLa=yla

X-y١-٣٤[ إلى استنادا ر >ت[)

 ، ظ منb العنصر كان أبا أنه ذلك ؟ غامر تطبيق ؟٠ فإن كذلك

 أو ]،١-٣٥[٣La=٥ يحققE من٤( وحد) عنصر فهنالك

f:()=b.أيضا غامر ؟٠ التطبيق فإن وبالتالي •

 تقابل .ى أن إثبات ويم. تقابل فبو وغامر] متباننا٢ً كان ولما

. ماثلة بورة

E (٧ كان أبا فإنه متباينا.£٤ ء من كل كان إذا(٤,x من

f: (x)=f٠(y)= xy , g٠(x)-g٠(y)= xy

: فإن وبالتالي

K a=yla=x=y ل , aLX=aLy x=y حد

].١-٣٣[ منتظم عنصرa فإن لذا

-٥٦ -



 متباينا تطيقا ,؟ كان ا.E من اختياريا عنصرا ط لنفرض )ه(

f٠ ()=b E بيث x من E وحيد عنصر فنالك E على  ل وغامرا
 مقق الذيE من( )الوحيد للعنصر بء لرمز.x1a=b أو

 ر عايد عنصرe أن عل الآن سنبرهن.eLa ه=

: تجد وتبديلة تجمعية ر أن اعتبارنا في أدخلنا إذا

eL b= eL(x L(eLa)=(aLx)٥=(a ل x= aLx=

=XL a =b

. لا أير محايد عنصرe فإنE من اختياريا عنصراB كان وما

 وبالتالي ،1 ل أيمن عايد عنصر إذن ، تبديلية ا العملة لكن
. L  ل عايد عنصر

 ، تقابلا٢ كان لا أنه ذلك ، ا بالنسبة للناظرة قابلa إن

f الشرط جققa' وليكن ، وحيد عنصر فهنالك (a)=e، أي 
a'1a=e.فالعنصر إذ ، فرضا تبديلية ا العملة ولكن 'aيجقق 

. L a ل بالنبة 'a ل نظير ، فإن وبالتالي a'1a=aLa'=e :  العلاقتين

 ولنفرض ،٠ +، داخلتين بعملتين مزودة بجوعةE لتكن-١٥
 أن كذلك لنفرض. الترتيب عى٠ ل+و ,ءe عايدن ن عنصر وجود

٧x,y,u,٧eE : (x+y).(u + v)=(x.٠u)+(y.٧) (1)

 ؟x=٧=e,=u=٤ عندما(1) العلاقة تؤول إلام )أ(

٠ +، العملتين تطابق أثبث )ب(

 وتجمعية تبديلية غواص وجود على برهن )ء(

٥٧



: اطالة هذه في تغدو(1) العملاقة إن )أ(, الطل

(e + ٤)٠(٤ +e)-(e٠٤(+)٤٠e)

: لكن

(eعايد عصر )+٥+٤-٤=+٤ ل

e (٠٤-٤٠٥-(٠ عايد عصر ع

 كان ولما.٤٠٤-٥+e: الشكل)( العلاقة تأخذ إذن

 مساواة تغدو(1) العلاقة: فإن( )اذاe+e-e د٤٠٤-٤

. ٤,e  المحادن العنصري بن

: ونجد ، محمة تبقى فإنا ،y ب-=٤(1) العلاقة في جملنا إذا )ب(

(2)+v)-(x٠٤(+)٤٠٧)(٤)٤+٤)٠

: )أ( إلى استنادا ولكن

X-+ ٤=X+٥-٤ ٤+٧ -ع=٧=٧

 أن ذلك عن فضلا حظنا لا وإذا

X.٤-٤ و٤٠٧=٧

: بي ا تكتب(2) العلاقة فإن

X٠٧=X-+ ٧

 العملتين فإنE منx,٧ كان أبا صحيحة الساواة هذه كانت ولا

. متطابقتان٠ +،

 عى(1) بكثابة لنا يسمع٠ ،+ العملتن تطابى إن)(

- ٥٨ -



 التالي 'النمو

(3)(X +y)+ (u+٧)=(x + u)+(y+٧)

: الشكل عل تغدو صحيحة( تبقي )التي )د( أن لوجدنا ،y وضعنا= فاو

X -+(u + v)=(X-+ u)-+ ٧

 ،فإنE منx,y,٧ كان أيا فرضا محمة العلاقة هذه كانت وما

 تجبيعة( )أو.+ العملية

e=٧-x، لوجدنا • (3) في وضعنا لو أما

(e +y)+(u +e)=(e + u) +(y +e)

 أو

٥٠.. سرا، مد ر: ر،لمبة• ما ،
E، تبديلية(٠ )أو+ العملية فإن .

(E,rر١ إزومورفيزما ؟ لبكن-١٦ a٠،(E,٠T ٨) عل

 منتظمa,=٤(a) العنصر أن أثبت.(E,T) في منتظما عنصرا
٠(٤,T)  في

 صحة ولفرض ،E ر من اختارين عنصر ر«,y لكن: الل

 عنصران فهنالك إزومودفيزم ؟ أن -اa٠٤ رT,3=a١٦y, المساواة

 وهكذا.x,=f(x),y,=f(y) بجثB ,«فيy( وحدان)
: أب زى

a, Tلا١ -a,T,٧, < f(a)T, f(x) -f(a) T,f(y)

٥٩-



(٤T x)= f(aT y)f>ح 

aTx=aTy>ح 

X= yحد 

,x, =y(>ح f(x)= f(yحد 

( إبزومورفيزم )؟

( متان)£

E ( في منتظم ء

: وجدنا قد نكون وهكذا

aTx=a,Ty= X,=y-

: عاثلة بصورة ونجد

XT,ay٨T٤a= =y

• E, f(a)= رa في منتظم عنصر  فإن وبالتالى

S ،(E,,T) ١ هومومورفيزما£ ليكن-١٧(E,T) في
S, E ولتكن٦ ل بالنبة( )مستقرة ومغلقة  من خالة غير جزئية مجوعة

• T, ,E بالنسبة ومغلقة  من خالبة غير جزئية مجوعة

• E, f(S) في مغلقة جزئية مجوعة هو ( المومومورفي الحبال أن برمن أ(

: حث٢('-6), العكسي ايجال أن بن )ب(

٤-1(S,)={3\seS {eS( و)f و

• E  في مغاقة جزئية مجموعة هو

. ه-ا]٠[ انظر )ا(
٠,s من عنصر أي s, f(s,) لبكن رب( ,s)٠ ؟ (,S)'- إذن ؟٢

•• .إمإللام٠-٠-
 اابئاتي فإن ،T لر بالنسبة فرضاً مغلقةS, كانت وا.S, إلى ينتميان

- ٦٠



f(٩ T s ٠) يساوي الناتج هذا أن وجا .Sر إلى ينتمي (؟٩),٤٦٠(٩٠ )
 وبالتالي.5, إلى ينتميf(٩,T ),ة فإن ،( فيزم هومومودf )لأن

 جزثة مجوعة-£١(s), أن يثبت وهذا ،٢-١(S), من عنصر ,وT رة فإن
.£ من مغلقة

 اجر
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 كاو: غير مارب

:: بالقاعدة التقية الأعداد مجوعة عى معرفة علية ه لتكن١٨

٧ a,beR : aob= a+b- a b

 من. توزيعية الضرب هلبة هل. وتجميعية تبديلية ه ا"لعملية أن برمن

. ؟ ه لعملية بالنسبة اليسار

،S- (x,y)  المجموعة عى الداخلية العمليات جداول كل اكتب١٩

. تجميعيا أو تبديا مها كان ما وعين

·٢ ولاذا الآتة المجموعات من كل عى داخلية طلية الطرح هل-٢٠

. الصحيحة الأعداد بجوعة(١)

. الموجبة الصجحة الأعداد بجوعة(٢)

 ؟3 عى القسمة تقبل التي الصحيحة الأعداد بجوعة(٣)

 أجل من الطرح بالنبة البسار من توزيعية الضرب عاة هل-٢١
 ذلك لتوضيع الأمثلة بعض اعط. التقية الأعداد بجوعة

 البسيط)مثلا الشرك الضاعف لعمليةm ب رمزا -إذا٢٢

 ترمن ، تجميعية أو تبديلية العملية هذه كأنت إذا ما بين(.6m15 مد
. العادية الجم لعملة بالنسبة اليسار من توزيعية.: م -٠٠.•-- عبرm ن

 بجث القيقة الأعداد مجوعة عى معرفة داخلة اعلية لتكن٢٣

٧a,beR : aL b= max (a , b)

- ٢-



 كانت إذا ما ين(].a,b) العدد أكبر تعنيman ,ه(٥[)

 ؟ الجم لعملية بالنبة اليمن من توزيعية هي وهل ، تبديلية١ العملة

 إذا ما بين.E بمجوعة عى معرفة داخلية علبة ه لتكن٢٤

 ه، ل عايد عصر وجود ادرس مم ، تبديلية أو تجميعية العملية هذه نت
 الآتة اطالات من كل في ه ل بالنسبة للناظرة قابلة عناصر ووجود

٧٤,yeN : xoy=x'

٧x,yeR : Xoy=x+2y

 ه
 ة

، E- N

، E=R

(١)

(٢)
 و

(٣)Eالطلقة الأشعة مجموعة في Vالطلقة الأشعة جع علية هي ,ه .

(٤={+,-})E,الاشارات ضرب قاعدة هي٥ :

=+O-٥+=+ م د و=-@ و+

: العملة هي٥ ،E-NN )ه(

٧x,y,,y, eN : (x,y)0(x, y)=(x+,,y و +y)

E  مجموعة على+ او داخليتان علتان ترتبط أن الممكن من-٢٥

: التالة بالعلاقة

٧٤,y,2 E (xLy) ٣2=xl (y٣ z)

. دلك عل مثالا اعط

 الممثلة ,م}٩٠٣,٥ ر المجموعة على ت العملية أن نحقق-٢٦

 عاند عنصر وجود كذلك بن. وتبديلية تجميعية هي المجاور بالجدول

. د١ بالنبة نظيرا عنصر لكل ،وأن لت
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,a عنصرن من مؤلفة رعة4ي عى داخلية علية أوجد-٢٧ bبيث 

 تدلة وغر تحمعة العملة هذه تكون
 ة»» ،»»٠

 تجميعية وليست تبديلية علبة المجموعة هذه عى أوجد مم

: يلي ما وفق ضرب عليةE-{a,b,c عى نعرف-٢٨

a2= a , b?=b, c2=c, bc=cb=a, ca=ac=b,

a b= ba=c

. تجميعية غر التبديلية الداخلية العملية هذه أن برهن

 عنصر وجود ولنفرض ،S المجموعة على داخلية علة+ لتكن-٢٩

 العملة تكون حى والكافي اللازم الشرط أن برهن لا+.e محايد

: التالة الهامة تتحقق أن هو وتبديلية تجميعية

٧a,b,c, deS (a +b)4(c d)=(a+c)+(b ج + d)

 فأثبت ،E مجوعة عى تجميعية داخلية علية٢ كانت إذا٣٠

 بي ما صحة
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٧a,b,c,d,feE : (((aT٥)Tc)٦d)٦٢­

= a٦(٥T٢(٥(d٦٢))

 للقلب قابلة إها ،s مجموعة عىo داخلية عملية عن نقول٣١

: التالي الشرط تحقق إذا

 بجثS منr,s عنصران 'فهنالك ،S منa,b العنصران ن6 ايا

 المجموعة عى للقلب قابلة داخلية علبة أوجد.aOr و-0a=b يكون:
.S-{a,b,c,d}

. العملية هذه جدول بها يتمتع التي المميزة الحامة هي ما

 يكنك هل نفسها. فيE المجموعة تطبيقات بجوعةF لتكن-٣٢

E 2 في خارجية علية تدور F \  مؤثرا ساحة

E={e,a,b,c} e اتكن٣٣ ،  ضرب بعملية مزودة بجوعة
• بالعلاقات العملة هذه ولنحدد. العملية لهذه عايد عنصر

a2 =?b د c2=e, bc=cb= a , ca=ac=b, ab=ba=c

E  من عنصر كل وأن ، وتجميعية تبديلية العملية جذ. أن بن
. القلب قابل

 بجوعةN ،. مستقيم من المستقيمة القطع بجوعةE لتكن-٤
 ؟N مؤزاا ساحةE في خارجية علة تحديد يكنك هل• الطبيعة الأعداد

 ، ه داخلية علية علهاE مجموعة فيa منتظم عنصر كل إن-٢٥
 صحيح؟ العكس هل. ه لا بالنسبة مغلقة جزئية مجموعة أبة منتظما"في يقى

 أن بن. د ءN ،٦ داخلة بعملية مزودة مجموعةE لتكن_٣٦

٥ م- ٦٥ -



(n,a)  حد م

: بالقاعدة المحدد التطبيق

١

٢ a= a

 خارجية جبرية عملة يمثل

) ٠٤N لتكن٣٧ -+D xeN التطبيق أت برهن }=لا.3١

.(D,.) ,N) علل +) =f(x) لا إزومورفيزم هو 3"  بالقاعدة المعرف

 ولنفرض ، والضرب المع بعمليي المزودةR المجموعة لتكن٣٨

E-+y١6١x,yeC}

• والضرب ا.لمع لعمليتي بالنبة مغلقةE أن برهن(١)

 لعمليي بالنسبة نظراE من الصفر مغار عنصر لكل أن بين(٢)

. الضرب لعملية بالنبة آخر ونظيرا ا.لمع

 الجبرية للبنية إزومرفية(E,+,). الجبرية البنية أن برهن(٣)

QxQالقاعدتين وفق وااضرب للجمع مليتن علها نعرف التي 

(x,y)+(x,,y) = (x+x,,y +y)

(x ,y) (1,y)= (xx,+2yy,,xy+y x)

،(deN)٢a ( ب٧ عن هذه دراستنا في استعضنا إذا(٤

٢ قاة(٣(-)١) النتائج تبقى حىd متقه أن يجب الذي الشرط هو غا
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