
 الفيلثان
 ال»فم: عرار وار الطبة عراد ار

 العدد يعد:Peano بيانو ومبادىء الطبيعية الأعداد بجوعة٢-١

 لتعداد حاجته بسبب البشري الفكر أوجده راي مفروم أول الطبيعي
: الطعمة الأعداد مجوعة خواص درست ولقد. به المحطة الأشاء

N={٥,1,2,٠٠٠}

 بنبة المجموعة فذه أءط ثم قد زمن منذ وحدي حي بشكل
" باو، مبادىء« عادة تسمى أساسية مبادى، من انطلاقا متاسكة مجردة

: إلي فها نذكرها

,N-طبعي عدد(٥) الصفر .

 آخر طبيعي عددa طبيعي عدد لكلN, وعم< له نرمز بله

.٥=1: تكتب خاصة وبصورةa± د

 يليه. آخر طبيعيا عددا هناك فإنa ة ه كان إذا العكس وعل

. a  العدد

١٩٣٢٠ و١٨٥٨ بين عاش أبتالل راي عالم(١)
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,Nطبعيا عدداً بي الذي ، الطبيعي العدد يكون أن بكن لا 
. صفرا ، آخر

,Nمتساوين كأنا طبعين عددن واحد طبيعي عدد ولي إذا •

,Nكانت إذا Eمن جزئية مجموعة Nالشرط وحققت •

0eE , (heE (h+eE حد

E=N  يكون فإنه

 بيانو مادى تفسر٢-٢

 بجوعةN فالمجموعة مفرا نمه طبعيا عددا الأول الدا -يعرف١

. العنصر هذا الأقل عى تخوي أنها إذ خالبة غير
 عنصرها من اعتباراً المجموعة هذه لبناء طريقة الثاني المبدأ يعطينا-٢

 تكوينها يكن الي والأعداد الفر من مكونة فهي- الصفر- الأول

 الطبيعية الأعداد مجوعة أن هذا عن وينتج.N من عددأ بلي عدد بإيجاد

 عى نقع لن فسوف الطبيعية الأعداد تكون نتابع عندما وأنه ، منتهة غير

•(٣٩ التمرن )انظر مروده سبق عدد

: الشكل رمزيا الرابع المبدا مثل أن يكننا م

at =a'+ 'a=a جد

fa 'a جب :£ التطبيق أن نستنتج وأن

 وحيد طبعي لعدد خالأ الصفر يساوي لا طبيعي عدده كل يجعل

N ٠ المجموعة ب تقابل خبو N-N- { ٥) والمجموعة
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 القيقة. في: بالتراجع البرهان طريقة يعطي الأخير المبدأ إن-٤

 بالقضة أفا نرمز معينة بجامة معرفةN من جزلة بجوعةE أن لفرض

(P(nحيث nالمجموعة متحول E.من مصحة القضة هذه كانت فإذا 

(٥eE أجل n=0)انطلاقا٨ً+= أجل من صحتها استنتاج وأمكن 

 أيeE٨ كان مها وذلكn=h أجل من صحتم( فرض من

٧heE H+eE حد

 كل، أجل من صحيحة القضية هذه أن المبدأ هذا إلى استنادا نقرر فإننا
 أي م ل قمة

٧neN : P(n) F=N >ح

: المنطقية بالعلاقة ماتقدم لكل زمز أن ويكننا

{ P(٥)٨]٧heE : P(H) {[P(H+) =ح E=N حد

: التالي بالشكل التراجع مبدأ تعمم مكننا: ملاحظة٢-٣
: التاليين طن الشر وحققتN من جزئية مجموعةE كانت إذا-N و

heE , (aeE (eE حد٩ , ٩>h

: {h,٠٠٠,1,٥}-E=N فان

n أجل ن٠ محققةP(a) القضية كانت إذا أي' =h، من. صحتها وتنتج 

 من صحيحة تكون فإنهاn-٩ أجل من صحتها فرض عندn=٩ أجل

. n =h  طبعي عدد كل أجل

 الأعداد مجوعة كونا أن بعد: العطبيعية الأعداد 4وعة بقة٢-٤

 عناصرها بين علاقات تعريف أي المجموعة هذه بناء بلي فها سنحاول الطبيعية

. علها داخلية وعليات
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 عى نجرا داخلة علية أول إن: الطبيعية الأعداد جع٢ ه-

 كل بن نقابل بأن وذلك+ ب عادة ه ونرمز ا.مع هي الطبيعية الأعداد

 له نرمز آخر طعي وعدد الطبيعية الأعداد من(x,y) مرتب زوج

 بطريقة العملة هذه نعرف. ، العددن هدن جموع« ونسميهx+y بد

 التاليين المبدأن من انطلاقا الراجع

(1)

(2)

٧xeN

٧x,yeN

X- 0= X

x-y±=(x+y)+

A,

٨,

٤ المع لعماية أمن محايد عنصر هو الصفر أن الأول المبدأ ويعي

x +y x المجموع فإن معرفا +y  كان إذا أنه الأخير المبدأ يعني

 العددان كان مها وذلكx+y العدد بلي الذي العدد بأنه يعرف

. N y من x و

 بينا كفية ولكا معينة قيمة لم أن العلاقتين هاتين في نفر

 ا.لمع أت ونفرضA ب فا نرمزN من جزية مجموعة متحولy يثل

 تحويA أن(1 ر العلاقة لنا تبين. منها عنصر كل أجل من معرف

 من معرفا ابلجع كان إذا أنه تبين فإنها(2 ر العلاقة أما الأقل عى الصفر

: أيy أجل من معرف فإنهy أجل

[(٥eA) =[(yeA=yeA) و A=N

 وبصودة كاملةN عى معرفا ا.لمع يكون(N), المبدأ إلى فاستناداً

 سيكون -خاصة

x0+=(X+- ٥") حب x+1=x+
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 باعتبار وذلكx ل الذي العدد يعطيx إلى(1) العدد إضافة إن

. الصفر يلي الذي العدد هو(1)

 بالحواص يتمتع ا.لمع إ: الطبيعية الأعداد ججع غواص٢ ه-
 التالة

:(٤٢ التمر )انظر للدمج( قابلة) تجميعية داخلية علية المع إن(١)

٧x,y,2eN : (x+y)+z=٨+(y +z)

(٤٣ التمر انظر) تبديلية داخلية ملية ا.لمع إن(٢)

٧x,yeN : ٢+y=y+x

٧xeN

 أنA, المبدأً وعن الحاصة هده

: X-٥= 0-X= X

 عن ينتج

. الطبيعية الأعداد جع لعملية المحايد العنصر هو الصفر أن يعني وهذا

,a كان إذا(٣) bيكون فإنه طبيعن عددن 

a- b=0 ,a=0 >ح b=0

.(٤٤ التمرن انظر)

 ، الصفر سوى طبيعي عدد لأي وجد لا أنه اخاصة هذه عن ينتج
. N  عى معرفة غير للجمع المعاكة فالعملية ، للجمع بالنسبة نظير

 عدد كل أن أي للاختصار قابلة الطبيعية الأعداد جمع علية(٤

: أي(٤ ه التمرن انظر) العملة هذه بالنبة" منتظم عنصر طبيعي

 العملية ماتكون وعند]١-٣٣ في[ الواردتين بالعلاقتين المنتظم العنصر يعرف(١)
. التالية فيرأسالصفدة أوردناها كالي العلاقتين هاتين من فقط بواحدة يكتفي تدلمة
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٧ xeN : a-+x=b+-x = a= D

 وتجميعية تبديلية علبة الطبيعية الأعداد جع أن عا: ملاحظة٢٩

 اتج يتغير أن دون المجموعة الأعداد مواقع بن نبادل أن يكننا فإنه

- ٠ا٠-٠--= ع·٠ من العملية مذه نبدأ أن يكننا الجم علة لتكرار أنه يعى وهذا الى

: عادة ونرمز ذيد الذي وبالترتيب أردنا حث

a +a,+٠٠٠+a ٠ به,غ=

a=b+c c د : هو كان إذا N  المجموعة في التراجع علاقة٧٢

 بالشكل لذلك ورمزنا ن بكبرa إن أو ا من أكبرa إن قلنا

a =b+c , a > b>ه=ء ا < a

 غتلفن رمزن واحد طبيعي لعدد نعطي أن المكن من كان وإذا

 بالمعنى تراجح علاقة نعرف فإنناe-٥ يكون أن الممكن من وكان

: التالي بالشكل الواسع

a-٥+٥ <} a> b
b < a

•٥ عى كاي ترتيب علاقة هي ت< العلاقة أن بسهولة ويرمن

 للاختصار وقابلة وتجميعية وتبديلية القيمة وحيدة المع علبة أن عا

 نكتت أن مكننا فانه

=b+c a+d=(b+d)+-c ح> . ٧deN
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: العلاقة تكافى، العلاقة وهذه

ab a+d >ح > b+d

 مع منسجمةN عى المعرفة التراجع علاقة إن ر هذا عن ونقول

. المع"، ملية
: التالي بالشكل ماسبق مكنناتعمم فانه متعدية> العلاقة أن تذكرنا إذا

a>b <a+c حد b+c

cd b+c حد b +d
،١- a+c > b+d

 إلى واحد اتجاه من مراجعتين جع مكن« بقولنا تقدم ما نفسر

 المشابه الطرف الأولى الراجحة من طرف كل إلى نضيف بأن وذلك بعها

•٠ الثانية التراجحة من الوضع في ه
a كان إذا: طبيعيا عددن فضل٢-٨ bأعلاه رأينا فقد 

a x فضل ، نسمي a=b+x x يكون بيث  طبيعي عدد برجد أنه

 داخلية علية مع تكافؤ علاقة انسجام]١-٣٧[ في عرفنا لفد(١)

 مع منسجمة إ,-ا3 ما علاقة عن: فنقول التعريف هذا نعمم أن وعكننا

 كان إذا فها ذاا المجموعة عى العرفة العملة

٧٤,y,zeE , x3y xT) =ح z) 3 (yT z)

x 3y=(zT x) 3(zTy)

< الترتيب علاقة مع] العملية انسجام نعرف خاصة وبصورة

Va,b,ceE,a<b  د
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: بالشكل ذلك ونكتب٥ عن

X = a - b

• a b من x طرح حاصل هو  إن نقول ما وكثيرا

,x' عددان وجد لو لأنه وحدx العدد إن xسبق ما جققان 

: يكون فإنه

a =b+=bx' =K د X'

. للاختصار قابل اطبيعية الأعداد جمع لأن

 أن وجا طرحا)-( ب ا نرمز التي العملية نسمي

x=a-b a>b حد

<a كان إذا إلا معن هذه الطرح لعملية ليس فإنه bغ فبي 

 داخلة علة لست إذن فيN عناصر من زوج كل أجل من معرفة

. N  على معرفة

: التالة الأساسة بالخاصة الطرح يتمتع

a- b=(a-+c)-(b+ c)

 حديه إلى نضف عندما الطرح حاصل يتغير لا و بقولنا نذكرها والتي

(. ؟ )للاذا ، واحدا عددا

 عى ونعرفها(x) ما نرمز داخلية علة الضرب: الضرب٢-٩

Nالتاليين بإلبدأن 
٧aeN

٧a,beN ,

ax0=0

a x bT= axb+ a

٧٤-
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• غامة بصورة ويجد

ax1=ax0 = ax0+ a = a

a x2 = ax1 = ax1-+a= a+a

 وهكذا

 ضرب حالة (وفي٠ )ج(ب) الامارة عن يستعاض أن اصطلح وقد

 الا-شارتين هاتين من كل حذف يكن يعضها حروف

: الطبيعية الأعداد ضرب غواص٢-١٠

: أي(٤٧ التمر انظر) المع عى توزيعية علية الضرب ا-

Va,b,ceN : a(b+c)=ab+ ac , (b-+c)a= ba+c a

: أي( ؟ لماذا)( للدمج قابلة) تجميعية علبة الضرب-٢

٧x,y,zeN (xy)2=x (y z)

: أي(٤٩ التمرن انظر) تبديلية علة الرب٣

ab= ba٧a,be N

 صفر الأقل عل أحدها فان صفرا عددن جداء كان -إذا٤
: أى( ه٠ التمرن انظر

a.b = 0 a جد = 0
4

b او = 0

N  عل المعرفة= الترتيب علاقة مع منسجمة الضرب علية -إن ه
: أي ه(١ التمر انظر)

٧ceN : ab ac-bc =ح

٧ceN : a<b = ac<bc
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• واحد اتجاه من ماراجحتا ضرب إمكان الحاصة هذة عن وينتج

: الراجحتان أمام كنا إذا القيقة في

a< b c<d

 فجدB ب والثانيةe ب الأولى ضرب يكننا فانه

a.c<b.c , b.c<b.d a.c<b.d حد

. متعديه< الترتيب علاقة لأن وذاك

 ولكن. طبيعياً عدداa لكن- عدد مضاعفات التقسم٢-١٠

 بالعلاقةN عى العرف التابع٤

f «ax أو ٧ = aX

 #وعة ، التابع هذا وفق ،N خيال و-كونa ل مضاعفاyً نسمى

: ونجدM(a) ب لها نرمز التيa مضاعفات

M({٥}=)٥ , M(1)=N , M(a)={0,a,2a,٠..}

 الجانب ثناي تطيق) تقابل هو تعريفه عى أتينا الذي ؟ التابع إن

: هو ع ل المعاكس التطبيق بكونa و ه أجل من.M(a) وN بين

a o و »  -م١
Y  ح

a
y أو

{ ،د
a

 منy كان إذا إلا موجود غير ا-£ التطبيق فيy غيالx إن

 أوaly بالشكل لذلك ونرمزy يقسمa إن عندها ونقولa مضاعفات

a قامم • إن a y عى القسمة يقبل y إن أو
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 أن تقدم ما نستنتج

٧aeN : 1[a , a[0 , ala

 متناظرة متعدبقولا ، منعكسة( )يقم علاقة أن عى بسهولة يرهن
. N " المجموعة ي معرفة جزفي ترتيب علاقة إذن فبي

 فانه طبيعيين عددنa,b كان إذا: الاقلدي التقسم٢-١١
: يكون وبجث وحيد طبيعي عدد وجود على ه(٣ التمرن انظر) يرهن

( +) b٩ <a<b(٩+1)

b a و مقسوما  ونسمي ، اقليديا تقسها ه٩ العدد إيجاد عملة سمي
. ، الاقلدي التقم ناتج ه يدعى فانه و أما ، علبه مقسوما

b r يصغر  وحيد طبيعي عدد يوجد أنه()+ العلاقة عن ينتج
: يكون محث

a = bq-+r

 الاقلدي التقم باي ه السابق بالشكل المعرفr العدد بمي
، b a على  ل

 زوج كل بن بربط الذي ، الاقليدي التقم هل: تمرن٢-١٢
 عى الأولى للركبة الاقليدي التقم وناتج الطبيعية الأعداد من مرتب

 ذاك كان وإذاN عى معرفة داخلية عملة ، الزوج لذا الثانية الركبة
. العملة هذه خواص ادرس

 كان وإذا معدوم غير عدد] م كان إذا: التوافق علاقة٢-١٣
,a) العددن قسمة باقيا b)عى nإن قلنا متساوين aيوافق bقياس 

Modulo n) nبالشكل ذلك وكتبنا(٠ :

a = b (mod n)
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: أمثلة

12 = 17 (mod 5) , 0±7(mod 7) , 11=3 (mod 4)

 فبي. ومتعدية ومتناظرة منعكة العلاقة هذه أن عى بسهولة يرهن

 كان. مها أنه إذ ت&فز أصناف إلىN المجموعة تجزى، تاني علاقة إذن

: المجموعة عناصر من واحدا سكونn عل قسمته باقي فإنهaeN العدد

[0, n-1]={٥,1٠2,٠٠.,n-1}

 الطبيعية الأعداد مجوعة فإن المجال هذا من طبيعيا عدداً م كان إذا

 بالشكل له ونرمزn قياس توافقيا صنفا تدعى م قباسr لا الموافقة

(r)={r,٢+n, r+2n, .٠٠,٢+٩٠n, ٠..}

ae) كان وإذا (rمانكتب1 فكشبر =)((a)الصنف ونقولإن (a)ساويي 

. الصنف فذا مثلا م اخترنا وإننا(r) اصنف

: هي5 قياس التوافق أصناف إن: مثال

(٥)={ 0, 5, 1٥, 15,٠٠٠}

(1}=)6,1 و11,٠٠٠,16{

(2)={ 2, 7٠ 12, 17, .٠٠}

(3) ={ 3, 8, 13, 18 ,٠٠٠}

(٩)={ 4, 9, 14, 19,٠٠٠}

: أن بسهولة ونلاحظ

N)(٥)٧(1)٧(2)٧(3)٧ =)ه
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: التوافق علاقة >واص٢-١٤

 أ ويكفي يازمn ق.اس متوافقين طبيعيان عددان لكون١

:(٥٧ التمرن انظر)n العدد مضاعفات من فضلهم يكون

a b , a= b (mod n) < a- be M(n)

 أي هه( التمرن انظر)n قياس من توافق علاقي جع يكن-٢
N  عى ا.لمع علية مع منسجمة التوافق علاقة أن

a = a' (mod n)
( a+B = a' + b' (mod n)

b = b' (mod n)\

 فإن غاصة وبورة

a = a'(mod n)
/ a+B = a' b (mod n)

b = b (mod n)\

(٦٠ التمرن انظر) واحد قياس من توافق علاقتي فرب مكن-٣
. N  على الضرب علية مع منسجمة لتوافق علاقة أن أى

a ± a' (mod n)
/ a.b= a'.b' (mod n)

b = b' (mod n)\

 خاصة وبصورة

a = a'(mod n) )

b = b (mod n) \
(a.b = a'.b (mod nحد 
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(٦٢ التمر )انظر طبيعي عده اسا قوة إلى توافق علاقة دفع يكن-٤

VxeN : a= b (mod n) a=b حد (mod n)

 التوافق أصناف لمجموعةc, ب لرمز: التوافق أصناف جبر٢-١٥

 أيn قياس
C, = {٢02,01),/2١,...٠١n- 1}

--="--'· ا ملتن بلل فا سنعرف.n عناصرها عدد منتهة مجموعة م الج

• التوافق أصناف وضرب جمع أيضا نسمها المجموعة هذه على داخليتين

(b) (a) : صنفان كل بن لنقابل n  قياس توافق صنفي جع٢-١٦

 له نرمز ، الصنفي هذن جموع نسميهC, من ثالث صنف وبنC, من

(a+b)التالة بالعلاقة ونعرفه :

(a) i {) =(a+ b)

 الطبيعية الأعداد جمع ل+ و التوافق أصناف جع يل ز حث
( a  قياس) الموافقين الصنفين جوع إن ه: بقولنا ذلك ونذكر

«a+b قيا) الموافق الصنف هوb,a ل ( n، أن الواضح ومن 

,a +b)e C)المجموعة تجزى. التوافق علاةة لأن Nعدد لكل بد فلا 

. C, a+b الأمنان أحد إلى ينتمي أن من  مل طبيعي

: نستنتج أن بكننا(5 قيا) التوافق جدول من-١ أمثلة٢-١٧

(4) = (7)= (2)(3)

 نكتب أن يكننا(1٥) قياس التوافق فى-٢
(5) + (5) = (10) = (6)
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 التوافق أصناف جع غواص٢-١٨

: التالية الحواص توافق صنفي جمع

 لأن تبديلية داخلة علة صنفن ججع ا-إن

٥ «
(a)}(b) =(a- b) +b)=(a)+(b) و a)

. a+b=b+a +a) لأن b)-(b+)  ولكن

: لأن الدمج قابلة العملية هذه إن-٢

[ (a) + (b)]+(c)= (a b)-أ (e) (a + b+ c)
 م

(a)\ (b)F-(c)]= (a)-(b-+c= (a- b-+ c)

 تبديلية لأا وذلك(٥) الصنف هو حادي عنصر العملة لهذه٣

: ولأت

•(a)-(٥) =(a0)= (a)

,(r0, عنصر لكل-٤ (r)€ Cالعملة لهذه بالنسبة نظير (عنصر 

-n) هو r)ولأن تبديلية العملة لأن وذلك :

(n r)-+(r)= (n) = (٥)

. نفسه يناظر فم(٥) العنصر أما

 التوافق أصناف ججع التاليان الجدولان يثل: مثال٢-١٩

(.6 قيا (و)5 )قياس

 تعريف من بسهولة نتتج
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(5)

(2) (3) (4) (5) (٥)

(3) (4) (5) (0) (1)

() (5) (٥) (1) (2)

(5) (٥) (1) (2) (3)

(٥) (1) (2) (3) ()

;١(٥) (1) (2) (3) (4)

(٥) (٥) (1) (2) (3)  )ه(

(1) (1) (2) (3) (4) (0)

(2) (2) (3) (4) (٥) (1)

(3) (3) (4) (0) (1) (2)

(4) (4) (٥) (1) (2) (3)

٠٥ ( b ) ر a ٨ من و..٠٠: صفان حداء٢٢٠ لنقا بل من ى صنفن ر » ،

.a) ب له نرمز(b) في(a) جداء نسميه منه ثالث وصنف b)بالعلاقة ونعرفه :

(a) .(b) = (a .b)

« ab « صنف و b,a  صنفي جداء إن ر: بقولنا القاعدة هذه نذكر

: نجد(s قياس) التوافق في: مثال

(4) .(3) = (12) = (2)
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: أن(3) قياس التوافق في ونجد

(4) .(3) =(12)= (o)

 فذه تعريف إلى استناد]: التوافق أصناف جداء خواص٢-٢١

: التالة الحواص نستنتج أن يكنا الداخلية العملية

 لأن تبديلية التوافق أصناف جداء مملة١

(a).(b) = (a.b) , (b).(a)= (b.a) a.b=b.a و

: لأن( تجمعية عماية) لدمج قابل التوافق أصناف جداء-٢

[(a) .(b)].(c) = (a . b).(c)=\(a.b)].(c)=(a.b.c)

 العملة هذه لأن وذلك(1) هو محايد عنصر التوافى أصناف لحداء٣

: ولأن تبديلية

(a).(1)= (a.1)= (a)

 لأصناف الضرب جدولي التاليات الجدولان مثل: مثال٢-٢٢

:(6 (و)قاs قياس) التوافق

(٥) (1) (2) (3) (4)

(٥) (2) (4) (1) (3)

(٥) (3) (1) (٩) (2)

(٩)(٥) (3) (2) (1)
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(2)(1)y  ا٠-١

(٥)(0)(٥)(0)(0)(0) (٥)

(1)(0)(1)(2)(3) )ه((5)

(4)(2)(0)(4)(2)(0)(2)

(3)(0)(3)(٥)(3)(0)(3)

(2)(4)(٥)(2)()(0)(٩)

(1)(2)(3)(4)(5)(0)(5)

 الأعداد بجوعة عى عرفنا لقد: الصحيحة الأعداد لوعة٢-٢٣

 إت ذاك عند وقلنا ، والضرب ا.لمع مها داخليتين عدلتنN الطبيعية

 الآن سبي.N على معرفتى غير العمليتين لهاتين كستن المعا العمليتين

 فها عنصر لكل يكون جديدة عددية تجوعة ،N المجموعة من انطلاقاً

 عملية تعريف من نتمكن وبذلك ، علها المعرفة ابمع لعملية بالنبة نظير

 هدم نسمي. المجموعة هذه عل( المع لعملية العاكسة العملية) الطرح

. بدة لها ورمز ، الصجحه الأعداد بجوعة ر المجموعة

 يكون التي الهالة علa-b مفهوم نوسع بأن هذا هدفنا إلى نتوصل

. a<b  فها
: التالي بالشكل و علاقة علها ولنعرفN ال±داء المجموعة لتكن

(٣)٧a, b,a',b'eN, (a, b) 3 (a', b) -'a-+b'=a >ح b

• أمثلة
(7 ,3) 3 (11,7), (5,2) 3(9,6) , (7,1) 3 (8,2)
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 علاةة في ومتناظرة ومتعدية منعكسة العلاقة هذه أن بسهولة يرهن

 هذه لمجموعة عادة زمز. تافؤ أصناف إلىN2 المجموءة تجزى، ذز67

 العنصر بجوي ، الأصناف ذ. من أصنف ونزمز23 بالشكل الأصناف
. مجماً عددا الصنف هذا ونمي(a )أ, بالشكل(a,b) ه·٠&

 الأ_اسة الحاصة إلى استادا: صحيحي عددن تساوي٢-٢٤

 تقول التي التكذؤ لأمناف واحدة اعلاقة ذؤ٤ ة- صنفي مثلا كان إذا

: نقول فإننا ، ، متساويان الصنفن هذن فإن ، العلاقة هذه وفى ، متافثن

٢ )هم( العلاقة وفق م-&فتين مثلاها كان إذا الصحيحان العددان يتاوى د

 مثلا فنكتت

,s)=(٦,2) ر ر ,5) >يمه( ه ٥) 3 (7, 2)

 ر
11 إ0٥=65 >ي<(11,6) ,ة(٥)

٠ ، أ، و ي]+ ه  عدم وعند الطباعة لتسهل ، تجاوزا( ر,ر) الصحيح للعدد رمزنا وإذا

: التالة العلاقات نكتب أن يكننا فإنه (،٤,y) بالشكل ، الااتباس خشية

٧ meN : (a, b)=(a- m,b+ m) (1)

٧١٤N,(-a,l٠ b): (a,b)=(a- ( )ا(b-2, ا

: غاصة وبصورة

a >>b :(a,b)=(a-b,0)

a <b :(a,b)= (0,b-a)

٧keN :(0,0)=(k,k)

-٨٥ س
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 من بواحد صحيح عده لأي رمز أن يكن أنه يعي وهذا
: التالة الأشتال

(٥,٥) , (a,0) , (٥,b) a, b ٤N

 تل الي الصحيحة الأعداد لجوعة2 ا ودمزابa,eN٥ كان إذا

 بالشكل تثل الي الصحبة الأعداد لمجموعة2- (وبa,٥) بالشكل

(b)٧+ بكون فإنه ,هZ(}٥,٥)٧٢-2٠2 د

 نعرف بأن وذاك رياضية بنية علها سنشد2 الجموعة تعريف بعد

. ثنائية وعلاقات داخلية عمليات علها

 علةN الحداء عل أولا ننشى.: الصحيحة الأعداد جع٢-٢٥

: بالعلاقة ونعرفها ،+ ب تجاوزا أا نرمز داخلة

(a, b)+ (c,d)=(a+c,b+d)

 ,ى(a,b)'(d) العنصرن عن استعضنا إذا أنه ذلك بعد ونرهن

,('c,d) الرتيب على لما المافثين ن بالعنصر (a',b)العلاقة)+( حسب 

: أن يعي وهذا ، السابق الناتج ي&فىء الجديد الناتج فإن

(a-+c,b+d) 3 (a'+c, b'+ d')

: نكتب أن بكنتنا)+( العلاقة من انطلاقاً القيقة في

(a , b) 3 (a',b) ='a+b >ح a'+b

(c,d) 3 (c, d') c+d'=c+d >ح

 والتجمع والمبادلة للاختصار الطبيعية الأعداد جع قابلية إلى واستا:]
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: نكتب أن بكننا

ac- b'+d'= ٤+c١ b+ d

< (a+c, bd) 3 (a٤'+c,b' +d')

 الصححة الأعداد جمع تعريف نودد أن مكننا تقدم ما إلى استناد]ً

: التالي بالشكل

 ن كي

(،,B)+(e, a)= (a+c , b+d)

 ردمزا ججع عملة ما كلا مهينا عليتن تحري السابقة العلاقة أن نلاحظ

 للتفريق+ ب وللثانية التباس( يكن لم اذا النقطة )وسنحذف; ب منها الأولى

. طبيعيان عددن جع وبن سبق ك} معرفن صحبحن عددن .جع بن

(. حمعمة
، 3

 بسهولة نتتج أن بكننا: الصحيحة الأعداد جمع خواص٢-٢٦

 التالة الحواص ، الصحيحة الأعداد جمع تعريف من

 لدمج قابلة عملة الصجحة الأعداد جمع ا-

. تدلة علية الصحيحة الأعداد جمع-٢

. العملة فذه المحايد العمر هو(٥,٥) العدد إن-٣

 هو الجمع بالنسبة نظراً(a,b) مل صحيح عدد كل -يقبل٤
: لأن ,ا(a) العدد

(a , b)-+ (b,a) = (a- b, b-+ a)=(a+ b,a-+ b)=(٥,0)

,(n,0) العددن إن خاصة وبصورة (0,n)متناظران .

 للاختصار قابة عملية اصححة الأعداد جع إن- ه
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: الصحيحة الأءداد كانت مها أنه نبرهن بأن نكتفي الهامة هذه لبرهان

: مححة التالة العلافة (فإن٦ ر٠(٥ ر٠١٦ ر eو Cو, aة --

,e)+(a,B) ر4 ر ر» ر ,a)=( ة =(,٥ ه(+)
 ر ر

 ,م(=)ة,ه(٤)

 تبدبي الصحيحة الأعداد جع لأن وذلك

: نكتت العلاقة هذه لبرهان

١ (a, b)-(c,d)] 3[(a,b)-+(e,f)]

(a-+c,b- d) M (a-+e, b-f)>ح 

a-cbf- bdae>ح 

: فان والتبديل للدمج قابل الطبعة الأعداد جمع أن وبا

a-٥-b-+f- bd- ae
(a-+b)+(c-f)= (a­ b)-+(d-e)>ح 

: فإن للاختصار قابل الطبيعية الأعداد جع أ وبها

(a + b)-(c-+f)=(a-+ b)-+(d-+e) +-d)-(f) حد e)

(d) 3 (e,fو c)>ح 

: أن تقدم ما ينتج

(a-+c,b-+d) 3(a-e,b-f) (c,d) حد 3 (e,f)

 الصحيحة الأعداد جع تعريف وإلى]٢-٢٤[ إلى واستنادا
 -+ة(c,b )ة(=e)=(a+e,bF (=)ه,e,٤) ل كي
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 او1

 ر» ر ر ر جر سر
(a, =(٥(+)٤,a)=(e,d)+( ط (,d)=(e,٢)

. برهانه المطاوب وهو

 الأعداد بجوعة عى ننىء: الصحيحة الأعداد ضرب٢-٢٧

 ونعرف,( ج ب موقتا لها نرمز )ضربا( نسمها أخرى داخلة علة الصححة

 التالة بالغلافة

 ، ى
(a,B)x(e,d)=(ac+ bd, adb c)

 أخر جمثلن حد,ا مثى غيرا إذا فها يتغير لا العملة اتج أن يبرهن
: با"شكل السابقة العلاقة نكتب أن مكننا لذا

(a, b)%(c, d)-(ac-+ bd, ac-+ bc)

 ثل٢:٤). الطبعة الأعداد من الرتب الزوج أن نفرض حث
. و»٥ م »ي٩ م ر ي ي x  فوق من النقطة حذفنا وحث )ر( ل-كفز صف

 بعريب إلى استنادا: الصحيحة الأعداد غرب خواص٢٨٢

: التالية الحواص بسهولة نتتج أن عكننا7 المجموعة على الضرب

 أي( تجميعية) للدمج قابلة علية الصحيحة الأعداد ا-ضرب

(\e,f)٧(b)X(c,d)/X(e,f) (a,b)\(c,d,ا}٠ 

: تبديلية علة الجحة الأعداد ضرب٢

(a , b)X(c, d) = (c,d)٧(a, b)
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: جمعها عى توزيعي الصحيحة الأعداد ضرب٣

(a, b)[(c,d)-+(e,f)]= (a, b)٧(c, d)-­
+ (a, b)X(e,f)

: الضرب لعملة عايد عنصر(1,0) الصح العدد إن٤

(1,0)X(a, b)= (a,b) ,a) و b)X(1, 0)=(a, b)

(]1,٥ (،)٥,1) العددن -وى[ صحح عدد لأي -ليس ه
. لذرب بالنبة نظير

 أخر صحح عدد بأي(0,0) الصحيح العدد ضرب حاصل-٦

(0,٥) يساوي

(0 , 0)X(a, b) = (a, b)% (0,0) = (٥, 0)

(0,٥) العدد عدا ما للضرب بالنسبة منتظمة الصحيحة الأعداد كل٧

. (P  لاذ

 للدمج وقابلة تبديلية الصحيحة الأعداد ضرب عملية أن -ما٨

• اصطلاحاً ونكتب ترتيب بدون العملية هذه تكرار نجري فإننا( )تجميعية

(a, ,b,)X (a», b٥)X ...2(a,,b,)= I (a, .b)

٢٩N N عى عرفنا لقد:2 من جزئية لوعة  المجموعة٢

 على وعرفا(x ،)+ \ب ورمزا والخرب ا.لمع ،4 داخلتن علتن

Z( ب)ذ,ير ل\ ورمزنا نفسها الامون هذبن تحملان داخلتن علتين

+Z امجموءة وعرفنا e2أن مكن التي الصبيحة الأعداد مجوعة بأنا 
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 المجموعة أن بهولة «ويرهن ة0٥ (حيثn,٥) بالشكل منا لكل برمز

 بر( )ز لعمليتن بالنسبة مستقرة7٣

 بالشكلZ/2 -ة}o) المجموعة علN المجموعة لنطبق

٧aeN £
d  ر

,a) ر ( ه

 العلاقتين وجتق( الجانب ثناي تطيق) تقابل التطبيق هذا إن

f(a بر» ي - b)=(a-+b,٥)=(a,٥)+(B,٥)-

(b£)(أ aع) =
x(B,0)(٥,a)=(٥,a.b)=f(a.b) ، سر -

 ي

=f(a) x f(b)

 (علىN وx -)+و إزوموردفيزم هوf أن على يرهن ما وهذا

 بالشكل متعدةN إن بقولنا أحاناً هذا عن (،ونعير إ,ز,
 أننا وبا. منها كل عى المعرفتين والضرب ا.لمع اهملي بالنبة2 مع
 الأشاء من أكثر الأشاء خواص دراسة إلى نهدف المعاصرة الرياضيات في

 واعداً رمزا متحدة بخواص تتمتعان لعملتن نعطي أن يكننا فإنه نفا

: هنا فكتب. إبزومودفيزماً ع يكون عندماf(x) دx بن نطابق أننا}

 ر
a0و , (a,٥)= a

2-N :  رر فكون
 ,ه(٥=)0 و

. الصحيحة الأعداد صفر هو(٥,0) الصحيح العدد إن ونقول

 ها ونرمز موجبة أعدادا1+! تنمي التي اصجحة الأعداد سمي
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 تتمي والي(٥,a) ما يمز الي الأعداد أماa بالشكل

 سالة أعدادا نمها٤(a,٥) الموجبة للأء«اد مناظرة فإنا7- إلى

: بالشكل ها ونرمز

(0, a)= a

-=٠٠ ء. ل و القيمة هوa الطبعي العدد إن ا±التن هاتين من كل في نقول

 إ""؟ إ. ا"إ"٠ ء هبينة ب انعي سه
 :>ارة وإن)+( هي+a ااوجب العدد إشارة إن نقول

(a)-هي .)-(

 بعريب إلى استناداً: الصحيحة الأعداد ضرب قواعد٢-٣٠

: التالة العلاقات نكتب أن بكننا الصحيحة الأعداد فرب علية

(m, 0).(n,0)=(m . n, 0) ) ح> m)٠(- n)(m n)
 لا

(m, 0).(0, n)=(0, m.n) ) >ح m).(- n)= (m . n)

(0, m).(n.0)=(0, m. n)<ي (- m).( n)= (m. n)

(0, m).(0, n)=(m.n,0) ) حب m) ( n)=+(m . n)

: التالة بالقاعدة ماتقدم نلخص

 تاوى المطلقة قمته صححا عددأ ياوي صححن عددن جداء ر

 كان إذا)+( الجداء إشارة وتكون العددن أذن امطلقتن القيمتين جداء
 كان إذا)-( الإشارة هذه وتكون واحدة إشارة من المضروبان العددان

 الإشارات ضرب قاعدة عادة ونكتب. غتافتين إشارتين من العددان هذان

 التالي بالشكل

-٩٢ ه



(+)%(+)=-+

()x(-)

(-)X(-) + د

 -)+(لا)-(

: بقولنا السابقة القاعدة نعدم

 المطلقة القم نضرب الصحيحة الأعداد من جلة فرب حاصل لإيجاد«

:: الذم لحاصل مطلقة قمة الناتج ونتخذ ببعضها الأعداد لهذه
 ولصرب اr ت، ت٠·

 ه مه،. إشارة عى فنحصل السابقة القاعدة حب بالتدرج الأعداد هذه إشارات

.٢ الضرب حاصل

 لكل أن أعلاه رأينا اقد: الصحيحة الأعداد طرح علة٢-٣١
 .ع.-٠-- ، الطر علة أن ذا عن ديذتج لأجمع بالنبة نظيراً صحيح عدد

. الصحيحة الأعداد تججوعة عى معرفة ]،٢-٢٥[ للجمع المعاكسة العملية

• المعاكسة العملية تعريف إلى إستادً ونكتب موقنأبء العملية لفذه زمز

(a, b)-(c, d) = (a, b)-+ (d, ( ت

 للجمع بالنبة( ,ىd) المطروح نظير(d )ى, حت

-a الطرح عرفنا اقد bعلى Nيكون عندما a> bي ويكننا 
. نك أن الحالة عده  ه

(a, 0) (b, 0)= (a, 0)-+ (٥, b)- (a, b)=

(a b,0)= a b

-a اطرح ناتج أن ونلاحظ bالطرح ناتج ياوي د على )-(

 ر( الإشارة عادة نعمل لذا صححن عددن باعتبارها لعددن ذن4ل
 د ن ص»
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 تجاوزا ونكتب ر( بدلآ الصحيحة الأعداد طرح لعملية1 رمز

(a, 0)-(b,0) = (a- b, 0)

 ونكتبa<b فها يكون التي الحالة عى تقدم ما معمم

(a ,0)(b,0) = (a,0)-+(0, b) (a,b) د =

a)a)=- (b=(٥,b

 ختدر بشكل أو

a- b=-(b- a)

 ناتج فإنa مضه المطروح من أكبر ا المطروح كان إذا ونقول

. سالب الطرم •

(n٠٥) المرجب الصحج للعدد رمزنا لقد: قاعدة٢_٣٢

 أت الآن وبكننا- د ب السالب الصحيح للعدد ورمزا+٨ بالشكل

+ n- n n غتدر بشكل ونكتب  يسار من الزائد إشارة نضمر

: أن اطرح تعريف إلى استناد] لاحظنا وإذا

(n ,0)-(0, m)=(n,0)- (m,0) = n-+ m

- n(- m)

: العلاقة إلى نتوصل فإننا

n-( m) +-n د m

 تمثل ل)-( إشارتي بن تفصل الي القوس إن بقولنا هذا نفسر

 إشارات ضرب قاعدة عمنا قد بذلك ونكون الإشارتين فاتن ضرب عملية
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. عامة بصورة الاشارات ضرب على الأعداد

 مختلفين:الأولى مفهومان تثلان ببعضها ضربناها اللتان الناقص إشارتي إن

-(٨) الصحيح لعدد إشارة الثانية قثل بينها طرح علية تقل ما

 هو الطرح أن نذكر أن بعد لعدد إشارة تثل منها كلا أن نعتبر أن ويكننا

: فكتب للجمع المعاكسة العملة

n( m) =n+[( m)[

 للجمع بالنسبة-(m) نظير (-هوm) عث

 الطرح علية تعرف إلى استناد]: الطرح علية خواص٢-٣٣

: التالية الحواص بسمولة نستنتج أن يكننا الصحيحة الأعداد عى

(٥,0) العدد هو اليمن من حادي عنصر العملة لذه١

(a، b)--(0,0)= (a,b)-(٥,0) = (a, b)

 للطرح بالنسبة لفه نظير صحح عدد كل-٢

(a,b) (a,b) (٥٠0)

 لاطرح بالنبة منتظم عنصر صحيح عدد كل-٣

(a, b)-(c,d١--٢e,f)-(c,d) = (a,b)=(e٠f١

(c,d)-- (a,b)=/,d)-(e,f)= (a,b)=(e,٢)

: بالشكل الأولى مساواتها نكتب الأولى العلاقة لبرهان

(a , b)-+(d,c)=(e,f)+(d.c) = (a.b)=(e,f)

. للاذ:صار قابلة الهححة الأءداد مع علبة لأن وذلك
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 إضافة بكن«: باختصار ونقول ذاتها بالطريقة الثانية العلاقة وتبرهن

 ماواتن جع بكن ر أو ماواة،، طرفي إلى واحد صيع عدد

. ، بعضا إلى

 من كل إلى أضفنا إذا فها صحيحين عددن طرح ناتج لايتغير ،٤

: واء.أ صححا عددا حديه

(a , b)- (c,d)=/a,b)+(e٠f)١\/-٤٠d)+ (e٠f)١ (2)
٥

: التالي بالشكل الأين طر,ا نكتب العلاقة هذه صحة لبرهان

(ae,bf)(c e,d+f)-(a-+e,5+f)-

+ (d-f,ce)-(a-ed+f, b+٢-٥-e)  ذ

(cا-+ ,a-+ dت-) 

.]٢-٢[ ة٥ ا إلى استنادً

:١2) من الأسر الطرف والكن

{a, b)-(c.d)=(a,h)+(d,c)/a-+d,b-+ c)

.(2) العلافة صحة ن4 يبر ما وهذا

: لأن وذاك الطرح لعماية بالنبة توزيعية اذرب علة إن ه

a-6=a٤()$٧٠(٥-6)=٧\٥+(6)١=

=٧٥+٧(6)-٧a- ٧63

 عددنa,6 كأن إذا: تعريف-Z زتيب علاقة٣٤٢

 إذ ه من أصغر م أو م من أكبر ه إن تعريفاً نقول فإننا صححا
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a- 6=(٨,٥) )

(n  و٥

 أي موجبا عددا -ه6 كان

a>4\م 
/6<٥

 يكبر موجب عدد كل أن إلى :يa-٥=a فإن خاصة وبصورة

=(n,0 العفر a>0=)الصفر يصغر سالب عدد كل وإن 

. a=(0, n)= a<0

 بسهولة ويرهن أوز>(،)<( ب لها رمزنا علاقة تقدم ما عرفنا لقد

 بشكل نعرف أن ومكننا. الضيق بالعى كاي وتبب علاقة العلاقة هذ. أن

: فقول الواسع بالمعى الراجع مماثل

a30 = a-63eZ-+{٥}a =>B3

a-633م ح -a6٠٤٥ دa٤2+٤٥}
 بالعى كلي ترتيب علاقة هي العلاقة أن أيضا بولة ويرهن

 العلاقة جققان صححن عددن كل أن أي الواسع

a -{3  أو م

: نتائج٢-٣٥
: m) العلاقة من ينتج-١ ,0)- (n,0)=(m, n)

,m) العدد أن n)كان إذا موجبا يكون a>nسالبا ويكون 
+m كان إذا nكان إذا ممدوما ويكون m = aالعدد ترتيب أن ،أي 

. المطلقتان قمتها تتبب يطابق الموجبين
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• العلافة من نستنتج-٢

(m, 0)(0, n) =(m-+ n,0)

 سالب عده أي من أكبر موجب عده كل أن

: العلاقة من نستنتج-٣

n m , (0, m)- (0, n)=(n٠ m)

,n) العدد كون ومن m)ًأن موجبا 

n> m , حد(0 m) > (0, n)

 المطلقة بالقمة الأمغر السالب العدد إن ه: بقولنا ذلك ونذكر

. ، الطققة بالقيمة الأكر هو
: مثال

- 154-3<0<5< 15

:2 على الترتيب علاقة غواص٢-٣٦

٧+٢6+6aه< 
a- 63=(a٧)- (63-+ ٢)

a-3>0 +3/)-(٢+a) ه ٣)>0

- ١

 لأن وذلك

: و

: أن تقدم مما ينتج

+3>٧٣- a-3-+(- 63)>٢+(-6) <  >ه٧}3
 الآخر الطرف إلى مراجحة طرفي أحد من حداً ننقل أن يكننا إذن

. إشارته نبدل أن بعد

-٩٨-



. طرف الى طرفا ، واحد اتجاه من متراججتن اضافة يكن-٢

 الققة في

a-3=a+٧٦63+٧
٧5=٠65+٧>6+8٥

: السابقة العلاقة من نستنتج فإننا متعدية الترتيب علاقة أن وجا

a>6 -}٥+٢٦6 ة+
٢>8

. برهانه المطلوب وهو

 موجب بعدد ، صححان عددان حداها ، مراجحة طرفي ضربنا إذا٣

 صحيحة مراججة على نحصل فإننا

 فإن ر> ه كان إذا القيقة في

a>(3<a-6>0 < ٢(a- 6)>0< ٣a-  م6>0
<٠ عa 3}مر>
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 كود: عارب
 منتهة غير مجموعة الطبيعية الأعداد مجوعة أن برهن٣٩

 حسب) الصفر هو واحد] عنصرا الأقل علN المجموعة تحوي: اطل

 ولترمز الصفر يلي الذي العدد نجد أن يكننا(N), المبدأ وبحب٠(٨,

. وهكذا(a ب), له ولرمز(a )ر لي الذي العدد تم(a), ه

 نقع لن سوف أننا أي ، جديدة أعدادا باستمرار يعطينا هذا أن ولتنبرهن

 هذا في مرة لأول وتعنا أننا جدلا لنفرض. تكوينه سبق عدد على

: مثلا وليكن به مررنا أن سبق قد كانa. آخر بلىa م ر+ عدد على البناء

n +ة41 م > p

 م% م أن اN من عده أي لايليa ه-, لأن موم إن

 يكون فوفa -ء1 بيa. أن وبا نفسه ليa. أن بعي -مn لأن
: (N,)  حست

a=a٥= a٥-١= a٨a',=a ٥ و

 من مرة لأول تقع الطادثة هذه أن من فرضناه لما غالف وهذا
. م a  +ء جل

p دp و٥ كان إذا = nيكون فوف p<n>استمالة ولنبرهن٥ 
( N,)  وعن الفرض هذا عن ينتج. ذلك

a =a , م aم١- a = م a٥- 8٥-١

 أ٠٠



 وقوعها قبلa. أجل من وقعت اطادثة هذه أن النتجة هذه وتعني

. فرضناه لما غالف وهذاa م رم أجل من

 المدا بمجب الطبعة الأعداد مجوعة تكون خلال أننا تقدم ما يمج

,N:استمرار من ماينع لابوجد أنه وعا. معنا مر عدد عى نقع لن سوف 

. منتهة غيرN المجموعة فإن جديدة أعداد وإيجاد التكون علة

: n  الطبيعي العدد كان مها أنه التراجع بطريقة -برهن٤٠

1X1!+2X2!٠٠٠+ nXn!=(n-+1)!-1

 أن إذn=1 دn=٥ أجل من صحيحة العلاقة هذه إن: الطل

1X1!=-(11)!--12-1=1

 ذلك من ولنتتجn=p أجل من صحيحة العلاقة هذه أن لنفرض

• n=p+1  اجل من صحبا

: الفرض

1X1!2>2!+٠٠٠-pXp!=(p+١)!-1

 فنجد(p+1)٠(p+1!) العدد المساواة هذه طرفي إلى لنجمع

11!-2X2!-٠٠٠-+pXp!-+(p+1)X(p-+-1)!

- (p+ 1)(p1)!--(p-1)!-1=(p-١-1)!(p-1-+1)- 1

--(p+2)!- 1

n أجل من صحيحة امفروضة العلاقة أن يثبت ما وهذا = p1بفرس 

 من صحعة تكون التراجع مبدأً إلى واستنادا.n=p أجل من صحتها
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« ا. قمة كل أجل

 عنصرا ه بفرض) التالة العلاقة صحة التراجع بطريقة برهن-٤ ا

٠(٨ من كفياً

E ()= h(+1)...(h غ + a-)
0 ا=ط

1= ,n(n +1)..٠(n+ a!a-+

: الشكل تأخذ لأا٨-1 وn-٥ أجل من صحيحة العلاقة هذه أن: الطل

11.2.3..٠(1+a-1) 1.2٠٠٠a٠(1+a)a +1

1٠2٠٠٠a1.2.3.٠٠a : أد

 من محها ذلك من ولنستنتجn م- أجل من صححة أنها لنفرض

: لنفرض أي +م-د1 أجل

 م
(1) E h(h+ 1).٠٠(h+ a-1)-

h =١

1 (p+a)٠٠٠(P(  ;رج-1+

: العلاقة صمة ولنبرهن

(2)
 م+1

(-a- 1)+٠٠٠(h(h+1ج 

+٤+p)(٤+p)٠٠٠(p+1)(p+2)د a +1
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(p+1)(p +2)٠٠٠(p+  الحد)ه(1) العلاقة طرفي إلى لمجمع

 الأمن الطرف وأما(2) من الأيسر لطرف مطابقا الأبر حارفا ف.صبح

. الشكل فأخذ

(=P+ a)٠..(p+a)+(p +1)(p +2)٠٠٠(p(p  ة1+
a+1

(p+ a)٠٠٠(p+1)+(1د) a 1

(p+1)(p +2) ٠٠٠(p +a)(p+ a +1)
a ٠+1

: الاقتضاء يبرهن ما وهذا(2) العلاقة من الأمن الطرف مطابق وهو

(1) حد(2)

 إلى استناداً وذلكn قيمة كانت مها المفروضة العلاقة صحه ويرهن
. الراجع مبدأ

(: للدمج قابلة) تجميعية الطبيعية الأعداد جع علية أن برمن-٤٢

• العلاقة صحة سنرهن: الل

(1) ٧x,y,2eN: (x+y)+z=x+(y + z)

: الراجع بطريقة

 تعريف إلى استناداً:2=٥ أجل من(1) العلاقة ،صحة نبرهن ا-

 نكتب أن بكنا المع

(+y)+0 = y+- لا

٤+(y+0) = x+y
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.2=٥ أجل من(1) العلاقة صحة يبرهن ما وهذا

 أجل من برفت قد(1) العلاقة أن( التراجع فرضية) لنفرض

: أي م=ة أجل من محها ذلك من ولنستنتجz م=

(٤+y)+p=X+(y+p) = (x+y)+p'-٧+(y+ p')

 التوالي عى فنجد برهانها يطلب الي للمساواة الأيبر الطرف من لننطلق

( (y+٤)( ا.لمع تعريف +p=[(٤+y)+p]+

= [+(y+p)]' ( N ( ء و الراجع فرضية

- x+(y+p)-x+(y+p") ( ( الجمع تعريف

 ا.لمع علية أن وبرهنا المطاربة العلاقة محة استنتجنا قد بذلك ونكون

. للدمج قابلة

 تبديل الطبيعية الأعداد جع أن وهن-٤٣

: العلاقة صمة نبرهن: الحل

(1) ٧x,yeN X-+y=y-+٤

. التراجع بطريقة

 أيy ه- أجل من )ا( العلاقة صحة نبرهن-١

WxeN : x+0-0+ x

 برمن أت يكني اذا +-ه+» ابلع تريف ى لنادا
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(2) ٧x٤N ٠ 0+x=x

 أى=«٥ أجل من محجة العلاقة هذه إن القيقة في

( A, 0-0+٥( بحب

: أيx أجل من صحتها فرض إلى استناد]x+ أجل من مدتها لنبرهن

0+x=0٤ ب+x = + ر

( A, -x+٥ جب (٥+x)+

( x-+(٠٤٥) التراجع فرضية

: x=+٥ العلاقة إلى يؤدي وهذا

. N  من٤ كل أجل من محجة(2) فالعلاقة

 أىy=1 أجل من(1) العلاقة محة لنبرهن-٢

(3' x1 = 1+X

 صحيحة العلاقة هذه إن فنقول التراجع بطريقة العلاقة هذه صحة نرهن

: أي سبق ما إلى استناد]ً=»o أجل من

0 1 = 1+ 0

 محها فرض إلى استناداx=pً' أجل من(3) العلاقة صحة لمبرهن

: أيx م- أجل من

(4) p1=1+p= p'+1=1+p٧

 نكتب أن بكننا الطتيقة في

(p+1) =(1+p) ( الراجع )فرضة

 أ٠٥ ا



p+1p' =(p+1)=(1+p)=p+1  ولكن
(1+p) =1+p

1+p±=p-+1

( A,  حب) ولدينا

 أن الأخيرتن العلاقتين عن ديةج

• إثباته المطاوب وهو

 وانبرهنy م= أجل من محجة(1) العلاقة أن الآن لنفرض٣

: صحة لنبرهن أيy "م= اجل من صحتها

(5) ٤+p=p+x = x+p =p+٠٤

 نكتب أن يكننا الحقيقة في

٤+p+ (p+) د

p+-x=(p+1)+x=p+(1+ x)

=p+(x+1)=p+x=(p+x)+

(x +p)=(p+ x)

): (A  و حب

 التحمعة اقاصة

((3) إلى استنادا

( التراجع فرضية

 ويرهنy قيمة كل أجل من(s) العلاقة إلى مايؤدي وهذا

. المطاوبة اغامة

a,bالعلاقة محة برهن طبيعيان عددان٤٤ :

(1) ab=0 < a=b0د 

 فلنبرهن ، واضع الياد إلى اليمن من الانتقال إ: الطل

: العلاقة صحة

a+b=0 = a=b=0(2)

 عدد وجود(N), حسب يعي وهذاb و ه أن جدلا لنفرض
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 العلاقة من الأولى المباراة وتأخذe-=b يكون بجيتc مثل طبيعي
 الشكل ر(

a+c =(a+ c)±=0 ( المع )تعرف

 يكون أن إلا يكن لا ا أن إلى ويؤدي(N لمبدأ مخالف وهذا
. a= ٥ أن نبرهن ذاتها .وبالطريقة معدوماً

a-  العلاقتان صحة برهن طبيعيان عددانb د20

a +x=b- x a=b =ح

X-+a=xb =a د b

 هدن من واصدأ نبرهن أ يكفي فإنه تبديلية المع علة أن با
• مثلا الأول ولبرهن الاقتضاءن

 أجل من صحتها ولنبرهنx=٥ أجل من محجة العلاقة هذه إ
<٠٠'·

: أيx أجل من صحتم( فرض إلى استاد]ً»4

[ a+=b-+x [a=b حد = [a+' =b+x' = a=b\

 لدينا القيقة في

a +x+=bx' +(a+x) حد =(b+ x)+ ( A  حب
[ حمت (.١)x=b-+Xد aحد 

b( ا التراجع فرضة  >يد =ح٠ د

. امطاوب ثبت قد فكون متعدية د العلاقة أن وما

 جمعها عى توزيعية علية الطبيعية الأعداد ضرب علية أن برهن-٤٦
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: أي اليسار من

(1) ٧a,b,ceN : a(b+c)= ab+ ac

 العدد من واحدا نعتبر أن مكننا فإنه تبدي الأعداد ججع أن بما

eالعددن موضعي بن نبادل بعدأن أترهان نعية نم متمولا والثانى، ثابتاً ,ا 

(e)نتبر أننا6 ,ا aًالهامة هذه ونبرهن كيفا ولكنه ثابتا 

. التراجع بطريقة
: أن إذc=٥ أجل من صحيحة(1 العلاقة إن

a (b+0)= ab =aba.0 و ab

 من صحتها ولنتتجc=p أجل من صحتها رهنا أننا لنفرض-٢

: لثت أيc 'م= أجل

a (b+ c)= ab+ ac = a(b+c)=ab+ ac+

a (b+c)=a(b+c)+ (A ( ي

(P,)=a(b+c)+a

( -( التراجع فرضة ab+ac+a

(P,)= ab+ ac'

: المطاوب برهنا قد بذلك ونكون

 عى اليمن من توزيعية ملية اطبيعية الأعداد ضرب أن برهن-٤٧

 أي جمعها

٧a,b,cN : (a+b)cac+ bc1 ز/

 متحولاc و اختياريان ولكها ثابتينa, ا العلاقة هذه في نعتبر
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 من محها بداهة نلاحظ أن بعد التراجع بطريقة الحاصة هذه ولنبرهن

: -ه٥ أجل

 يكون فإنه الضرب في حادي عنصر(1) العدد أن ما١

(a-+b).1= ab= a.1+b.1

c=1  اجل من(1 ر العلاقة صحة يؤكد ما وهذا

: الاقتضاء صحة لنبرهن

[(a+ b) p=ap+bp] = \(a+b)p =ap +bp"]

(a+ b)p' =(a+b).p+a+b (Pa)

=ap+b.p+a،b ( ( التراجع فرضة
-(ap+a) bp+ h) ( ( وتبديلي تجمعي الجم

. ٠'٠< ب ا

(P,)-a٠p٦+b٠p

 بالنسة توزيعية لدة الطبيعية الأءداد ضرب عملية أن برهن/\

: أي لطرحا

٧x,y,2eN , y->z: x(y-z)=Xy- xz

 يكون بجثd طبيعي عدد وجد فإنهy- أن ما: الطل

٥y=2 d d حب y د

xy=x(2-d)= xz+ xd

Ky x2=xd

٤y-٦2=X(y z)

( الطرح )تعريف

 لاجمع( بالنسبة توزيعي )الضرب

( الطرح )تعريف

: المطلوب مجد ومنه
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 علاقة مع منجمة الطبيعية الأعداد ضرب علة أن برهن-٤٩

: أى علها العرفة< الترتيب

٧ceN : a>b a.c د - b.c

 التالة العلاقات كتابة رأيناه ما بجسب بكننا: اطل

deN : a=b+ d( <a( الترتيب علاقة تعريف b =

a=b+d = a.c=bc+dc( ( للتوزيع قابل الضرب

( =bc الترتيب علاقة تعريف ac

 منعمة الطعة الأعداد ضرب عملية أن عى ذاتها بالطريقة يرهن

. N  على المعرفة< الترتيب علاقة مع

 عى أحدها فإن صفرا طبيعيين عددن جداء كان إذا أنه برهن-٥٠
. مفر الأقل

a=٥,b وa,0 هو أن جدلاً لنقرض: الطل .bيعي وهذا 

c" ( ا أى( صفرا يكون قد e b آخر عددا بي  العدد أن

: عندها ويكون

a.b=a.cT = aC-+a ( P, ( المبدا بجسب

 وهذا ه=ه فرضنا لأننا معدوما يكون أن مكن لا +عه إن&

 غيرb ه= فرضنا أن أيa -ط.٥ كون من فرضناه ما غالف

 وإناb=٥ كون من إذن بد فلاa =ط٥ الأصلي الفرض مع منسجم

 إ١٠-



 برهانه المطاوب وهوa=0 كون من بد فلا -ا٨ كان

 علاقة مع منسجمة الطبيعة الأعداد ضرب ملة إن برهن-٥١
. المجموعة هذه علل المعرفة الترتيب

 نعطي أن اليمن على ا!كتوب التعليل إلى استناداً يكننا: ال±ل
• التالة العملاقات

a,beN:a b ز =xeN:a ح3> b+ x(  التراجم تعريف

٧ceN:a=b+x<ca= cb+ cx (  القمة وحدة ا.لمع علية

c a = c b+ cX c حتة a - c b ( التراجع تعريف

• العلاقة العلاقات هذه عن ينتج

a .b = c a - c b

. برهانه الطاوب وهو

 أى تبديلية ملية الطبيعية الأعداد ضرب أ رهن-٥٢

(1) ٧x,yeN : .y=y٠

 ر كان مهاy=٥ أجل من صحيحة العلاقة هذه أن نلاحظ: الحل

: أيy=1 أجل من محتها أولا فلنبرهن

(2) ٧xeN : x.1=1٠x

-١١١-



 من صحتها فلنفرضx=1 أجل من مجحة العلاقة هذه إن١

 لبرمن أيx م= اجل من صحتها ذلك من ولنستنتجx م= أجل

• العملاقة محة

p.1=1.p

1.p±=1٠p+1=p+1

p ٠1-(p+1)٠1=p+1

= p±.1=1.p٦

,Pالحادي والعنصر ):

( الحيادي )العنصر

 من صحتها ولنبرهنy م= أجل من(1) العلاقة صحة لنفرض٢

: لنبرهن أيy +م- أجل
 مق

٧peN : x.p=p.x = x.pp٧٠x

( P x.pT بحسب =x٠p+x

pt .x=(p+1)x-px+¥-xp+x ( ( المن من التوزيع

,a كان إذا-٥٢ bطبيعي عدد وجود عل ،برهن طيعين عددن 
 العلاقة يحقق و وعيد

b ٩ :< a< b(٩+1)

. b M(b) مضاعفات بجوعة  لتكن: الحل

M(b)={0,b,2b....,n b,٠..}

: أيa على الى،لاتزيدB مضاعفات من الجزئة للمجموعة4 ب ولترمز
 م5«»

x€6 xe] ح> M(b), x: a]

 محدودة لأما منتهية وهي الفر الأقل عى تحوي لأا خالة غير إن

-١١٢-



 أكبر وهو ب"م له زمز أعظم عنصر لفا فيكونa ب الأعل من
. a b يساوي أو يصغر  ل مضاعف

m) أن ما e M(bيكون بجث٩ وحد عدد يوجد فإنه 

m = q.b

٩٠b < a
(٩+1) b> a

 بالبداهة وسيكون
 أن عى فلنبرهن

 يكون فسوف ذلك بكن م إذا القيقة في

(٩+1)b < a

 فرضناه لما خلانا4 من الأعظم العنصر هو .وb يكو ولن

 وهو برهانه الطاوب يكون أن إلا يكن لا أنه يعي وهذا

1)b+٠(<٩b <aو 

، N  من جزئية مجموعة ، م العدد مضاعفات بجوعة أن -برهن٥٤

. الطبيعية الأعداد وضرب بلجع بالنسبة مستقرة

b) كان إذا: اطل e M(n,و,'و مثل عددن إيجاد يكن فإنه 

: يكون بجث

a =٩n , b=q'n

: ا.لمع عى توزيعي الضرب أن وبا

a+b=٩n-+٩'n=(٩+٩')ne M(n)

: نجيعي الضرب أن وجا

a.b=٩n٠٩'n = (٩n٩') n e M(n)

٨ م- -١١٣-



. امطلوب يثبت وهذا

: تبدلي الصحيحة الأعداد ضرب أن برهن-٥٥

: نجد فسوف]٢-٢٧[N٩ عى الغرب تعريف إلى عدنا إذا: الطل

(a,b)X(c,d)=(ac+bd, ad+bc)

(c,d)X(a,b)=(ca+db, da+cb)

: أي متساويان السابقين الناتجين فإن تبديلي الطبيعية الأعداد ضرب أن جا

(ac+bd, ad+bc)= (ca+db, da+cb)

(a,b)X(c,d)=(c,d)X(a,b)>ح 

:]٢-٢٧[ حب العلاقة هذه عن وينتج

(a,B)(a)=(d,)(a,B) ر ر ر

. تبديلي الصجحة الأعداد ضرب أن على يبرهن ما وهذا

 نربط ،max لهابب رمزT داخلية علية2 عى نعرف-٥

: ونكتب العددن هذبن (أكبر,:y) الصحيحة الأعداد من زوج بكل

xTy= maX (x,y)

 وبن العملة هذه عى الصحيحة الأعداد وضرب .جمع توزيع ادرس

. Z  على المعرفة< الترتيب علاقة مع منسجمة العملية هذه تكون مى

 أن الواضع من لأنه٦ عى وذيعي ن في ابلجع إن: الطل

2+(xTy)=(٦+٤)T (z+y)

(xTy)+٥=(x+٦)T (y+z)

-١١٤-



 العددن أكبر هوx+z فإن,»y العددن أكبر هو» كان لو لأنه

٦+x,٦+yلأنه وذلك 

Vx,y,zeN : x>>y x+2 حد >y-+2

2+ في7 عى توزيعية عملية ف,و الضرب أما

2 > 0 2٠(٤Ty)=(٦٠٤)T(٥٠y)

(xTy)٠2=(٤٠٦)T (y (٠ ة

 لأت
z0, V٦,y,zeN : xy = x.2>y.2

 قابة غير الضرب علة فإن <ءo فم\ يكون التي الحالة في أما

 التمر هذا في المعرفةr بالنسبة التوزيع

 الترتيب علاقة مع منسجمة٦ العلاقة إن

xy ,max(x حد ( ة max(y,z) xT2>yTz >ح

 الثلاثة الأعداد وضع ،سيكون>y فرضنا مع انسجاماً لأنه

x,y,2الثلاثة الأش&ل من واحداً لبعا بالنسبة :

2> x y مت xzy و , X y ت z تي

 عقة] السابق الاقتضاء يكون الثلاث اطالات هذه من حالة كل دفي

: أب الترتيب علاقة تعريف مع تمشياً اعتبرنا إذا وذلك

maX (x,X)=x

( n ,a قياس) متوافقان b  الطبيعيان العددان لكون أنه برهن-٥٧

-١١٥-
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: أي٨ عى القسمة فضلها يقبل أن ويكفي يازم

ab , a=b (mod n) < a-be M(n)

: مثلا فنجد م عىb,a من لكل الاقليدي التقم لنجر: اطل

a=n٩+r , b=n٩'+r' , ٩٩'

]٤٨[ الطرح عى التوزيع الغرب وقابلية التوافق تعريف من وانطلاقا

a = b (mod n) r=r >ح = ab=(٩٩') n

(a be M(n>ح 

: العكس وعى

r' e M(n)a- beM(n) n+r-(1)(' ح(٩-٩>

: الثلاث الحالات من حالة كانت إذا إلا الأخير الانتاء يتحقق أن بكن لا

rr=0 ١

r<n= r٣<n -r ولكن re M(n) , r> r-٢

r- ٣=٥ أن يعني وهذا

٣'-٣>r'-re M(n) rولكن n>حد٣-٣ n>أي.٣ 
rr= 0

: التالة العلاقة صحة دوماً يؤكد ما وهذا

a- be M(n) ٥='r-r >ح < a=b (mod n)

: بي ما +هن-٥٨

٧ceN: a=b (mod n) = a+c=b+c (mod n)

-١١٦-



 الظرح خواص من]٤،٢-٣٢[ ا±امة إلى استنادا: اطل

: نكتب أن بكنا

a- beM(n) (b+c)-(a+c) حد e M(n)

 التي التالة العلاقة نكتب أن يكنا] ه٧[ التمر إلى واستنادا
:} المطاوب تعطي

(a+c)-(b+c) eM(n) a+c=b+c (mod n)

 أرت )أي(٨ قياس) توافق علاقي جع بكن أنه برهن-٥٩

](.١-٣٧[ المع علية مع منسجمة التوافق علاقة

a =b (mod n) )

a' =b'(mod n) )
(a+a' =b+ b' (mod nحد 

: نكتب أن بكننا( ه٨) التمر إلى استادا: اطل

a =b (mod n) = a+a' =b-+a' (mod n)

a' =b' (mod n) 'b+a حد =b+ b' (mod n)

 العلاقتان هاتن من نستنتج فإننا متعديه التوافق علاقة أن وجا

. الطاوبة العلاقة

: يلي ما هن٢ب-٦٠

٧ceN: a=b (mod n) = a.c=b.c (mod n)

 مكننا عدد مضاعفات وخواص] ه٧ التمر[ إلى استناداً: اطل

١١٧-



: نكت أن

a =b (mod n) > (a- b) eM(n) = c(ab) M(n)

 ]فان٤٨[ طرحا عى توزيعي الطبيعية الأعداد ضرب أن وبا

c(a- b) eM(n) -ca >ح cbe M(n) ca=cb >ح (mod n)

. برهانه الطاوب وهو

 عى معرفتان(n قياس) توافق علاقتي ضرب مكن أنه برهن-٦١

N، (:١-٣٧[ الضرب علية مع منجمة التوافق علاقة )أن أي[

a =b (mod n)

c=d (mod n)
،
١

= ac=bd (mod n)

(٥٦) التمرن إلى استاداً نكتب أن يكننا: اطل

a=b (mod n) ac=bc =ح (mod n)

c=d (mod n) = bc=bd (mod n)

 تؤديان الأخيرتين العلاقتين فإن متعدية علاقة التوافق علاقة أن وجا

. الطاوب إلى

 أسها قوة إلى(« قياس١ توافق علاقة دفع يكن أنه برمن-٦٢

: أي طبيعي عدد

٧xeN: a=b (mod n) =a =ح b (mod n)

 علاقة» نضرب أن يكننا]٦١[ التمر إلى استنادا: الحل

١١٨-



a =b (mod n)

a =b" (mod n)

 الشكل من

 المطاوب على فنحصل

 الاقليدي التقم المكنة البواقي ادرس طبيعياً عددا ه كان إذا-٦٣
.7 عىn ف و5 على قم لا

: يكون فسوف٣ ب5 علىn العدد قسمة لباي رمزنا إذا: الطل

n ± r (mod 5) , re{0,1,2,3,4}

( =n2( ارفع قابلة التوافق علاقة r7 (mod 5)

 وإذاs عى قم قسمة بافي ياوي ة علىn2 العدد قمة باقr' إن

 وr7e}1,4,9,16,٥{ فإنre}1,2,3,4,٥{ كان

٣ = r2 (mod 5) r'e{0,1,4,4,1} حد

 يكون فسوف7 علىn العدد قسمة لبايh ب رمزا وإذا

n =h (mod 7)

n3 = h3 (mod 7)

h e{0,1,2,3,4,5,6}

( لارفع قابلة التوافق علاقة ز

: يكون .، د٦ على قم قسمة لباقيh' ب رمزا وإذا

h' = h3 (mod 7)

}1,2,3,4,5,6,٥{heفإن 

h3 e{٥,1,8, 27 , 64, 125,216}

-١١٩-
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h' = hق (mod 7) H' e{0,1٠1,6,1,6,6}

h' e{٥,1,6}

 لعلاقة المحتقن =برx-a، 6 الححن العددن أوجد-٤

3 x-4y=7

 بالشكل العلاقة هذه كتابة يكن: الطل

 أي

(1) 3 x=4y+7

7 إله أضفنا إذا بجث )ه( الا مضاعفات ،عد إيجاد يعني وهذا
y أن بولة ونلاحظ(3) العدد مضاعفات من أصبع  الطرف يجعل2=
 يد وبذلكx-5 ويصح )ة( ال مضاعفات من(1) من الأمن

x=5): المعادلة هذه حاول من واحداً ,y=2)بقية لايجاد٠ 
: نفرض الطلول

x=5+X , y=2+Y

: الشكل(1) المعادلة عندها فتاخذ

3X=4Y
3 X±0 (mod 4)

X=X (mod 4)

4X=X (mod 4)

X e M(٩)

Y e M(3)

 يعي وهذا

: أن وبا

 توافق علاقي ججع بكن أنه وبا

 أي

 نجد ذاتا السابقة وبالطريقة

N H من كفي عدد Y-3.h حث X-4 يكون ٠٨ فرضنا إذا

-١٢٥-



: هي المفروضة المعادلة حاول بجوعة فتكون

x=5+4h , y=2+3h

 العلاقة جتقان ,هb طبعين عددن أوجد-٦٥

a b= a+ b

 أنه تلاحظ فإنناa د٥ه,b=٥ البدهي الحل استبعدنا إذا: الطل

 فلنحث ، الواحد مساويا منها كل أو منها واحد يكون أن عكن لا

: يحقق الذي الحل عن

a>1 , b>1

: بالشكل المفروضة العلاقة لنكتت

aba=b a(b-1)=b >ح

 أيB-1 مضاعفات منb أن العلاقة هذه عن ينتج

b =(b-1) (mod b-1) b-(b-1)e >ح M(b-1)

(1e M(b-1>ح 

: إلى تؤدي العلاقة هذه فإن فقط لنفه مضاعف واحد العدد أن وعا

b=2>ح b11 د

. a-2  أن ذاا السابقة بالطريقة ونجد

٦-B,aطبيعيان عددان <(aبرهن،) عل ، واحدا أت 

: الأعداد من ، الأقل

a-b,a+b, ab3 عى القمة يقبل.

١٢١ -



}1,٥{, المجموعة من عنصر هو3 عى عدد كل قسمة بافي إن: الل

 صفرا ة علa,٥ العددن أحد قسمة بلي كان إذا أنه الواضح ومن

: الباقيتين الحالتين تقدم ما بعد لندر.3 عى القسمة يقبلaB الجداء فإن

b=1 (mod 3) , a=1 (mod 3)  ن6ك إذا١

: abeM(3) فإ , a=b(mod 3)

b=2(mod كأن إذا٢ 3) , a1ذ (mod 3)

a + b=3 (mod 3) , a+ b=0 (mod 3) •  فإر-

. المطوب ونجد الحالات بقية دراسة ذاا بالطريقة نتابع

 الثلاثة الأعداد كل فإن ة إعى القسمةa,٥ من كل قبل إذا

a-b ,a+b , ab(.٢ )ماذا3 عى القسمة تقبل

 ؟11 العدد عى٩7«0 العدد قسمة بافي ماهو-1٧

11 على قسمتها بافي يكون٩ لاهدد قوة أصغر عن لنبحث: الطل

11 عى القسمة تقبل لا و للعدد المختلفة القوى بأن عاما مكن ما أصغر

(tذا )إذن لنكتب ؟ :

(mod11) , 42=5 (mod 4 د4(11

(mod 45 ة1(11

 و ن٠ ه٠٠ و

 أن وما11 قياس الواحد توافق له الحامة القوة أن فنحد

738 = 147٠5+3

 نكتت أن يكننا فإنه

-١٢٢ -



:( ارفع قابلة التوافق علاقة

(mod mod) ح=(45)147=(1)7(11 45 ح1(11

(mod 4735 ح1(11

(mod 43 وة(11

(mod 4736 و=(11

 اى

( توافق علاقتي )ضرب

. و هو11 عل المفروض العدد قسمة بإي أن لنا يظهر ما وهذا

• العدد فإنn الطبيعي العدد كان مها أنه برهن-٨

(1)32"°322 +م2+12٥
 و

 العدد فإن >م ه كان إذا وأنه7 عى القسمة يقبلان

(2) °32 ح5-6٥

(3)

32±2 (mod 7)

(mod °32 ة2"(7

32° - 2" e M(7)

.11 علل القسمة يقبل

: العلاقة من لننطاق: اطل

 التوافق علاقة )دفع

( ه٧ د{ )التمرن

:(3) العلاقة من ننطلق7 عى المفروض الثاني العدد قمة قابلية لبرهان

3 32°=3 2° (mod 7) (  ، ، ي( الضرب مع التوافق علاقة انسجام

( ا.لمع مع التوافق علاقة انسجام ر

(mod 32 +م12٥+2 (د23-"2+2٥)(7

32٩+12٥+2=٦٠2" (mod 7) =0(mod 7) :  أو

- ١٢٣-



.7 على القمة يقبل(1) من الثاني العدد أن على يرهن ما وهذا

 أن بعد التراجع بطريقة11 علل(2) العدد قسمة قابلية نبرهن

( 32 21=11) n=1  أجل من عققة الحاصة هذه أن نلاحظ

 صحتها فرض إلى استناداn=p+1ً أجل من الحاصة هذه صحة فلنبرهن

: العلاقة صحة لنبرهن أيn م= أجل من

32٥ 26P-5 M(1) ج P+2 حد32 20P+1 e M(11)

: إن القيقة في

32P 6P-5 eM(11)3حد .و ?P -P-5 و.26 32٥ P-5eM(1) ور226+

: أن وجا

P+232P+2 ن0٥+١-32(P-5٥٩ و١P-5)56 و٥٥+P إ ٥ ي

: و

(26P-5- 55 .20P-5 e M(126 )وP-5- ٥0٥+١ .و2٩)

 للعدد مضاعف فبو11 العدد مضاعفين جموع سكون(2) العدد فإن

. المطاوب ويثبت11

- ١٢٤-



 للل ناره
 عددn حث التالة العلاقات صحة التراجع بطريقة رهن-٩

: كفي طبيعي

Sر (n)٠٠٠+2+1د +n=} n(n+1)
، S (n)و1 =1٩+22+ +n2=n(n+1) (2n-+1)2 ،- ·'· 6

٨S,(n) =13 +23+...+n3=} n? (n+1)
3

S,(n)=1+3+٠٠٠(2n-1)=n
S,'(n) = 1٩+3%+ +(2n-1)2=}n(2n-1) (2n+1}••ه =]

S,(n) =13+33+ +(2n-1)-n3 (2n%- 1)

٤(,٨ ر-١٠٥+٥٠٥+٠٠٠+٨(٠+1١-٩٨٢٨+٩١(٥+2) 2 ٠

(=n+2()١+n(n-+٠٠٠-n)=1.2.3+2.3٠4)2و
$

} n(n+1) (n+2) (n+3)

2.6٠10٠٠٠(4n-2)=(n+1) (n+2)..٠(2n)

 التالة المعادلات2 ابجموعة في حل-٧٠

5 x-3y5-12,9د y=11 , 24x 13y=7

15 x-11y=12 , 3x-5y=7 , 7x+4y=-8

 هي الصحيحة الأعداد موعة في المعرفة العلاقة,،تقسم هل-٧١
 ؟N في الحال هو تتيب علافة

-١٢٥-



2 Z  المجموعة في وا.لمع الرب مع منسجمة العلاقة هذه وهل

 والكي اللازم الشرط أن برهن. صحيحا عددا٤ً ليكن-١-٧٢

a a العدد يقم أن هو ا آخر صححاً عددا  صحيح عدد يقم ل-ي

. b-k a  العدد

 للأعداد11 على الإقليدي التقم باقي هر ما-٧٣

٨1124 , (738)4 , (1184)4

 أنه وبرمن(8 )قياس التوافق أمناف ضرب جدول شكل-٧٤

 الأصناف هذه من صنفين يوجد

(a) . (b)= (o) (b) ث4ب يكون ( ه(و ، (a) (o) و

.C,- {(o)) ,C المجموعة عى  الأصناف وضرب جع عمليي ادرس

 به يقعى أن يجب الذي والكافي اللازم الشرط وأوجد تقدم ما عم

 معدوم ا4 جداؤ معدومين غير صنفانC, في لكونn العدد

 وادرس(٧ قياس) التوافق أصناف ضرب جدول شكل-٧٥

 الأصناف ضرب خواصC-,(}٥{) عى

 المعادلتين من كلاN المجموعة في حل-٧٦

2 y2= 120 x24xy= 240

 في حل التالة لمعادلة لكونa الطبيعي العدد قيمة ءن-٧٧

١٢٦-



: N  المجموعة

ax  ر02=152

k.A N ورمزنا B من ليتان جز مجوعتين A د  كان إدا-٧/٨

A ، عناصر عن عناصرها تنتج التي الطبيعة الأعداد لمجموعة k  ب منها كل بضرب

 العلاقة صحة برهن

k(AUB)-(A)٧(kB)

 لمجموعةDa,b) وبدa قواسم لمجموعةD(a) ب. رمزنا -إذا٧٩

 العلاقتين صحة برهن(a,b) ل امشترة القوامم

k D(a) = D(ka)

kD(a,b) cD(ka,kb)

k) حث D(aالسابق التمرن في بيناه الذي ااهى 

 القسمة تقبل التالة الأءداد فإنn العدد كان مها أنه برهن-٨٠

.6 علل

a= n(n+1)(n+2) , b-n3+11n , c=n(2n+1)(7n+1)

d= n(n+1)(2n+1)

 الأعداد مع(5 )قبا المتوافقة الأعداد أصغر أوجد-٨١

19 , 288 , 19.288 , 193.2882

 ء (أن٦١t) تعي حيث التالبة العلاقة صحة هن٢ب-٨٢
. t  يقسم

- ١٢٧-



a[b =alc و a\(bx+cy)

. N  المجموعة في التالية العادلات حاول أوجد-٨٣

(a) 4 x=3(mod 7) (e) 153 x=6 (mod 12)

(b) 9 x = 11(mod 26) x+1=3 ؟(١ (mod 7)

(c) 3 x+1 = 4(mod 5) (s) 8 =6 (mod 422)

(d) 8 x=6 (mod 14) (h) 363 x =345 (mod 624)

$4 -جهيز

- ١٢٨-


