
 الفصااثالث
 الزمر نظرة

• مقدمة

 بعملية مزود هو ما الجبرية البق من أن الأول الفصل في رأينا لقد

. باكثر مزود ماهر ومنها ،( لاتشكيل واحد بقانون أي) واحدة جبرية

 العملة ذات الجبرية البى أمم من هي الي الزمرة سنعرض الفصل هذا وفي

 ذات جبرية بنى إلى اللاحقة الفصول في سنتطرق بينا ، الواحدة الجبرية

. جبريتين عملتن

 دورا تلعب فهبي ، الجرد الجبر مواضيع أمم من الزمر نظرية تعد

 المائل تعالج التي(١٨٣٢-١٨١١)G ةlois غالوا نظرية في رئيسيا

 نظرية تلعبه الذي والدور.» الحدود لكثيرات الجبرية با±اول تعلقةl ا

( +)aج x" + a, x٩ 1+-...+a٨¥+a ٨=٥ لمعادلة: إن يقال

n ( و عقدية أو حقيقية أعداد الأبر الطرف في الحدود كثير أمثال حيث
 حلولها من كل عن ااتعبير أمكن إذا جبرية حلول وعة4( موجب صحيح عدد

 والقسمة والضرب والطرح الجمع عمليات من منته عدد باستخدام أمثالها بدلالة

 حاول موعة4 تتجاوز لاn درجا معادلة لأني أن المعلوم ومن. والجذر
 د
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 نبة أن ذلك ، الجبر عل في عنه وشجولآ أمية يقل لا التوبولوجيا في الزمر

 التوبولوجيا عم في الأخيرة السنوات في تمت التي البحوث من بها لايستهان

 اءماء اضروري من ات حى ، الزمر نظرية عى مركز بشكل تعتمد

 يقل لا عىنخو أغوارها وسبر الزمر بنظرية الاحاطة( الجبرية) التوبولوجيا

 أنفهم الجبر علماء عن عقا

 عشر التاسع القرن فحى ، الهندسة لعل وبالنسبة الرياضيون يكن م

 في تدريسا يجب التي المواد وحول المندسة عم طبيعة حول وفاق على

 الألماني العالم بفضل١٨٧٢ عام إلا الحلاف هذا يفض ولم. الحقل هذا

 دققا تعريفاً المندسة عم لعريف الزمر استخدم الذيKleia كلان

Eranger -)  إولانكر منهاج يسمى فها كلان أعلن فقد. وشاملا

Program)لمجموعات الحواص تلك يدرس، الذي العل هي افدسة أن 

 التحويلات من معينة ، بزمرة القيام عد تتغير لا التي ، والمستقات النقط

 زمرة ه هو ماهمنا فإن ، مثلا الاقليدية افندسة ففي(. التطبيقات ر

 ، الصلبة الحركات

- الزمر [٠0
 أن بنا ويجدر نضف تطبيق مجال بأن ، تقدم ما إلى د=ريه

 أما. فيها الواردة الأمثال بدلالة ال{لول هذه عن تعبر دساتير توجد بل. جبرية

(١٨٢٢-١٧٦٥) RufFini ، فيني رو العالمان أثبت فقد n>4  المالة في

 بالدساتير شبيهة) حالة دساتير إيجاد استحالة(١٨٢٩-١٨٠٢)Abel وآبل

 الشروط اكتشف غاوا أن إلا ، المعادلات هذه لجذور(n=4 عندما الحالة

 المعادلة هذه تقبل ي الخامسة عن لاتقل در=,ا معادلة في تتحقق أن جب الي
. جبرية حلول مجوعة
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 والكيماء النظرية الفيزياء عم إلى البحتة الرياضية العلوم حقل تعدى

 النظرية هذه جعل الذي لأمر ، الباورات عم إلى وحى ، الكوانتية

 بن الخطي الجر بعد الثاني المركز تطبيقا,ا مجال لاتساع بالنبة تشغل

. الجر عل فردع

: آخر وجيه لسبب النظرية هذه من الافادة القارى، من ونأمل هذا

 فرصة توفر الزمرة لبنية نببا البسيطة( المساءات)٠ المبادى أن ذلك

 ه ل تختت التي الاستنتاجية لطريقة وأعق أفضل لفهم تازة
 الأعداد لمجموعة دراستا فعند. المعاصرة الرياضية العاوم من القلب مكان

 يجرر أن الطالب عى العسير من أنه نعتقد ، السابق الفصل في الصجبحة

 ، المدرسية حياته سيا في لديه تجمعت التي الحقائق من وافرة كية من نفسه

 المبنية اهن البر عن مبتعدا الحقائق هذه عى تلقائيا يعتدد يجمه الذي الأمر

 الزمرة تكن ومام. والتعاريف(axioms) المبادى، على مباشرة

 حددة معالجة إلى غالبا سضطر «ا الدارس فإن ، الطالب لدى مألوفة

. الزمرة علها تقد التي المبادى، وقة بساطة هذا على يشجعه وما ، ودقيقة

 تفاصيلها بجميع الزمر نظرية مرد أن إلى نشير أن أخرأ بنا ويجدر

 الكتاب هذا فإن ، وبالطبع. الكبير الحجم من كملا كتابة يتطلب

 جوانب بجميع الالمام إلى يطمع لن المجرد الجبر مادى، في ببحث الذي

. فها ارئبية النقاط بعض بمس سيكتفى وإغا النظرية هده

. G G على داخلية علية ه ، وعة4  لتكن: تعريف٣-١

: التالية( المبادى،) الشروط توفرت إذا زمرة (إناG, )ه البنية عن نقول
 تجميعية ه تكون أن(١,
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. هe عايدا عنصراG تحوي أن(٢)

». ل بالنسبةa نظيرG منa عنصر لكل يوجد أن(٣)

: ملاحظات

 بالنسبة زمرةG إن ه نقول فإننا زمرة(G,٥) كانت إذا٣-٢

 جال مة يكن إذا{ ، زمرةG إن د ، اختصارا أو ه،،

. لالتاس

 احتوائها لضرورة خالية الزمرة دعامة تكون أن لابكن٦_٣

. عايد عنصر على

 جعة الزمرة تسمى عندها ، ب+ ه للعملية أحاناً رمز قد٣-٤

(-a) 'a ب K للنظير برمز ، o صفرا ويسمى e ب  المحايد لعندر ورمز

a +b a الناتج ويسمى. ا.لمعي القاوب أو  ناقص« وديبى

 عى عندئذa+(-b) المجموع ويكب ، ،a,b العنصر بمجموع ه

.(b a عن ( فضل أو a b من a-b طرح حاصل ويسى  الشكل

 الزمرة تسمى عندها ،٠ الضرب بإشارة ه ل أحيانا بمز كذلك

a' e للنظير رمز ،} واحدا ويسمى1 ب  المحايد للعنصر ورمز غربية

 ويسمى.a مقاوب ، اختصار] أو ،a ل الضربي القاوب ويسمىa ب'-

,G البنية) فتسمى(٣) الشرط حذفنا إذا()+ o)٠]١-٣٠[ مونوئيدا
 كربرئيد عندئذ(G,o) فنسمي(٢ (،)٣) الشرطين حذفنا وو

Groupoid.يطلق المؤلفين بعض فإن(.١ (،)٢ (،)٣) ااشروط حذفنا وإذا 
. Semigroup (G,o) الزمرة نصف اسم  على
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.B ، يكب ما وغالبأ a,b a.b جداء أو ضرب حاصل  الناتج

. ab  بالشكل

G G للمجموعة١ ١( الكاردينالي) الأساسي العدد يمى٣ ه-

 ها عناصر عدد منتهة زمرة مرتبة فإن وهكذا(.G )ه, الزمرة مرتبة

. n n تساوي

 فنالك ، لزمرة الوحد التعريف هو]٣-١[ ليس٣-٦
 نحصل الذيKurosh ودو الروسي تعريف أشهرها أخرى تعاريف

: التالين بالشرطين]٣-١[ من(٣) ،(٢) عن نستعيض بأن عليه

G x من G عنصر فهنالك ,a من b ( العنصران كان أيا(٣

. a0x=b :  جث
G y من G عنصر فهنالك a,b من ( ان العنصر كان أيا(٣

. yoa=b :  عيث

٠(٩١ رم المحاول التمرن انظر)

: أمثلة

 مجموع أن ذلك: العادية المع لمدلة بالنسبة زمرة2 إن٣-٧

 وأن(2 عل داخلة ملية+ أي) صيع عدد هو صحبح عددن

 ل+ عايد] عنصر] فنالك وأن ، نعل6 تجميعية هي العادية المع علية

.(-a a )وهو جعا مقلوباً  عنصر لكل وأن (، صفر العدد هو

N من كلا فإن كذلك R،0، أما• جعة زمرة يشكل٥

( ؟ اذا ر كذلك فلت
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 ذلك ، العادية الرب لعملية بالنبة زمرة تشكلQ إن٣-٨

 وأر ، تجمعية العملية هذه وأن ، عى مغلقة الضرب عاية أن
 مقلوباQ منa عنصر لكل وأن ،1 هو عادأ عنصرا هزالك

,+O من كلا فإن كذلك Rفليست23 أما ضربة، زمرة تشكل 

٠ ؟( اذا ر كذلك
 للعملية بالنسبة زمرة تشكل لا٤a,b,c-6{ إن٣-٩

 علة ت أن مباشرة ين الجدول هذا أن رغم ، أدناء الوارد بالجدول الممثلة

 عى نظيراً عنصر لكل وأن ، ت ل عايد عنصر هوa وأن ، داخلية

 ليست(G ت,) أن في والسبب(.a'=a,b'=c ا-ث,) الأقل

:( الأقل رعى لدينا ، القيقة ففي. تجميعية غير ت أن هو زمرة

bL (bD c)=b D a=b (b (b ت aDcc= ت

: فإن وبالتالي
 بي

bD (b D c) b) و D b) c

 ت

a

b

c

a

a

b

c

b

b

a

a

c

c

a

b

,R, ب ارمز٣-١٠ R,,1متساوي المثلث عل المطبقة لدورانات 

 جائل باتجاه اث متوي في تم والتي ،o مركزه حولAB ، الأضلاع
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، B  اتحاه الانتقال من -نC الىA طريق
 على36o,°240,°120° وبالزوايا الترتب الرمز كذاك

,'AA الارتفاعات حول امثا لدورانR,,R,R٠, ب- BB' , CCعلى 

,R° قدرها بزاوية كل الرتيب ) 18o,R,,Rبالنسبة تاظرات إن هي٥ 

AA' BB CC
٨

- و2 ثاة3 ج د و نعقهR. ران أن عى اصطلحنا فإذا. 1 ,

R, R دودان R ٤ د الد عة و انات • فاR ا R ٥ كل هو «
 له1 و٠٠٠ و6• ه ا[

. جدولها داخلة علية فإن القيقة وفي. لو النسة زمرة
 و ٦ن

R,R،Rج R,Rي R٥R,

Rو R,R,R,٢,RR,

R,R,R,R,R,R,R,

R,R,Rو R,Rو R,R,

R,Rو R,R,R,R,Rو 

R,R,R,RR,Rو R,1

 أ عنصر العملة فذه وأن ، تجميعية أن من التحقق السهل ومن
: ة ل بالنبة نظيراً عنصر لكل وان ،R, هو عايد]

(R,=R,,R,'= R,,R;= Rي ,±=R,,R¢'=R,,R= R,)

 تطبيق أي) تقابل ى نمي: لمجموعة التناظرية الزمرة٣-١١

 سنرهن.E ل تعويضا أو تبديلا نفا عىE لمجموعة وغامر( متبا
 زكب لعملة بالنسبة زورة تشكلE تعويضات تجموعة أن الآن
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E تبديل ي £ه فإن( من كل كان إذا(١ .g, ل تبديلا ؟ E

• لأن متبا٤ £ه إن الحقيقة في
( (y)(gof)=(s)(gof)( تعرفا < g(f(x))=g(f(y))

(f(x)=f(yحد 

X-yحد 

 متبان ي لأن ر

 متبا( ؟ )لأن

 فهنالك ،E منx كان أيا أنه ذلك ، غامر ي £ه فإن كذلك

g: بجثE من ة عنصر (a)-x(ي لأن )غامر]ً£ كان ولما. غامر 

 فإن وبالتالي.f(y=)٦ بجث£ منy عنصر فهنالك ، كذلك

E x من x=(y)(£go). كان أيا أنه يعني وهذا ) أو ع f(y))=x

 فإن. وبالتالي ،(gof)(y)-x العلاقة جققE منy عنصر فهنالك

gofغامر .

 ي £ه فإنE ل تبديلا ,؟٤ من كل كان إذا أنه نرى وهكذا

E ، تبادل مجموعة عى داخلية علية هي ه أن أي E.  تبديل

.(1 انظر) تجميعية ه العملية إن(٢)

 كان أيا أنه ذلك ، لاه عايد عنصر هوid ع المطابق التطبيق إن(٣)

: فإن ؟ التبديل

٧xeE

٧xeE

(fo ide) (x) =f(ide(x))=f(x) = fo ide=f

(ide of)(x) = ide(f(x))=f(x) ideof=f =ح

 ، القيقة في لاه. بالنسبة٤-١ نظيرE لل£ تعويض لكل(٤)
 يحققE منy عنصر فهنالك ،E من اختيار] عنصراxً كان إذا
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y)-xفإن متباينا£ كان وا(. غامر£ )لأن (؟ yفن لذا. وحيد 

 بالدستورE عىE د٤-١ وغامر] متباينا تابعاً نعرف أن الطبيعي

y(=٤-')أن الواضع ومن ؟. العكسي التابع عادة٢ ا- ويمى.٤ :

٧xeE : (f =f(y)=x=((x)٢(٢-١-(x)(٥٤ لا- idex

ide-١-oحد£٤ 

٢-1٥f= ide  أن عاثلة بصورة هن3ي و

 لعملة بالنسبة زمرة تشكلE تباديل مجوعة أن نرى فإننا وهكذا

( تعويضات أو) تباديل زمرة ازمرة هذه وتسمى ، ه التطبيقات تركيب

، E] .E، التناظرية الزمرة تسمى6 s  ء ب لها ويرمز

 مجوعةE كانت إذا: م الدرجة من التناظرية الزمرة٣-١٢

Card عناصرها عدد منتهة E= n) n)، فإن Seالزمرة عندئذ تدعى 

 هيs. مرتبة أن الواضع ومن.s ب, فا ويرمزn الدرجة من التناظرية

، E {n. المجموعة إلى٠٠,1,2 ! عندئذب رمزنا ولو د.

 ، قوسين بن عصودن بسطرS, من عنصر كل إلى عادة نرمز فإننا

 السطر من دونه الواقع العدد العادي السطر من عده كل يقابل بجث

: فإن المثال سبيل وعى. السفلي

( 3

1
1

3
4

4.)
: حثS منf تعويض هو

f(1)=1, f(2)=3, £(3)=4, f(٩)=2
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 الأعداد لترتيب تبعا مختلفة باش&ل نفه التبديل كتابة ويكن هذا

: الرموز فإن المثال سبيل دعى. العادي السطر في

1
(٠

2
3

3 2٠)٠(, 3
1

1 2 ،()و،3

3
 )ء1
1 ح2.2-33.٠ ح1: حث ، نفه التعويض إلى تشير

 ، ضرب حاصل« ويدعىp٩ بدPo٩ الناتج إلى غالبا ويشار

 كن فإذا وهكذا.P بالتعويض و التعويض

1 2 3 4 51 2 3 4 5
P  ،د(=٥ )و٩٠ و(=٨ و، )ه

: فإنS و من ن عنصر

1 2 3 4 5
P ٩=  ،(١ و« )و

: لزمر الابتدائية اغواص

 ولكل ،]١-٢٧ وحيد[ الزمرة في المحايد العنصر نظرية.٣-١٣

• -ا]٢٨[a' وحيد نظير ازمرة منa عنصر

 ، منتظمة(G )ه, الزمرة عناصر كل. نظرية١٤٣

: أب أى

٧a,b,ceG
( aob=aoc=b=c

( boa=coa = b=c

 هده صحة فان ، نظير] الزمرة من عنصر لكل ان با: البرهان
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: العامة ا±لة في أنه لاحظ].١-٣٤[ النظرية من ناتج النظرية

b oa-aoCلاتقفي b c د

 العناصر اخترنا فإذا المثال سبيل وعى

7 ٠76543a(5')=«65432(، و ( 1 2
32741167432 5

1 2 3 4 5 6 7
C =(٩٨s، ( و ه

 فإن]٣-١٢[8, من

b(12٥٩56٦ ر a= ac= 1 2 4 ٦ 6 3 5

. واضح هو طb وe أن دغم

aob = a a,b وكان زمرة من عنصرن  كان إن: نتيجة٣-١٥

boa=a فإن ، أو aob=aoe e- هي الأولى المساواة لأن ط،

. boa=eoa :  في الثانية والمساواة

a a العنصر هو زمرة من  عنصر أي نظير نظير إن. نظرية٣-١٦

: a=('a) ،أى نفسه

].١-٢٢'[ نظيرa ذان ،a ل نظيراa' كان ا: البرهان

 بالنسبة واحداً النظير كون عى يرتب فإنه ، أيضاaً نظير(aY أن وبا

. (aY-a  أن]١-٢٨[ التجميعية للعملية

 فان زمرة(G )ه, كانت إذا. نظرية٣-١٧
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٧a,beG : (aob)=b' oa'

 بعد]١-٣٢[ النظرية من ناتجة الدءرى هذه صحة إن: البرهان

• فه نظير منه عنصر لكل مونوثد هي الزمرة أن ملاحظة

: التالي إثبات التراجع طريقة ومن ، المساواة هذه من بإلافادة وبكننا

٧a,b, .٠٠,P,٩eG (ao bo.٠٠op0 q)=

=٩' op'٥٠٠٠oa'٥b'

 العنصران كن فأبا. (زمرةG )ه, لتكن. نظرية٣-١٨

a,bمن G، العادلتين من لكل فإن :

a 0X=b yoa=b

. G  في وحيدا حلا

 بعد]١-٣٥[ النظرية من ناتجة الدعوى هذه صحة إن: البرهان

• فيه نظير منه عنصر لكل مونوثد مي ازمرة أن ملاحظة

: التالي النحو على الأولى المعادلة حل ونجد هذا

aox=b a'0(aox)=a'ob حد 0x=aob(a'oa) د  د

eox=a'٥b ٥b'x=a حد

٠ y=boa' yoa=b هو  المعادلة حل أن عاثة بصورة ونجد

 عنصراaً كان فإذا. زمرة(G )ه, لتكن: تعريف٣-١٩

m من ، Gنعرف فإننا موجباً صحيحا عددا :
a% ٠٠0a.oa0 ست4

-١٤٠-
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 نعرف فاننا ،G في المحايد للعنصرe ب رمزنا وإذا

e0د ح 

 أن عى نطلع فاننا ، له بالنسبةa لنظيرa ب- رمزنا وإذا

!٥a 'o oa-لا-٤٣ ا( a)٥ «-و ( m ( الحدود عدد

 نعرف فاننا ، جمعية الزمرة تكون عندما الحاصة الحالة وفي هذا

 ،( موجبا صيحاً عدداmً )بفرض

m a=a+a-/٠٠٠-/-a • ( m ( الحدود عدد

( m) a =m(a)=(-a)-+(a)}٠٠.-+( a)

( m ( الحدود عدد

 فاننا]٣-٤[ الجعة الزمرة في المحايد العنصرo ب رمزا وإذا
: أن عى نطلع

0 a =O

m أن إلى الصدد هذا في التنبيه ويجب ) m aموجب صحيح عدد 

 ، الكتابة في الاختر بغية نعتمد. رمز جرد هو( صفر أو سالب أو

 منa بالعنصرm صحيح عدد ضرب حاصل بأنه الظن البتة يجوز ولا

G، عناصر .جع عملية بصدد أننا ذلك ، الظن هذا لمثل مرد من فليس 

. G ، وعناصر الصحة الأعداد ضرب عملية عن للكلام جال ولا G  من

. التالة الواضحة النظرية محة إثبات للقارى، وتترك هذا

، e  )ه لتكن: نظرية٣-٢٠,G) المحايد عنصرها زمرة
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 يكون عندئذ.G من عنصر]a وليكن

(١)e٥= e

a" oa٩- am+٥(٢)

(a")"= am٥(٣)

m , n  الصحيحان العددان كان أيا وذلك

 في ه العملية كانت إذا(: الآبلية) التبديدة الزمرة٣-٢١

].١-١٢[ آبية أو تبديلية الزمرة أسمينا ، تبديلية(6 )ه, الزمرة

 فات ، تقدم فيا أوردناها التي لازمر الابتدائية الحواص إلى وبالاضادة

: التالة البينة بالحاصة قتاز(G, )ه التبديلية ازمرة

aobo ... op ، الناتج فإن G p,..٠,a,b من  العناصر كانت أبا

 هذه بعض عن الاستعاضة عند أو ، العناه برتيب العبث عند يغير لا

 الناتج نظير إداد يكن أنه مثلا هذا عل ويرتب. بناتجها العناصر

aobo, ..., opأي ، الترتيب بنفس :

(aobo...op)=a'ob'o.٠٠0p

,aox=b المعادات حلي بن فرق لا وأنه x0 a=b، حل أن ذلك 

. x=a'ob=boa'  هو مها كل

(3 عن لاتقل درجها)8, تاظرية زمرة أي فإن المثال سبيل وعى

: العنصرS, من واخترنا ، مثلا٨-s كانت فاذا. آبلية غير زمرة هي

'(-٥٩5 ر٥(-٩٩٩ ر a و ب

5 4 3 2 12 5 3 4 1
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: فإن

٥'(=2345)٥'(-٥٥٨5 ر 2 و ح
4 1 3 2 51 4 3 5 2

 آبية غير]٣-١٠[ الثلث دوداات زمرة فان كذلك

 الزنية الزمرة

 من جزئية بجوعةH ، زمرة(G,0) لتكن: تعريف٣-٢٢

G.عن نقول H\الزمرة من جزئية زمرة إ Gكانت إذا Hنفا 
٠٠{3) ٠ . [م بالنسة زمرة

 ملاحظات

 تكون أن عكن فلا ، زمرة هي الجزئية الزمرة كانت٣٧-٢٣

. محايد عنصر عى لاحتوام} خالة

G G الزمرة ها الأقل عى جزئيتان زمرتان  زمرة كل في٣-٢٤

. ه لe المحايد العنصر على الحاوية{} الجزئية والزمرة ، نفها

 زمرةK وكانت ،G من جزئة زمرةH كانت إذا٣-٢٥

. G K من جزثة زمرة ، فان H  من جزثة

 واحد محايد عنصر((,0) الزمرة من الجزية الزمر لكل٣-٢٦

( التابع أي) الداخلية العملية لمقور بالنبة ، أدق بورة أو( و
. H o عى
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 الحاسد العنصر هو كان إذا ، القيقة وفي.G فيe المحايد العنصر هو

: الاواقانG في يتحقق أن فيجب ، مثلاH المجزئة لزمرة

eou = uoe = u

: المساواةH في يتحقق أن يجب ا

u o u = u

G u=e في يتحقق أن فيجب وبالتالي u تقي التي u ه =  ه المساواة

.]٣-١٤[ منتظمة الزمرة عناصر جيع لأن

: أمثلة

 الزمرة من جزئية زمرة هيZ الصيحة الأعداد بجوعة إن٣-٢٧

,+(R)الحقيقية الأعداد زمرة أي Rالعادية ابلجع لعملة بالنسبة +.

 من جزئية زمرة تشكل الزوجية الصحيحة الأعداد مجموعة فان كذلك

 تشكل الزوجية الصحيحة الأعداد بجوعة فان وبالتالي٠(2)+, الزمرة

 يكن الذي الأمر ،]٣-٢٥([٤)+, الزمرة من جزئية ذمرة
(2Z,+)  الوسيطة الزمرة استخدام دون مباشرة منة التأكد

 من جزئية زمرة لفردية الصجحة الأعداد بجوعة تشكل ولا هذا

.((R,+) (+, الزمرة من ()ولا٦

 زمرة يشكل}R ,وR },{مR,R,R٥{, من كلا إن٣-٢٨

.]٣-١٠[ في الواردة الثلث دورانات زمرة من جزئية

 من جزئية بمجوعةH و ((زمرةi,0) لتكن: نظرية٣-٢٩
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G.تكون حى والكافي اللازم الشرط إن Hالزمرة من جزئية زمرة 

Gالتالة الشروط تتحقق أن هو :

 خالة غير بجوعةH تكون أن(١)

. ه بالنسبة( مستقرة أي) مغلقةH تكون أن(٢)

. لاه بالنسبةH عناصر من أي نظيرH تخوي أن(٣)

 زمرةH نت6 إذا أنه ذلك ، واضع الشروط لزوم: البرهان

 خالة غير فهي وبالتالي ، له بالنسبة زمرة فهي ،G من جزثدة

 عنصر أي نظير وتحوي له، بالنبة مغلقة وهي]٣-٢٣[

. الها منتم

 الشروط تحققG من جزئية مجوعةH أن الآن سنفترض وبالعكس

. زمرةH أن ولنبرهن ،(٣(-)١)

(٣) ،(٢) الشرطين اعتبارنا في أدخلنا إذا ، الغرض فذا ويكفي

 وجود إثبات يكني ،G على تجميعية لأاH عل تجميعية ه العملية وأن

. له بالنبةH في عايد عنصر

 تحتوي فانها ،(١) إلى استناد] خالة غيرH نت6 ا ، القيقة في

ae فان وبالتالي. الأقل عىa عنصر على Hوم-ا ،(٣) إلى استنادا 

'aoa فان ،(٢) إلى استاداً ه ل بالنسبة مغلقةH كانت = eإلى ينتمي 

H G في المحايد العنصر فبو e في المحايد العنصر هو ، أن وبا H  إلى

[٠]٣-٢٦
 الجزئية المجموعة فم( تكون التي الحاصة الحلة في. ملاحظة٣-٣٠
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Hراجع(٣) الأخر الشرط حذف يكن ، منتهية السابقة النظرية في( 

(.٩٧ المحاول التمرن

 الأعداد بجوعة إن. مثبتا مجحا عددا٤ لبكن: مثال٣-٣١

\K-{km) الصححة meZالأعداد زمرة من جزثة زمرة تشكل 

6 ، وضوحاKً ة ف أ ذلك ، العادية ا.لع لعملة بالنسبة الصحيحة

k(m, + m K )و العنصر فو ,km من ,km د  عصرن أي جع حاصل أن

 وأخيراً(.+ للعملية بالنبة مغلقةK أن )أيK إلى ينتمي الذي

K km- إلى ينتمي الذي km العنصر هو2 من  عنصر أي نظير فان

( (-m) k الصحيح بالعدد  العدد ضرب حاصل يساوي لأنه

 بالنسبة زمرةG={e,a,b,c,d,f{ لتكن: مثال٣-٣٢

: بالجدول الممثلة(٠) الداخلية للعملية

 ن

e

a

b

c

d

£

e a b c d f

e a B c d £

a 6 e ٢ c d

b e a d ٤ c

c d ٢ e a b

d ٢ c b e a

٢ c d a b e

{e, {e٠a,b}٤{ د  بأن مباشرة يبين]٣-٣٠[ استخدام إن

. G  ازمرة من جزئيتان زمرتان
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 من جزئية بمجوعةH ، (زمرةG )ه, لتكن: نظرية٣-٣٣
G.تكون ي والكافي اللازم الشرط إن Hالزمرة من جزئية زمرة 

Gالتاليان الشرطان بتوفر أن هو :

 خالة غير بجوعةH تكون أن(١)

، H ( من( المتساويات أو الحلفان a,b ( العنصران كن أيا٢

. H aob إلى كذلك ينتمي  العنصر فان

 جزئية زمرةH كانت إذا أنه ذلك ، لازمان الشرطين إن: البرهان

 له بالنبة زمرةH كانت وا.]٣-٢٣[ خالية غير فيG من

 ولما.H من عنصرB' فان ،H منa,b كان أيا فانه]٣-٢٢[

 كذلكH من عنصرaob' فان ، لاه بالنسبة مغلقةH كنت

 كانت إذا أنه لنثبت أي ، اشرطن كفاية عى البرهان إلى لننتقل

Hمن جزثة ت<رءة Gفان (،٢ ،)(١) الشرط نحقق H.زمرة 

 عنصر على تحتوي فانا((١ )الشرط) خالبة غرH نت6 ا ، القيقة في

a ='a ه ( أن(٢) الشرط إلى استنادا نجد عندئذ(. الأقل عى a

H G في عايد عنصر فبو e في ±ايد عنصر . أن وما H  إلى ينتمي

 عى الآن ولكن ، نية6(٣) الشرط وبتطبيق].٣-٢٦[ كذلك
a,eجد :

aeH = eoa'eH a'€H حد (٣)

. كذلكH إلى منتماa نظيراH منa عنصر لكل أن أي

 عنصرa٥b فانH منa,b العنصران كان أبا أنه الآن

-١٤٧-
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• H B من عنصر . أن( )ء إلى استاد]ً نرى الحقيقة، في H  من

• H a من عنصرا -y) ه a  ه٥ يكون(٢) إلى واستناد] ، وبالتالي

 يقتضيان(٣) ،(١) الشرطي أن إلى توصلنا قد نكون وهكذا

 زمرةH فان وبالتالي ]،٣-٢٩[ من(٣ (')(،)١) الشروط

. G  الزمرة من جزئية

a لتكن: مثال٣-٣٤ (G,T) عنصر كل ولنقابل ، زمرة

: بالقاعدة معرفG فيGf, بتطبيقG من

٧xeG : f,(x)=aTx

 التطبيقات مجوعة أن الآن وسنبرهن

F={f;/f(x)=aTx : a,eG}

. s,  التناظرية الزمرة من جزئية زمرة تشكل

، G b من f,:G كان أيا أنه ذلك ، غامر G ح ( التطبيق إن أ(

 ه-ذا كان وما].٣-١٨[f(٤=)b يحققG منx عنصر غهنالك

 )أبا٤ فان لذا. كذلك متبان.£ فإن]٣-١٨[ وحيدا العنصر
 مجموعة من جزئية مجموعة هيF فان وبالتالي ،G ل تبديل و٥(a كان

. ( s  دعامة تشكل التي)6 تباديل

 العنصر عى( الأقل عى) تحتويG أن ذلك ،F و ف إن )ب(

F . فان وبالتالي. ه المحايد f ٠ عى تحتوي

 من التأكد السهل من.F من عنصرن أيي٤,٢ ليكن )ء(

 من تأكد)f٥ هو ه التطبيقات زكب لعملية بالنسبة ؟ نظير أن

-١٤٨-



 ولما له(. بالنسبةF في المحايد العنصر هو ؟ أن تثبت أن بعد ذلك

. التالة العلاقة كانت

(f٥٠f)()=f,(f\'(x))=f(٥'٦٤)aT(٥Tx)=

(aTb')Tx-f٠٤ (x)

 من ؟٠٠f٥ كان أبا أنه نستنتج فاننا ،G منx كان أبا صحيحة

F، نظر٤' مع ,؟ عنصر أي زكب ناتج هو )الذي٥٤٥٢ فان 

 ةTB لأن)٢ إلى ينتمي الذي ؟٠٤ العنصر هو( الآخر العنصر

.(G  إ ينتمي

F  لا بالنبة محققان]٣-٣٣[ النظرية شرطي أن نزى وهكذا

 هوF فان لذا(.٠ «أ إلى استناداSe١ً من جزئية مجوعة هي الي

S¢  من جزثية زمرة

. G a من عنصرا ،  )ه لتكن. نظرية٣٥٣,G) زمرة

: G  من الجزئية المجموعة تكون عدثذ

[a]={a4:k=0,±1, -2,٠٠٠}

G  الزمرة من جزأية دمره

 أن ذلك ، خالة ليست]a[ أن شيء كل قبل نلاحظ: البرهان

[a] °a من عنصر أي , a° [a]. الآن لنفترض a'=a من عنصر

 عى تحتوي]a[ كانت ولما.a"٥(a%)-'-a"a٥-٥ دa-=٥ عندئذ:

، a . ل الصحيحة القوى كل [a] -°a من عنصر ٥ فان

 عند. أي نظير معa" عنصر أي ناتج أن أثبتنا قد نكون وهكذا
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"aاثالية غر الجزئية المجموعة من ]a[من عنصر هو ]a[ًأيضا .

 إلى استناد] وذلك (،6 )ه, من جزية زمرة]a[ فات وبالتالي

٢٣-٣٣}
 الدوارة الزمرة

 زمرة]٣-٣٥[ في الواردة]a[ تسمى• تعريف٣-٣٦
، G a من [٢a=G عنصر أجل من  كانت وإذا. ه ب موالمدة دوارة

 ل- زمرة كل أن الواضع ومن(a مولدها) دوارة زمرةG إن قاءا

. قلية دوارة

 ، المثال سبيل وعل. منتهة غير أو منتهة الدوارة الزمرة تكون وقد

 منتهة غير دوارة زمرة هي]٣-٧[ في الواردة(2)+, فا
 السالب أو الموجب)m الصبع العدد كان أبا أنه ذلك ،1 مولدها

 يد فاننا ،--»٥ كان إذا فثلا.1° يساوي فانه ،( المفر أد
 عندث امطلنا ط هو1'- حث ،-)(3(-١-١)]:٣-١٩[

.-)(3-(-1 ر5 فان لذا.1-٥--1 أن أي ،+ لعملة بالنسبة1 نظير
: فان ، العادية المع علية هي2 عى العملة كانت ولما

( 1)3=(1)+(-1)+(- 1)=-3

 مولدا يصلع-(1) العدد أن من التحقق القارى، من ويطلب هذا
. الزمرة لهذه آخر

 زمرة فيa• الصحيحة القوى من منته غير عدد ودود من ارغم وعى

 وعندها ، امنتهاaً[ في الحتافة العناصر عدد يكون فقد \،a١ دوارة

 ت١٥٠



{1,-1,i,-  )ذ فان المثال سبل وعى. منتهة الدوارة ازمرة تكون

 مولدها ، الضرب لعملية بالنسبة منة دوارة زمرة هي(i=-1 )بفرض

i'= ,i2--1, ز i41, ز-=فز :  نجد مثلا ز المولد أخذنا فإذا ز-. أو ة

 الأربعة العناصر هذه أحد حتما هيi• اخرى صحة قوة وأية

: ي ما(٩ ه) المحاول التمرن في وسنبرهن

n G مرتبها منتهة دوارة زمرة  نت6 إذا. نظرية٣-٣٧

 العناصر ]أن ،(G في المحايد العنصر )هa"=e فان ،a ومولدها

. {a,a3, ..., a-١, a° =e) G المجموعة عناصر هي  في القتلفة

 الزمرة من الجزئية الزمر منs جماعة أي تقاطع إن. نظرية٣-٣٨

(G, ,G).( ه ٥) من جزئية زمرة أيضا هو

 أرت ذلك ، خال غيرs الطاعة تقاطع أن أولا نلاحظ: البرهان
. [٣-٢٦]G s في ء المحايد العنصر عى يجتوي  عناصر من كلا

,a لكن ، وهكذا bغر) التقاطع من لا أو متساوين عنصر 
 الجزئية الزمر من كل من عنصرa,b يكون عندئذ.s لجاعة( الخالي

 عنصرا٥a لا يكون]٣-٣٣[ إلى واستنادا.s تشكل. اليG من

 ، الجزئية الزمر هذه تقاطع إلى وبالتالي ، جزئية زمرة كل إلى منتمياً

 أن يعي وهذا ، محققان]٣-٣٣[ النظرية شرطي أن نرى وهكذا

G  من جزية زمرة هو التقاطع

( السوية ر الاظمية الجزئية الزمر

 والتي أبجاثه في غالوا ميزها التي تاك ، الشهيرة الجزية الزمر بن من
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•( المتميزة أو اللامتغيرة أو) الناظمة الجزئة بازمر تسمى

H } جزلة زمرة عن نقول. تعريف٣-٣٩ G,  )ه الزمرة من

: الشرط تحقق إذاG من اظمية جزة زمرة إنها

٧geG,٧heH : gohogeH

: أنها عى يH٥ هg المجموعة عرفنا وإذا

g oHog'={gohog' :heH}

H  تكون حى والكافي اللازم الشرط أن التعريف عى يترتب فانه

: يكون أن هو ناظبية جزية زمرة

٧geG : g0Hog'GH (٠)

 الجزئية الزمرة تكون ي والكافي اللازم الشرط. نظربة٣-٤٠
Hمن Gمن ناظمة جزئية زمرة Gهو 

٧ge0 g 0Hog' H د  )+ة(

 )+(، الشرط بوضوح يقتضي()++ الشرط تحقق إن: البرهان

 جزية زمرةH تكون حى كاف)++( الشرط تحقق أ أي

. G  من ناظمة

 )أيG من اظمية جزئية زمرةH أن الآن لنفرض ، وبالعكس

 في٠+(٩) الشرط تحقق عى ولبرهن ،( حقق )م( الشرط أ

 من عنصرا يكون فان ،G من ا>تبارياً عنصرا ي كان إذا اطتقة

G.يكون أن رم( بقتيالشرط عندها gYCH)٥H٥gأنيكون أي 
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٥HogcH: G g من ي كان أبا أنه هذا عن وينتج٠

g 0(g' oH og)0g' CgoHog' = (g0 g)0 H o (g 0 g')

C goHog' = eoHoe=HCgoHog (٢++)

٧geG:goHog=H  أن ببنات(٣٣٣ (و)٣) إن

. الطاوب وهو

 والازومورفيذم الهومومورفيزم

 إلى جرية بنية من التطبيقات من خاما صنفا الأول الفصل في عرفنا

 هذه وتلعب. خواصها بعض ودرسنا المهومومورفيزم حنه في أممناها أخرى

 وسيلة تعتبر أ;ا ذلك ، الأمة في غاية دوراً ازمر نظرية في التطبيقات

 النظريات بعض لبرهان أداة تصلح أما6 ، لزمرة الرئيسة الحواص لدراسة

. بالزمر المتعلقة

 مجوعة جرد(E )م, ، زمرة(G )ه, لتكن. نظرية٣-٤١٣

(G, ,E). ل)ه مومورفيزما هو ع ولكن ، داخلية علية علها  )م في

: عندئذ

. لم بالنبة زمرة (£-جG) الفومومودفي اخيال يكون(١)

 خالها فان ،G من ناظمة جزثة زمرةH كانت إذا(٢)

. G =H ازمرة من ناظمة جزئية زمرة هو (H) ؟

 جزية بمجوعة بأن تبين]١-٥٠[ النظرية إن(١): البرهان

 ه العملة )لأنE على تجميعية علبة+ وأن ، لا+ بالنسبة مغلقة

-١٥٣-



 بالنبة في عايد عنصر هوuf(e) العنصر وأن (،G على جميعية

 منf(a) عنصر لكل وأن (،6 في عايده عنصر ء )لأن­+

a G نظيرا a من (a) عنصر لكل )لأن لء بالنبة ؟  نظير16

. ل+ بالنسبة زمرةG فان لذا ه(. بالنسبة

.€ من كبفيً عنمرآ٤ د من كفاً عنصرا6 لنفرض(٦)

 بثG من ى دH من٨( الأقل عى) عنصران بوجد عندئذ

g)-g, f(h)-i.كان وا (؟ :

f(g ٥h og)-f(g)٠ f(h) ٠٤(g') ( ( هومومودفيزم٢ لأن

-٤(٤)٤٠(٥)٠٢٤(٤)٢](١-٥٠[ من )ه( )الشق
 د

=goh o g'

.F F من عنصر ج٥ ، ه 'ج فإن H goh من عنصرا og'  وكان

 مجوعةH إذن ،E من عنصر أي٤ ،H من عنصر أي٦ لكن

.6 من ناظمية جزية

 ذات(G )ه, لزمرة دومورفيزما هو£ كان إذا. نظرية٣-٤٢

: فان المحايد العنصر ذات(S )م, الزمرة فيe المحايد العنصر

. G a من [f(a)-(a)£ كان أيا (e)٤-u د (١)

( Im£ f(G)=( أحانا ه يرمز الذي () الفومومودفي الحال

. S  الزمرة من جزية زمرة هو

 التيG عناصر جيع من تتشكل )التيH-٤-u) المجموعة(٣)

١٥٤-



 نواة٤-)(' وتسمى.G من ناظبية جزئية زورة هي(u مها كل خيال
، f . الموهومورفيزم Kerf  ب لها ورمز

 فو(٢) أما].١-٥٠[ سابقاً(١) إثبات م لقد: البرهان
 بالنبة زمرةT أن حينه في أثبتنا أننا ذلك]٣-٤١[ النظرية عن ناتج

 الجزتة الزمرة تعريف فان ،S من جزية بجوعة كانت ولما ،+ ل ن ج ، ن ي ، ن ، ن

. s E الزمرة من جزئية زمرة  تكون بأن يقتفي

 فإنH منa,b العنصران كان أبا أنه الواضع من(٣)

f(a b')=f(a) ه + f(b')=f(a) + [f (b)] =u + u'=u

 ذلك إلى أضفنا وإذا.H من عنصرa هB أن المساواة هذه وتعني

 عى اعتادا لاستنتجنا((١ إلى) استناد]eeH )لأنH و أن

.6 من جزئة زمرةH أن]٣-٣٣[

 والعنصرH منh العنصر كان فأبا ، أخرى جة ومن ، هذا

gمن Gفإن :

f(g ٥ h og')=f(g)٠ f(h) +f(g)=f(g) +u+[f(g)]

=f(g) +\f(g)]=u

 أن أى ،H من عنصرا ي٥g٥h يكون عندئذ أنه يعني وهذا

. G G الزمرة من اظبية جزئة زمرة هي H من  الجزية الزمرة

 هي(6,٦) زمرة كل.Cayley: كايلي نظرية٣-٤٣

.5 التناظرية ازمرة من جزية لزمرة إزومودفة

 المجموعة أن]٣-٣٤[ في وجدنا لقد: البرمان

 د و أ أس



F{f,f٠()=aTx : a,xeG}

. s,  التناظرية الزمرة من جزئية زمرة تشكل

K:0 F -ح K(a) التطبيق أن الآن وسنبرهن - ٢, بالقاعدة العرف

S لزمرة إزومودفيزم هو ,F) من (G,T) )ه الجزثة ازمرة على
.( التطبيقات تركيب علية هنا هي )ه

 ، واضع هو6 غامر هو »الذيK التطبيق أ أولا سنبين(١)

: التقة في. متبان

K(a)=K(b) :٠xeG ح=f,=f٧ =ح f,(x)=f(x)

٤aTx=bTحد 

 فاننا]٣-١٤[a=b تقتضيaTx-٥٢٤ المساواة كانت ولما

 حقا متبانK أن نستنتج

K K أن إثبات علينا بقي ، تقابل ( أن(١) في بينا أن بعد(٢

: فانG منa,b العنصران ن6 أيا التقة في. هومومودفيزم

f:,٤(x)=(aTb)Tx=aT(٥Tx)-f٠(٥ T x)=

f٠(f٤٠٥-)((٤)٥f6)()

: أن وبها.٤٠٠٠=٥6٢ فانG من ع كان أيا صيحا هذا كان وما

K(a)=f٠ , K(b)=f , K(aT b)=f٠٢

: فان

K(a T b)-K(a) o K(b)

-١٥٦-



(١) في وجدناه ما ذلك إلى أضفنا وإذا. فيزم هومومودK أن أي

 الجزية الزمرة عى(G,T) إيزومودفيزم هوK فان تقابلK أن من

. S ,F) التناظرية ازمرة من ( ه

 الكاردينالي العدة عل شرط أي مل لم أننا با: ملاحظة٣-٤٤

 منتهيةG الزمرة كانت إذا أنه نستتم فاننا ،G (ل الأسامي)

 منS, التناظرية الزمرة من جزثية زمرة إبزومورفية فانها ، م ومرتبها

. n  الدرجة

 جر

- ١٥٧-



 كاور: مارب

 العنصر نسمي. ه الداخلية بالعملية مزودة تججوعةE لتكن٨٤

. aoa=a Fdempotent كأن إذا ( E مراوحا )أو القوى متساوي a من

 هو فقط واحد مراوح عنصر عى تحتوي(G )ه, زمرة أي أن برهن
. ه لe المحايد العنصر

 افترضنا ولو. مراوح عنصرe فان ،eoe=e كان ما: الحل

. uou = u ) لان ، الزمرة هذه في u (e و u  أخر مراوح عنصر وجود

. الفرض خلاف وهذا ]،٣-١٥[u-e تقتي المساواة هذه ولكن

 كان وما.G في محايد عنصر هوG لزمرة مراوح عند أي فان لذا

 تحتوي زمرة أي فان]٣-١٣[ فقط واحد عايد عصر زمرة أي في

. فهاe المحايد العنصر هو وعيد مراوح عصر على

a .x (G,T) عنصران حقق إذا أنه بوهن. زمرة  لتكن-٨٥

G a من ، كان aTx= . ر العلاقة T  ل المحايد العنصر

 فان (،e تعريف إلى )استناد]x=eTx كان لما: اطل

 إلى استاداً تقتفي التي.٥٦x-aTx العلاقة تاىء المفروضة العلاقة

]٣-١٤[a-eالمطاوب وهو .

 برمن.x الحالية غير المجموعة أجزاء لمجموعةPx) ب لترمز-٨٦

 زمرة. وليست مونوثد هيP(X)),٨),P(X)), )لا البنيتين من كلا أن

- ١٥٨-



 الاجتاع علة(١): أن ذلك ، مونؤثد((X,) إن)ن: الل

 اجتاع أي)P(X) من عنصرن أي فاجاع ،PX) عى داخلية علية هي

٧ العملية(٢)P(X٠) من عنصر هو(X من جزثتن مجموعتين أي

 المجموعة هو ن ل بالنسبة محايد عنصر يوجد(٣). نعم6 تجميعية

 أبة من جزئية مجموعة هي ف اعالة المجموعة لأن وذلك) ف الحالية
(. بجوعة

 ، العكس افترضنا لو أنه ذلك ، زمرة ليستP(X),) )ن لكن

 نظير وجود يقتفي وهذا ن. ل بالنسبة نظيرP(X) من عنصر لكل لكان

2(X) ) من لا عنصر وجود أي ، ن لا بالنبة PX) X)X من عنصر

P(X) Y من XuY-4. نت أيا لأنه ، مستحل هذا لكن :  بجث

X٧Y فان cXة4 و Xًفرضا .

 يغدو(P,)(٧) الونوثيد فان ،X= ف كانت لو:(١) ملاحظة
 )لماذا؟(.. زمرة

 تمP(X),)٨) أجل من المسألة دراسة إت:(٣) ملاحظة

. مماثل تحو عى ،

 إذا أنه برهن. ه المحايد عنصرها زمرة(G,٥) لتكن-٨٧
: التالة الشروط أحد تحقى

٧a,beG

٧aeG

٧aeG

(a o b)? ?a د o b?

a? e ب

a' a د

 ت١٥٩

(١)

(٢)

(٣)



. أبلة تكون(G )ه, الزمرة فان

 محد عندها. الأولى المساواة تحقق لنفرض: الطل

(a o b) o (aob) = (a 0 a) 0(b o b)(a o b)2= a20b2

( =( جمعة ه ao (b 0 (a o b))=a 0(a0(bob))

([ =(٣-١٤ نظرية[ b ٥(aob)=ao(bob)

( =( مجمعة (b o a)ob = (ao b)ob

([ b٥a-a٥b=(٣-١٤[ نظرية

,a كان أيا صحيحة الأخيرة المساواة كانت وا bمن G، فار 

(G,0)آبلية زمرة .

a ,b ( العنصران كان أيا فانه ، صحيحة الثانة العلاقة كانت إذا(٢

: نجد( من

a4=e, b?=e, (a 0 b)%=e = aob?=e, (ao b)? =e

a? ob2= (a o b)2حد 

. الطوب نجد المألة هذه من(١) الشق نتيجة وبتطبيق

 العنصران كان أيا عندئذ. الثالثة العلاقة تحقق أخير] لنفرض(٣)

(aob)=b'oa' aob=(aob) لكن G فان a,b من

B b-a٥٥. ا كان وما 'a ه  إذن].٣-١٧[ إلى استناداً
 كان أيا صحيحة المساواة هذه أن وباaob=boa فان ،a'=a و

a,bمن G، ه, فان( G)تبديلية زمرة .

- ١٠-



 مثبتا عنصرا ه وليكن ، آبلية زمرة(E,٢١ لتكن-٨٨
 آبلة زمرةE أن إثبات وااطاوب.e المحايد للعنصر مغاو]E من

: بالقاعدة العرفة1 الداخلية للعملية بالنسبة كذلك

٧a,beE aL b=aTbTa ( +)

 منa,b كان أيا فانه ، داخلية علية٢ كانت٧(١:) اطل
E، ٥ فانaTمن عنصر٥٢ Eًفان وبالتالي. أيضا Eبالنسبة مغلقة 

. E  عى داخلية علة ر أن أي ، ر للعملية

 العناصر كانت أيا أنه ذلك ، تجميعية ر الداخلية العملة(٢)

a,b,cمن Eفان :

(a L b)L c=(aTbTa)lc=(a٦bT٥)T٥Ta

=aTb٦٦٥٢a

=aTbT٥TaTa
( تجميعيةr لأن الأقواس لاضرورة

 تبديلية(٦)

: أخرى جهة من ولدينا

a1 (b L c)=aL(bTcTa)=aT(٥T٥٦a)٦ a

=aTb٦٥TaT a ( تجميعية ا لأن الأقواس ضرورة لا

: أن وجدنا لأننا تجمعية١ العملية فان وبالتالي

٧a,b,ceE : (aLb)L caL(bL c)

 بنالناتج فرق فلا وبالتالي تبديليةT أن ذلك ، تبديلية ا العملية(٣)

aT٥٦aالذي( يساوي aLb)الناتج وبن bTaT aالذي( 

١١ م- -١٦١-



ba)، كان أيا وذلك . يساوي E b, من ة

: يكونE منa كان فار] ر، ل عايد عنصر وجد إذا)(

aL u=a < aTuT=a< a٢(u٦ a)=a

u] a=e>ي 

 ، زمرة من عنصر لكل واحد نظير وجود إلى واستناد]
 )تحقى٢ لعملية بالنسبة نظير 'ه ويساوي ووحد موجود فان

(٧aeE : aLa'=a'1a=a  أن من

 ،١ العملية بالنسبةa نظيرE منa عنصر لأي يوجد )ه(كي

: الشرط يتحقق أن يجب فانه

 د ي

a >'٥=a ل aTaTa=a

 وياوي ووحيد موجود ة أن زى]٣-١٨[ إلى واستنادا
(aT٥)٢ أو 'ه٦a'٥T'أن من )تحقق٠٥ 

(٧aeK: aL a=a L a=a

 دمر·(E )ا, أن يعني (-)ه(١) الشروط توفر إت تمدرلة
 الطلوب وهو

 ولتكن ، المحايد عنصرها آبلية غير فربة زمرةs لتكن-٨٩
c ab ياوي cd S ناتجها a,b,c,d من عناصر أربعة

 أيضا ء يساوي التالية النواتج من كلا أن برهن )ا(

b cda , cdab , dabc

-١٦٢ -



 بي• ه»• -ه١e-١ عن تم ،a,b,e بدلالةd نظرd'- عن عبر(٢)

a,6  بدلالة

 لدنا(١): الطل

abcd=e a-'(abcd)a=a-!ea >ح

 حد(a-!a)(bcda)=a-!ea( مجمعية الضرب ملة

bcda=e= لأن ( a١aحد 

١eb-١eb = (b-!b)(cda b)=b-bcda)b=b)١-bحد 

 تجميعية الضرب )ملة

(b-'b= =( لأن cdab e د

c-'ecد (١c)(dabc-١ec = (c=-cda b)c-ا) cحد 

 تجميعية الضرب علية)

dabc = c٥ ا-٥ ء- رلأن د)

=dabc أن الآن وجدنا)( e.إذن -'d(abc)=dd.وتقضي 

 عبرنا قد بذا ونكون ،abc=d-١ المساواة]٣-١٤[ المساواة هذه

. a,b,e !-d بدلالة  عن

a b c= d- -e-!=d-'e(abc).١ المساواة أن الو'ضم ومن هذا  ا تقتضي

-١e-ab(cc-')-١: فان تجميعية الرب علة كانت اl و d.لكن 

cc- .e- ا ab- d-  -ا١ إذن

 الأعداد من(a,b) الارتبة الأزواج كل بجوعةG لتكن-٩٠

 التالة الضرب علةG على ولنعرف ،a و٥ بفرض الحقيقية

- ١٦٣-



()(a, b) (c,d)=(ac,bc+d)

 هذه الضرب لعملية بالنبة تبديلية غير زمرةG أن برهن: أولاً

H ,a) جزية زمرة تشكل ٥) العناصر مجموعة أن برهن: ثاناً

 الأعداد زمرة )أي(R,٠ للزمرة) [يزومودفيةH وأن ،G الزمرة من

.( العادية الضرب لعملية بالنسبة الصغر الغارة التقية

:G R د t((a,b))=a تطبقاً لنعرف: لثأ  بالقاعدة

 هو مها كل غيال التيG من العناصر مجوعة أي)-١) أت بن

 الجزئية الزمرة هذه وأن ،G من جزئية زمرة تشكل(1 الحقيقي العدد

 لسلة بالنسبة القيقة الأعداد زمرة أي)(R), زمرة إزومودفة
.( العادية المع

: الطل

 داخلية علية هي)+( بالقاعدة المعرفة الضرب هلبة إن(١: أولآ

 ا٥ ي -ن الاختيار العنصرن ضرب اتج(ac,bc+d) أن ذلك ،G عى

ae G الأول مقطه أيضا مرتب زوج هو (c,d) من (a,b) د
. الصفر مغار

(f,g) G الأرضنا لو أنه ذلك ، تجميعية ( على الرب علة إن(٢

: فإنG من الثنا اختباريا1 عنصر

((a, b)(c,d)) (f,g)=(ac,bc+ d) (f,g)=

(a cf,bcf+df+ g)

-١٦٤ =



(a , b)((c,d)(f,g))= (a,b) (cf,df+g)=

(a cf,bcf+df+g)

 تتحلق أن فجب ،G (فيx,y عايد,) عندر وجد إذا(٣)
: العلاقتاك

٧(a,b)eG : (a,b)(x,y)=(a,b) ,a)(x,y) و b) =(a, b)

 التالة افطة المعادلات ججة تنافثان العلاقتين هاتن إن

a X= a

K a =a

b x+y= b

y a-+b= b

=y,( و0)x=1 الوحد الحل الجلة فذه وجد أنه الواضع )ج( ١-٠٠١ ٥ ومن

٠(٥,1) هرC في المحايد العنصر فان وبالتالي

( الضرب بالنبة نظيرا أي) مقاوبا(٤٠٦) العنصر كان إذا(٤)

: المعادلتين مقق أن فيجب (،a,b) الاختياري العنصر

(a , b)(٤ , ,٥) د(10٤)-(4 n)(a, b)=(1,0)

: التالة الأربع العادلات جملة تافان التين

a٤=1
٤a=1

b٤+٩=٥
٦a+ b=0

 النظرية) وحيد] يكون حق موجوا الطل هذا بكون أن يكفي)+(
٠(٢٣-١٣]

- ١٦٥-



 الوحد)( الل العملية فذه يوجد أنه الواضح ومن
b1١٠١٤٠-١• ١١G ) من الاختاري a,b )  ة••.٥a-=n,( لاعنصر وبالتاليفان و(-=ع0

. ي( )إ-, اوجد التادب
 هذه لكن(. )ضربة زمرة تشكلG أن سبق مما نستخلص

• مثلا أنه ذلك ، آبية غير الزمرة

3  ,ه(3()4,٥-(=)2 )و,٦-(,+0()4,3-(=)2,3)

. Hو ف أن الواضع من(١ )

 فان ،H من(a,٥)(,b,٥) العنصران كان أا(٢)

 انياً

(a,0) 0,٥)-'=(a,0)( ( )ى-,كمم((٤) إلى استنادا

a01 H(٤٠٥ ء-)(٠٥ -ج٤ل)تم -

.G H الزمرة من جزلية زمرة  أن]٣-٣٣[ غر فاننا وبالتالي

H التابع الآن لنعرف Rبالدستور :؟ a((=٥,a،؟)) 

 الفرية الزمرة عىG منH الجزلة للزمرة إزومودفيزم ؟ أن ولنبرهن

.(R, ٠)

: القيقة في

 النظرية) وحيدا يكون حى موجودا الطل يكون أن يكفي)(
[٠](٣-١٣

- ١٦٦-



٧(a,٥),(b,0)eH : f((a, 0)(b,0))=f((a b, 0)=

a b=f(a, 0) f(b, 0)

 ، وغامر متبان تطبق أي ، تقابل٢ أن ذلك إلى أنفنا فاذا
. المطلوب عى حصلنا( ؟ اذا)

t[الرية لزمرة مودفيزم مو هو و أن أولا نلاحظ• لث Gازمرة في 
(R4,o،) أن ذلك :

٧(a,b) , (c, d)eG : g((a,b) (c,d))=٩((ac,bc+d))

=ac= g (a,b) g (c,d)

 فان(R,). الضربة الزمرة في المحايد العنصر هو1 العدد كان وما

](.٣-٤٢[ النظره)G من جزثة زمرة )'-م المجموعة

 دعامتها والتي)"- الجزية للزمرة إزومودفيزم وجود الآن سنبن
 أن الواضع من(.R), ازمرة (}على1٠٥:)beR) المجموعة

: بالقاعدة المعرف :بل(-1 ح-)R التطبيق

b))=b,1))ل 

 بالاافة لاحظنا فاذا(. هذا من تحقق) ومتبان غامر تطبيق هو

: أن ذلك إلى

=b+d))=b+d,1بل)) =((b)(1,d,1))بل 

(d,1)بل +(b,1)=بل 

 علG من )'-و الجزثة ازمرة إيزومورفيزم إ بأن ح$ فاننا
. R  لا المعية الزمرة
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 النحو عى الزمرةKurosh كودوث الرومي عرف -لقد٩\

 بالنبة زمرة إا ه داخلية علية عام(G -موعة عن نقول: التالي

 لكل وكان ، تجميعية ه وكانت ، خالية غيرG كانت إذا ، ه العملية
 ا'عادلتعن من

a 0=b , yoa=b

G a,b من G العنصران كان أبا  في وجد حل

-١[ الشائع التعريف بكافىء ازمرة كودو تعريف أن برهن

 لزمرة]٣

 أنه ذلك ، كوروض تعريف بقفي]٣-١[ التعريف إن: أولا

 العنصر عل لاحتوائها) خالية غيرG تكون]٣-١[ التعريف وذق

 وحيد حل للعادلتين أخير] ويكون ، تجمعية ه وتكون (،e المحايد

.]٣-١٨[ النظرية إلى استنادا وذلكG في

 لما.]٣-١[ يتخي كودوث تعريف أن الآن سنبت: انياً

 إلى ينتمي الأقل علىb عنصر فهزالك ، كودوش وفقG ة ف كانت

G.جتق الذي الوحيد العنصر هو أن((١) إلى )استناد] لنفترض 

 المعادلة جقق الذي الوحد العنصر برهو وأن ،bou=B المه.ادلة

. (b a مساويا ( يكون قد G a من آخر عدر أي yob=a احث

: فان تجميعية ه كانت ما ، عندثذ

a 0 u =(yob)ou =yo(bou)=yob=a
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 هو فان ،G منa كان أيا صميمة العلاقة هذه كانت ولما

 محايد عنصر وجود على نبرهن الطريقة وبنفس ه. ا أعن محايد عنصر هو

: اماواة تحقق بجثG من ء عنصر أي ، له أيسر

e 0 a = a

 إذت ،]١-٢٧[ إلى استنادا =ء لكن.G منa كات أيا
: أن حد

٧ae( : eoa = a0٥= a

. هG فيe( وحيد) عايد عنصر وجود أثبتنا قد بذا ونكون

(١) عى يترتب عندئذ.G من اختياري عنصرa أن الآن لنفرض

: بجث وحدنa' وa" عنصرن وجود

a 0a = e , aoa = e

 بالنسةa نظيرa عنصر لكل إذن ]،١-٢٨[a'=a" لكن
 بجاق ه

a0 a = aoa = e

 تجميعية إلى بالاضافة) يقتضي كوروش تعريف أن نرى وهكذا

 عنصر لكل نظر ووجود ه ل محايد عنصر وجود( ه الداخلة العملة

.]٣-١[ التعريف يقتفي كورو تعريف أن ،أيG من

 يقي]٣-١[ التعريف أن أي ، المكس أثبتنا قد كنا ولا
. امطاوب وهو متافثان التعريفي هذن فان ، كوروش تعريف
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=G,,٩٥«٠٠٠٠a٠{ لتكن-٩٢+ {a,aمنتهة)مرتبها زمرةضربة 

( n+1، G ,a من . العنصر كان أيا أنه برهن a  م المحايد وعنصرها

m . موجب صحيح عدد فهنالك a,"=a  م بجث

 العنصر أجل من محاولة فالمسألة]٣-١٩[a',-a كان ا: الطل

. a,  المحايد

,a حثG منa, اختياريا عنصرا الآن انأخذ a9.رمزنا فاذا 

 الحالة في لأنه وز ه إن.a,a =رa فان ، بة لقاوبG منa, ب
 إذا ولكن.a,2=a, نجد ، =زi ن6 فاذا.a,=a0 بكون العاكسة

: فان ، وزi كان

a, aز = a٨ (i,وز o)وز 

a,a, جقق الذي الوحيد للعنصرa ب رمزا فاذا =aيكون فانه :

a aز = a ,a,(a حد a)= a ,a) حد a ( ز a٤=a =a,4a حد a

a, لكان العكس صع لو لأنه وا ه إ a,-aر أو aأي =رة 

 يكون أن إما: ثانية نقول وهنا. استبعدناه الذي الأمر ، زد:

ki، يكون وعندها a,3=a، نجد فاننا٤ زج كان إذا ولكن :

-2 k) زةa=4٤ م k, و ه (i رو

: ا نالك لا حالتين لوجدنا الطريق بذا مرا فاو وهكذا

. a% =a, m يكون بجث ( موجبا مجحا عددا نجد أن فإما(١
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 الماويات مجموعة عى نغهل وعندها ، ذلك لايم أن وإما(٢)

a," a٨ aم a٨ aز =aم , a,4a,-a ٥ و٠٠٠ و

 وما.a, وa -م مغارa ,رa٤«٠٠٠ وa٨ العناصر من

(#x)

 كل حث
 عى هو عددها فان ،G إلى منتمياa ,رa٤«٠٠٠٠a٨ العناصر من كل كان

 أن لاحظنا إذا ولكن(.a0, ة العنصرن )لاستبعاد٨-1 الأكثر

 ج(٣) المساويات بجوعة في كضاريب الواردةa,,a٤ و٠٠٠ وa ر العناصر

 ياوي(w٣) الساريات عدد بأن الواضع من وأنه (،٢ اذا) مختلفة

nالعناصر عدد أن نستنتج فإننا a٠٠٠ و»aز و٤ aتناقض. وهذا.« يساوي 

 الحالة في(١) الحاة فان لذا. صححة غير(٢) الهالة فان وبالتالي

. امطاوب وهو الصصحة

,١m{ الأعداد بجوعة أن برهن-٩٢ n e3H  تشكل2٥}

 لعملة بالنسبة للصفر المغارة القيقة الأعداد زمرة من جزية زمرة

. العادية الضرب

. H  و ف أن الواضع من(١): الطل

 العنصر مقاوب إن.H من عنصرن أي2'3,'°2"3" لكن(٢)

 لأن ر2-3٣-٥ هو( الضرب لعملية بالنسبة ه نظير أي)2'3°'°

 البسار ومن البمين من الاخر بالعنصر العنصرن هذن أحد ضرب حاصل

: أن لاحظنا وإذا(.1 المحايد العنصر يساوي

(2٦ 3٩)(2-m١ 3-٥) (2-٥/ 3-٥) (2" 3")  ب2٥-٠٠١3٥٥١
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-m' وأن mو 'n-nفي الضرب حامل فان ،2 إلى ينتميان 

(R4, .) H من جزية زمرة . فان وبالتالي H  من عنصر الأمن الطرف

.]٣-٣٣[ حب
G) لتكن-٩٤٣ , o)المحايد عنصرها زمرة e.المجموعة تسمى 

 عناصر جميع مع للمبادلة قابل منها عنصر كل التيG عناصر منZ الجزئية

: أن ايG ازمرة مركزا(

Z={zeG[ zox=x02,VxeG}

. G Z الزمرة من جزئية زمرة  أن برهن

G x من -x أباكان x e ه ، ذلكأن Z  و ف (إن١:) اطل

. eeZ ٨ فان وبالتالي

 منx كن أيا ، عندئذ.2e من عنصرين أي٦,,٦, لكن(٢)

Gفان :
z 0X=x0 ٦ حد, z,0(ة o )= z,0 (x0 (, ة

,ox) 0 o= ,ة(2 xة,( o2 و)حد 

o رة z,)0٤=)x0رة( o2 و)=

 القيمة وحدة ملة هي )ه

 ر

 ر

 جمعية ه
 تجمعية ه

 عنصر وة ه٦, فانG منx كان أيا صيحة الأخيرة امماوا كانت ولا

. ه ل بالنسبة مغلقةZ الجزئية المجموعة فان وبالتالي.Z من

: فانZ من وة6 منx كان أيا أنه الواضح من(٣)

ox'=x'0 zلكن ج :
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2 ox'= x' oz z) =ح ox')= (x' oz) = (') oz' = z' o (x')

X0z'= zOX٣-١٦[١]) حد

 نظيره)z فان ،Z من عنصر أي ة' كان إذا أنه نرى وهكذا

. Ze  من عنصر( له بالنسبة

 جزئية زمرة2 بأن لحكر كاف(٣(-)١) الشروط تحقق إن

٠](٣-٢٩[ نظرية)G الزمرة من

(G, ٥) لتكن٩٥ +. a n ومولدها \  مرتبتم منتهة دوارة زمرة

 هيG في الحتلفة العناصر أنa"-e، 6 أن برهن

{a,a°,٠٠٠,a" {a%=e, ا

"a أن لفرر: الل eحيث m<n.٤ كان إذا عندئذ

 (بجث٥<-r<m) ,وr صححا عددان فهنالك ، صحيح عدد أي

m يكون +r=و k.أن نرى عندها :

a4 =a٩a+٢ = (a") o a'=eoa'= a'

,a0,a-°١ العناصر أحد هوa4 أن يعني وهذا a3, ...,a، أي 

n m على تحتوي ؟ كانت وا. كثر عىالأ العناصر من G عى تحتوي  أن

a° = e  أن افتراضنا فان وبالتالي. تناقض في نقع فاننا ، العناصر من

m حث <nغاطىء 

 يكون عندها.٥<i =ز<n حثa أ=a ذ ذلك بعد لنفترض

٤-aذ٥ a-'=aهأ a١ '-ن أيaا- a، أو iف- e= a.كان ولما 

-- ;ز



nء iوبالتالي ، سبق ما إلى استاد] خاطئة .النتيجة هذه فان ، ز<ه 

,...,a,a2° فان aكانت وا. مختلفة عناصر Gعلل تحتوي nمن 

 عناصر ججع تحوي أن يجب العناصر من المجموعة هذه فان ، امأ٤ العنامر

e e فان ،( من . العنصر كان ولما Ga  أ العناصر هذه أحد هو

a" =e m فان <n (i=n ع و أن وجدناً أننا وما(.a1 عندما

. البرهان أقمنا قد بذلك ونكون

 برهن.G من جزية زمرةH ، آبلية شرية زمرةG لتكن-٩٦

: G R عل المعرفة  العلاقة أن

xRy ١eH-xy >ح

 الضرب ملة مع منسجمة العلاقة هذه وأن ،G في تافؤ علاقة هي
 ا اي

xRy = (xz) R (y ( ة

 ؟H من عنصر تكافؤ صنف ماهو

 عى تحتويG زمرة من جزية زمرة أي كانت٧(١): الطل

xx-!=e . ولكن eeH ، فان G e في  الهايد العنصر
 نغد فاننا لذا ،G منx كان أبا

٧xeG : xRx

. منمكةR العلاقة أن أي

 ولما.٢y اeH أن يعني هذا إن.xRy أن لنفرض(٢)
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 العنصر نظير تحويH فان ،( جزثة زمرة لأا) زمرةH كانت

-'٤y، ١ العنصر أي(٢-١y)لأرت٧-» نعل ا يساوي الذي( 

y(-'٧-١))ولكن٠ eH-أب تعي٧٣ ا yRx.فإننا وهكذا 

: أن زى

x Ry yR =ح x

. متناظرةR العلاقة أن أي

y 2-eH ،xRy. أن يعني هذا إن xRz ( لنفرض(٣

 زمرة لأنها) الرب لعملية بالنسبة مغلقةH كانت ولما.١eH-xy و

: فان( تعريفا

xy) د د !)(yz-١)-x(y !y)z!=xez '=xz 1

 فقد وبالتالي.xRz تعنيxz-'eH ولكن.H من عنصر

 أن وجدنا

xRy yRz د xRz حد

. متعديةR العلاقة أن أي

 ، ومتعدية ومتناظرة منعكسةR العلاقة أن تقدم عا نرى وهكذا
. G R في تافؤ علاقة  إذن

: إت(٤)

(2-'z- xRy(٠ لأن x-'yeH >ح y-'eH( ا٦-z) حب٤

('-xz-١)eH( تجميعية الضرب علة لأن ر (zy)>ح 
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١eH(-١»-xz-!)(y)>ح 

(xz) R (yz)>ح 

 هو العنصر هذا تكافؤ صنف إن.H من عنصراa لنفرض )ه(

 بالعلاقةa ب قبط الي أيa تافىء اليG منy العناصر كل بمجوعة

aRyبالعلاقة أي H-ا ay.مجموعة أن من التأكد القارى، ونرك 

H a من H عنصر تافو صنف فان وبالتالي. نفها  هي هذه العناصر

 نفسهاH هو

G) لتكن-٩٧ ,o)زمرة ، Hما منتهية جزئية بجوعة .

 جزثة زمرةH فان ه ل بالنسبة ومغلقة خالبة غيرH كانت إذا أنه برهن

. G  الزمرة من

 ينتميH منa عنصر أي نظير بأن نبرهن أب يكفي: الل

 بالنبة مغلقةH كانت لما.H من عنصراa لكن.H إلى

,a2=aoa,٠٠٠,a,"... فات ه، a3=a?0aعناصر كلها 

 العناصر من المنتهية غير المجموعة هذه من المختلفة العناصر ولكن.H من

...,"a3,...,aلأن ، منتهة تكون أن يجب ,ه Hفرضا منتهية .

<k> ه حيثk,h طبيعيين عددن هنالك أن يعني وهذا hمن يكون 

 كان ولما.a -ا--اa د- أن هذا عى ويرتب.a±=a4 أجلها

k-h-1> (eeH المحايد العنصر هوa4-٥-١ فان ،0 e)أءد أو 

,a ق,...,a",٠٠. العناصر aإلى ينتمي منها كل التي H.فان وبالتالي 

. المطلوب وهو.H من عنصرa ا-

- ١٧-
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Ox لكن-٩٨ ,Oyمستو في متعامدن مستقيمين I، ولتكن 
 الطابق التطبيق :,؟ نفه علىII لتوي التالة الأربعة التطبيقات لدينا

 بالنسبة التناظر ,,؟0x ل بالنسبة التناظر ,يoy ا بالنسبة التناظر د,؟

]o.تركيب بعملية المزودة الأربعة التطبيقات هذه مجموعة أن برهن 

. آبلة زمرة هي التطقات

 مجموعة أت التناظرية لازمر دراستنا عند وجدنا: اطل

 لعملة بالنبةS ء زمرة تشكل نفسها عىE لمجموعة المتباينة التطبيقات

 المتباينة التطبيقات كل بجوعة فان الأساس هذا وعى التطبيقات وكبب

 زمرة تشكل نفه (علىRxR للمجدوءة أي)٦ لتوي والغامرة

 التطبيقات كبب لتر بالنسبة

: بالشكل عنها اجير يكن المفروضة الأربعة التطبيقات إن

f,( (x,y))=(x,y) , fة ((x,y))=(-x,y)

fي ((x,y))=(x,y) , f٨((x,y))=(٤,-y)

. وغامر متبان هذه التطبيقات من كلا أن من التأكد السهل من

 من جزئية مجوعة هي{٤٠4٠٠6٠٠f)-H المجموعة فان والتالي
««S.التالي الجدول صحة من كذلك التأكد ويكن 

٤٢0 و؟٤

6٢٢,٢ و،٢
6٤66٢٠ و

٤،٤٢66
666٢٢
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 كون فان ، منتهةH( الحالة غير) الجزثة الجموعة كانت وا

Hبأن للحر كاف( الجدول انظر) لاه بالنبة مغلقة Hجزئية زمرة 

 الزمرة أت وبا(. السابق المثال انظرS4١» التناظرية الزمر من

 تركب لعملية بالنسبة زمرة هيH فإن ، تعريفا زمرة هي الجزية

 لاقطر بالنسبة متناظر السابق الجدول لأن تبديلية الزمرة وهذه. التطبيقات

. الجدول( من البسرى العارية بالجهة المار القطر )أي الجدول الرئيسي

 زمرة هي آبلية زمرة من جزثة زمرة أية أن برهن-٩٩
. ناظبية جزئية

 عندئذ. منها جزئية زمرةH ، آبلية (زمرةG,T) لتكن: اطل

: G H من ي د  من ط كان أبا

gThTg=(gT ٥)T h

=eTh=heH

( وتبديلية نجبيعية٦ العملية لأن ر

. G H من ناظمة جزئة زمرة  فإن وبالتالي

G H,K الضربة الزمرة من جزئيتين ذمرتن  لتكن-١٠٠٣

: مابي برمن ، كاظميةK المجزئة ازمرة بغرض

H HnK من ناظمة جزئة زمرة  إن: أولا

HK (HK-{hk\heH,keK، فان -  ب رمزنا إذا: ثانما
. G  ازمرة من جزئية زمرة

G H الضربة ازمرة من جزئية زمرة  كانت٧• أولأ: الطل

- ١٧٨-



 لأرH الزمرة من جزية زمرةKH٨ إن. ضربة زمرة في

. H H من جزية بجوعة ٨I(١)

(I=4 (2٨Hالجزثتن المجموعتين من كلا لأن H,Kمحتوي 
. G e في  المحايد العنصر عى

 من عنصرab ا- فانh٨H من عصرن أيa,b كان إذا(٣)

HnK؟( )لماذا 

. H HnK من جزئية زمرة  أن تبي(٣١(-١) الشروط ان

 أن إثبات يجب ناظمةH منK٨H الجزئية الزمرة أن ولبرهان

٧heH,٧leH ٨K : hlH-١eH٨I (1)

 فإنG من ناظمة جزية زمرةK كانت ا ، القيقة في

٧geG, ٧keK : gkg-١eK (2)

،H٨K٢K أن وجا HcG، تقفي(2) فان :

٧heH,٧leH٨K : hlH-١eK (3)

: فان( جزئية) زمرةH كانت٧ ، كذلك

(4)٧h,keH : hk!-١eH

: يقتفي )ه( فان ،HnK تH أن وبما

٧heH,٧/eH٨K : ١/H-١eH (5)

:(3 (د)5) الشرطين على يترتب أنه الراضع دمن
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٧heH,٧leH٨K : hlh-١eH٨K

. ناظمةH الزمرة منK٨H الجزئية الزمرة أن أي

. G HK من جزية بجوعة  أن الواضع من(١ ر: ثانيا

 يتن الجز الزمرتين من كلا أن ذلك ،HK ة4 إن(2)
H,Kمن Gالمحايد العنمر على نحتوي eفي G، فإن لذا :

ee=eeHK

hk بk ي لبكن(٣) , hمن عصرن اي HK.في أدخلنا ولو 

: نجد الضرب علية تجميعية اعتبارنا

(h, k,) (h٥ k =٥ ا-) (h, k) (k,-'٨,-') =h,(h,-' h,) k, k٥'-٨,-'

( ».-'٨,=e ( لأن

- (h, hا-و١( h٥ (kkي -')h,-'] (6)

e كان وا H,٨,h(لأن Hجزئية زمرة )الموجود الناتج وكان 

 ولأن ا،٤'-,heH٠٤٤ لأنK من أ عنصر][ القوسين داخل

Kضرب حاصل هو(6) من الأمن الطرف فان ، ناظمة جزثة زمرة 

 يد أن ،أيK ]من بالعنصر[H منh,h ا-و العاصر

. HK  إلى

 التالى تعني(r) أن نرى وهكذا

٧h, k, ,h,kلا eHK : (h, k,) (h,k,)-1eHK

 دمر·HK أ ]،٣-٣٣[ إلى استنادا تعنيان(٣(-)١) إن
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. G  الزمرة من جزية

 عيي ازمرة إزمورفية آبية زمرة تكون أن يكن ألا١٠١

٢ ولاذا? آبلية

 الأبلة ازمرة ؟ إزومودفيزم وجود جدلاً لنفترض. لا: الطل

(G,T)ه, الأبلة غير الزمرة عى( E.)غير٤ الزمرة أن فها 

• cod doc و )c,d بيث  الأقل عى) عنصران هنالك ، آبلة

 منa,b( وحيدا) عنصران فهنالك ، تقابل الازومورفيزم أن وعا

Gبجث f(b)-d، ٥(-f(a.الزمرة ولكن Gإذن ، آبلية 

٥٢a-aفار وبالتالي ،٦٥ (٥٦a)٢(-f(aTوعندها•٥ 

f(aTb)=f(٥Ta) ٥f(a))٥)0f(b)=f(a) حد ؟

cod=doحد٥ 

=eod هc كان وما d، فارت وبالتالي ، تناقض إلى نصل فإننا 

,E) د(G,T) بن فيزم الابزومود وجود فرضية من انطلاقنا o)·خاطى •

g G مولدها التي  الدوارة لزمرة هومومودفيزما -لكن٠٢

• (e) E ومولدها دوارة . الزمرة أن برمن E "  ازمرة عل

 عى) عنصر فهنالك ،E من اختباريا1ً عنصرb كان إذا: الطل

 كون عن ناتجa )وجود.(a)=b بجثG منa( الأقل

. {بيمورفيزم بل إذن()+
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 ءدد فهنالك ،g مولدها دوارة زمرةG كانت ولا(. غامرأ تطبيقاً

:]6 حدE لكن =ن. (لg)" أن أي ،a=g: بثm صحيح

 عنه فهنالك لذا(. ؟ لماذا) (بلg (ل]-)"g°[) إذن هومومورفيزم

(eمن Bمن ا العنصر كان أبا: مالي مجقق E، ٧١ ا٤)1- فان-

، [(g) E مولدها دوارة m الزمرة أن يعي وهذا. صحح عدد  حث

. المطاودب وهو

 مرتبة من دوارتين ذمرتن(G,T (و)H )ه, لتكن١٠٢+
. H h من اختباريا مولداً G و g من اختياريا مولدا  ولكن ، واحدة

. (g)=h G: بث ي H ح  إزومورفيزم وجود عى برهن

 ما ,ه٥ وأن ،« الزمرتين من كل مرتبة أن لنفرض: الطل

G في المحايدان العنصران ,H(:٩ التمرن)ه إلى استنادا عندهانجد. الترتيب على
,{g"=e,٠٠٠,"g,g}=G ع ب H={h,h%,...,h' = u}

G من كل في الداخلة العناه أن ملاحظة مع ، Hمختلفة .

: بالقاعدة العرف:G ح-H التطبيق أن عى الآن سنبرهن

(g")=h° (1<m <n) ( +)

. H G عى  ل إزومودفييزم هو

 منH° العنصر كن أيا لأنه ، غامر التطبيق إن ، القيقة في

H، ع للعنصر خال فانه g، أن ذلك ، متبان» التطبيق فان كذلك :
m ،m٨(g")= (g"") "H='H٣ حد ='m حد m" = g"=8
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: حالتي بين نفر فيزم ومود0 هو و أن ولاثبات

'm"<٨ كان فإذا(١) + m>(1)القاعدة تطبيق عندئذ فمكن 

: ونجد)»(

(٤٣' T g°")= (٥7+'°g) م

- ]m١+m ٨

-٨'°٥H°" = ("g) م 0 9(g°")

( )ء( )وفق

p=m'+ m" - n ، الصحح العدد فإن m' + m" > n ( كان وإذا(٢

+'m م=م)لأن أنK ، جبة من موجب m" < 2n.)وعندها 

: )ء( إلى استادا نجد

(g°'Tg") = (g g٩)٩+٥)=g٥)١+٩)"= ف Tg%)

= ٧(eTg0)=٩(g")- ٨٥-١٣١+٥-«٠-

- h٣'٥hm" ٥h-٩

- hm'٥hm"

)(H-٥-H-٥ou-h-٥٩H° H°-٥- H  ، د٥= لان

= ٩(g") ٥ (g°"  ر

: أن يبينان(٢(-)١) فإن وهكذا

٧g",g٣" eG ٩(٤%' T g"") = 4(٤)٤'%٩٥١")
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 ذلك إلى أضفنا وإذاH فيG ل هومومودفيزم م فإن وبالتالي
G ، إزومودفيزم م أن استنتجنا H G و  ب تقابل و بأن ماوجدناه

: )ء( القاعدة إلى استناد]ً هقق الازومورفيزم هذا وأن ،H عى

g) =hم) 

s- 4$هع
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 كاو: غر ماره
 زمرة تشكل التالية المجموعات من كل كان إذا ما -بين١٠٤

 من كل في جوابك برر لا. أم المجاورة الداخلية لعملية بالنبة

. الحالات هذه

 عددانa,b حث ،a+b٧5 التقة الأعداد بجوعة )أ(

. العادية ا.لمع عملة في الداخلية والعملية ، صحيحان

 حث ،a+b١5 للصفر الغارة التقية الأعداد بجوعة )ب(

a,Bالعادية الضرب عملية هي والعملية( عقليان) عاديان عددان •

 عدد صورته كسر شكل عى كتابته يكن الذي العدد هو العقلي )العدد

. لصفر( مغار صيع عدد وخرجه صحح

• التباديل مجوعة )ء(

 (د)٩ رد٠(2 !رد
213:1321 ا 2 3{('٥٥
. التطبيقات تركب لعملية بالنبة

 بالجدول المعرفة ه للعملية بالنبة٧}-x,y{ المجموعة رد(

1o٤١

YXX١

Xy١ y

- ١٨٥ -



 لعملة بالنسبة زمرة الصحيحة الأعداد مججوءة تشكل ا-مل٠٥
 ؟ ولاذا ، العادية الطرح

 بالنسبة زمرة تشكل2 الصيحة الأعداد بجوعة -إن١٠

: بالقاعدة المعرفة د للعملية

٧a,beZ : a+b=a- b-5

 أي نظير يعن الذي الدستور أوجد مم ، لو المحايد العنصر أوجد
. ل+ بالنبة الزمرة هذه ن عنصر

 أو مباشرة إما) بهن. آبية جمعية زمرةG لتكن١٠٧

 كانت أبأ التالة التطابقات صحة( بالزمرة الهامة النظريات عى بالاعتاد

: G a,b,c من  العناصر

1)(a-b)=a--b
a٥-a2)
(cb)(ab)=c- a3)

(ab)=- a-+b=b- a4)
(c-b)+(ba)=c- a5)

 بفر السابق التمرن في الواردة التطبيقات اكتب١٠٨
. ضربةG الزمرة

 من٢ب ت. تجمعية داخلية بعملة مزودة مجموعةs لتكن-١٠٩

,s) فإن منتظماsً في عنصر كل كان إذا أنه D)زمرة تشكل .

 علها تججموعة في التالية الشروط تحققت إذا أنه ا-برهن١٠٣

:٥ داخلة عملة
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. تجميعية ه تكون أن(١)
. ه أير محايد عنصرG في يوجد أن(٢)

. له بالنسبة أير نظيرG من عنصر لكل يوجد أن(٣)

. زمرة تشكل(G )ه, فإن

 آبلية في آبلية زمرة من جزية زمرة كل أن -برهن١١١
. صحيح غير العكس أن فيه تبين مثالا أورد أضا

 جزية زمرة }هي٤\xeZ,5 اx) المجموعة أن بين١١٢

 ة١« الرمز). العادية المع لعملية بالنبة2 الصحجة الأعداد زمرة من

. ( x  العدد يقسم ة العدد أن يعنى

 ذي الاقليدي الفراغ عى القدة الأشعة بجوعة أن برهن-١١٣
 م لعملة بالة زمرة تشكلo النقطة من والمنبعثة الثلاثة الأبعاد

 ع٠-٠٠٠• ،
 القدة الأشعة مجوعة تشكل هل( الأضلاع متوازي قاعدة وفق) الأشعة

 من جزية زمرة الفراغ ي مستقيم عى نهاياتها تقع واليO عن الصادرة

 ؟ السابقة ازمرة

 زمرة هي دوارة زمرة من جزئية زمرة كل أن برهن-١١٤
. كذلك دوار:

2 م المرتبة من الدوارة الزمرة مولدات عدد هو -ما١١٥

 خالية غير جزية بجوعةH ، زمرة(6 )ء, -لتكن١١٦

 من جزئية زمرةH تكون حى وال&في اللازم المرط أن برهن.G من
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 هوG الزمرة

٧a,beH : a-1٥eH

 بوهن.G الزمرة من جزئتن زمرتينH,F لتكن١١٧

• G,H,K H٨K من كل من جزئية زمرة  أن

 ناظمة جزئية زمرةH,K من كل كانت إذا أنه -برهن١١٨

H فان ،G الزمرة Kمن ناظمة جزئية زمرة Gكذلك • -٠٠ من

(HK={hk:heH,keK))

(5 ،)د,e المحايد عنصرها زمرة(G )ه, لتكن١١٩٣

: ولكن ، المحايد عنصرها زمرة

]=GXS={(g,s)]geG,seS}

 من ,ي(S ,ر(و)5 )ر الزوجن ، ضرب حاصل ر لنعرف

 بالقاعدة{

(g,s) (g,,s)=(g0 g,,s= s,)

 هذه الخرب لعملية بالنسبة زمرة[ أن برهن رأ(

H={(g,u)١geG},K-{(e,s)1ses} ( أن برمن ب(

.[ من جزليتان زمرتان

 التطبيقين من كلا أن برهن ر=(
HG: (g,u) g ح K و :S ح (e,s) s -ح

. فيزم إزومور
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 فاذا.G من عنصرانa,b ، ضربة زمرة( لتكن١٢٠

 وعرفناG من جزئية زمرةH أن فرضنا

Ha={ha\٨eH}, Hb{hb]heH}

: أن فرهن

aeHb = Ha=Hb

 برهن٠(R4,٠١ (و2)+, الزمرتان لدينا لتكن١٢١

 عنهرa عث ،f(n)=a" بالقاعدة المعرفf:2 حR التطبيق أن

. هومومورفزم هوR من مثبت

 المع لعملية بالنسبة الصحيحة الأعداد زمرة أن برهن-١٢٢

 نفها للعماية بالنسبة الزوجية الصحة الأعداد وزمرة ، العادية

 ؟ إزومودفتان

 الحقيقية الأعداد لزمرة إزومورفيزم=)(»e التطبيق هل-١٢٣

 ؟ الذرب لعملية بالنسبة الموجبة الحقيقية الأعداد زمرة عى ا.لمع لعملية بالنبة

 اتة نقطة من المنبثقة الأشعة ذمر:(٧٠)+ لتكن-١٢٤

oولكن ، الأشعة جمع لعملية بالنبة العادي الاقيدي الفراغ في 

nًمن مارا مستويا o.هو المستوي لهذا بالنسبة التناظر أن برهن 

 أوتومودفيزم

 هو دوادة زمرة لأي الفومومودفي افال أن برمن-١٢٥

 دوارة زمرة

 لنعرف.G من مثبتاً عنصراً ي ، ضربة زمرةG -لتكن١٢٦
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(x-١ بالقاعدة:GG تابعا = gxg)4.إزومودفيزم هو ف أن برهن 

G G عى  لا

 الفراغ من ثابتة نقطة عن الصادرة الأشعة بجوعة٧ لتكن-١٢٧

: التابع عن نقولل.R3 الاقلدى

 د د د
aإ X٤:٢ ج

 ر

 الانسحابات مجوعة أن برهن و. للشعاع موافقR ق في انسحاب إنه

. التطبيقات تركيب لعملية بالنبة زمرة تشكل

 -لإع$-
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