
 الفصل!ث
 والفل افل

 بمجوعة الكتاب هذا من السابق الفصل في درسنا لقد: تمهيد٤-١

Eهذه ,ا تتمتع أن يجب التي الحواص وعينا ه داخلة علية عاها عرفنا 

(E,  )ه المرتب الزوج تسمية ليمكن علها المعرفة والعملية المجموعة

( ,ه٠) عمليتان علها عرفE بمججوء-ة الفصل هذا في وسندرس. زمرة

 بم-ا تتصف التي الحواص مب ختلقة امهاء(E,0 )م, لثلاثة وسنعطي

. بنها الكائنة العلاقات وبجسب العمليتين هاتن من وكلE المجموعة

 ه داخلية بعملية جبزةE المجموعة كانت إذا: الحلقة٤-٢

 بعملية جرزة المجموعة هذه كانت وإذا تبديلية زمرة(E )ه, من تجعل

٠ الأولى)ه( العملية عى وتوزيعية( لدمج قابة) تجميعية)+( قانية

 إن د أو ، العمليتين هاتن بالنسبة حلقةE المجموعة إن ه نقول فإننا

(E,0, ٣) الثلاثية إن« أو ، الطلقة ببنية E  تجهزان ه و٣ العملتين

.٠ حلقةE إن د التباس أي نخش م إذا نقول ما وكثير] ، حلقة

 وأن()+ فا ونرمز جعاً الأولى العملية نسمي أن عليه التفق ومن

K  المعتادة العددي الضرب بإشارة ها ونرمز ضرباً الثانية العملة نسمي
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 )إن للضرب الحايد وللعنصر )ه( بصفر)+( ل المحايد العنصر رمز

٠(١) بالوحدة( وجد

 نتحقق أن يجب حلقة(E,+,٠) الثلاثية لتكون أه تقدم عما ينتج

: الحلقة مرادى. عادة نسمها التي التالة الشروط

Vx,y,2e E (xy)-2=x-(y-2) (١)

٧ x,ye E xy=y-x (٢)

٧xeE, 30eE 0 X=0إلا =X (٣)

٧xeE, yeE د xy=y x=0 (٤)

٧x,y,2e E (xy) z=x(٧ 2)  )ه(

، (y- z)=xyX2
(٦)٧x,y,ze E

, (y +-z)x=yX إ 2٤

 الثانية الداخلة العملية في نشترط لم إننا١: ملاحظة٤٣

 تحوي أن نشترط م أننا6 تبديلية تكون أن الطلقة عل (المعرفة٠)

Eالعملة كانت فإذا. العملية لهذه بالنبة عايدا ع:مرآ الحلقة دعامة 

 العملية فل. كان وإذا تبديلية(E,+,٠) الملقة إن قلنا تبديلية(٠)

.٠ واحدية علقة ر الحلقة هذه ممناE في عايد عنصر

 للعملة+ بالنسبةx لنظير زمز أن اتفى لقد:(٢) ملاحظة-٤

 وسيكونy با-( وجد إن) الثانية للعملة بالنسبةy ولنظير-x به

:]١-٢٢[ النظير العنصر تعريف إلى استناداً

-(-x)=x -y) و y= )ا ا
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: الحلقات من أمثلة٤- ه

 وعرفا2 الصحة الأعداد مجموعة الثاني الفصل في درسنا لقد-١

 المجموعة هذه عى عرفنا نم تبديلية زمرة ة من جعلت جع علية علها

 ا.جم-ع عل والتوزيع( تجميعية) للدمج قابلة بكونها تتصف ضرب مملة

 فالمجموعة عايد] عنصرا(1) العدد وتقبل تبديلية العملية هذه أن برهنا}

Zواحدية تبديلية حلقة إذن .

٢( n ,C قياس) التوافق أصناف بجوعة  السابق الفصل في درسنا

 وسمينا)+( جمعا منها الأولى مبينا علتين المجموعة هذه على وعرفنا

 زمرة المجموعة هذه من تجعل)+( العملية أن ورأينا(٠) ضربا الثانية

 توزيعية وبأنها( تجميعية) للدمج قابلة بأنها الثانية العملية تتصف با جعة

 هذه )هل. حلقة ,ن إن نقول أن عكنا إذن. الأولى العملية عى

.( ؟ وواحدية تبديلية الحلقة

 فن معر وضرب .جع لجدولي الممثلين التالين الجدولين لندرس-٣

٠E={e,a,b,e} المجموعة على

-+[ e a b c

e ١ e a b c

a a ا b c e

b] b c e a

 ·ا· ء ه ا

١٣ م- - ١٩٣-

e a b cا 

e ١ e e e e

a e a b c

./٠،٠٠
c ١ e c b a



 تبديلية)+( العملة أن الأول الجدول من نتاكد أن بهولة يكنا
 نظير عنصرE من عنصر ولكل(e) عايد عصر ولها للدمج وقابلة
 العملة لهذه بإلنسة

e-+e=€ , a-+C=C-+a=€, b+b=€ , c+a=a+C=e

 للدمج قابلة( ر« العملية أن اثالفي الجذول من نتاكد أن بكنا6

E  لا إن نقول بأن لنا يمح ما وهذا)+( العملية عى توزيعية وأنا
. حلقة منة

 ن ،

a (x) العنصر وأن تبديلية  العملة أن الثاني الجدول من نستنتج

. وتبديلية واحدية بأنا الملقة هذه نصف أن مكننا لذا ها المحايد العنصر هو

• الطلقة عل الحساب طرائق٤-٦

 مييناها أولى داخلة علة( الحلقة )دعامةE عى عرفنا اقد-١

 بالنبة نظيراE منa عنصر لكل أن ورأينا ب)+( لما ورمزا جما

 العملية أن]١-٣ فذا[ نتيجة وسيكون-(a) هب لأمز)+(

 عى معرفة)-( ب لها وزمز طرحاً عادة نسميها والي للجمع المعاكسة

Eعرفنا وقد. حلقة كل دعامة علل معرفة داخلية عملية إذن فالطرح 

 لضرب المعتادة بالاشارات ها ورمزنا ضربا ميناها قانية عليةE عى أيضاً

 العميات هذه تكرار بناتجE من لعنصر زمز ما وكثيرا. الأعداد

: مثل بعضها أو الثلاث

[aX(-b)]+{٥X[٥+(-e)]}

1 عنصر بن الأقواس. هذ. من قوس كل في الموجودة العمليات ناتج إن
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 ، يليه الذي العنصر مع تتبعه الني لاشارة يجب يعامل أن يجبE من

 هذه بعض ممل أن العادة جر.ت قد• اايد إلى البا م;:, ترتيبا وذلك

 مليى قبل التركيب هذا في الداخلة اضرب عات تجري وأن الأقواس

: بالشكل السابق كبب اق ب<- أ: م:لا فيمكننا. والطرح المع

a٧( b)١c٧\٤-+(e)\

( E,+, ٠) الطلقة عل داخلة عملة اارح ن برفنا أن بعد-٢

 من شأنه هو ك} الطرح عى توزيعي اذرب ان أيضاً نبرهن أن مكننا

• ا.لاقة صحة نبرهن أن أي المع أجل

٧x,y,ze E X(y ٤2-Xy=( ة

: نكتب أن بكننا فإه المع على توزيعي اضرب أن با القيقة في

X(y ٦)-+x7=x(y- 2+z)=Ky

: لاخ:صار وقابلة القيمة وحيدة ا.لمع علية أن وما

X(y-٥+)٤٦+(-x2)=y+(٤z)

 العلاقة تأخذ الجمع بالنبة النظير والعنصر الطرح تعريف إلى واستناداً
: الشكل السابقة

(1)

(2)

x(y -xy=( ء xz

 برهانها المطاوب العلاقة وهي

 العلاقة صحة على ذاتم( السابقة بالطريقة يرهن

(y yx-2٤=¥( ة
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 فسنجدy=z،(2,1) العلاقتين في جعلنا إذا-٣

X.0=٥=0٠٤

 فسيكونy=٥ (،2,1) في جعلنا وإذا-٤

X(z)=-X2 , (2)xد٦٤ 

 لاجمع بالسبة بنظيره الضرب حدي أحد بدلنا إذا ر بقولنا هذا نفسر

 ، أيضا الجمع بالنسبة القديم الناتج نظيرا سيكون الجديد الناتج فإن

 حدي من واحد إشارة تغيير إن«. بالشكل الحاصة هذه عادة ونذكر

. ، الضرب ناتع اشارة تغيير الى يؤدي الضرب

 إشارته سيغير الناتج فان الضرب حدي من كل اشارة غيرنا اذا- ه

: الأملة إشارته عى سيحافظ أنه أي مرتن

(- x)٠(-y)=٤٠y

 فكتب الضرب علية تكرار على سبق ما نعمم

٧peN (-a)2P+1٥- a2٥+١( a)»P P د٨2  د= و

 الأمثة بعض وأعطينا خواصها عى وأتينا الحلقة الآن حى درسنا لقد

 حلقة مما مهمتا لحلقتا التفصل بعض فها دراسة لي فها وسنقدم علها

. الحدود كثيرات وحلقة العادية ،الأعداد

: العادية الأعداد حلقة

 فإننا2 لا2٣ الجداء شظنا إذا: العادي العدد تعريف٤-٧
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، BeZ) B (a,b) و ه حث  الشكل من مرتبة أزواج عى سنحصل

ae2.)المرتب الزوج البحث هذا في نعطي (b)مرادنا مفهوما ,ة 

 مركبته نسمي6 كسرا ونمه(a/b) العروف العادي الكسر لفهوم

 القامة ونذكر• الكسر هذا خرجاً ا الثانية ومركبته عودة ه الأولى

 الكور الأساة
a C٤= <ad=bc

: Z2  الجداء عى معرفة علاقة بشكل

(a,b) 3(c,d) ad=bc(1) >ح

 علاقة، فهي ومتعدية متناظرة ، منعكسة العلاقة هذه أن بسهولة يبرهن

,e (د)a,b) كمرن كل عن ونقول تكافؤ d)(،1) العلاقة جتقان 

: تجاوزا ونكتب متافثان كسران إها
(a,b) =(c,d).

 كل. يتكون تكفؤ أصناف إلى2 لا23 المجموعة» العلاقة تجزى،

 البحث هذا في وندعوها متساوية نسمها كنا التي الكسور بجوعة من صنف

: الصنف مثل متكافئة

{(2,3) ,(4,6), (6,9),٠٠٠}

 يثله الذي بالكسر لصنف وزمز كسوره أحد صنف كل يثل

 مثلا فارمز الممثل هذا عن يزه قوسا ، موقتا ، فوقه نضع أن بعد
• ر١٠ ه ه  ويكون(2,3 ب) أعلاه أوردناه الذي الصنف
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 ر جر
(2,3) e(2,3) , (6,9)e(2,3)

 عدداً تعربا عى أتينا التي ذؤ٤ ا- أصناف من صنف كل نسي

0 ب العادية الأعداد لمجموعة ورمز عاديا

 علاقة خواص إلى إستاد]ً: المتساويان العاديان العددان٤-٨

 إذا فها(١ ، )b,ج( العا:ان العددان يتاوى ه نقول التاذؤ

. ، واحد تكافؤ صنف إلى(a,b)،(c,d) مثلاها انتمى

 لأن متساويان(3ق) ،(5s) العادين العدد إن: مثال
 ر ر

(3 , 15) e(1,5) , (7,35) e(1,5)

: لكسور الأساسيتان اغاصتان٤-٩

 فإننا الصفر لاياري واحد صحيح بعدد كسر حدي ضربنا إذا-١

: أي الفروض الكسر يافى، كسر عى نحصل

٧keN : (a,b) 3 (ka, kb)

 الصجحة الأعداد ضرب خواص بمجب لأنه وذلك

ak b= bka

 واحد صحيح عدد على القمه(a,b) الكر حدا قبل -إذا٢

cيكون فإنه :

a b(a,b) 3( ( و
C c

(1) لعلاقه إلى استاداً لأنه وذلك
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b a aa.=b. )(a,b) =ح 2 c ر c c ' c

: المساواة صحة كتمرن برهن

b aa , = د [ .
c C

 الصحيحة الأعداد ضرب عمية خواص إلى متند]

 اختصار يقسمها واحد صحيح عدد عى كر حدي تقم عادة نسمى

 فسوف الأعظم المشترك قاسمها عى كر حدي قسمنا وإذا الكسور

 للاختمار قابل غير بكسر ندعوه بنها فيا أوليان حداء كسر عى نحصل

. للارجاع قابل غير أو

 نضرب أن بكننا أنه الأولى الحامة عن ينتج: ملاحظة٤-١٠

 جديدة مجموعة على نحصل بجث بعدد كدور بمجوعة من كسر كل حدي

 الأولى المجموعة كسور الترتيب عى وتكافى، متساوية مخارجها الكسور من

•٠ يا الكسور غارم توحد العمل هذا مثل نسمي

 الكسور الرتيب عى تكافىء }و,± الكود إ: مثال
3466812

•27'27'2 الكدود أيضاً وتكافىء =و=و= 12 12 12-
 عديدة بأشال الكسور من جملة غارم توحد إلى التوصل عكر:,

 الكربن الرتيب عى بوقان ل$٥٠ الكسر أن خمة وبمودة

ad bc
 ي

• bd' bd
 الكر محرج أن دوماً نفرض أن مكننا

- ١٩٩-
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 الكر حدي ، القالفة اطالة في ، نضرب بأن وذلك موجب العادي

-(.١) بالعدد

 قوس يعاوه له بممثل العادي للعدد رمزنا لقد: تنبيه٤-١٢

 فها نغشى لا التي الحالات في الطباعة تسهلا القوس هذه وسنحذف

. التباس أي

 كسر .لمع المعروفة القاعدة لنترجم: العادية الأعداد لع٤-١٣

: التالي بالتعريف

(a,b)+(c,d)=(ad +bc,b d)(3)

b,d eZ:a,be2 B لأن de2, ad+bee 2  أن ولنلاحظ

 والضرب الجمع بالنبة مستقرة2,2 المجموعتين من كلا ولأن

 علية وأن كسر كسرن جع علية ناتج أن هذا من ونستنتج علها العرفين

. 7x24  الكسور بجوعة عى معرقة داخلية علية هي الكسور جمع

(3) العلاقة من الأيسر الطرف في استعضنا لو أنه أبضاً ولنلاحظ

 يافى· للجمع ناتج عى نحصل فدوف لفا مافث بكسر المع حدي عن

: القيقة في. القدم الناتج

(a,b)3 (a',b') ab'=b >ح a'

(c,d) 3(c,d') cd >ح dc د

 الترتيب على الثانية المساواة وطرفي الأولى الساواة طرفي ضربنا إذا

b' المعدومين غير بالعددن B ,ddإلىبعضهافسوف الساواتنالناتجتين وجمعنا 
 حد

٢٠٠



(a d+ b c) b' d'= (a' d'+b' c')b d

(ad+bc, b d) 3 (a' d' +B' e, B' d)>ح 

'(]a, b)+(e, d)] 3[(a', b')+(e' d[)>ح 

. برهانه الطاوب وهو

 التالي التعريف نعطي أن يكننا سبق ما انطلاقاً

 ر ي سر
&(bه, d+b)ء(ز)ة,ه( ة,&(= 

 يثله عادي عدد هو عاديان عددن ججع ناتج إن«: بقولنا ذلك ونذكر

•٢ المفروضين العادبن العددن ممثلي .جع ناتج

 مييزأ; بد العادية الأعداد جع علية مثلنا لقد: تنبيه٤-١٤

 الاشارة فوق من النقطة الآن بعد سنحذف الكور ججع عملة عن فا

• التباسا فها تخشى التي اطالات في إلا نضعها ولن+

 تعريف من انطلاقا يبرهن: العادية الأعداد ججع خواص٤-١٥

: التالة الحواص صحة عى العادية الأعداد جع

: تجمعي() لدمج قابل العادية الأعداد جمع-١

[(a,b) +(c, d)]+(e,f) = (a,b)+[(c,d)+(e, f)]

: تبدلي العادية الأعداد جع-٢

(a, b)+(c,d) =(c,d)+(a, b)

 العملية هذه المحايد العنصر هو ,ه(0,1)=(k) العادي العدد٣
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)(a,b-) النظر العنصر هو العادي العدد إن-٤ a,b)

. لجمع بالنبة

. تبديلية ججعية زمرة ، العادية الأعداد مجوعة ،0 ن  ، :يمi ا و٠
»

 مرب قاعدة أرضاً فنا سنرجم: العادية لأعداد ا ضرب٤١٦

: التالي بالتعريف المعروفة الكور

(4) (a,b).(c,d)=(ac,bd)

(ac , bd) bde2,aeez اضرب ناتج فإن  أن لاحظنا وإذا

 مجموعة على م.رقة داخلية علبة رو( بالعلاقة المعرفة العملية وإن كسر

 إذا يتغير لا كسر ضرب ناتج أن بسهولة نبرهن أن ويكننا الكسور
. يكافئه آخر بكسر حديه من كلا بدلنا

 بالشكل العادية الأعداد ضرب تعريف نعطي تقدم ما إلى استنادا
 ر لحر

(a,B) ke,bd)(5)=(e,a) خ

 الكسران يثلها عادين عددن جداء إن د بقولنا ذلك ونذكر

(a,b) ،(c,dهو) الكرو هذن جداء مثه عادي عدد ، .

 باشارة العادية الأعداد ضرب لعملية رمزنا 'قد: تنبيه٤-١٧

 النقطة هذه الآن بعد سنجذف ، نقطة تعلوها )لا( المعتادة الأعداد ضرب
. التيا-ً فيها تخشى التي فيا±لات إلا الطباعة لتهجل

 العلاقة من انطلاقا عكنا: العادية الأعداد ضرب خواص٤-١٧

(sأن) التالة الحواص صحة نبرهن :

( جمعي) للدمج قابل العادية الأءداد -خرب١
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[(a,b) .(«,d)].(e,f)=(a,b).1(c,d)٠(e,f)]

: تبديلى العادية الأعداد ضرب-٢

(a,b).(c,d) = (c,d).(a, b)

: العادي العدد إن-٣

٧ke 2# (1,1)=(k,k)

. العملة هذه المحايد العنصر هو

 العدد نظير(a,b) العادي العدد فإنa وb,0 و٥ كان إذا

. الذرب لعملية بالنسبة(b,a) العادي

 العدد لهذا مقلوباً الضرب بالنسبةx العادي العدد نظير عادة نسمي
.x-!  ب له ورمز

 نقول فإننا العادية الأعداد جمع خواص إلى الحواص هذه ضممنا إذا
. ، واحدية تبديلة حلقة العادية الأعداد مجوعة ان ه

 وإلي9 من الجزئية المجموعة أن برهن مرين:٤-١٨

 بالنسبة2. مع ايزومودفية ،ae2 حيث(a,1) بالشكل لعناصرها برمز

.9 د7 على المعرفتين و+(٠) للعملتين

 الفقرة في قدمناه ولما السابق لاتمرن نتجة: نتيجة٤-١٩
: نكتب أن التجاوز من شيء مع يكن فإنه]١ ه-٥[

٧aeZ : (a,1)=a , (0,1)=(0,a)=0

(1,1)=(a,a)=1

.-(2 ختصر بشكل أو
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 هو(1,1=)1 و العادية الأعداد صفر هو(٥,k=)٥ ان ونقول

. العادية الأعداد واحدة

 بالنسبة نظير الفر ليس لأنه ضربة زمرة بنيةQ ليس٤-٢٠

(. لماذا) الضرب

 فإننا زمرةg أن برهنا أن بعد: العادية الأعداد طوع٤-٢١

 الأعداد مجوعة عى معرفة داخلية علية الطرح علية أن]٤-٦[ نستتج

 واذا(-a,b (ب)a,b) العادي العدد لنظير عادة برمز. العادية

: يكون فإنه]٤-١٤[ في ايناه ما ذكرا

-(a,b)=(a,b)=(a,-b)

(a,b)- (c,d)=(a,b)+(-c,d)=(ad-bc,bd)

 تجاوز] كتبنا لقد: والسالبة الموجبة العادية الأعداد٤-٢٢

[٠]٤-١٩
٧aeZ : (a,1)=a

 فها موجب انه(a,1) العادي العدد عن نقول أن المنطقي ومن

. سالباaً كان اذا فها سالب انه عنه نقول وأن موجباa كان اذا

 غرجه جعل عادي عدد كل عى هذا نعمم أن أيضا المنطقي ومن

 بكون(ab) العادي فان موجباb كان إذا ه: نقول وأن موجباً

 سالبا، ة كان إذا سالبا العدد هذا ويكون موجباa كان إذا موجباً

: أت وبا

(a,b)=(a,-b) , (a,b)=(-a,-b)
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• التالي التعريف نعطي فإننا

 إشارة من مثله مركبتا كانت إذا موجبا العادي العدد يكون«

 إشادتين من المركبتان هاتان كانت إذا سالباً العادي العدد ويكون واحدة

 أي» غتلفتان

a.b > 0 < ,a) ح موجب b)

a.b<0 ,a) حه سالب b)

 التراجع علاقة غدد أن بكننا:Q على الترتب علاقة٢٣٤

: التالي بالتعريف تشمل لكي2 عى العرقة

 العادي العدد يكبر إنه(a,b) العادي العدد عن نقول: تعريف

(d,فها٥) الطرح ناتج كان إذا :

(a,b)- (c,d)

 كان إذا أي واحدة إشارة منa,b كن إذا خامة وبصورة موجبا

: يكون فإنه موجباً(a,b) العادي العدد

(a,b)-(0,1)=(a,b)

 بالشكل: ذلك ونكتب الصفر يكبر موجب عده كل إن ونقول موجا

(a,b)> ٥

 العادي العدد كان إذا أي مختلفتين إشارتين منy دx كان إذا أما

(y,سالبا٤) ، يكون فإنه :

(٥,1)-(٤,y)=(-x,y)
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 بالشكل ذاك ونكتب ساب عده كل يكبر اصار إن ونقرل موجب

(٤,y)-٥

 سيكون الناتج هذا فان عادي عدد عادين عدد طرح ناتج أ وبا

 الءادة الأعداد من زوج ل أن يعني وهذا معدوما أو مرجبا أو سالما

- ت العلاق:ن من فقط وحدة ±قق ,ه6

a=3م٠ a<6
0 أن ويتتج ترتيب علافة هي 0 عى المعرفة  العلاقة أن يرهن

 ،لعلاقة ك] مرتبة

 العملة تعريف تذكونا إذا: العادية الأعداد تقم٤-٢٤

 الأعداد هذه صفر بجالف عادي عدد الكل وأن]١-٣٦ العاكسة[

 عليةQ-0-٢٥١ عل ننشى، أن مكننا فإنه ، اذرب بالنبة نظر]

 ونعرفها-( أو ب أو ب): ا٥ ورمز تقسا نميها للضرب معاكة

: التالى بالمكن

(a ,b)-( d)=(a,b)X(d,c)=(ad,bc), ع

• بالشكر العملة لذه نرمز ما وكثر]
 ا»»

(a,b):(c,d) a) أو ٠b)
(c,d)

 خاصة بصورة وسكون

1 (1,1)(d,)=(d,c)=(c,d) !
(d)ت, 
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 يكون فإنه معدوم غر عادب] عدداx &ن إذا أنه يعني وهذا

x-١ 1
 د

X

 نكتب أن تقدم ما إلى استادا ويكننا

(a,b)=(a,1)X(1,b)=(a,1):(b,1)

a٠1) a)ي< {ح ر{= ا 
bb,1

 والرمز(a,b) للكسر الجديد الرمز بن ربطنا قد نكون وبذلك

 الكسر يثله الذي العادي للعدد نرمز أن الالتباس لدفع ومكنناab القدم

anbبالشكل (a/b)الكسر إن ونقول (a,bهو) قسمة حاصل 

. b a المعدوم غير الصجح العدد على  الصجع العدد

 قواعد تذكرنا وإذاQ عى للضرب المعاكسة العملة هو التقسم أن با

 نكت أن بكننا فإنه الاشارات صرب

aaa
 د دع ر د

bbb  و
aح 
 د د

b b

. المعروفة الاشارات تقم قواعد نستتج وأن

: الواحد المتحول ذات الحدود كثبرات حلقة

 التقليدية الرياضيات في يقصد: متحول ذي حدود كثبر تعريف٤-٢٥

: الشكل من قابع متدل ذي حدود بكثير

(1) x- aم +aX+ aو x2+.٠٠-+a, x"
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. مركبة أو حقيقية أعداداx والمتحولa ر العوامل نعتبر حيث

 زكب كل ونسمي ،n الدرجة من(1) الحدود كثير إن نقول

 عن نقول طa, عاملهh الدرجة من ح-دأa فر الشكل من فه

 هد· في سنعمم. واحدة درجة من كأنا إذا فها متشاان إا حدن

 واحدية تبديلية جلقةC دR عن نستعيض بأن السابق التعريف الفقرة

 تعيينا تعيينه يكن حدود كثير كل أن لاحظنا واذاK ب لما نرمز

 كثير لكل سنرمز فإننا ,مةa1,٠٠,.a, حدوده كل عوامل عرفنا إذا تاماً

 وسكون حدوده عوامل تمثل منته غر عددهاK عناصر من بجملة حدود

 المفروض الحدود كثير درجة عن قوته زيد حد كل عامل معدوماً
• مثلا فنكتت

a٥+a,٤ a x=(a و (...٥ و٥,0٥,0 و

 فسيكونn الدرجة من حدرد كثيرPx) كان وإذا

C٠٠٠,0+٥ ر+=0 و0٨ =و

 الحلقة على المتحول:العرفة ذات الحدود كثيرات لمجموعة عادة رمز
. K(x) K ب

: إن تعريفاً نقول: حدود كثيري تساوي-٢٦

(٠,٩٥,41٩٥٠..}(=)3,٠, ,ء}٠..)

a٠= 30, a= 8» a,=3٠ د٠٠٠ : كاث إذا فها

 الأول من حد كل عامل ساوى إذا فها حدود كثيرا يتساوي أي

. الثاني في ه المشابه الحد عامل
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 الحدود كثيرات جع٤-٢٧ حدود كثيري جمع نعرف
: التالة بالعلاقة

P +0-(a٥,a,, ٠٠٠)+(60, 63,٠.)=(a6م٥+ , a + $ , ر ...)

 أت با

a, eK,6,eK a,+63e =ح K

: يكون فإنه

(a0 a1» ...)eK() , (p31,٠..) eK()

(eK(x(٠.٠,a+3,30)ح= +مة 

• K(x)  عى داخلية عملة الحدود كثيرات جع علية أن يعي وهذا

 عى المعرف ا.لمع وخواص الحدود كثيرات ججع تعريف من نستنتج

K، التالة الحواص :

 بي تبد الحدود كثيرات ججع-١

•( تجميعي) للدمج قابل الحدود كثيرات جمع-٢

 المحامد العنصر هو(٥,٥,٥,٠٠٠) الحدود كثير -إن٣

. العملة لهذه

 لكثير النظير العنصر هو-(b,-b,٠٠٠) الحدود كثير إن(٤)

. للجمع بالنسبة(b,,b,,٠..) الحدود

• تبديلية جمعية زمرةK)«( من نجعل الأربع الحواص هذه إن

 التقليدية القواعد تذكرنا إذا: الحدود كثيرات ضرب٤-٢٨
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: العملية لهذه التالي التعريف نعط أن يكننا فإنه حدود كثيري لضرب

(a٩1,٥ د٠..)X(680,3٠٠»1ور... م(=)٥٠ م .)
 حث

a و3 ه 3+ a+a03و٠= pه a٥33+ a18م٠=٩٥٠30, -م 

• عامة وبصورة

 م٠,-Eي»,0.8 ر

 المكنة الجداءات كل بجموع الأخير الدستور من الأمن الطرف يثل

a 6,. i+]= ٥ يكون بث

 العناء من بشيء السابق التعريف من نتتج أن بكننا

a ر الجداء لأن وذلك تبديلي الحدوه كثيرات -ضرب١  عى6

Kتبدلي •

.( تجمعي) لدمج قابل الحدود كثيرات -ضرب٢

 العنصر هو =ج(1,0,٥,٠٠٠) صفر الدرجة من الحدود كثير٣

: م كان مها أنه إذ العملية لهذه المحايد

 م٠,-٠ ,يم6٩١-/1٠6٠-6٠

. جمعها على توزيعي الحدود كثيرات -ضرب٤

 تجعل الحدود كثيرات .جمع خواص إلى بالاضافة الحواص هذه إن

. وواحدية تبديلية حلقةK(s) من

 بمجوعةB وكانت حلقةA كانت إذا: الجزئية اطلقة٤-٢٩
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 الشرطان تحقق إذا فهاA من جزلة حلقةB إن نقول فإننا منها جزئية
: التالان

١-Bمن جزثة زمرة Aللعملة بالنبة +•

٢-Bعى المعرف الضرب لعملية بالنسبة مستقرة Aأي :

V¥,yeB , xyeB

 الجمع بالنبة مستقرةB وأن هeB أن يستدعي الأول الشرط إن

(B,+, ٠) أن سبق ما إلى استاد] ويرهن٨ عى المعرفان والطرح

. ملقة

 أن من نتاكد نسوف]٢-٢١'٢-١٨[ إلى عدا إذا: مثال

,Gوالضرب لجمع بالنسبة حلقة ة( )قياس التوافق أصناف بجوعة 

 الجزئيتان. للمجموعتين الأصناف وضرب جمع جدو إن. علها العرفان

: C,  من

E,={(0),(3)} , E,={(o),(2) ,(٩)}

4

(٥) -إ- (2) (٩) X (٥) (2)  )ه(

(٥) (٥) (2) (4) (o) (٥) (٥) (٥)

(2) (2) (4) (٥) (2) (٥) (2) )ه(

() (4) (٥) (2) (٩) (٥) (2) (٩)
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-+[ (٥) (3)
 ا

 ا»»»
(3) (3) (0)

X١(٥) (3)
 ا«

«٥٣/٥
(3) (٥) (3)

C, ,E,,E من جزية جمعية زمرة  المجموعتين من كلا أن لنا بينان

 وهذاE ,ءE, من كل عى مستقرةC, على المعرفة الضرب علة وأن

. C,  الحلقة من جزئية حلقة مها كلا أن عى يبرهن ما

. حلقة(E,,+,0 و) ,+,ط(0) من كلا أن برهن: تقوي

 بي بما2 من الجزية المجموعةaz عرفنا إذا: مثال

n Z={nalaeZ} , neN

 أرت بسهولة سنجد فإننا الصحيحة الأعداد وضرب جمع علها ودرسنا
(n7,-+,0)2 من جزثة حلقة.

B A وكانت حلقة  كانت إذا: حلقة من المثالي الزء٤-٣٠

: كان وإذاA من جزلة حلقة

(1) VxeB,٧yeA : xyeB

B . ان قلنا A  ل اليسار من مثالي جزه

: الشكل من السابق الشرط كان اذا أما

(2) ٧xeB,٧yeA : yxB

. A B اليمن من مثالي جزه  ان نقول فإننا

 تبديليةA الطلقة نت6 إذا خامة وبصورة ،(2,1 الشرطان) تحقق وإذا
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 جزهB ان باختصار أوA الجانب ثنائي مثالي جزهB إن نقول فإننا

. A  لا مثالى

 الحلقة ذإنZ الطلقة من معدوم غير معينا عنصراa كان اذا-١ مثال

 مثالى جزه هي و(eZ) حيثa و. الأعداد من المكونة1 الجزثة

: لأن وذلكz ل

٧eZ,٧aqeI : xa4=(xq)aeI

 ولنبرهن]٤-٢٩[ الفترة من(١) المثال الى لنعد-٢ مثال

• C, ((),E,={(o),(2) الحلقة مثالي جزه هي  الجزئية اخلقة أن

E  المجموعة عناصر ضرب جدول يثل التالي الجدول ان القيقة في

. C.  المجموعة بعناصر

X

(٥)

«/ «) « «« «٥«
(2))((٥)(2)(٩)(o)(٩ ا)

: العلاقة صمة يؤكد وهو ،

٧xeC,,٧aeE, : xa=axeEو 

I ) وكات تبديلية حلقة E,+,٠) كانت اذا: نظرية٣١

: فرضنا واذا منها مثاليا جز،آ

aeI,keZ,aeE
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k.a-+a.a eI : يكون فإنه

. a k مرة ka جموع يساوي :  حث

: يكون فإنه جعة جزئية زمرة1 أن با: البرهان

a e] a+a=2aeI جد ٠٠.a-+2a=3ael حد

a+(k1)a=kaeIحد 

 يكون فإنهE الحلقة من مثالي جزه1 أن وبا

aeI, aeE aeI. حد

: يكون فإنه جعة جزثة زمرة1 وبجا

kael, aael ka+aaeI حد

. برهانه المطاوب وهو

 الأعداد ضرب علة خواص :رسنا عندما: التامة الحلقة٤-٣٢

 رأينا الصيحة

b0د a.b=0 =a حد ٥ أو

 أو
a0و , b=0  وab0 حد

 مثل حلقات فهناك ءلقة كل في ضرورية ليت الأامة هذه إن

: العلاقة فها تتحقق التوافق أصناف حلقات

a0و , b0 ab=0 حد

 محد فسوف ه( )قياس التوافق أصناف مثلا أخذنا فاو
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(2) و(0)(,2 (و)0)=(2(.)2(=)4(=)٥)

,B إن نقول فإننا حلقة في الأمر هذا يتحقق عندما aالقواسم من مها 

. لاصفر الققة
 الصفر قوامم إنا نقول مختصر بشكل أو

 تحري ولا صفرها غير عناصر وتحوي تبديليةA الحلقة كانت إذا

.٢ كاملة حلقة ر أو ، تامة حلقة ر ميناها للصفر حقيقية قوامم

 أي الضرب بالنسبة الاختصار تامة علقة فى بكننا

a0و , ab=ab' = b= b'

 المتبقة في

ab=ab' -a(b حد b')=0

: فإن ة ه أن فرضنا أننا وبا

b b'=0 =b ح b'

: أمثلة٤-٣٣

( P,+,0)  ضربة جمعية حلقة الزوجية الصجحة الأعداد مجوعة إن-١

. تامة حلقة وهي

 الصححة الأعداد حلقة علل المعرفة الحدود كثيرات حلقة إن٢

. تامة علقة

 تامة غير حلقة(٦ قياس) التوافق أصناف حلقة -إ٣

• لأن وذلك
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(1(=)٩) الى يؤدي لا(2)(.)(=2(.)1)

 فإن أولأ طبيعيا عددا م كان إذا أنه برمن: تقرن٤-٣٤
 تامة حلقةC, الحلقة

 ومحينا داخليتا علتينE ما بمجوعة على عرفنا إذا: التل٤-٣٥

 الشرطان وتحقق )ه( ضرا والثانية)+( جعا الأولى

١,+,·(-E)حلقة .

٥-{٢{-E-Eالجمع الحيادي العنصر هو٥ حث ضربة زمرة 

 واضرب ا.لمع لعملتي بالنبة حقلE إن: نقول فإننا ،E عى العرف

 ، نقول ما وكثيرً حقل ببنية٤ زودان والضرب المع علي إ أو

. حقلE إن ، التباس أي نخش م إذا

 واحدة ندعوهe و ه حيادياً عنصرا لها فإن ضرية زمرةF أن عا

 بجثa به- له زمز فها نظيرً عنصراE منa عنصر لكل وإن الحقل
: يكون

a ي a. ا = a.a'=e

 الأقل عى(1.٥) ن العنصر يجري حقل كل أن سبق عما يتنج

a,b ن العنصر نسمي eEللعلاقة المحتقن ab= ba، ن عنصر 

 بالنبة المبادلة مها كل يقبل التيE من العناصر مجوعة وندعو للمبادلة قابلين

. الحقل ،مركزF من عنصر كل مع الضرب

E E إت قلنا تبديلية  الحقل عى العرفة الضرب علة كانت وإذا
. تبدي حقل
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 أمثلة

 رأينا لقد:N عى المعرف د( )قياس التوافق أصناف١

 حلقة بنية ، م قياس التوافق أصناف مجوءة ،c ل ]أن٤ [ه-

 ويكون]٣-٣٤ أوليا[ م كان إذا تامة تكون الحلقة هذه أن ويرهن

 أخذنا فاو الموافق( التمرن انطر) حقل بنية المجموعة لهذه الحالة هذه في

٠(5 قاس) التوافق أصناف بمجوعة مثلا

C4,)(3),(2(,)1(,)0)و={ )}

 صنفن جداء يكون أن يكن لا لأنه تامة حلقةc, أن نؤكد فإننا

 ولي. معدوم غر منها كل كان إذا معدوما الأصناف هذه من

 مها عنصر لكل ان نبرهن أن يكفي حقل بنية المجموعة هذه ان نبرهن

: لأن واقع وهذا الضرب بالنسبة نظير] عنصرا الصفر عدا

(1) .(١)=(1) , (2).(3)=(6) =(1)

(3) .(2) = (6)=(1) , (4).()=(16) (1)

 أا نجد فسوف2 الصحة الأعداد مجموعة دراسة إلى عدنا إذا٢

 لغير يوجد لا لأنه وذلك ضربة بزمرة ليس2٣ لأن حقلا تكون لا

. للضرب بالنسبة نظير-(١ )او العددن

 لأن وذلك تبديلي حقلQ العادية الأعداد بجوءة ان-٣

١-Oتبديلية جمعة زمرة .

٢-Oتبديلية ضربة زمرة .

 طرائق فإن حلقةE الحقل أن عا: اطقل عى الحساب طرائق٤-٣ ه
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 زمرةE كون عن وينتج أيضاً ا±قل هذا عى تسري الطلقة عى الحداب

: التالة الحواص ضرية

E . من عنصر لكل ان١ a-  با له نرمز وحيدا نظيرا

.(a-١-)١-a  الأصلي العنصر هو النظير هظر: -ان٢

. للاختصار قابلةE على المعرفة الضرب علية٣

 لان وذلك(a.٥-)١-٥١٠a ا-- -ان٤

(a .b)-'.ab=  ع

b-١a-!a٠b ١eb-b د

b-1b=eد 

( النظير العنصر )تعريف

( للدمج قابل )الضرب

E =ab حقل كل في ه- =٥b يؤدي أن يجب  أوه ه=ه الى
: ويكونa'- هو مقاوباaً ل فانa و٥ وab=٥ فرضنا لو لأنه

a-'(a b)=(a-'a)b=b

a-!٠0=0

( تجميعي )الضرب

](٤-٦ )مهب[
 برهاناً وأعدناB و ه فرضنا واذاb-٥ الى يؤديa.b=٥ اذن

. برهانه الطاوب هو وهذاa=٥ أن نجد فسوف سبق لما مشام]ً

 كارت وماaeK كان مها ،K حقل ى في: التقم-٦
BeKوحدا عنصرا فناك فان xالعلاقة جتق 

a٠X-+b=0

 الققة في

- ٢١٨-



ax-+b=0 -=ax >ج b

b)=-a-1b-ا)- x=a>ح 

(Kجعة زمرة 

( مقاوبa )ل

 بذلك ونكونx=-b/a بالشكل الناتج هذا نكتب تبدلياً الحقل كان اذا
. لضرب المعاكسة العملية وهي تقسا نسمها علةK عى عرفنا قد

 هذه صورةx حثy, بين النبة أوy علىx تقسم ناتجx/y نسمي

. خرجهاy و النسبة

 المعاكة العملية وتعريف الضرب علية خواص إلى استناداً يكننا

 تكتب أن له
a/b=c/d -ab >ح ١-cd= ا

a d= a(b-!b)d=(a b-')bd=٥d-١bd= b(d-١d)c=bc

 اي
a/b=c/d =ad حد bc

ad كن إذا العكس وعل = beفان :

a/b=ab- -١-١d-٥-b-'b٥d-١-b-'add- ا c/d

 أي
ad=bc = a/b= c/d

: نجد بعضها إلى السابقين الاقتضاء, وبدم

a/b =c/d ad=bc حب

(K,+,0)منالحقل L  جزئية مجموعة عن نقول الجزي: المقل٤-٣٦

- ٢١٩-



+(٥٠) لعمليتين بالنسبة حقل بنية ها كان إذا فياK من جز حقل إنها

. K  عى المعرفتين

، K L المقل من خالة غير  جزية بجوعة لتكون: نظرية٤-٣٧

: يكون أن ويكفي يازم منه جزئا حقلا

(1) ٧a,beL , beL- ة , abeL

(2) ٧aeL , a-!eL

 نجد]٣-٨[ النظرية إلى إستناداً: البرهان

a b=a-+( b) eL

 الفرض علاقتي أن وجاK من جزئية جعبة زمرةL أن إلى يؤدي
• العلاقة تعطاننا(٢ و١)

٧aeL , a-!eL aa-1eL حد

 من جزية ضربة زمرةK إن نقول أيضاً]٣-٨[ إلى واستناداً

FL ,+,K) م أن علل ماييرهن وهذا ٠) القل من جزي حقل

. المفروض

 الذي ذاته بالشكل طتل المثالي الجزء نعرف: طقل المثالي الهزء٤-٣٨
 أكثر سيكون طتل المثالي الجزء ولكن طلقة الثالي الجز. به عرفنا

. التالة بالنظرية ذلك وسنوضح الطلقة في مثله من بساطة

• نفسهK و )ه} ها نقط مثاليان جزأنK حقل لكل: نظرية٤-٣٩

• لأنه وذلك واضع الحقل مثالي جزء}٥{ كون إن: البرهان

٧ aeK , 0.a 0=a٠٥ د
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 يوجد أنه يعي وهذا{} يساوي لا المثالي الجزء1 أن إذن لنفرض

 الجزء تعريف إلى واستناداKً فيa'- مقاوبه ويوجدI فيa و0 عنصر

 -يكون اثالي

aا a= aa-! eel د

 فإنK منx العنصر كان مها أنه إلى يؤدي وهذا

e.x=X.e=xel

: K-I المطاوب يبرهن ما وهذا

 -توؤه.

- ٢٢١-



 كود: ماره
 هل. فقط واحداً عنصرا تحوي حلقة وجوه -)أ(بن١٨

 ؟ تامة هي هل ؟ واحدية هي هل ؟ تبديلية الحلقة هذه

 يكن فلا ، واحد عنصر من أكثر حلقة حوت إذا أنه برهن )ب(

. نفسه المحايد العنصر علها المعرفتين والضرب ا.لمع لعمليي بكون أن

 هذا يكون أن فيازم ، فقط واحدا عنصر]ً الملقة حوت إذا: اطل

 تبديلية() زمرة الطلقة أن ذلك ، الع لعملية ه المحايد العنصر هو العنصر

 العنصر تحوي لأنبا خالة غير تكون أن يجب زمرة وكل ، ل+ بالنسبة

.]٣-٣[ الأقل عى المحايد

 والضرب ا.لمع محليتي نعرف (حث}٥ ,+و{٠) البنية إن

 القاعدتين وفق

0-0 د٥

0٠٥= 0

(1)

(2)

 حلقة هي

 ، وتديلية داخلية المع ملة أن الواضع من إن ، المتبقة في

 لأن تجيعية أنها6

(0 +-0)-0 =0+0= 0

٥ -+(0 +0)=0+0= 0

((1) عسب)

((2) )حسب

 نظير ،.وأن+ للعملية المحايد العنصر هو ه أن أيضا الواضع ومن
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 زمرة}(0 )+و{ فان وبالتالى. نفه٥ العنصر هو٥ الوحيد العنصر

. ل+ بالنسبة تبديلية

: لأن تجمعية أنها الواضع فن ،• الضرب لعملة بالنة أما

0 ٠(0.0)= 0.0 = 0 (2) حت

(0.0.)0=0.0=0((2) حت

(:2)٠(٥) إلى استادا نجد لأننا ،+ عى توزيعية أنها6

0.(0+0)=0.0=0=0+0=0٠0-+0.0

(00.)0=0.٥=0=0+0 د0.0+0.0

 حلقة}(٥ و+و{٠) فان وهكذا

 المحايد عنصرها واحدية أنها6 ، تبديلية الحلقة هذه أن الواضع ومن

 هذه في أنه )أي٥ هو(1 بد عادة له رمز الذي) للضرب بالنبة

 ضرب حاصل دوماً هو ه لأن تامة هذه والحلقة هذا(.1-٥ الحالة

0 يساوي منها كل عنصر

 عنصرا(o العنصر عن فضلا) تحوي الحلقة أن الآن لنفرض )ب(

 الضرب المحايد العنصر أن وسنثبت. لصفر مغاو]a( الأقل عى ر آخر

.0 للجمع المحايد العنصر يمادي أن لاجكن1

 ولما٥.a-a أن لاستنتجنا1=٥ أن فرضنا فاذا.a=a.1 لدينا

a المساواة على يتعن فانه٥.a=٥ كأن - a.المساواة٥ a=وهذا.٥ 

1=٥ افتراضنا فان وبالتالي.a ه أن افترضنا لأننا صجبح غير
.1 ةo أن أي ، خاطى.
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: الدستور أن -بين١٢٩

٧x,yeK : (x+y)(x- y)=x2 y2

 تبديلية الحلقة هذه كانت إذا إلا ،K الطلقة في يصع لا

: فان ،K الحلقة منx,y العنصران كن أيا: الطل

(x +y)(x-y)-x(٤-y)+y(x- y) ( ( ا.مع على توزيعي الضرب

-x?-xy+yx-y ٩( الطرح على توزيعي الضرب )

: نجدK منx,y كان أيا فانه ، تبديليةK الحلقة كانت فاذا

yX=٦y=- ٤y+yx=0 = (X+y)٠(X- y)=2ر y?

( الأقل عل) عنصران فنالك ، تبديلية غير حلقةK كانت إذا أما

x,yمن Kجث yx yو0 او xy +yx-بصورةعامة يقتضي وهذا٠ :

x? xy+yx- y2 ?x و  ر2

 المطابقة صحة فرضنا لو أي ، العكس فرضنا لو أنه إذ

x?-xy-+yx- y2=x? y2

 بالشكل تبديلية زمرة(٤ )+و أن إلى استاداً تكتب التي

x?-y2+(- xyXyx)=x2- y2

 أن]٣-١٥[ وفق المطابقة هذه لاقتضت

Xy-+yX= 0

. الفرض خلاف وهذا
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 عهرن٨,y في للسبادلة قابلين حلقة
4! ٠٧ ر·٦  برهن-٢٠ ;'أن٩٠

K) فان صحجذ عددأn وكان ، ( ءو+-و

n n
,- C" m- مر + +عر..٠ G° yم 

n

(1)

 بفرص

(x +y)" = C0 x° + C1 ٦ ا-°٧ ر

c"-٥١1٣ا '»(!m!(n- m(2) م

(1) الدستور أن أولا نلاحظ. التراجع طريقة سنستخدم: اطل

: أن ذلك ،n=1 بفر حصجع

x +y=C"x+ ('y

 الموجب الصحيح العدد اجل من صحيح(1 ر الدستور الآن لنفرض

n، العدد أجل من صحته ولنثبت n • سه أن نلاحظ.1+
n(x +y)" = G0 x" + C'1مر- +...+ Ca . ه-مر« ب +G  م ه,

n n ١-٠ y
n

m +...+y م-°ر٧« إ Ga"-٦ ا'x+y)" (x+y)= C 3" +(G)حد 
 م

+٠٠٠-٤ C"y٩) ( +y)
n

= (x +y)"+١-(٥ "ر ا+٨(C٥+C')x"y+.٠٠+
n n D

(C-١Gm) +n ر ١- ه m +..٠+
n n

٥-+١ (3)

 المع علية ولأن (، الضرب بالنسبة ر لا.-لة قابلان,»y لأن

• المع عى توذيعي الذرب ولأن ، وتبديلية تجميعية

١٥ م--٢٢٥-



: n, m  الموجبان الصجحان العددان كان مها ، مابلل محة لاحظنا وإذا

=-١+ Gm Cm ي ,00=1 Co د ,C"=1= C°+١
l+٥n١+n-+1 n nم٥ 

: الشكل عى رة( كتابة يكن فانه

(x +y)"+١G0 'G +مر١ x"y+٠٠٠+ Gm + مر+١-٥ ر٥
n-+١n+1nl

+٠٠٠+٥٥+١٧ +م١
n ++1

 الصحيح العدد كان مها صحيح(1) الدستور أن تجد فإننا وهكذا
. n  الموجب

 معدوم إنه(F و+و٠) الطلقة منx العنصر عن نقول١٣١

 يكون بجثn>0 صحح عدد وجد إذا(Nilpotent) القوة

 وأنK في للمبادلة قابلين عنصرنx,y افترضنا إذا أنه برهن•٣="٥

. كذلك القوة معدوم٤y وx+y من كل كان ، القوة معدوم مها كلا

 صحيحان عددان فهنالك ، القوة معدومx وy من كل كان ا: اطل

,n( متساويان أو مختلفان) موجبان mيكون بجث :

y°=0(1) دفر0 و

 كانت وما. مرةn-1 بنفسهxy العنصر ضرب تعني(xy) إن

 قابلينx,y وكان (، الطلقة تعريف وفق) تجميعية الضرب علية

: فان ، للمبادلة

٥ t ٥(xy)=(xy)(xy).٠.(xy)=(x...x)(y.٠.y)=x' y'=0y=٥
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 عى لحصلناm القوة إلى لاyب رفعنا )لو القوة معدومxy فان وبالتالي

.( نفها النتيجة

:(١٣٠ التمرن راجع) أخرى جة من ولدينا

n - m
C' ٢)(٤٧ ا(a-2+ من +y)°+٥ ب٤

mkد٥ n

 أنه ذلك ، الصفر ياوي المجموع هذا حدود من حد كل ولكن

: يكون٥٠k ذm حث (،2) حدود في
,٥٤-m.٤ رm-k=0".٤-٣-m((1) )وذق +مر

m (حث2) حدود في انه} <kn+ mيكون :

٥y4 د0 = k-m -ير ه مر رب ((1) وفق)

 الطرف أن نستنتج فاننا دوماً طبيعي عددC4 ج ،م أن لاحظنا وإذا

 عددها أصفار بجوع (هر2) من الأمن

m n- mه م 
(3)C0 4C  ا+٠٠٠+0٥- ه

. القوة معدومx+y فان وبالتالي

.2٥+٥ يساوي(3) المجموع أن برهن: ملاحظة

: الشرط فها يتحققK حلقة كل تسمى-١٣٢

٧xeK x(1) لا2 ي

George Boole  بول جورج الانجليزي العام إلى نبة بول حلقة

.(١٨٦٤-١٨١٥)
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٧xyeK

. تبديليةK الطلقة أن ين )أ(

: أن من تحقق )ب(

X+x=0 Xy و (X+y)=0

 أن الآن سنبرهن )أ(: اطل

٧x,yeK : xy=yx

 أوy أوx العنصرين أحد كان إذا صجمة المساواة هذه إن(١)

. صفرا كلاها

 الصفر مغاراx,y من كل كان إذا صيحة المساواة هذه إن(٣)

: لأن أيضاyxً-٥ يكون عندئذ لأنه ،»y-٥ بينا

yX=(y x)=(y (xy))x=(y0) x=0x=٥

K y,+ الطلقة وأن ، الصفر مغار ( من كلا أن الآن لنفرض(٣

: يكون عندثذ. امة

x? =x y و y د , (xy) =xy
 ع

?(xy)? د0 (x? y)د xy)? =x? y2)حد 

= تجمعية الضرب )علة ٤((y)y)-x((xy)y)= 0

-x((y¥)y=)٥( الطرح عل توزيعي )الضرب (xy)y=ح 

yx)y( تامة والحلقةx و٥) (xy)y-0حد(٥ 

 حد(yx-¥y)y=0( الطرح عى توزيعي )الضرب

 حدyXXy=0( تامة والحلقةy و٥)

-٢٢٨ =



yX=Y- yااطوب يد )

-(١) من )أ( عى البرهان استكملنا قد نكون هل: ملاحظة

 ؟ ولماذا ، تتمة فنالك أن أم(٣)

K x من ( كان مها لدينا ب(

=2(X+x)((1) وفق) x-+x

+X+x)(x+x)=x القوة تعريف من x)حد 

 حد(X+x)x+(x+x)X=X-+x( ا.مع عى توزيعي )الضرب

+x) و و و لا ر xب x2+2+ير x?+x2حد 

= (x+x)+(x+x)=x-+x ( ( والعملة+تجمعية(1) وفق

= ٤+x= K)٥ منتظمة( ( )+و الزمرة عناصر

,x كان أبا أنه المساواة هذه من نستتم yمن Kفان :

Xy-+-Xy=0

Xx)y-+x(yy)=0)حد 
xy)x+(xy)y)حد 

 ح=xy +؟(y و=)

((1) عسب)

( K (K في تجميعي والضرب تبديلية

( K ( في اجمع عى توزيعي الضرب

 ل داخلة علة(K و+و٠) تبديلية غير حلقة عى لنعن-١٣٣

 بالدستور معرفة

٧x,yeK : Ly=٤y-yx

[ xy+(-y») xy-y لا [ ب كالعادة نرمز حيث
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.yLx xly د ( بن قارن أ(

.+ للعملة بالنبة توزيعية ل العملية أن بن )ب(

K x,y,z من (=) كان أيا التالتين العلاقتين صحة بوهن

(1)L(yL ٦)+yL (z zL+( ل (x y)=0 ل

(2)(yL z)-(Ly)LzyL( xl=( ل ة

: فانK منx وy كان مها أنه نلاحظ )أ(: الل

(x Ly)+(y l )=(y-yx)+(y٧- xy)=

=(٤y- xy)+(yx- yx)=0+0=0 ٠

 تبديلية(، (زمرةK )+و لأن ر فرضا تبديلية علية+ أ وبا
y1-)٥ فان x)-+(xLyكذلك) .أن وجدنا قد نكون وهكذا :

٧x,yeK : (xLy)+(yL x)=(yL x)+(x y)=0 ل (3)

y وx دy العنصرين أن يعني وهذا xللعملة بالنسبة متناظران +.

: فانK منx,y,z العناصر كانت مها أنه الواضع من )ب(

 لy+z)=x(y)+٦(-)x(y+z )تعريفا(

( -xy+xz=( ا.لمع على توزيعي الضرب (yx+zx)

([٣-١٧])=»y+٤٦-y٤-٦x
( -xz)+(xy-yx)=( وتجميعية تبديلية+ العملة zx)

=(xLy)+(x ( ل ة
• أن عاثة بصورة ونبرهن

(y + ( ة L x=(yLx)+(z x).
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: لدينا )ء(

X yL) ل z)=(yLz)--(ylz)٤=x(y٦-٥y) (y2-2y)x=

=Xy٥-X٥y- ٧٣-+٦٧X

( ؟ اذا)

 ا,»y,z الدوري بالتبديل ونجد

yL ( -yxz--y٦٤=( ة ل لا 2٢y+xzy

2L (XLy)=٦xy-٥yx- ٢y2-+yXz

: أنK عى وتبديلية تجميعية علة أن وملاحاة ا.لمع بعد ونجد

xL(yTz)+yl(2T x)+zL (xLy)=(xyz- xy2)+

-+(y2X-yzX)+(zXy-zxy)+(X2y- xzy)+(xy2-yx2)+

-+(٥yX- 0=٠٠٠+٥-+yx)=0 ة (٩)

: أن أو نلاحظ )د( ولاثبات

X (y)=(-y)-((-y)x)

=(Xy)+yx

= (xyyx)

= (x (y ل

٢]٣-١٧[١
 )ة(

yL(x z)=yL(-(z1 ل x))

= (yL(zL x))

- ٢٣١ -

 فان الأساس هذا وعل

((3) وفق

(6)((5) وفق



(xy)L z=z! (y(7) ا

 فان كذلك

((3) وفق)

 نجد(2) في(7 (و)6) وبتعويض

٦)+2L (x yL) ل ))لاy)-(y1(z١ ل

 برهنا التي(1) المساواة :.و !لىy١(zLx) العنصر وباضافة

.:٠ -ذ(2) المساواة فان وبالتالى. صحتها عى

 علتين2A الصحيحة الإعداد أزواج مجوعة على لنعن-١٣٤

: القاعدتن وفقx +و داخليتا

(a,b)+ (a',')=(a+a', b +b')

(a, b)X(a',b)=(aa',bb'+a b' +ba')

 الطلقة كانت ماإذا بين م. نبدييه حلقة(Z2 و-+وx) أن برهن
. تامة أو واحدية هذه

 لأر وتبديلية تجميعية قن على ابغع ملية أن الواضع من: الطل

: فن الحقيقة وفي. وتبديلية تجمعية2 عل المع عملية

((a,b)+(a',b' =("a",b)-+( ز (a+a',b+b)+(a" ,b")
M((a+a')+a" (b+b')+b")=(a+(a'+a"),b +(b'+b"))ج و 

-(a,b)+(a'+a",B' +b)=(a,b)+((a',b')+(a",b"))

: أت٤

(a,b)+ (a',b')=(a+a',b+b')=(a'+a,b'+b)
(.a',b')+(a,bد) 

- ٢٣٢ -



 عى المع لعملة عايد(٥,٥) العنصر فان ، ذلك إلى وبالاضانة

Z2كان مها لأنه a, bفان2 من :

(a,b)+ (0,0)=(0,٥)+(a,b)=(a, b)

 عى ا.لمع لعملية بالنسبة نظر](a,b) عنصر لكل نان ، كذلك

: أن ذلك -(،a,-b) هو22

(a,b)+(a,-b)=(a,-b)+(a, b)= (0,0)

•+ للعملية بالنسبة تبديلية زمرة22 فان وهكذا

 العملة هذه إن.22 عى ر الداخلة العملية إلى الآن لننتقل

(a,b) ('a',b) د "a",b) د )  العناصر كانت مها أنه وذلك ، تجميعية

: فانZ2 من

((a,b)X(a',b')) ,"a) لا b")- (a a',b b'+a B'+b a)

X (a",b") ('aa)) د a", (bb'+ab +b a') b" + (a a) b" +

+ (b b'+ab' +b a') a") , (1)

(a,b)X((a',b)X(a",b")) = (a,b)X (a' a",b'B"+
+٨ م١ a' b" +b' a")=(a(a' a"),b (b' B" + a' b" + B' a")+

+ a (b' b" + a'b" +b a") +b (a'a")) (2)

 الطرفين في الواردن المرتبين الزوجين أن من التحقق السهل ومن

 التجميعية الحواص باستخدام وذلك متساويا(2 (د)1) من الأعنن

---٠ مه .مع لعدمه.. و' لعملة التجمعة واغاصة ، الصححة لداد الأء ء لعملة التدملة
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 على الصحيحة الأعداد اضرب التوزيعية والخاصة ، الصححة الأعداد صرب

. الأعداد هذه جمع

: أن ذلك ،7? على المع علية عى توزيعيةx العملية فان كذاك

(a,b)X( (a',b')+(a", b"))=(a,b)X (a'+a" ,B' b") =

=(a(a'+a") , b(b'+E')+a (b'+ b")+b (a' + a"))=

=(aa'+a a' , bb'+ab'+b a'+ b b'- b''+b a')=

= (aa', bb'- ab'+ba')+(a a'', b b'' + ab'+ b a") =

=(a,b)X (a', b') + (a, b)X (a", B")

 ونجد. عل+ اليسار من توزيعيةx العملية أن تعني المساواة وهدء

 فات لذا. أبضاً البمين من+ على توزيعية د العملية أن ماثلة بصورة

٠+ عى توزيعيةx العملة

 ر العملية وأن ، تبديلية زمرة(2 )+و° أن وجدناه مما نستخلص

(22 و و+x) أن يعني وهذا+. عى توزيعيةx وأن ،22 على تجميعية

. حلقة

: ذلك عن فضلا كان وما

(a, b)X (a', b')=(a a', b b'+a b'+ba')=

= (a' a,b'b+ a' b+b'a)=(a', b')X(a, b)

: تبديلية الحلقة هذه فان

 معان عنصر وجود ويكفي بازم ، واحدية الحلقة تكون وى

(y,8)كان أيا التالية المساواة تحقق بجث73 من a, B٧ من:
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(a, b)X(X,y)=(a,b) ,a)=(ax,by+ay+bx) >ح b)

y=0و ax=a, by-+ay+bx=b = x=1>ح 

 أرت أي ،x للعملة محايد عنصر22 من(1,٥) فان وبالتالي

. واحديةK اغلقة

x,y) K لنفرض. تامة  الطلقة كانت إذا فها أخير] لنبحث
 العلاقة ققانZ2 من عنصرن(u,٧) و

(x,)X (u,v)=(0,0)

: أن نلاحظ

(x,y)X (u, v)=(0,0) (0,0)=(yu+٧+Xu,y٧) >ح

yu =0+-X٧-yو٧ Xu=0>ح 

 عددن أيy,٧ دx-=0,u-=٧ كان إذا أنه هذا من نستنتج

 سبيل وعى. محققتين تكونان الأخيرتن التساوي علاقتي فان ، صحيحان

: فان المثال

(٥,1)(2,-2)=(٥,0)

 مغارة عناصر عل تحتوي لأا ، تامة غيرK الحلقة فان وبالتالي

 على تحتوي أا أي ، الصفر باوي ضربها حاصل(٥,٥) الصفر
 لأصفر قواسم

 تشكلR القبقبة الأعداد مجوعة أن قبلنا إذا -)أ(١٢٥
: التيقية الأعداد مجموعة أن فبرهن ، والضرب ا.لمع لعمليتي بالنسبة حلقة

٠(R }=E و+و )ه جزثةمنالحلاقة حلقة هي m +n١3\ m,neZ}
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m حيثE من1 الجزئية المجموعة أن برهن )ب( , nصحيحة أعداد 

. E  الحلقة من مثالي جزء هي زوجية

 (،ذلكأنR,)+ الزمرة جزثيةمن زمرة هي(E )+و إن(١): اطل

m,+n, ٧ ة , m+n١3 E، كانالعنصران أيا وأنه  ة ف كون الواضح من

 الجمع بالنبة الآخر نظير معm د+٧ ق أحدهما بجموع فان£ من

٧5,m, -n-٧5 العدد هو,(m-m,)+(n-n)إلى ينتمي وهو 

٠(R,+)  )+و فان لذا ، كذلكE٤) من جزئية ذمرة

 إن• الضرب لعملية بالنسبة مغلقةE أن إثبات علينا بقي(٢)

: لأن ، منه التحقق يسهل هذا

m +n١5, m, +n/5eE +m) حد n5) (m, + n ١5)

= m m, +3 n n,+ (n m +m n) 5eE

 من )أ(، في اتبعناها التي نفها بالطريقة التحقق لقارى، نترك )ب(

: أن إثبات علينا بقي٠(E و)+ الزمرة من جزئية زمرة هي1 أن

٧ieI,٧aeE : ai,iaeI

a= m +n٧5 eE  العنصر أياكن لأن العسير، بالأمر لبس وهذا

m,+2 والعنصر n١5 eI2د m, n, m,n eZ) i)فان :

(2 m +2n,3) (m+n3)=(m+ n3) (2m2+ر a,١5)=

=2 (m, m+3 nر n)+2 (n, m+ m, n) 5e'

a i) لكن:٤  و و+٠) التبديلية الطلقة من اختياريا عنصرا
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 ولتكن
I={a.kIkeK}

. K I من مثالي جزء  أن برمن

 منa.k عنصر أي مجوع أن6 خالية غير1 المجموعة إن: اطل

: يساريa.k' آخر عنصر أي نظير معI من

a.k-(a.k')=a.(k-k') ( الطرح عى توذيعي )الضرب

،K k-k من عنصر K) فات فرضا زمرة  )+و كانت وا

 الزمرة من جزئية زمرةI أن يعني وهذاa٠(k-k) ء1 فان وبالتالي

٠]٣-٣٣([٤٠+١
 منk' والعنصرI منa.k العنصر كان فابا ، أخرى جهة ومن

K، فان 

(1)(a.k).k'=a.(k.k)

. تجميعية الضرب علية لأن

 الضرب رلأ فرضا اضرب لعملية بالنسبة مغلقة ،K كانت ولا

 فان وبالتالي ،K من عنصرk.k' فان (،F علل داخلية علة

. I 'k.(a.k) من عنصر

 وتبديلية ، حلقة كل في تجميعية اضرب علية كانت لا ، كذلك

: فان ، فرضا تبديلية حلقتنا لأن ، هنا

k'.(a.k)=(k'.a).k=(a .k').k=a(k'.k) (2)
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 أر· نجد ، قليل قبل بها قنا الي لتاك امأ٤ ماثة مناقشة وباجراء
 له. ه»٠<

. أيضا1 من عنصرk'.(a.k) العنصر

(K  )+و الزمرة من جزثة زمرة1 أن برهنا قد نكون وهكذا

 من مثالي جزء هر1 بأن للحو كاف وهذا ، محققان(2 (د)1) وأن
 ا-. يا٠

(. اذا؟)K اطاقة

: التالتين بالقاعدتين7 على فتبن معر عليتان٥,٦ اتكن١٣٧٣

a ٥ ba+b1 , aVb=a+bab

 تامة حلقة(w,Z٠٥) أن أثبت )أ(

٢ حقلا الحلقة هذه تشكل هل )ب(

: أن بسهولة نلاحظ )أ(: الطل

·· عنصم أي عى العملة هذه ناتج أن ذلك ، داخلة علية(١)
 أي= د•=-

a,bأيضا2ً من عنصر هو ة من .

 المحمة الأعداد نت6 ألا أنه ذلك ، تجمعية عملية٥(٢)
a,b,cفان :

(a ٥ b)٥ c ٥c=(a+b-1)+c-1=a+b+c-2(a+b-1) د

.a ٥(b c)=a ٥(b+c-1)=ab+c-1-1=a+b+c-2

,a الصحيحان العددان ن6 أيا لأنه تبديلية علة٥(٣) bفان :

a [b=a+b-1=ba-1= b٥ a

 هو لا ه محايد عندر لوجود والكافي اللازم الشرط إن(٤)
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(#) 2 منa كان أيا المساواة تتحقق أن

a [\€= a a-+e-1=a >ح e=1 >ح

.٥ محايد عنصر الواحد فان وبالتالي

 الأمر ،a-2 هو ل بالنسبة نظير2 منa عندر لكل )ه(

. القارى، منه التحقق نرك الذي

.1 المحايد عنصرها ل بالنسبة تبديلية زمرة2 فان لذا

.٦ عى داخلية علة)(

2 عى تجميعية علة(٧)

a ,b,e ( كان أن أن ،ذلك٥ ل بالنبة توزيعية علية(٨

: فانZ من

a 0 (b c)=a٢(b+c1)=a+(b+c-1)- a(b-+c- 1)=

= 2a-+b+c ab ac1=(a-+b-ab)+(a-+c- ac)-1

= (a b)+(a Vc)-1=(a ٢ b)(a6 c)

 كانت ولما. ه عى اليسار من توزيعية علةv بأن يعي هذا إن

.٥ عى كذلك البمين من توزيعية علية فان ، تبديلية علية٧

 الداخلتين لاعمليتي بالنبة حلقة2 أن تعني(٨)(-١) الشروط إن

(. الضرب علية دور ، ا.لمع عملة دور هنا )تلعب.٥ او

: كان وما ، هذا

 تدلة ي العملية كون عن ناتجة الشرط كفاية)«(
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a \ b a-+bab=1 د1 ح< -a(1 >ح b)=1- b

b=1أو a=1حد 

 يلعب هنا )الواحد٥ ل, بالنسبة قامة حلقةZ أن نرى فإننا

+ العملية دور تلعب٥ لأن ،]٤-٢[ الملقة تعريف في الصفر دود
.(٥ ل محايد عنصر والواحد التعريف في

 فان ،٥ العملية بالنسبة تبديلية زمرة2 أن برهنا أن بعد )ب(

 لعملية بالنسبة تبديلية زمرة2-}1) كانت إذا حتلا تكون(2,٥ و5)
 ليستZ)}- أن إلا. التعريف( الضربفي عملية دور هنا تلعب )التي الداخلة

 ،2}-1) عى داخلية علة أن من التحقق يكن أنه رغم ل زمر:بالنسبة

 فيV للعملة عايد عنصر ه وأن ، وتبديلية تجمعية الداخلة وأنهذ.العملة
 نظير2}-1{ من عنصر لكل ليس أن هو ذلك في والسبب٠2}-1)

 نظير(3) العدد فليس المثال سبيل وعى. ل بالنبة المجموعة هذه في
: لكان له نظيراxً جدلا افترضنا لو إذ له بالنبة

x\73=0 <٥ X-+3-3x=0 X ح3=2

 عدد بن مساواة تعني لأنها2 في المداواة هذه خطا الواضع ومن

· زوجي وعدد فردي

 )أ(برهنS-{a+b٧ ةIa,b0 لتكن )أ(-١٢٨
 .لمع المألوفتين للعمليتين بالنبة الحقيقية الأعداد حقل من جزي حقلs أن

.( التقية الأعداد وضرب

. s a+b) لا أوتومورفيزم ؟ -a=(١ ة (٥٧ ة أالتطبيق برهن ب(

'a'١ ة,a+by5 العنصران كان أيا )أ(: الطل +bالمجموعة من 
: فان ،s الحثالة غير
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a) ي +b١5)-(a'+b'١5)=(a- a')+ (b- b')١5 (1)

 هذا الطرح حاصل فان ،O من عنصرنa-a',b-b' كان وما

• [٣-٣٣] R s من جزئية زمرة S. إذن  من عنصر

a+b١5 , ٥• مهد كا العند كان إذا أنه إثبات(٢ اذا) فقط علينا بقي

-S{ إلى منتماً {oد S، إلى ينتمي مقاربه فان sأبا •

: فان الققة وفي
a د +b٧5 -a و0 حد b١ 50 ()

، a=b= ٥ ، ذلك عل لتعي ، a-b١5= ٥ كان لو له أ ذلك
، b=0 ٥=a حد ، a=0= b ٥: بأن الواضع من لأن

•- و5B لأا صحيحة غير المساواة هذه ولكنa وb٥ و٥ د ةي =ر

 صحح غير وهذا ، ة يسادي مربعه )فى( ءادا عددا هنالك أن تعني

. نعم6
: كون تكافىءa+b5 ه= أن(2) من نستنتج

(3)(a-+b٧5)(a- b5)=a2-5b2

: هوa+b١5 مقاوب أن(3) المساواة وتبين. الصفر مغارا

ba
-a7 اa75B?5 ي 5B

• ج أ-١٠·١٠٠ S  إ ينتمي العدد هذا أن الواضع ومن

: أن الواضع من )ب(
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f[(a+b٧5)+(a'+b'5)]=f[(a+ a')+(b+b)١5]

=a+a'-(b +b')١5=(a- b١5)+(a'- b'١5)

-f(a+b١5)+f(a'+b' .(٧ ة

: فان كذلك

f[(a+b١5)(a'+b'١/5)]-f[(a a' +5bb')+(a b' + ba') =[١ ة

= a a'+5 bb'-(ab'+b a')١/5=(a- b١/5)(a'-b'5)=

-f(a+b١5) f (a'+b'١5).

 نفها عىs لا وغامر متبان تطبيق ؟ أن هذا إلى أضفنا وإذا

£:ss · أن من نتحقق فإننا (، ؟ اذا s  ل مورفيزم أوتر

 أنه برهن. ، وقامة تبديلية حلقة(K و+و٠) لتكن-١٣٩٣

 غدت ،}٥) دK المثالين الجزأن خلا مثالية أجزاء الحلقة هذه تحو م إذا
. حقلا(K و+و٠) اطلقة

 هو للصفر ن مغار غندرن أي جداء فان ، تامة الحلقة نت6ك ا: الطل
K-}٥{ المجموعة وبالتالىفان ، لاصفر مغار عنصر -Kلأضرب بالنبة مغلقة .

a .K-{a.٤١keK): ، فان K a من  العنصر كان أبا فان ، كذلك

، a-0 ( فرضا فاذا.(١٣٧ التمرن راجع K  الحلقة من مثالي جزه هي

a  و٥ كان لو أما.}٥) الصفر المالي الجزء هو هذا المثالي الجزء كان

a يكون أن بكن فلا .Kفرضنا لو لأنه ، الصفر المالي الجزء هو 

 قواممK الطلقة لحوت أي ،a.k-٥ لكانk هز وكان ، العكس

 الفرض خلاف وهذا ، تامةK االقة كا:ت ا أي ، للصفر
• ل-
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,K) الجزأن إلا تحوي اطلقةلا كانت ولا {o، هذه من نستنتج فاننا 

: امعادلة فان وبالتالي.a.K-K فان ،a لو ه كان إذا أنه المناقشة

a x = b

 اطل هذا إ.K من ط كان وأياa و ه كان أياK في حلا

: لكانx, آخر حل وجد لو أنه ذلك ، وحيد

aX=aX aX ر ح< aK,=0 )a >ح X,)=0

 يكون أن فيجبa ه= وكان ، تامة الحلقة كانت ولا

.x=x, -x أي x=٥

،K a من للصفر المغار x كان أبا ، ة = a  لمعادلة أن الآن نلاحظ

a ,b  للصفر مغارن عنصر وجود افترضنا لو أنه ذلك. نفسه الحل

 يكون بجثK من

a =a , bx,=b

a), فان ,)b =a(b x.)هذه فان وتبديلية تجميعية الضرب علة كانت ولا 

(a b) xر - (a b),= a) أوه b) x = (a b) x,  الشكل المساواة:تكتبعل

 بالنبة مغلقةK )لأرab و٥ كان وما.ab(-x=),٥ أو

K x الحلقة وكانت (، لضرب = x, - أي x,= ٥ فان ، تامة

a =a كان )أيا د a  المعادلات جقق الذي( الوحيد) للعنصر سنرمز

.1 (ب ادفر المغار

 أن هذا من نستنتج فاننا ، تبديليةK الحلقة كانتI و

٧aeK : a.1=1.a=a
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 في نظير فله ،K منa0 العنصر كان أيا أنه نلاحظ وأخيراً
Kللمعادلة لأن :

a x=1

 ومن (، تبديلية العملية ولأن) ، قليل قبل رأينا6 وحيدا حلا
. x  و ه أن هنا الواضع

 وات ، للضرب بالنسبة مغلقةK أن وجدنا قد نكون وبالنتيجة
 علية (،وأنK عل تجميعية )لأاK عى تجمعية ااضرب علة

 لعملية وأن ،( فرضا تبديلية حلقةK )لأنK على تبديلية الضرب

K K من عنصر لكل وأن ،1 ب له رمزنا عايداً عنصرا  على الضرب

. K4  في نظيرً

(K,0) K) فان ، لذا  و+و٠) فان وبالتالي ، تبديلية زمرة

. المطاوب وهو حقل

-4 ه -جهة
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 كاو: غم مارب
 العناصر مجوعة أن برهن حلقة(A و+و٠) كان إذا-١٤٠

 جزثة حلقة تكون الثانية للعملة بالنسبةa معي عنصر مع للتبديل القابة

 هيA من عنصر أي مع للمبادلة القابةA عناصر مجوعة وأتA من

. جزئية حلقة

: بالشكل داخليتين علتين22 الجداء بجوعة على نعرف١٤١

(a , b) +(a'+b)= (a+a', b+b')

(a, b).(a',b') = (aa'- bb, ab'+b a')

• الحلقة هذه خواص ادرس. حلقة ببنية جبزةZ? أن برهن

١٤٢-Rعل نعرف. الحقيقية الأعداد بجوعة ?Rعليتن 

: التالي بالشكل داخليتين

(a,b)+(a',b')=(a+a',b+ b')

(a, b).(a',b) ,'aa'+bb) د ab'+b a)

 في قوامم الصفر هل تبديلية حلقة(R أب).«+? برهن

2 الحلقة هذه

: بالشكل معرفة الثانية العملية أن فها نفرض الي الحالة في ماثلة بدراسة{

(a,b).(a',b') ab'+b) د a'-aa',bb' a a)

 ن داخلة علة نعرفA تبديلية غير حلقة
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 التالي بالشكل

y= XyyX#ر 

٠ y+ x+y مع  قارن١

 بالنسبة اليسار ومن اليمن من توزيعية العملية هذه أن برهن-٢

.٨ على العرفة المع لعملية

 التالتين العلاقتين صحة برهن-٣

x#(y+2)+y+(2#X)+2 0=(x#y) +ل

y#(x+2)=٤ +(y+z)- (x+y) #2

 بالشكل داخلية ضرب علةA جمعية زمرة في ا-نعرف٤٤
٥-ab.نمي أن عندها يكننا أنه برهن Aحلقة .

 المتبادلة الطرح عليةE أجزاء بمجوعة4(E) عى -نعرف١٤٥

 حلقة ، العمليتين باتن المجهزة4(E) أن برهن م التقاطع وعلية٥ )التناظرية(
. واحدية تبديلية

 يحوي وآخر فقط عنصرين مجوي حقل يوجد أنه برهن-١٤٦

 والغرب للجمع بالنسبة المحايدن للعنصرن(٥,1 ب) نرمز عناصر. ثلاثة

 المقول هذه مثل في والضرب ا.لمع جدولي اكتب• الحقل بذا المتعلقين

. ا.لمع على الضرب عملية توزيع وادرس

 عناصر أربعة ذي حقل وجود امكان ادرس

 ن ب لتحولها نرمزR من ن جزثة بجوعة نعرف-١٤٧

-٢٤٦-



 بالعلاقة اونعرفة

u=a-+b ١/ ذ

 ا.لمع عمليتي المجموعة هذه عى ونأخذ. عاديان عددانa,b حث

. الحقيقية الأعداد ،والضرب

 تجهزان العمليتين هاتين أن برهن

: الاتالة اخاصة برمن٠(٤,+,٠) اطلاقة لتكن-١٤٨

a o b'= a' o b=(a. b)

٢ الأولى للعملية بالنبة ه نظير هو' حيث

a.be7 a+ib حسب E الركبة الأعداد مجوعة  لتكن١٤٩
 الحلقة هذه كانت إذا فها ب. حلقة(E و+و٠) أب برهن

. وواحدية تبديلية
 من عصرنa,B كان إذا فياZ المجموعة تأخذها التي البنية ماهي

. C,  و التوافق أصناف مجوعة

٣ وo الداخلتين العملتينxZ الجداء عى -تعرف١٥٠

(a , b) # (a',b)=(a+ b, a'+b)

(a , b) o (a', b')= (aa'- bb', ab'+b a')

 هذه هل ؟ فها الواحدية العناصر مافي ؟ حلقة المجموعة هذه هل

% تامة الطلقة

: التالي بالشكل معرفةR من جزئية مجوعةE -لتكن٣١٥١

{a+b31a,beZ}

- ٢٤٧-

. حقل ببنية٧



 ا.لمع وها(٠ )+و الداخليتين العمليتين المجموعة هذه عى نعرف- ا

. R B من جزية حلقة  أن برهن. العددين والضرب

: تاذؤ علاقةE في نعرف-٢

(a +by5) 3(a'+b'5) ,a'-a=2p >ح

B'- B=2٩ , p,٩eZ

. المجموعة هذه عناصر عدد هو ما التكفؤ أصناف لمجموعةE/s ب رمز

E/3 . ل هل E/3  التكافؤ أصناف ضرب جدول اكتب٣
. حقل بنية

. عنصرن من يتكون1 مثال] جزء] يجويE/s أ برهن-٤

 الطلقة، عل نحمل أنه برهن تبديلية زمرة(E«٣) كانت إذا-١٥٢

: التالي بالشكل المعرفة ه بالعملية(E و43 )ه

Vx yeE و , ٤oy0د 

 الداخليتين العمليتينzxz الجداء عى نعرف-١٥٣

#( وy)# و,#(y )ي+#(= وو«Y+Y )ء

(X,,y) 0 (٠٤,,x٥)=(,y, ي)

 ؟ وواحدا الحلقة هذه صفر هو ما. حلقة(22 )ه,#و أن برهن

 ؟ الصفر قواسم الملقة هذه في يوجد هل

 العمليتين2x2 المجموعة عى عرفنا إذا-١٥٤

(#,y) + (٤2,yو+,#(=)و ,y1 + Yء )

(٣, ,y) 0 (¥,,y)=(3و , #,Yو + y)

٢٤٨-



 ر العناه. هي فا ذلك كان وإذا ؟ حلقة(Z2 «و,o) تصبح فهل

 تبديلية غير ه العملة أن برهن ؟ وجدت إن فها الواحدية

:( الطية) التوابع لجمرعةA ب -زمز١٥٥

f(x)=ax+ b (a,be 3)

: التالتين بالعملتينA نجهز

( g+٤( ا.لمع : x ()g+(٤)f -ح

f٠g x f[g حد (x)] ( )الضرب

 تبديلية جمعية زمرةA أن برهن-١

 تدبي غير ولكنه للدمج قابل الجداء أن برهن-٢

 ؟ علقةA هل-٣

 التالتين الداخليتين العمليتينgق عل نعرف-١٥

(٤,Y) + +)=(y, و¥) +y,٤ و yو )

(Y+»ء Y2 ±,و٥yy+٤٥٣1=)ء( y) 0 (x2 ,y)و 

. (حقلQ و#, )ه أن برهن

. نفسها9 عن يتلفQ من جزي حقل يوجد لا أنه برهن

٢٤٩-


