
 الفلا
 والمبينات المفوفان

 صلة ذا ، مصفوفة ندعوه جديد]ً رياضيا ننأ6 الفصل هذا في سندرد

 الفصل في درسناها والي الشعاعية الفراغات على الحطة بالتطبيقات وثقة
. السابق

 تبديليا حتلاF لكن. لمصفوفة مباشر تعريف باعطاء أولآ نبدأ

 عناصر من مكون جدول عن نقول. طبيعن عددنn وm ولكن

•» بالشكل مرتبةF من

(1)

aر ' a٥.'٠٠ a٨'
222 00 و0٥٠٠٠

a,°" .٨ ٠٠٠21 م

 أفقي خط في الموجودة العناصر نسمي.F الحقل على مصفوفة إنه

 العناصر ونسمي ، أسفل الى أعى من الأسطر هذذ. ونزغ سطرا واحد

 عى للدلالة و):::(١:::١ الرمزان ي-تخدم)(

. أيضا المصفوفة
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 الى اليسار من الأعدة هذه وزغ عودا واحد شاقولي خط في الموجودة

 مركبات أو عناصر(1) للصفوفة المشككةF عناصر نسمي ا. المين
 لمصفوفة زة الا المركبة آر المركبة عن نقول خاصة وبصورة. المصفوفة

: بالشكل(1) المصفوفة كتابة وغتزل

(aر '] ,
i=1, ٠٠٠ و m

n.,1,ز٠٠ 

 في والدلل السطر رز عى لدلالة الأعى في الدليل وضعنا حيث

 م و سطراm لدينا(1) المصفوفة ففي. العمود رأز عى للدلالة الأسفل

 من مصفوفة أوm لاn الشكل من مصفوفة لدينا أن نقول ولذلك عودا
. mXn  السعة

 الأمن والعدد الأسطر عدد عل يدل الأبر العدد أن عى )نصطلح

 مثلا،A ، واحد بجرف(1) للمصفوفة ونرمز.( الأعد: عدد عل يدل

. ا:مينة المصفوفة في والأعمدة الأسطر عدد لاظارA(m )ه, أو

 أيA المصفوفة من ز الر{ ذي للطرA' ب عادة ورمز

a٥']A = [a,أ أءه.٠٠ 

 أي المصفوفة هذه من ز الر{ ذي لعمودA ز نرمز ا

A, =

aز 
a,

 ر

a  ز°
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Ai السعة من مصفوفة A 'عبار يكن أنه ونلاحظ n ر واعتبار1 لا

 مصفوفةA من عنصر كل اعتبار ويكنmx1.6 السعة من مصفوفة

.1 لا1 السعة من

 اختل عى٤ دع السعة من غ].منونة المشرة[{{ ان ، منال

R.ومودما(.5٥٩) الثاني و-طرها(2-31) الأول سطرها 

['].2 ا []دما فa ا دمريه[;] لأد
: تعاريف٧-١

 كار إذا صفرية مصفوفة أناA [أره]= مصفوفة عن نقول(١)

 القم جع أجل من ه=أره أي. الصفر يساوي عناصرها من عنصر كل
 زدز. ل المكنة

 عدد محذفA مفروضة مصفوفة عن ناتجة مصفوفة ل نمي(٢)

.٨ من جزئية مصفوفة أعمدتها من وعدد أسطرها من

 منقول نمي.m لاn السعة منA=١ [أره امصفوفة لكن(٣)

 السعة ذات ااهفوفة]٨' ،[أوA, ب لذلك ونرمز ،A المصفوفة

nxmتحقق التي :

٨ ،]=6٨[:6٨= 'ره٠
i=1و٠٠٠ ,m

nز1,٠٠٠ و 

 مع أسطراً وأعدتا أعدة ا-طرها بجعل٨ عن تنتجAب أن ونلاحظ

. الترتيب عى الهانظة
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 كانت إذا: مثال

1 3

A =١1 ٦
2 1

11  :ا«« ،,2

 عدد ماويا أسطرها عدد كان إذا مربعة أنها مصفوفة عن نقول(٤)

A : الربعة المفوفة كانت فإذا. أعدتها [nx ٨[ السعة من

11 0 ر٠٠٠٥٥

A = [a,]=]:
A٥d1 ٠٠٠٥٥

 للمصفوفة القطرية العناصرa ,أرa٩3,٠٠ و.a٥٩ العناصر نسمي فإننا

A.مربعة لدفوفة القطرية العناصر مجموع يسمى Aالمصفوفة أر 

 الأخيرة الصفوفة في لدينا هكذا.t(A) ب له ز0 ور

««A)= ' غ ءه

 العناصر عدا الصفر تساويA المربعة المصفوفة عناصر جيع كانت إذا

 العناصر ججيع كانت إذا ذلك الى بالاضاذة قطرية. مصفوفةA فنسمي القطرية

 الواحدية المصفوفةA المصفوفة عندئذ نسمي فإننا الواحد، مساوية القطرية

: والاعدة الاسطر عدد عى لدلالة1, أوI ب فا وزمز
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I- 1,

٠٠٠ 01 0

٠٠٠ 00 1

٥٥ 1٠٠٠0

0 0٠٠٠٥ 1

 )فوق( حت والواقعةA المربعة المصفوفة عناصر جيع كانت إذا آما

 مثلشةالشكل مصفوفة المصفوفة نسمي فعندئذ الصفر ماوبة القطرية العنامر

٠ الاسفل( ر الاعى من

: مثال

 الاعلى من مثلثية مصفوفة
1 2 3

0 3 7

0 0٥-1

 المصفوفة

 قطرية مصفوفة

( الاسغل ومن الاعى من )مثلثية

2 0 0 0

0 3 0 0

0 ٥٦٥
0 ٥ 0 1

 والمصفوفة

٦x [٦ السعة من واحدية سمنرة إ{]  المصفوفة و

: المفوفات عى العمليات

 تبديلي حقل على مصفوفات بمجوعة بين تقابل وجود يي فا سنبرهن

Fالحقل على شعاعية فراغات بن خطية تطبيقات مجموعة وبين F•ومن 

- ٣٦٥-



. المصفوفات بجوعة عى المختلفة العمليات نستنتج التقابل هذا

. F mxn المقل علل A السعة من  المصفوفة لتكن

A

1 ه••n ن٩°

= [aر ]
i1 m .و٠ و.

n.,1,ز٠ 

m , n ، ابعادها عدد F ,W الحقل على شعاعين فراغين ٧ لكن

 في قاعدة تشكل٧,,٧٠٠٠, الاشعة ججة أن لنفرض• الرتيب على

v٠٠٠٠ الاشعة لجة وأنw,,wي قاعدة تشكل W.أن وانبرهن 

. w A الى٧ من خطيا تطبيقا تعرف  المشوفة

٢ من مرتباً عنصر]n من مزلفA أسطر منA' سطر كل إن

: أيA ب أيضاً له نزمزV من شعاع مركبات اعتبارها بكن وبالتالي

A'=[a' a و ٥,'٠٠٠ و a [' م , i=1,٠٠٠m

: التالي بالشكلT:٧-w التطبيق نعرف

٧٧=٨٧٨-+٠٠٠-٨٩٧٥e٧
m

T(٨٠٧١)٠)=٤w

( لشعاعين الداخل )الجداءA.'٧=2 اره حث:

( خطي )تطبقT التطبيق أن ولنبرهن
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٧٧,'(=٠٠٠,٨٩)0), u=(6',٠٠٠,8°) e ٧

T(+v) =٤(٨/٠(٧+u)١w

m

=2(٨'٠٧+٥/٨)w

 الاشعة جمع لعملية بالنسبة توزيعي الداخلي )الجداء

mm
(A'. u) w= ٤ (A'٠٧)٠w٤٨

٢٣eF

٤---١

T (٧)4 T (u)

 ر
Ii

T(٧٣)٠'8=ر (غ»( ) w

( الداخلي الجداء خواص )حسب

w(٠٧'A)2ر =

(T(vر =

 خطي تطبقT أن برهنا قد نكون وبذلك لهه احطي التطبيق

 ان إذا. العكس الان لنبرهن.T ب, له وزمزA لمصفوفة المرافق

w m أبعاد عدد V و n أبعاد عدد ٧:T وكان خطياً تطبقاً w

 لان وذلك ،mxn السعة من مصفوفة الحطي التطبيق هذا رافق فانه

 بالنسبة شعاع لمركبات الأعى من الدليل وضع على دوماً سنصطلح )ء(
. مفروضة لقاعدة
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 تراكب ،T الطي التطبيق وفقV من}٧{ القاعدة أشعة خيال

: كتبنا فاذا. F W القل من وبعناصر {,w} من  القاعدة بأشعة خطية

T (v)= a٤'w, -+٠٠٠-+٥," w٥

aT (v٥)= a ٥ ا w,-+٠٠٠-+ a٥' W٥

m1 w- ٠٠٠T+٣٥٨ م (v٥=)٥٥

 الشكل من مصفوفة تشكل العلاقات هذه عوامل فان

A = [aر ]
i=1 m,.. و

n.ز=1,٠٠ و 

 المصفوفة هذه نسميF٠ الحقل علىm لاn السعة من مصفوفة وهي

T T ا±طي التطبيق مصفوفة أو  الطي لتطبيق المرافقة المصفوفة

: لاه المصفوفة فذه ,T، الرافق التطبيق هوT المطي والتطبيق

٧٧(=٨,'٠٠٠,٨)e٧ :

T (٧)=T('٧+٠٠٠-+٧٥٦٩)

T))٧٠) خطي- ٨'T (v,) ٨٠٠٠°T(  تطبق

= ٨'(a١' w, -+٠٠٠- a٤" w٥-+)٠٠٠

-+- )° (a٥' w,-+٠٠٠- a٠٩ w٥)

= (٨'a,1-H (',a"٨ +اوه.٠٠-+٨ w+٠٠٠

+ (٨'a," +- (",٠٠٠-+٨" ة w  م
m

5(4٠٧ w=٦٠»٧)
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 اتبدبي الحقل على شعاعيين فراغاw,٧ لبكن: نظرية٧-٢
V ,m في قاءدة}٧ ولتكن. الترتيب عى ٨ أبعادها عدد ،K

 علىmxn السعة منA مصفوفة كل وافى.W في قاعدة}w{ و

•--•٠٠ يا٠٠ في المفروضتين للقاءدتن بالنسبةT:,٧ ي-W خطم تطبقK المقل

٧,w.خطي تطبيق كل وافق وبالعكس W٧:T٨ مصفوفة

mxn . السعة من T-T ٨ يكون وبجث٨ الحقل عى

: مثال٧-٣

 ا المرنة بانق ،w6 في قاعدة

(T: V(R) w,Rبالشكل المعرف :

(w, , w,, w V4(R) )و و ) في قاعدة v,, ٧ )ء لتكن

 إ:]ء«ي:عس

T (w)=3 w,- w,- 5 w

T ( (٧ و =w٨- w2ي- wي 

 بإن تقابلA ح-T لتطبيق أن]٧-٢[ النظرية من نستنتج
V mXn من ا±طية التطبيقات مجموعة وب  السعة من المصفوفات مجوعة

. W V و w في مفروضتان لقاعدتي بالنبة  الى

 لمصفوفة المرافقT, احطي التطبيق الى لوصول ، عامة بصورة

 فراغين نختار أن يكفيK الحقل علm ملا السعة منA=(a )ر مفروضة

 هذن نختار كان ،m الثاني أبعاد وعده م الأول أبعاد عدد شعاعين

 في}v{ قاعدة نأخذ. مثلاV(K)-K° وV,(K)-K° الفراغي

 النافي الشعاعي الفراغ في}w وقاعدة الأول الشعاعي الفراغ
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: بالعلاقة العرفT:K حب°K° فالتطبيق

m

T٢٧)=2 a1١'١ =ذ,٠٠٠٠٠n

 والفوقة ،]٧-٢[ النظرية استناد] ، وحيد خطي تطبيق هو

. A  المفروضة المصفوفة هي له المرافقة

 عى شعاعيين فراغينW,٧ لكن: المصفوفات تساوي٧-٤

 تطبيقنF,T لكن. الترتيب علىm, د أبعادما عدد ،K الحقل

 الصفوذتانB=)',$( دA )ر(= أن لنفرض.W الىV من خطيين

W, {w}٧ في F د}٧ {ر مفروضتان لقاعدتين بالنسبة [T و  المرافقتان
. الرتيب على

 التطبيقان كان إذا متساويتان أنهاB دA المصفوفتان عن نقول

. متساوينF وT المرافقان

 أن تعنيT-F أن نعر

٧٧e٧ : T(٧)=F(٧)

 يكونV }في٧{, القاعدة أشعة أجل من خامة وبصورة

T( F(v,)=(, ت , n, =ز٠٠٠,1

: كاث ولا
m

T(٧=)٤ a ٨ ا w،

w٤«»١=٤6 'ر
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m, وi=1٠٠٠ 'ره=6 'ر
n.,1,ز=٠٠ 

 أن نجد فإننا

 كانت إذا متساويتان واحدة سعة من مصفوفتين إن: نقول ومنه

• متساوية المصفوفتين في الموضع في التشاة العناصر

B=(6,) A=(a د  )ر لتكن: المصفوفات ججع٧ ه-

 للقاعدتين بالنسبةw الىV منF وT الحطبين للتطبيقين المرافقتين المصفوفتين

B A و w المصفوفتين يجوع نعرف. الترتيب على {٧},{w} د٧ في

 المطي التطبيق الرافقةC=(٣ )ر المصفوفة أنه ،عىA+B ب له ونرمز

w-٧ ج:T+Fأي المفروضتين القاعدتين بالنسبة :

m

٢1+٤)=)(٧٢١٤،

 بالعلاقة يعطىT+F الحطين التطبيقين بجوع إن

٧٧e٧ : (T-+F)(v)= T(٧)-+F (٧)

 تجدV في}v{, القاعدة أشعة أجل من خاصة وبصورة

(T F) (v,)= T(v,)+-F (v,)

= ٤ a,' w+ ٤6,' w

= ٤(a ' +-'ر6 ر ) w

: أن نجد وبالقارنة

Y,'= a, ' أ-+8 ر
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 ذاما السعة من مصفوفة هو واحدة سعة من مصفوفين جموع: ومنه

. اأوضع في امتشاة المصفوفتين عناصر :يجوع من مؤلفة وعناصرها

: بي ما السابق التعريف من نستنتج

 مصفوفتينB وA كانت إذا. تبديلية المصفوفات جع علبة(١)

 فان واحدة سعة من

A-B = B-+A

 ثلاثC وB دA كانت إذا. تجميعية المصفوفات ججع علة(٢)

 فان واحدة سعة من مصفوفات

(AB)4C= A4(B+C)

 تعريف الى فاستنادا واحدة سعة من مصفوفتاB وA نت6 إذا(٣)

: نجد مصفوفة منقول

(A- B)'= A' B'

. المصفوفتين منقولى موع يساوي مصفوفتن منقول أي

: فإن الصفرية لمصفوفةo ب رمزنا إذا(٤)

٧A , AO-OA= A

 المع لعملية بالنبة الحيادي العنصر تقل الصفرية المصفوفة أن أي

. المصفوفات على

 كانت إذا ب مثال
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·٠15 1-3[٠٠ :أ2 4

7 1 1٠-[
 فإن

٠-٠-٠١٠::]
: وأك

 إ؟:ا-+٠ ا:-
 جد ومنه

»/»{:]-٠٠٣
 تهن[%!!]-٤ وه

٠٠٠[:;:]
 حد ومنه

«8+w١+٥=٨٥+«+o=[']
8 5 6

A =(aر لتكن: الطقل من بعنصر مصفوفة غرب٧-٦( 
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T:٧- W K المطي للتطبيق مرافقة mxn الحقل على  السعة من مصفوفة

،]eK W كان إذا. الترتيب عى w} و٧ في ١{ د}٧) القاعدت بالنسبة

 القاعدتين بالنسبةT الطي التطبيق الرافقة للمصفوفةAA ب زمز فإننا

: بالعلاقة ، نعمK ، معرف)T إن. المفروضتين

٧٧e٧:(٨T)()=٦(T(٧))

: نجد}w), القاعد أشعة أجل ومن

(٨ T) 6,) = ٨ (T(v,)) = ٨٤ a/' w,

= ٤( a/) w,

: نحد ومنه

A=٨(aر٨'(=) a٨)٧)eK ,

 هوK من٨ كفي بعنصرK الحقل عىA مصفوفة جداء أن أي

.) بالعنصر بضرم(A اأصفوفة عناصر عن عناصرها تنتم مصفوفة

 رمزنا ولو-A(1) )ر-(= المصفوفة علل نحصل د[1 اطالة في

 ججع لعملة بالنسبةA المصفوفة نظير نمها فإننا-A ب المصفوفة هذه

. الصفرية المصفوفةA-(-A)-o لأن الصفونات

: المصفوفة منقول تعريف من جد

٧eK,٧A : (٨A)=٨A'

( الركبة الأعداد )حتلc اطقل عل٨ المصفوفة لتكن: مثال
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٠- 1- i
١· ب1

: بالشكل المعرفة

 ز12

: فإنC من=i-1 كان إذا

٠٠ -/أ-٠١٠+-["٠٠٦٢٠
-1-i 1-3i(1-i)(2-i)-(1-i)i

: المصفوفة هيA المصفوفة منقول إن

 'إ·ا

١٠:-٠:٦

.:1
(1-i) i

 -،٠» ل،

 ومنه

٠٠-["· :أ-٠
 عىmXn السعة من المصفوفات بجموعةL(m,n) بب رمزنا إذا

 وضرب ججع علي تعرفان]٧-٦[ ]د٧ [ه- فانK التبدبي الممل
)L )د, المجموعة علK الحقل من بعنصر m.التحقق بسهولة ويكن 

 وبالتالي عققة] -ه٢[ من ه ضا و -جه١ ج الحواص أن من

: النظرية عى نحل
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 ا.لمع بعمليي المزودةLm,n) المجموعة تشكل: نظرية٧-٧

 فراغا]٧-٦ ]د[٧ [ه- في العرقتينK من بعنصر والضرب
.٨ الحقل عى شعاعا

 فراغات ثلاثةW وV وU لكن: المصفوفات جداء٨٧

 لكن. الترتيب عىm دn و م أبعادها عدد ،K الحقل على شعاعية

{ u} . كانت إذا F. ٧ ح W T:U و V ج  الطيان التطبيقان

 حث ،W في قاعدة}w٤ د{٧ في قاعدة}v{ دU في قاعدة

P٠٠٠ و,i=1و n,..٠,j=1د m.,٠٠,k=1، مصفوفتان فوجد 

B=16,"1 nx د ]=A م السعة من a,] ، [ ٧-٢[ النظرية استنادا

: أي ، الترتيب عىF دT ل مرافقتينK المقل علىmxn السعة من

T(2=ه( a٨v , i=1٠٠٠٠٠P

F(w,)= ٤6٨w1,ء, =ز٠٠٠٠٨ 

 التطبيقات زكب خواص استناد] ،F٥T المركب التطبيق إن

W U الى ]-C من غطي تطبيق ، المطية ٢[ مصفوفة يوجد وبالتالي

 أيF هT المركب للتطبيق مرافقةK عىmx م السعة من

(F (T ه () = ٢٤،"w،

 لمصفوفةB.A الضرب حاصل مصفوفةC=[,4[ المصفوفة هذه نسمي

Aبالمصفوفة B.المصفوفة عناصر ولكتابة Cالمصفوفتين عناصر بدلالة 

Aو Bنكت، 
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(٤ 02)(u,)= FT(u,)) ( ( التطبيقات تركيب تعريف حب

= F(2 a# v,)

= ٤ a,/F(v,)

= ٤a/٤ 6,'0،

، w/6«لإ- أ 

=٤٤6"/ /ه١ ،

/a٦ =،6٤ ر٤

(Fخطي تطبيق )

 أن نحد وبالقارنة

 أعد: لأشعةA, ب وB المصفوفة أسطر لأشعةB٤ ب رمزا وإذا

B4, أن نجد فإنناA المصفوفة . A=,لاشعاعن العددي الداء)٦ ا 

 كتابة لامكن وبالتالي

C- B.٨-
B2A B? A, H2 A,
B1 A, B'A, ٠.. B1A  م

B° A, B" A٥ ... Ba A,

، R  الحقل على شعاعة فراغات ثلاثة١ و٧ د٧ لك:٠ مثال

١ في قاعدة(v٠٠٠١ لتكن. الرقيب عى و,و,، أبعادها عده

,v) و v, v5)في قاعدة Vو (w٨,w٥,w٥٠,w)في قاعدة \•
- ة1 و٤9
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 بالشكل معطى >طياً تطبيقاT:U ح٧ لكن

T(u٧٥+-2٧-,٧٥3=ر( 

T(u٥) = 4 ٧,-+٧ و

 بالشكل معطى خطب] تطبيقاF:٧ ح-w ولكن

F (٧,)= w,-+ w٥-- w5- w

F (v,) =2 wر - w,-- w٥

w,- ٠ --و4 w٩F (v2=ي( 

: هيT ل المرافقة المصفوفة إن

 :ا-·1
: هيF[ المرافقة والمصفوفة

B =

1 2 2

1 ا-0

1 1-1

1 0 4

 الحداء مصفوفة إن

B.A

1 61 2 2
3 4

5 31 -1 0 -2 1
0 51 1 -1

1 0
1 -4-1 0 4
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 المرافقة المصفوفة هي المصفوفة هذه أن من مباشرة التحقق ويكن

. F T ه  المركب المطي التطيق

 البرهان كين تار التالة الحواص ، السابق التعريف الى استنادا ، نودد

. لسهولها للقارى. علها

 إذا إلا معرفة غيرB دA لمصفوفتينBA الجداء عملة إن٧-٩

. A B المصفوفة أسطر عدد يساوي  المصفوفة أعدة عدد كان

 السابق المثال ففي. تبديلية غير المصفوفات ضرب عملة إن٧-١٠

 عدد يساوي لاA المصفوفة أعدة عدد لان معرفة غيرAB أن نلاحظ

 فيAB ةBA فان معرفةA8 كون حالة في وحى.B أسطر

 العامة الحالة

 كانت إذا: مثال

٠+٢٠٠٦٠٠-٢٠٠٦
٢٠٠"١١:٠;١"٠:٦

٠٠ :أ٠1٢;٠--٢٠٠٦
. A8 BA ة  أن الواضع ومن

C B د A و  كانت اذا. تجميعية المصفوفات ضرب ملية٧-١١

 فإن معرفينBC وAB والجداءانK الحقل عى مصفوفات ثلاث
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: ويكون فان معرA(BC) و(AB)C الجداء

(A B) C= A(BC)

. المصفوفات عى ا.لمع لعملية بالنسبة توزيعية الضرب علية٧-١٢

AB B+C و C وكانت مصفوفات ثلاث B و A و  كانت إذا

: فان معرفة

A(8C)= ABAC

 فان معرفاBDً يكون بجيث أخرى مصفوفةD كانت وإذا

(BC)D = BDCD

 منقول لتعريف إستنادا ، فان معرفاABً الجداء كان إذا٧-١٣
: ويكون معرناBAً' الجداء ، مصفوفة

(A B)' = B' A'

 المصفوفة هي مصفوفتين جداء بكون أن يكن: ملاحظة٧-١٤

 وعل. الصفرية المصفوفة المصفوفتين ماتن من أي تكون أن دون الصفرية
: الجداء المثال سبيل

٦::T/-ا٤/:٠: 
: المربعة المصفوفات فراغ

 عللn رn السعة ذات المربعة المصفوفات بمجوعةL(n )د, لتكن

- ٣٨٥-



 في المعرفتينK من بعنصر واضرب ا.لمع بعمليي والمزودةF الحقل

٠]٧-٢ ]د[٧ [ه-
. ن. مصفرفة كل أي)Lnxn) من عنصر كل أن نعتبر أن م<,,

 شعاعي فراغ من خطي لتطبيق المرافقة الدفوفة هو(nxn السمعة من

(V(Kأبعاده عدد nالفراغ الى (V(Kفي مختارة لقاعدة بالنبة ذاته 

(v(K.1) كانت إذاeL(n, nاستناداً نجد، فإننا الواحدة المصفوفة 

: يلي ما ، المصفوفات جداء لتعريف

٧ AeL(n, n) , IA=AI=A  د ،(١)

٧A,BeL(n,n) , ABeL(n, n) (٢)

,L(n) على داخلية علية المصفوفات ضرب علية أن نستنتج nوف-ا 

,L(n) إذن.I عايد عنصر nالمصفوفات وضرب جمع بعمليي المزودة 

: العلاقة إثبات بسهولة عكن أنه ذلك الى أغف. واحدبة حلقة تشكل

٧٨eK , ٧A,BeL(n,n) ,

٨(AB) = (AA)B= A( B)

 ومنه

,L(n) تشكل: نظرية٧-١٥ nمن المربعة المصفوفات مجموعة 

 على جبر] ، المصفوفات وضرب جمع بعمليي والمزودةn لاn السعة

. K  اهل
]=i و ٠,٠  أمA=[a [أر مربعة مصفوفة عن نقول: تعريف٧-١٦

: كان إذا أيA/-A كانت إذا متناظرة

-٣٨١-



a, = أ a ١ أ , i,ز1 و٠٠٠= ,n

٠-٥٠ ا ه، [ز:ز]=ه اسد، نذ
 غر أو منتظمة أناA مربعة مصفوفة عن نقول: تعريف٧-١٧

 نقول وإلا. منتظما تطبقاT, ها المرافق المطي التطبيق كان إذا( شاذة

. شاذة أاA عن

 لتكن.٨ أبعاده عددK المقل عى شعاعيا فراغاV ليكن

]٦-١٠ لنظرية[ استنادا ، يوجد.٧ في قاعدتين}w }د)٧)

: يكون بجثT:VV وحيد غطي تطبيق

T (٧=)٧' , i=1,٠٠٠,n

.( وغامر )متبان منتظم تطبيق هذاT أن إثبات بسهولة ويكن

 يثل أن يكنV في المفروضتين القاعدتين إحدى من عنصر كل إن

• كتبنا فإذا. الثانية القاعدة عناصر في خطي بركب وعبد بشكل

(1) w= « فبز n.,و٠٠ i=1و 

(٧ غ=6 ذ٧)
 المطي التطبيق المرافقة المصفوفة هيA=[a [أ, المصفوفة أن فنحد

. T(٧)=2a+ ٧: لأن وذلك}٧) لقاعدة بالنبة T  المنتطم

 الى}v) القاعدة من الانتقال مصفوفة ونميها منتظمةA المصفوفة إذن
.}٧{ القاعدة
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 الشكل منF:٧ حV وحيد خطي تطبيق يوجد ، مشامة بصورة

F (v,') = ٧ , i=1,٠٠.,n

 هيB=[6[ المصفوفة وأت )لماذا؟( منتظم التطبيق هذا وأن

 نسمها منتظمة مصفوفةB فإن وبالتالي ؟( )ماذاF ل المرافقة المصفوفة

 ومن٠}٧{ القاعدة الى}v{, القاعدة من الانتقال مصفوفة

: أن الواضع

F0T=ToF= I ( الطابق )التطبيق

T F المطي لتطبيق العاكس الخطي التطبيق هر  فان وبالتالي

 ابداء أن أضا ونجد

AB=BA-I ( الواحدي مصفوفة)

: البنات

 بعد تطور مم الحطة المعادلات جمل دراسة عن العين مفهوم نتج

 علل المعين يقتصر فل ، عديدة رياضية مواضيع تطبيقاته شملت حى ذاك

 بل ا±طية العادلات جمل حاول مناقشة في ومرجة مريعة وسيلة كونه

• وغيرها الصفوفات دتب وفي للأشعة الخطي الاستقلال دراسة في يعتنا

 بالتبديل العينات بجث في البدء قبل القارى، لنذكر: تمهد٧-١٨

 ذلك مثال ونفا بجوعة بين فيه نقابل الذي]٣-١٢[

}1,2,3 }ح-{3,1,2{
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2 ب3 و1 ب2 و3 بد1 نقابل حث

 المجموعة قباديل على يلل فها اعتامنا سنقصر

{1,2,٠٠٠,n}

 ،ا »ن ة الجموء هذه فأخذت الأعداد هذه مواقع بن بادلنا أننا فرض

 ب ثل٤ شكلا

{ iر ,i» i,... و { م

: يكون مجث تبديلا نهs تطبيقا هناك بأن نعتبر أن المكن من

}S:{1,2,٠..,n}- {  مi ورذ وولأ٠•• و
» 3ي

i n ر بد1 يقابل وهو .. i و .i بو2 و • ع ن• ه٠

A={1٠2,٠..,n } } المرتبة للمجموعة متبادلة i, , i  وو.• وذو{ نسمي

. n ! A هو  متبادلات عدد أن المعاوم ومن. الرئيسية بالمتبادلة نسميها الي

 أجرينا إننا نقول ذإننا ما متبادلة من عنصر موقعي بين بادلنا إذا

 المتبادلة في متجاورن العنصران كان إذا بطة إا مناقلة عن ونقول مناقلة

 المناقلات من جملة من مناقلة أي زكب يكن أنه الواضع ومن اافروضة

 المناقلات من بعده الأساسية المتبادلة عن تنتج متبادلة كل وأت البسيطة

. البسيطة
 عددان فها وجد وإذا ،}i ,رi ,و٠٠,.i {و المتبادلة لدينا كانت إذا

 التبادلة -ذه ه في أن قلنا <زk >رذدi: يكون بثi رذدر

. الانتلابات من معيناً عدد] تحوي متبادلة كل أن الواضع ومن انقلابا

 يا٠٠+ ه انقلابات غسة}4,3,1,2{ المتبادلة تحوي فثلا

-٣٨٤-



4 و3,-3,1-4,14,2,-3,2

 فهي الرئيسية المتبادلة نمها الي}1,2,٠٠٠٠٨) المتبادلة أما

. انقلاب أي تحوي لا

. تحوم( التي الانقلابات عدد تغير بجوعة في مناقلة كل إن

 ونقول فرديا انقلاباتها عدد كان إذا فردية إنها متبادلة عن نقول

}3,2,1{ المتبادلة إن. زوجيا انقلاباتها عده كان إذا زوجة إنا عنها

. زوجة}3,1,2 والمتبادلة فردية

 وأجرنا( زوجية) فردية}i .ويذو,٠,.i ،) المتبادلة كانت إذا

 أننا نفرض ذاك لبرهان(. فردية) زوجية تصبح فإنا مناقلة فها

i i ر يسار عى لنضعه i ،رر ننقل بأن وذلك  ر ذو ء+ ن العنصر بين بادلنا

 الوضع في ليقع رذ نقل مم بطة مناقلةk الى هذا أجل من ونحتاج

 ببطة مناقلة-1 الى هذا أجل من ونحتاج رز إب يشغله كان الذي

 وهو2k-1 هو الانتقال فذا الضرورية البطة المناقلات جموع ويكون

 فردي عدد

 الناقلات من بعدد الأساسية المتبادلة الى متبادلة من ننتقل أن مكننا

 من ننتقل أ مثلا فيمكننا: غتلفة بأش&ل الأمر هذا ويم البسيطة

 بن نبادل أن وهي واحدة ببطة بناقة}1,2,3{ }الى1,3,2{

: الشكل وفق بطة مناقلات بجمس بذاك نقوم أن بكننا}3,2 موضعي

}1,3,2 }ح{3,1,2 ح{}3,2,1 }ح{2,3,1{

 ح}2,1,3 }ح{1,2,3{

٢٥ م- -٣٨٥-



 المتبادلة كانت إذا دوما فردي العدد هذا أن الواضع من أنه غير

 المتبادلة كانت لو لأنه ، زوجبة المتبادلة كانت إذا دوما ذوجي وهو فردية

 المتبادلة هذه لنجعل البسطة المناقلات من زوجي عدد الى واحتجنا برديه

 فردية تصبع( الأساسية المتبادلة ر الناتجة المتبادلة فإن الأساسية المتبادلة

. زوجية متبادلة وهي انقلاب أي لاتخوي الاساسية المتبادلة كون ينافي وهذا

 معرناً شعاعاً فراغاEً لكن: اغطية التعدد التطبيق٧-١٩

 من عنصر كل بن يربطK فيEs تطبيقا ؟ وK التبدبي المقل عى

%Eمثل (a.و٠٠» a,,a)من بعنصر Kله نرمز 

f (a,,aو٠٠» .,a ( م

 كان إذا فيا م المرتبة من الحطبة متعدد إنه£ التطبيق هذا عن نقول

 فرضنا إذا أيa,,a.«,٠,.a, الأشعة من شعاع لكل بالنبة خطياً
: يكون فإنهa رa +ر'a ر"

f (a,,a2,٠.., a'ر +a" a,... ور ( م = f(a,, a2». ٠٠ و a ( ر و٠٠٠ و8 م
M+- f(a ( مa,a١٠٠٠٠ ة,ر٥ د٠٠٠ و

f ,, ة) a2د٠ ..,h aر٠, ..,aم ) =]f(aر , a2 ( مa و٠٠٠ و31 و٠٠ و.

. eK  كان مها وذلك

a, .دوf(a,,a٠٠ قاعدة(e ,ر62«٠٠,.e٥) نفرض  )م لحاب

 القاعد: ه-ذه. عى جركباته معرفa وأنE الشعاعي الفراغ قانونية
 بالشكل

 (=,ةa,',a,°,٠..,a )"ر=٤ ا'رهe ,ا
i1=ر 
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f (aر , a ٥ و٠٠ و. a ( م (٤٠a٥٠٠٠٠٠٩٠)4ة6٠ ا 

(٢4٩٠٠٤٠٠aابه افه٠٠٠٠٠٠٩٠} }

,±- بم غ امم.•2 م٠4»٠٠٩٠٠٠٠٠٠٥ ء١

 التطبيق عن نقول: المتناوب ا±طية المتعدد التطبيق٧-٢٠

: اشطة المتعدد

f(a,, a5, ٠٠٠ و aم )(a1 a و a وو٠٠٠ و  )م ح

: كان إذا فها متناوب إنه

f (aر , a a ,و٠٠٠ و =( م o

i, • ز متساوين غير عددان وجد إذا a1=a  ر يكون بجث

 تطبقاً ؟ كون الى استنادا يكون فسوفa ر-a-,٤+y فرضنا إذا

. خط]

a)f (a,,٠٠,x+y,٠٠,x+y,٠٠a ٠٠,٤,٠٠,,f(a=( م x pو و··و 

a,)+ f (a ,,a,)+f(a,٠٠ ,¥و٠٠,Y ,ر٠٠ و ٠٠,٤,٠٠y و  و و·· م

+f (a,, ٠٠Y و ,٠٠y و ٠٠ و a)

 معدومتان السابقة الأربعة القم من والأخيرة الأولى القيتن إن

: لدننا ويقى متساوين متحولين تخويان لأا

f (a,,٠٠,y,٠٠,٤,٠٠,a٨) + f(aر , .,x, ,٠٠y و •٥P٠=(,٠a و
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 متعدد تطبيق متحولات من متحولن بين بادانا إذا أنه يعي وهذا

. إشارتا تغير التطبيق هذا قيمة فإن ومتناوب الطبة

 م السعة من مربعة مصفوفةA لتكن: المعان تعريف٧-٢١
 بالشكل الاعدة هذه بدلالة ونكتهاA, ب أعدها لأشعة نرمز

(3) A= (A,,A (٥,٠,.٨ م

 ذات المربعة الصغوذات مجموعة عى هet ب له زمز تطبقا لنعرف

 عرفت الذي الحقل ،K من بعنصرA مصفوفة كل نقابل بجثn السعة

: أي ، الذكورة المصفوفات مجموعة عليه

det (A) =٥(A) , ٥(A)eK

: التالة الشروط التطبيق هذا مجقق أن ونشترط

. ومتناوب الحطة متعددdet التطبيق إن )آ(-

 المربعة المصفوفات بجوعة الواحدي لمصفوفة1, بب رمزنا )ب(-إذا
: فإنn السعة ذات

(٩) det(e,,eو٠» .e٥=)٥(l)=1

 يعني وهذا موجود سابقا المعرف التطبيق إن: نظرية٧-٢٢
- و٦ ي: كا بط أن  و ن. ء ،هذاK مم بعنصرn العة من مربعة مصفوفة كل•

. وحد العصر

 الصفوفة لتكن المتبقة في

A= (٨,,٨,,٠.,Aم )
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 ولنفرر

A,(a,", a,, ٠٠ و a,")

n21A=(a02٥٠@٥ و٠٠ و")

٨21-A,=(a0٨ و٩٨ و٠٠ و٥)

 الذيE الشعاعي الفراغ في قاعدة(e,,6 «و٠٠٠ وe). فرضنا وإذا

: بكون فانهA المصفوفة عليه عرفت

det (A) = det (a' eر +a, e٥+٠٠٠+a,"e ٥,٠٠٠ و

(a" e٥٥+,٠٠٠+٥3e+e'ه٠ 

 نغد فاننا الحطة متمدد تطبيقاdet باعتبار التركيب هذا نشرنا إذا
 حدا عم من الركيب هذا يتكون(.2) التركيب مشه شكلا

 الشكل من
21 ه eia)a١ di, ٠٠٠a٦٨ det (e٨, , e ٠ و٠٠ و

{1,2,٠٠٠, n } ,,i) المجموعة من كفة عناصر  وذ... )يذو حث

 الحدود إلا معدومة الحدود هذه كل فان متناوبdet فرضنا أننا عا

 إذا .فها أي منى مثق متباينة(i ر,i٥ و...,i), العناصر فها تكون التي

٠ {1,2,٠٠٠,n}  المجموعة متبادلات إحدى كانت

 الاساسية المتبادلة عن تنتج}i وذو و...,i{, التبادلة ان لاحظنا وإذا

(n.,1,2,يكون فإنه به له نرمز الانقلابات من بعدد}٠٠ :

det (e, , eu,, ٠٠ و e٧(1م(=)- det (e,, e ٧(1-)=(e٥ «و٠٠ و
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 مثلا واعتبرنا =)(هi,, (ى2=)i وو...,٥(n)=i, فرضنا إذا

 فرضنا وإذا(٠٠٠,n,1,2) متبادلات جموعةG. من لعنصر

: يكون فإنه6-(=1)٧

(5) "]detA-٤,٩٤٤, ,ه'٩٠.«
i(٥)G(٥)٥,€٥ G@

 بجوعة من كيفية مصفوفةA والمصفوفة قاما مع الاجن الطرف وجما

 أن ويكننا. موجودdet التطبيق فانn السعة من المربعة المصفوفات

. ومتناوب الحطبة متعدد(s) بالشكلdet التطبيق أن بسهولة نبرهن

: أن نبرهن أن بكد:ا كا

g (e1,6 =( مe و.. و p = g (A , ,ر8 و ..,Aي )=

A,..,det )م (A, Aر٥ -

: العلاقة جقق المطية متعدد تطبيقا ى كان إذا أنه الى يؤدي وهذا

٤(e162  =)مe1 و.. و

g فإن =detالتطبيق أن عى مايبرهن وهذا detوجيد .

 عندماn الدرجة من معي فنقول مصفوفته رتبة الى المعن عادة ننسب

. nXn . السعة من منتظمة مربعة بصفوفة يتعلق

2 ر2 السعة منA المصفوفة كانت (إذا١): أمثلة٧-٢٣

: (أنs) من نستنتج خإننا

a,' aو '  ء»٨ امه--']٠٠٠٠-٠٠٠٨
a, a٥°

٣٩٠٥ -



 (الاولى2,1 (،)1,2) فقط٨ا متبادلتي تحويG, لان وذلك

. برديه والثانية زوجية

 قطعتي بن موضوعا ذاته المصفوفة بجدولA المصفوفة لعن .عادة نرمز

: أي اقولتن مستقيمتين

:::١ a,' aو '

a1° a,
= a'٠a,- aو٠' a,

 منها لعنصر ورمزنا3 لا3 السعة منA المصفوفة كانت إذا(٢)

 مها ثلاث متبادلات ست}12,3{ للمجموعة يكون فإنه اره بب

: وهي زوجية

{1,2,3} ,{2,3,1} , {3,1,2

 وهي فردية منها وثلاث

{1,3,2} ,{2,1,3}, {3,2,1}

 الثالثة الدرجة من المعن قيمة عندها وتكون

a' a " 'و ده
a. a, ,31 2 ،3

a,' a,' a,3

-(-1) ٠a١' a a1+)-3و ).aو ' as3 a,3 +(-1)? .aاو a,2 aو '

+ (-1)٠a٨' a3 a,3+(-1) . aو ' a, a' +(-1)٠٩a,'a٩ a,>

= a' a, a +٥ ف aو ' aو a3ر + a ' ء a, a,3

- a' aو a,3- a» a, a»3 aو ' as a,3

- ٣٩١-



: لهمينات الرئيسية الخواص بعض

A4 nn كان وادا A السعة من مصفوفة  نت6 اذا٧-٢٤

 فان المصفوفة هذه منقول

det A= det A'

 ولنفرضهA ب. المتعلق المعن منشور حدود من حد لنأخذ: البرهان

 الشكل من
21 م

44e ٨ ر «e«4ر٠٠٠ e( (1) رم

 مرتبة الدنيا الادلة فيه تصبع بجث فيه المضاريب مواضع بن لنادل

 شكر العليا الادلة عندها فتأخذ(٠,n.,1,2) الطبيعي الرتيب وفق

 انقلابات عدد كان اذا أنه الواضع ومن(1)٤(2)..٤(n) نفرضه جديدا

 الاول العدد كان وإذا زوجياً م انقلابات عدد فإن زوجاً ى المتبادلة

 المتبادلة الى ه من الانتقال لان وذلك أيضا فردي الثاني فان فردياً

 من تنقلنا التي الانقلابات عدد يادي الانقلابات من بعدد يجري الاساسة

 حسب م؟ ة أن الى يؤدي هذا ان.٤ المتبادلة الى الاساسية المتبادلة

 التالي الشكل الذكور الحد ويأخذ الرمز هذا تعريف

٤٤a,"0 (2) إ٠٠٠٢6٩, »؟٥١ 1 و ه

det منشود من المقابل الحد هو هذا إن Atمنشور من(١) للحد 

. المطاوب يثبت وبهذا برهنا6 متساويان وهها(١)

 في نبدل أن النظرية هذه الى استنادا يكن: نتيجة٧-٢٥

- ٣٩٢ -



. عود بكامة سطر كامة التاليثين النظريتين من كل وفي المعن تعريف

 باضافةA مربعة مصفوفة عن نتجت مصفوفةB كانت إذا٧-٢٦

F k الحقل من  أعدها أءد بعدد و٥ بعنصر مركباته ضرب
det B = det A  فان

det B det(٠٠٠,A٤+k A,٠.,Aر٠٠, )

= det(٠..,A٨,٠٠ و٨ ,ز٠٠)+k det( .٠,A (.. ,ز٠٠ و زء و

det Aد 

A : المصفوفة أعد: أحد كان إذا٧-٢٧ detA-  ه فانه صفرا

det (A,٠٠,0 =( مA و.. و det (A ,٠.,0 b,٠.,A)=

=0.det (A,٠.,b (A و.. و =0

 العنصر جداء شكل على صفري شعاع كل كتابة يكن حث

. كفي بشعاعK المقل من الصفري

 نلخص أن الأخر: النظريات وعى التعريف عل اعتادا يكننا وهكذا
. بلي ما اللعن الرئيسية الحواص

 مبادلةA المربعة الصغوفة عن الناتجة المصفوفةB كانت إذا(١)

٠ detA- det B  فإن( الترتيب عل الحافظة مع) أعدتها مع أسطرها

 عبادلةA المربعة المصفوفة عن الناتجة المصفوفةB كانت إذا)(

. det B =-det A  فإن( شودن) سطرن

 بضربA المربعة المصفوفة عن الناتجة المصفوفةB كانت إذا(٣)

- ٣٩٣ -



 فإرت صفري غيرK منk بعنصر( )عمود سطر ع-اصر جيع

. det B=k det A

 بصربA المربعة اادفوفة عن الناتجة المصفوفةB كانت إذا(٤)

 الى العناصر هذه بجمع تمK من بعنصر )ود( مطر عناصر جيع

. detB = det A  فان آخر( )عود سطر من المقابلة العناصر

 خطبا مرتبطة أعدم، أوA مربعة مصفوفة أطر كانت إذا )ه(

 مصفوفة في( عودان) ساران تطابق إذا خاص وبشكلdetA=٥ فان

 أمفار]( أهد: أحد) الاسطر أحد عناصر جيع كانت إذا أو٨

. det A=0  فإن

det ة ه كان إذا العكس وعى Aالمفوفة أسطر فان A(وأعدتها 

• منتظمةA المصفوفة أن أي خطبا مستقلة( كذلك

: المينات فرب

 على معرفتينn رn السعة من مصفوفتينB وA كان إذا٧-٢٨

: فانK واحد حقل

det (B. A) = det (B) . det (A)

 استناداً فيكونA لاهد(A,,A,٠٠٠٠,٨٥) ب لنرمز: البرهان

•]٧-٨[ المصفوفات ضرب تعريف الى

B .A-(8.A, B.A,,٠٠٠,8.A,)

.1 رn السعة من مصفوقةA اعتبرنا حث

- ٣٩٤ -



: التطبيق ولنعرف متحولاA و نابتاB لنعتبر

(1) f(A,,A0,٠.,A٥) = det (B A,, (,BA,.٠,,A ا

 أن عل ومتناوباً الطية متعدد تابعاdetً كون الى استناد] نبرهن

: الى]٧-٢٢[ في قدمناها الي بالطريقة ونتوصل ومتناوب المطية متعدد٤

٤(٨,٠٨٥٠٠٠٠٨٥-)٤٣٠)٤٠٤٠ ",هF,4)٠٠ )«".ه
٤ eG٥

- f(I) det (A)

. n  المرتبة من الواحدة مصفوفة1, عيث

 حد فسوف1, بد٨ عن(1) العلاقة في استعضنا إذا

f(I,)= det (B e, + Bc,+٠٠٠+B eم )= det (B)

: لان وذلك

B B,,B رء eو =B, ...,B e,=B,

 إلا معدومة عناصرها كل واحد عود ذات مصفوفةe, تعتبر حيث

. الواحد يساوي فانهi الر{ ذي العنصر

 التالي الشكل(2) العلاقة تأخذ تقدم ما نتحة

f(A) = det (B.A) =det (B). det (A)

. الطاوب وهو

: عوه( )أو سطر عناصر وفق المم نشر

 المربعة المصفوفة عن الناتجة المصفوفة نسمي: تعريف٧-٢٩

-٣٩٥-



A=[ a[' ر a ر جوان اللذن والعمود السطر بجذف  ر4 العنصر صغير
 الجبري المتمم-(1'+) ب الصغير هذا مع ضرب حاصل ونسمي

aلا . A,4  ب له ورمز

 المصفوفة منa قي العنصر فير هي
an' ]٠ مد-[.' وه

 اوa مر ،5 ا ه1'
0 و3

:٢ أ8
 'ءهa 'و

 به [بث
a, a3و a,3

. A  °ي الجبري المتمم

: :إت نظرية٧-٣٠

detA = a, A, + a,4 A,' +٠٠٠+a٨٤A,'

 الأسطر أحد عناصر نضرب أن يكفي مصفوفة معن لحساب أي

 المعين نشر القاعدة هذه تسمى) الناتج نجمع مم لها الوافقة الجبرية بالمتمات

.(k }  الر ذي السطر عناصر وفق

 السعة من المربعة المصفوفات بجوعة عل ؟ تطبقاً لنعرف: البرهان

 مصفوفة كل تقابل بجثK الحقل الى مركباتها تنتمي واليnx م

: هوK من بعنصرA=(A,,٨ ,و٠٠٠,٨٥)

a,' 4,+ a, A,+٠٠٠+ a,٨٨

: أي

٢(٨)-f(٠,٨٥,٠٠,A٥)= a,' A,+٠٠٠+ a٥'A,٤

- ٣٩٦-



 في المذكورة الشروط جمع يجقق التطبيق هذا أن برهنا فإذا

 يكون وحيد الشروط هذه يمقق الذي التطبيق أن وبا]٧-٢١[

f(A)=detAالمطاوب ويم .

 ذلك أجل من ولنبادل متناوب المذكور التطبيق أن أولآ لبرهن

 عودن بن بادلنا لو ماثل البرهان إن) والثاني الأول العمودن بن

 العناصر صغيرات في والثاني الاول العمودان بذلك فتبادل( كيفيين

Aي , A,,٠..,A,'  الجبرية التمات فإن وبالتالي اه, ومه٠٠٠٠ ه٥4

 الضروب لأن كذلك إشارما تغير فيA٠ ,اA4 أما. إشارتها تغير

 تبادل بسبب إشارته يغير الجري المتمم تعريف في الوارد-(1 +أ)٤

: أن فجد وهكذا والثاني الأول العمودن موصعي

f (A٥,A,٠٠,A٥)=-f(٨٠٨٥٠٠٠,٨٥)

 )انA في والنافي الأول العمودان تطابق إذا أنه ذلك بعد لنبرهن

 الأول العمودان يتطابق فإنه( كيفان عمودان تطابق لو ماثل البرهان

 يكوب وبالتالي و"وه ومه٠ و.a "م العناصر صغيرات في والثاني

٠٠=.٨٥٥,=A,= A.عن جتلفان فلا والثاني الاول الحدان أما 

 فإن هذا وعى بالاشارة إلا( والثاني الاول العمودن لتطابق) بعضها

٥(=f(Aعندثذ .

. للقارى، فنتركه(I)-1£ وأن التطبيق خطة تعدد برهان وأما

 المصفوفة معن يساوي مصفوفة معن أن عا: ملاحظة٧٣١

: بي ما الاخيرة النظرية من نستنتج فإننا عا المنقولة

det A = a٤'A٤'+ a٤4٤2+٠٠٠+ a٤" A٤"

- ٣٩٧-



 بإلتمات الاعد: أحد عناصر نضرب مصفوفة معن على لحصول أنه أي

 وفق المع نشر القاعدة هذه تسمى) الناتج نجمع نم الموافقة الجبرية

( k }  الر ذي العمود عناصر

: مثال

 المعن قمة احب

٥12

6 2 -2

3 -3 1

: يساوي أنه فنجد الثاني السطر عناصر وفق المعن لننشر

6X(-1)+١
1 ٥

-3 1
+2X(-1)٩+2

2 0

3 1
٢

2 1
+(-2)X(-1)2+٥

3 -3

-=6(1+)2(2-+)2 -د)و-(20

 عناصر أو السطر عناصر وفق المعين ننشر أن المفيد من أنه لنلاحظ

 الثالث السطر ذربنا فاو الاصفار من مكن عدد أكبر مجوي الذي العه،

 يادي أنه نجد فإننا الثاني لطر أضفناه نم2 ب

2 1 0

12 -4 0

3 -3 1

- ٣٩٨-



 نجد الثالث العمود عناصر وفق المعن هذا وينشر

21x(-+٥\
 ا١-

=- 20

• نتيجة٣٢٧

1

aر ' Aر + aو ' Aلي٠٠+ +a,'A,0أ= 

a٤'A,'+ a٤2 A,٩.+٠+ a٤ A,"=٥

(k ( زو

(k (j ة

 ووضع ز الطر برفعA عن الناتجة المصفوفةA' لتكن: البرهات

 وبكوتA منk زد السطران يتطابق فعندئذ منه بدلا السطر

٥'=detA.الات لننشر 'detAالسطر عناصر وفق kعلى فنحصل 

 أعدة متعملان ذاته الطريق نسلك الثانية عى للحدول. الاولى العادلة

 أسطرها من بدلا٨

 اللتات لصفوفة المنقولة المصفوفة٦ لتكن

٨,1 A,21 1

٨٨'٨٨3

(٢) نتيجة٧-٣٣
 المصفوفة أيA ل الجبرية

٨,°

٨,°2

n21 ٠٠٠٨٨٨ A٥

det أ, الواضع من A) det ة٥ وبفرض وبالتالي7.٨(=1 Aوبشكل 

A .٨ = l
detA

-٣٩٩-
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 أناnn السعة منB مصفوفة عن نقول: تعريف٧-٣٤

: بى ما تحقق إذا ، ذاتها السعة منA المصفوفة معكوس أو مقاوب

A.B =B.A د I Iالواحدة المصفوفة )

 وبالماليA-١ بالرمزA امصوفة معكوسB للمصفوفة عادة رمز

: الشكل من السابقة العلاقات تصبع

A.A-١-A-1٠A=I

 المصفوفة هيA المفوفة مقلوب أن نجد]٧-٣٣[ النتيجة ومن

AA1- •detA تت

: مالي]٧-٢٧[ من( )ه الحاصة ومن العلاقة هذه من نستنتج

A  مربعة لمصفوفة لكون والكافي اللازم الشرط: نظرية٧-٣٥

. منتظمة ،A ، المصفوفة هذه تكون أن هو( )معكوس مقاوب

 المصفوفة مقلوب أوجد: مثال

 ::ا·١
 ، رأينا} ، «وA المصفوفة معن إن

det A =20

: هي الجبرية المتمات وأن

A,1=(-1)2
2 -2

-3 1
=-4 , A1ي=)- )

- {0

6 -2

3 1
=-12



6
2 -,A د24 1 -(د1 ق)

0A,'=(-1)\
] = ٤

3 -3 -3 1

2

·'-،
2

1 \(1-)=,٢٨= و
°,A و =(-1)٩

3 و 3 -3

1 0
A,°=(1)2=-ر١ 

2 -2

02 ٨- ;ا، -ا'٠٠٨ ;ا«- ا'٠ 266 -2

 أرت محد ومنه

 ء {{إ+1
3 ر3 السعة من المصفوفات معينات لحاب: ملاحظة٣٦٧

 التوالي عى والثاني الأول العمودن المصفوفة ين الى نكتب

a '0a و1"a,'a٥' و
a22a,7as%a.22a,7

a,3a,3a3و a,3a,3

]٧-٢٣[ من(٢) في علها حصلنا التي النتحة في النظر أمعنا فاذا

 الاسامي القطر عناصر جداء في+ بإشارة البوقة الحدود أن لاحظنا

',aa قو aالمدن من له الموازين القطرن عناصر وجذاء٥ •

٢٦- م-٤٠١-



a,'a4م a,3  الثانوي القطر عناصر جداء. فبي- بإشارة المسبوقة الحدود أما

 فلحساب. البمي من له الموازين القطون عناصر جداءات مع
 المعن قمة

2 1 0

6 2 -2

3 -3 1

 فنحد والثاني الأول العمودن ينه الى نكتت

12012
٥6 2

3 -3

6 2 -2

3 -3 1

٩-,٩,6 هي والموازينله الأسامي القطر من كل عناصر جداءات إن

 ,ة12,٥ فهي له والموازين الثانوي القطر من كل عناصر جداءات أما
. هي العن قمة فان ولذلك

4- 6+0 -(٥+12+6) = 20

• المينات نظيفات بعس

• للأشعة اغطي الاستقلال ا-في

 المصفوفة أعدة تكون ي والكي اللازم ااشرط: نظرية٧-٣٧

AdetA= ٥ بكون أن هو خطيا مرتبطة

-٤٠٢-



 أن نستطيع فعندئذ خطا مرتبطةA أعدة كانت إذا: البرهان
: الاخرى الاعدة من خطي كتركيب٨, وليكن أعدها أحد نكب

A.٠٠+٨+A٥٨٥=,Aيكون وبالتالي :

.1,)dt (A, Aي٠, .,A)= det'(٨٠ A,+.٠+٨, A,A٤ ٥٥·٠ -و م

٥(=A..٨ ,و,A det (A٠+.٥(+Aو8 ,و٠,.٨, det (A٨ و=  و٥

 كانت لو لاا خطأ مرتبطة الا±دة فان4etA-٥ كان إذا وبالعكس

 ومنه ،A.A-١-1 فان وبالتاليA-١ مقارب ها ن6 ل خطا مستقة

drA. detA-'1أن عنه ينتج الذي الامر det A =oوهذا 

 للفرض غالف

 مصفوفة أسطر تكون ي والكافي اللازم الشرط: نتيجة٧-٣٨

Aبكون أن هو خطا مرتبطة detA-0بالمصفوفة نستبدل ذلك ولبرهان 

Aالمقولة امفوفة 'Aالمطاوب فنحد السابقة النظرية في .

 مصفوفة رتبة تعيان في٧-٣٩

 ،تشكلK الحقل عىmxa العة من مفوفة\=.a,١ اتكن
• K° s من , جزئا شعاعيا فراغا٠,٠,8  المصفوفة أعدة أشعة

 جزئيا شعاعيا فراغاA1,٠,A° ، المصفوفة أسطر أشعة تشكل

Uمن °Kالجزي الشعاعي الفراغ أبعاد عدد نم Sالعمودية الرتبة 
•٠ ة' ة ، عيا ه

 الطربة الرتبةU الجزي الشعاعي الفراغ أبعاد عدد ونسميA لهصفوفة

A  لمصفوفة

-٤٠٣-



mXn =A السعة من مصفوفة [ar]  لتكن: نظرية٧-٤٠

 متساويتانA الطرية والرتبة العمودية الرتبة أن.K الحقل على

 أكبر وتكون.A المرافق المطي التطبيق رتبة م وتساويا

• PXp A السعة من  من منتظمة جزثة مربعة مصفوفة

(٢٧٨ ،٢٧٧ ،٢٧٦ الحلوة التارس انظر)

 حد]٧-١٧[ التعريف وإلى السابقة النظرية استناداً

 من مربعة مصفوفة لتكون والكي اللازم الشرط: نظرية٧-٤١

n n تساوي المصفوفة هذه رتبة تكون أن هو منتظمة n لا  السعة

٩ [{ةى]نادي المارة ربة اا ، مناد

 سه فه سبا دلاة :ز]ب ادة[ب بد
. منتظمة في وبالتالي

 خطية معادلات جلة حل٧-٤٢

: ٣٠٠٠,x,  المتحولات في التالية الحطة العادلات جلة لدينا لتكن

a,' ٤+ a ' و x٥+٠٠+ a٥'٤,=6,

a,2 »+ a, x,+٠٠+ a٥٤, =33  ه

(1)

a," ٤ ر + a٥" x,+٠٠+ a," x, =33  ه

- ٤٥٤



K i الحقل من معاومة عناصر6,,٠,.3 ه و 1,٠٠٠ ;a و  أ2 عث
-mز·1,٠.. و= 

(I) \=A المعادلات لمجموعة الامثال مصفوفة  [ر المصفوفة بمي

A K للمصفوفة المرافق °K الى ,T من الطي لتطبق  ب وسرمز

• K °K و  في الطبيعيتان للقاعدتين بالنسبة

863  ؟» {"]اد[[ ، اابة ،٠٤ تاي ا
٠6ا٣٠

: المفوفية بالعادلة(1) العادلات جة كتابة لامكن الترتيب علK و

(I) A x= b (}a/1,أ6,, -ز٠»- .,m)

 تصح الصفري الشعاع هوb الشعاع فها يكون التي الحالة وفي

: بالشكل1 الجة

(II) Ax0د 

•٠=٠ يا متجانسة جلة الحالة هذه ى الجلة وبم

: بالشكل1 كتابة من لتمكنا٨ المصفوفة أعدة أشعة ى نظرنا إذا •= ل ة'

٤,٨+X٥ Aو +..+x, A. = b(IV)
 م٠٨

 فانI العادلات لمجة حلينx دx كان إذا

٨(x- x')=0

 ينتمي،x-' الشعاع فان وبالتالي.T٨(x-x) ه= ثانية وبعبارة

.٦٨ الطي التطبيق لنواة

-٤٠٥-



: الشكل من شعاع كل فان1 المعادلات لمة حلا« كان إذا أنه نستتج

x+٦ : ze KerT,

: ومنه.I المعادلات لجلة حل أيضا هو

 حلI للجملة يكون ي والكافي اللازم الشرط: نظرية٧-٤٣

ker) يكون أن هو (، وجد )إن وحيد T,-{o، تكون أن أي 
. n  تساوي الأمثال مصفوفة رتبة

p ،A، تاوي  الأمثال مصفوفة رتبة كانت إذا ، ثانية جهة ومن

 الاعد: هذه أث لنفرض. خطا مستقلةA أعدة من عموداp فيوجد

K° U من • جزئا شعاعيا فراغا الاعدة هذه تشكل A, ٠٠٠٨٠ هي

: بالشكل1v العادلة كتابة عندئذ ويكن م أبعاده عدد

xA+8٠٠٤ م, =b-(٤ ر+م8 م++٠٠+٣٥Aم )(V)

 للجمة لكون والكي اللازم الشرط أن العلاقة هذه من نستتج

، U b المزي الشعاعي الفراغ الى منتميا  الشعاع يكون أن هر حل٤

 ا ا ، كانت مها دها وعU ل منتميةA ,ر٠,.A, الأشعة لأن وذلك

K عناصر نجد أ فمكن K من,« و+٠٠ و٠ w, من٤ و٠٠

 في قاعدةA,٠,.A, الأشعة اعتبار يكن أنه وجا(.v) العلاقة تحقق

Uفان ,x.,ا ي ن برهنا د ة نكون وبذلك. وحيد بشكل تتعين,,#٠ 

: التالة النظرة

 أمثال مصفوفة ،A المصفوفة رتبة أن لنفرض: نظرية٧-٤٤

-٤٠٦-



 لجة لكون والكافي اللازم الشرط إن م. تساوي ،1 العادلات جلة

 العمود الشعاع ينتمي أن هوb مفروضة قيمة أجل منx حل1 العادلات

 أشعة من والتولدK من( بعدا م ا ذي) اجزفي اشعاعي الفراغ ا

,,x, جهولا م يتعن وعدها.A المصفوفة أعد: ..,xوحيد بشكل 

. كيفية تبقى تجولاً- م الا بقية أن حن في

b  كا إذا أنه٧ العلاقة من نستنتج(١): ملاحظة٧-٤٥

 =ر«٠٠=٤=,٥ فانIII المتجانسة المعادلات كانلديناججة المعدوم،أيإذا الشعاع

. للفرض غالف وهذا خطبا مرتبطةA,,٠٠,A, الأشعة كانت وإلا

 الصفر هو وحيد حلII التجانة المعادلات لجة يكون م-n الحالة وفي

m كان إذا(٢) = nالامثال مصفوفة فتكون Aالسعة من مربعة 

nxnبد الاولى المعادلة ضربنا .إذا ,'Aب والثانية ,A...والاخيرة 

 أن وجدنا الناتجة المعادلات وجعنا( الجبربة المتمات)A ب-,

(det A) x,-61 8,'+63,A3 +.٠+6٠ 4,"

 مصفوفة معين قيمة يثل الاخيرة العلاقة من الاعن الطرف قيمة إن

 عوضا ا الشعاع ووضع الاول العمود برفعA المصفوفة عن تتج

 وبالتالي عنه

(det A) x, = det (b , Aي٠, ., A)

det لو٥ كان فاذا Aنجد :

det (b , A2,٠..,A٠)
det ,ى د ، A

٤٩٧ -



: جد عام وبوجه

det (A,,0., A-1, b, A+ ( و•• و مط
Y ١- د detA

i n د1 و.. و

 كرامر قاعدة الاخر بالدستور الحطة ج#المعادلات حل قاعدة نسمي

4هيK تهي

٤0٨-



 كاود: ماره

1٠3٢:: {ء
: إذاكات-٢٤٩

:٠:-٥
: بلى ما فأوجد

DB', DB, CD, DC , 3D'-2B',D+C, 2D+B

: التعريف حسب لدينا: اطل

0-2 40-1 22D  ]ء- ،٠٠]-٠٠٨[
D B -2 4 0 6 1 -7 4 5  د٠]-- ،٠]-[٠ ،٠]-[٠٠ [م-7-

. )لماذا؟( معرف غرD+C المع إن

• أن نجد مصفوفة منقول تعريف حست

[:: +[:]
: ومنه

٠/-٠٠٦٤٦ ي ا:
- ٤٠٩-



3 D'-2B' =

 أرت خد

 [::ا
 حدDc الجداء أجل ومن

DC  لا:ا ".ا٢:::١
 عيرDB الجداء وكذاك )لماذا؟( معرف فغيرCD الجداء أما

.(٢ )لماذا معرف

: نجدDB الجداء أجل من

 ::-و-·::٦[::-
 اسدة ««ه م±اباسرة[أ:إ]ه -ا٢٥٠

2A3+A-I-الثالثة المرتة من الواحدة مصفوفة1 عث .

 لدننا: اطل

:2 6 41••1 1
1 = 4 31A2=AA= 1 1
1 5 412 1

 ومنه

{١٠ -



٠ إإ.ا::ا، -إ:
 }:-ا::!٦[

.٠2 أبعاد عددR المقل عى شعاعاً راغا٧ً ليكن-٢٥١

 تطبيقينT,F:٧-U لكن.V في قاعدة(e,,e), ولتكن
• بالملاقات معطين غطين

T (e,)=2e,- eو , T(e,)=3e,+2e,

F (e,)=5e,+e٥ , F(e,)=eر +e,

.T٥F F و ٥T F و T و ( من لكل المرانقة الصفوفة أوجد(١

 التطبيقات من كل وفقu=3e,-4e ه الشعاع غيال أوجد(٢)
F 0T F و T د

 المطي التطبيق المرافقة المصفوفةA-[a/٦ كان إذا(١): الطل

Tللقاعدة بالنسبة ,(e,e)يكون أن فيجب :

T«)-٤ a'٩
= aز ' e, + a, e,

 =ز1,2

 أ نجد وبالتالي

A=[a;أ ]= [::1
٤١١-



 بالنبةF الخطي التطبيق الرافقة امدفوفةB=[b,١ كانت وإذا

 بكون أن فيجب(e,,e), لقاعدة ا

٢«e)-ز1,2 غ٧= 

: أن تجد ومنه

·-٠-\;·/
 للقاعدة بالنسبةFoT المركب للتطبيق الرافقة المصفوفة إن نعلم و}

: أيBA الجداء مصفوفة هي(e,,e )ي

٠٢: 1::/ ١:]
K٥ المركب التطبيق المرافقة المصفوفة أنFTلقاعدة بالنسبة 

(e, e)الجداء مصفوفة هي ABأي :

 -٦"::/::ه٢::٦
F T ه  احطي لتطبق المرافقة المصفوفة عى الحصول ويكن هذا

: فنجدFoT المركب التطبيق الى بالرجوع(e,e) القاعدة بالنسبة

(F ٥T)(e)=F(T (eر ))-F(2e,- eء )

,(2F(e,)- F (eد 

- ٤١٢-

( خطي تطبيق)±



= 2(5 e, +eو )- (e + ر e ( و

= 9e,+6و 

 أيضا ونجد

(T و (e,)=17 e, +5 eه 

. BA  المرافقة المصفوفة على ونحصل

T ٥ F AB ل المرافقة  المصفوفة عى نخصل أن يكن مشاة وبصورة

» خال عى وشمل عود[[] بشعاع» الشعاع خل أن بكن(٢١

 المفوفي بالجداءT وفق

·(:٦-٢:-1 ٢-٠/
 أت أى

T (u)=6e,- ١1 e  ي

 فنجد مباشرةT بتطبيقw خيال على الدول بالامان ن6ك و

T (u) =T(3 e- 4eو )

3T(e,)- 4T (e٥) (Tخطي تطبيق )

=3(2eر - e3)4و(- e, +2 e6و(= e11ر- e  ي

: العمود بالشعاع يعطىF وفقu خيال وإن هذا

[1 :J;- [1
- ٤١٣ -



F وفقu وخيال oTالعمود الشعاع فو :

٠٠7٠1-١٠:١ ا-/·/ إ:
: العمود الشعاع هو٥FT وفقu وخيال

٠:"٦-٢::٢٤٦-٢:٦
• u  على السابقة للتطبيقات مباشر بتطبيق ن غيال على الحصول ويكن

x oy  المستوي في المعرف التحويل هندسياً تفر]ً -اعط٢٥١

 أو نتا ينلاه[{]-+٠ ث[ج]-=١٧-٨+ المدة
: أجل من وذلك( ه مبدؤها شعاعين

٠1٠٢٠٠١٠(٠"٤٦٠\٠١٠١٠;]
: اطل

[:·1٢:] []
 أما.ox لمحور بالنسبة تناظر] يثل

٠[: 'h٢%1 [٤١

 وهد·١

. ااطابق التطبيق فمثل

- ٤١٤-



 ويثل

·[: -I٢٤1-[١
: يثل6. الاحداثات لبدا بالنبة تناظرا

٠]٢٤١-٢٤١
 بعقه الاو الربع لنصف بالنبة الاول: تناظرن تزكب

: فإن وأخير].oy لمحور بالنسبة تناظر

٠[: 1٤1 [١
. oy  للمحور بالنبة تناظرا يثل

 +[ي"ازا.دنعرء، عن٢٥٢
: التالية ااصغوفات من كلا أوجد. -د?ز1 حث الركبة الاعداد حقل

AA' ، A2 ، iA

 نحد مصفوفة الحقل من عنصر غرب تعريف حت: ال

1 1i 2 1+i 2i
iA i+ إi1 د 3 -1+i 3i 1

2 i 0 2i 1 0

-٤ إ٥-

 المصفوفة وتكون



1 1- i 2 1 1-i 2A?=A.A=\ 1+i 3 1 1+i 3 1
2 ٥1 0 2 - i 0

7 4- 6 i 3-+i
4-6 i 12 2+5i
3i 2-5i 5

 أث

21+i1

1i 3 1

012

1 1-i 2
A.A'= / 1-+i 3

2 1 0

5-2i 4 1 ز-
4 8+2i 2-i
1-i 2-i 3

 م المقل عىaxn السعة من مصفوفتينB دA لتكن-٢٥٣

B-٨1 ٨I-A د B المصفوفتين جداء كان إذا تبدبلي A ب  جداء أن برهن

• فقط الحالة هذه وفيK منA عنصر كل أجل من تبديلأ

: فانAB-BA ان إذا: الطل

(A-٨1)(B-)1)-AB-٨(A+B)+)3I
-BA- ٨(8+A)+)I

( تبدلي الصفوفات )جمع

=(B-٨1)(A-٨I)

-٤١٦-



: K  من٨ كل أجل من كان إذا وبالعكس

(A-)1)(B-٨I)-(B-٨I(A-٨I)

: فات

AB-٨(A+B)+)I- BA- ٨(B+A)+)2I

. المطاوب وهوAB=BA: أن تجد ومنه

 كان إذا.nxn السعة من مصفوفتينB د٨ لتكن-٢٥٤

AB-BA١ فان-B-'A-١-١B-Aوأن 'A' B'=B' Aأيضا .

=AB العلاقة طرفي معكوس بأخذ: الطل BAنجد :

(AB)-١- (BA)-'

 من خيرة الا العلاقة تصبع وبالتالي (،2 )لماذا(88-)١-B-A١-١ لكن

. الشكل
B-١A-١- A-١B-١

 أن نجدAB-BA العلاقة طرفي منقول وبأخذ

(A B)' =(BA)'

 الأخر: العلاقة نكتب أ يكن مصفوفة منقول غواص وحسب

: .بالشكل
A' B' = B' A'

 الطاوب وهو

 التالة القطية التطبيقات المرافقة المصفوفات أوجد٢٥٥

٢٧ م- -٤١٧-



(١)T:R3-R3بالعلاقة ومعطى :

T (x٥,٤, x5) =(x,- ٤,,X +X٥+ x3)

)(R2-ج F: R4بالعلاقة ومعطى :

F (x, xوو x3,xر ) (X,¥2و- x,)

,٣)°G:R3-Rبالعلاقة ومعطى •

G (X , x) = (x, +x,,#1- ٣,,2x,+3 x,)

 بالنسبةR° من كيفي شعاع مركبات تثل(x,,٠,.x), حث

. القانونية للقاعدة

(y,,y) R9 ب رمزنا إذا(١): الطل ,x,,x) من  )و لحبا

 أيT وفق

T (w, , 32,x,) = (y, Yء )

 أن فنحد

y,=X- ٤ و

Y  =و1+٤ و¥+و

 المصفوفة هيT ل المرافقة المصفوفة وتكون

٠.[: ::]
F(٤,x٥, x3,x,)=(y,y,) : ( كتبنا إذا(٢

-٤١٨-



 أرت فنحد

Y=

y  و= و2٤ ر

 الحغوفة هيF الحلي التطبيق المرافقة والمصفوفة

B :::ا:  د

: كتبنا إذا(٣)

G (x , xء ) = (y, ,Y2,y,)

 أر فنحد

y١=٤+xو 

X د ¥= وY و

Y2=و x+3 x,

 المصفوفة هيG المطي التطبيق المرافقة المصفوفة وأن

-[} :]
F:R3 R -T:R3 و R?  الحطبان التطبيقان لكن-٢٥٦

: بالشكل العرفين

T (x,, x2, x -,x, =)ي-«(٢ و ( ي

F (xر , x,) = (x,,x +X2,x,- (٤ و

-٤١٩-



 بالنسبةR° من كيفي شعاع مركبات تل(x,,٠٠)«, حث
.' القانونية لقاعدة

 المطية التطبيقات من كل ونواة المرافقة المصفوفات أوجد

F,Tد FoTد ToFالمرافقة المصفوفات هذه من كل رتبة واستنتج .

: يكوب حيث(y,y )يeR? كتبنا إذا: الطل

: فإتx,T(x,,x٥ (=)وy,Y )ء

y,=X- X٥

Y -٥ و>= Xو 

: هيT ل المرافقة المصفوفة ومنه

٠::'
T  المطي التطبيق نواة إ

Ker T ,,x)} د ( يx, ولا eR3 : T (x,,xيد,و=٥( }

: فإت وبالتالى

3-, ولا=0

X2-X0ي= 

: أيx,=x يد=, أن جد ،ومنه

Ker T x1)} د , و#, xي ) eR3: x,=K,= { يد

KerTمن جزئا شعاعيا فراغا تشكل R3واحد أبعاده عدد .

-٤٢٠-



2 تساوي ،T ل الرافقة ،A والمصفوفةT الخطي التطبيق رتبة إذن

.( KerT R3 أبعاد عدد منه مطروحاً  أبعاد عدد

F(٢,,x٥)-(Yyء ,y,) ، كتبنا إذا F  التطبيق أجل من

: أت فنحد

y٤=٤,

Y  و= و¥+

Xو y - و= زلا

: المصفوفة فيF ل المرافقة الصفوفة وأن

·( :/
: F,  اخطي التطبيق نواة إن

Ker F={(x,¥,)eR٩ : F(x,,0ولا(= }

 إذن

 رلا=0

 لآ1 و¥+=0

X,- ٤ و=0

KerF{ أن أيx,=x =و٥ أن بجد ومنه = . صفر أبعاده وعدد0}

. R? B أبعاد عدد2 تساوي F المرافقة والمصفوفة  رتبة وتكون

 حداء ج هيFoT المركب المطي للتطبيق الرافقة الافوفة إن

-٤٢١-



: المصفوفة أيB.A للصفوفتين

٢٠-٨٠٠٠٦-٩"٦٩
:T حدR3 الخطي التطبيق ويكون R3ه Fلماذا؟() بالعلاقة معطى :

(F oT) (x,, ( ولا,و = (X,- +٤٥٠٤-٦ ,و٤-٥¥2 x٥)

: التطبيق هذا نواة أن بسهولة ونجد

Ker (F oT)={0}

. R3 BA أبعاد عدد3 تساوي F والمصفوفة T ه  رتبة أن أي

 المصفوفة فيT هF الرافقة أاصغوفة أن نجد مشا,ة وبطريقة

AB=
1 -1 0

0 1 -1

٥ ا-"٥-1

: :-\٠،
?T٥F:R? المطي التطبيق ويكون Rبالعلاقة معطى :·

(T ٥ F) (x,,x) = (-x٥,2xء )

: التطبيق هذا نواة أن ونجد

Ker (ToF)={(لآ ,x,)eR3 : (T٥ F) (x,,x0و(= }

}x,,0) eR):(0د{)ر, 

. واحد أبعاده عدهR? من جزئ]ً شعاء] فراغا تشكل وهي

 الواحد هيAB والمصفوفةToF رتبة ،وتكون

-٤٢٢-



 من بالاستفادة السابقة المصفوفات رتب على الدول يكن: ملاحظة

.]٧-٤٠[ والنظرية( الصفر جااف المنتظمة المصفوفة معين) المعينات

2x2  السعة من مصفوفة كل يقابل الذي ؟ التطبيق لدينا-٢٥٧

 بي ما وفق الحقل هذا من بعنصرF حقل على معرفة

٢
a,' a»'
a,7 a,3

= a, a»'- a,3 a٥° a, eF أ

 هو وهل ؟ المصفوفة لأعدة بالنسبة الحطة متعدد التطبيق هذا فهل

2 متناوب

 إن: الل

£
a,'+6,'

_a6,4ق+ 
 ءه

202
- (ar'+6,") a,'- (a13 +63) a,%

- (a,' a -' و a,3 a,3) +(6,' a٠'- 6,3 a,7)

a٥'6,'a2'a,'
£١ +f

a3,م_" ء a,22a٨°

: فإن٧)eF كذلك

£
» a,' a,'
٨ a,7 a.°

-٨ a' a,'- ٨ a, a,3=٦f a٤'
a12

0 و1

0 و2

 الأول العمود بالنسبة خطي فالتطبيق

٤٢٣-



 فهو الثاني العمود بالنسبة خطي التطبيق أن نبرهن ماثلة بطريقة

 ليس التطبيق أن نلاحظ ولكن. المصفوفة لاعدة بالنبة الحطة متعدد

 لأن متناوبا

٢
aو ' a,1
a4 a.32 1

- a»' a'- a٩ a,° = a,'a -' و a٨4 a,=

=f a"
a.21

 [دمه
 مه ل

. ±وديه بن نبادل 'عندما إشارته يغير أن يجب متناوبا يكون ولي

: -احسب٢٥٨

det

1 0 2 4

-1 2 0 0

3 1 -2 1

٥ 1 2 0

• يساوي أنه فنجد الأول السطر عناصر وفق المعين اننشر: اطل

2-1٥-0-2
113+ (-1)1+3 (2) det1-2(-1)+'det] 1

1 00٥21

--1 2
+(-1)+٩(4) det[ 3 1 -2 ١--٩+2+64-62

٥ 1 2

](٧-١([٤ داجع)) الأسفل من مثلثة مصفوفةA ت6 -إذا٢٥٩

-٤٢٤-



 أن فبرهن

det A= a,'a,°..٠a,"

: هي المثلثة المصفوفة لتكن اطل

- لا' وa وه1 د
a٥01

a2na. 3a٩0 ش

3 3C5 ٠٠٠ 0٥00٨-\

٥0 ٠٠٠a٥00

: نكتت]٧-٢٤[ في2 الدستور وحسب

detA-٤ 6 (o»%, ى%,0... ة
G

{1,2٠٠٠,n)  متبادلات جمع أجل من مأخوذ الجموع

 إنi-1 و..,n حيث (ىi) كان إذا إ%0 ه- أ ما

: على ونحصل +=ى؟1

detA =a' a, .٠٠ a,"

. المطاوب وهو

 مائل تناظر وذات مرم سعتهاA المصفوفة كانت إذا-٢٦٠

det ه- أن فبرمنF الأعداد حقل في1+1 لو ه كان وإذا Aإذا 

. فرديا م كان

 عندما مائل تناظر ذات إنما مربعة مصفوفة عن نقول)
. (aر = a,1 (i,1,2,ز٠= .., n)

٤٢٥-



: نلاحظ المعين تعريف الى استناد]: اطل

detA=det(-A,- =(A-٨ و٠٠٠ و

= (1)" det (A,,A,,٠.., A)=(-1)" detA

 يعطي المائل التناظر ذات المصفوفة عناصر ججيع إشارة تغير أن وبا

 المصفوفة معن قيمة أن وبا ، الأصلة المصفوفة منقول هي جديدة مصفوفة

: فان المقواة المصفوفة معن قمة يساوي

det A det د A' = detA

. A 'A منقول  عيث

: عد وهكذا

det A =(-1)" det A

. وبالتالي-(1--)1 بكون عندئذ ، فردياn كان فإذا

(1 + 1) detA-٥

: فان1+1 لو٥ كان وما

det A0د 
. المطاوب وهو

 فإن القبقبة الأعداد حقل هوF كان إذا أنه برهن-٢٦١

0 -1 3 -5 6

1 0 8 2 -10

det] -3 -8 ٥ - 1
5 -2 4 0 -11

-6 10 -1 11 ٥

-٤٢٦-
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 وبامعان. التقية الأعداد حقل في1+1 وo أن المعاوم من: الطل

 عدد =هs أن وبا. مائل تناظر ذات أا زى المصفوفة في النظر

 الصفر تاوي المعن قيمة أن السابق التمرن الى استنادا نستنتج غردي

. المطاوب وهو

 مصفوفةC ولتكنnxn السعة من مصفوفة٨ لتكن٢٦٢
 أن برمن.A دCAC-١ ولكن ، كذلك ملام سعها منتظمة

. det A' = det A

: نجد المعينات ضرب نظرية الى استناداً: الطل

det A' = det CA C-1= det C det A C-١

= det C det A det C-1

 الخاصة نخضع وهذهF القل من عناصر العينات قم أت وبا

 يكون التبديلية

det A' = det C det G-1 det A

= det CC-1detA =det I det A

: إذنdetI-1 ولكن
det A' =det A

: Van dermonde  درموند فان معين أن برهن-٢٦٣٠

X 2 n-1٤1 ر ٠٠٠٦1 ر
1 و ير2 ه1  و٠٠٠2 و

Aا-ي 
٩ ن» ، 4 ،

x2 x 1 م٥ إ-  و٥٠٠٠

- ٤٢٧-



(٧-,٤()٦-,٣)(x-x ٠)٠٠٠: أي [l(-  )ء يساوي

 لنفرض أولا: الراجع بطريقة البرهان ننجز أن يكن: الل

 فكون م=2 أن

,Xد ولا 
1 X1

1 X,

 الذكورة المطابقة أن الان لنفرض. المعطى الجواب مع ينسجم وهذا

، n  من أقل هي التي الوجة الصحيحة الاعداد جيع أجل من صحيحة

. n  أجل من صحتها ولنبرهن

-n العمود م العمود من لنطرح  العمود من ولنطرحx, ب غربه بعد1

n- -n العمود1 : فنجد ، وهكذاx, فربه بعد2

1 0 0 0

، Aث =
1 2-٩,x x-٦-١,3٤ و٠٠٠-x,3و٤- 

٠٠ ،٩٠ ي ن ، ي و ،

٣٥-٤١ x3-٤٤٥٠٠٠2٩-1-,x,·-1 n

: فنجد الاول السطر عناصر وفق لننشر

A٠ =

X٤- X,

 و٤

3,٣٠

2 X¥و٠٠٠ Xو 

xو °- ¥ X,

2»٣٥X٨٠٠٠

X, x,A-21-و2 ير٥ 
3 و-'x,X٥'3 لا٥ د

٦y ٠١٥,y٠-2
'n،1٥

 الاول. الطر عناصر ججع بن مشترك-,+(x) الضروب إن

: لذلك. وهكذا الثاني السطر عناصر ججع بين مشترك(x -ي٤) و

-٤٢٨-



1 -م2 X2 ٠٠٠ و¥
x.° ٠2x٠1 ٤«-(٠٠١iه.- 

1 من٠٠٠ لا٥2٨

 الاخير المعن يكون -د1 أجل من صحيحة المتطابقة أن با ولكن

 -.إ,إ٣0 ماويا
 أى

 -و¥(x٥)(x-,«٥)(٤-, )و«٠٠٠

: أن نجد وهكذا

A (٤ )و )و( -و¥( )و« )ر-( -و( )و-( لا٥)=

٠٠٠=٢I (x- (٣ ء
1> k

. الطاوب وهو

 كان إذا-٢٦٤

00010٤
 ب01 و00٥٠٠٠1

000.٠105-1D,=\ ٥

-1 d00

: أب فبرهن

D, - a. D,-  م-,D+ ر

-٤٢٩ -



 فنحد الاخير السطر عناصر وفق لننشر: اطل

0001a
 ب01 و00٥٠٠1

٥00٠٠1031D.-(-١)٩+٥-١-(١\)٥

000 ب11

00010

01 و000٠٠1

١+)٥/٥-)+01 و٠.001 ٥

10-0٥ ر- ٠٠٠0

 فننشره الاولل العن أما ،D, يادي الأخير العين ولكن

·-== اي اصر وفى الاخير العنصر باستثناء أضفار عناصره جيع الذي الاخير العمود عناه.:

 فنحد1 ساوى الذى
، ،

0 ر0001

01 و001

٥01.٠٠021D,=a,D,_,+/  ه

01٥00 -م٥

: لذلكD و_, إلا الاخير العين وما

D, - , ة D,-,+D,-,
. المطاوب وهو

- ٤٣٠-



• التاليةA الفوقة مع احسب-٢٦٥

- ٤1 1 4
0 t-2 1
3 2 t3

( الجبرية المتات لمصفوفة المنقولة )المصفوفة٨ المصفوفة معي احسب م

 المساواة صحة من وتحقق

A .A= (detA)I

: فنجد الأول العمود عناصر وفق ننشر امصفوفة معن لحساب: الحل

det A=(t1)[(t-2)(t-3)+2]+3[-1-٨(t-2)]

t36t2+t+  د13

: A  المصفوفة لعناصر الجبرية التاث ذلك بعد لنحسب

٨-'٢١١٩١ ه٠ ا']٩ 2 ;]-٠-٤١٠
: نجد مائة بطريقة

A3ي!= , A3ي'=- (t-2), A,2=11-t, A,2= tt-9

A, =52t, A,3-7-4t, A3و =t1, Aدف t°3t+2

: ويكون

A =

٤25t8
3

3(t-2)

11 t

52t

- ٤٣١-

74t

٤2 -3t+2

2t 4t t1 و



: وبالتالي

det A = (t- 5t+8)[(t2 4t-9)(t2- 3t+2)

-(t- 1)(5-2t)]-(11- t)[-3(t23t+2)+

+ 3(t- 1)(t- 2)]+(7-4t) [-3(5- 2t) +

+ 3 (t -2)(t24t-9)]

 نحد المصفوفات ضرب قواعد وحسب

-1 0 ٥
A.A-(٤-6٤+t+13)[ ٥ 1 0 /-(detA)I

0 0 1

. المطلوب وهو

 أن علت إذاA-١ احب-٢٦

2 3 4
A=2ا٩٥ 

1 1 5

: أن نجد بسهولة: اطل

det A = 46

: وأت

A,'=18 , A2=-11 ,A1ر٥°=- ,A2ي'= , A,=14

A,3= 4 , A4ج'= , A5=و° 

- ٤٣٢-

3  وA =ي8

: يكون هذا وعى



.:111

٢·A = 2

 ومنه

 وب
 و511

234623

27- 11 -A= =A ا
232323detA

4- 5-2
234623

 -ا

 كرامر قاعدة وفق التالة المعادلات جلة حل-٢٦٧

X-2y =4

X-4y- z=1

2x-y- 32=0

 اطل

024

1-41

50-3١10

٥ ا21
2 ب

21

1-41

-312

- ٢٨ م--٤٣٣



1 4 0

1 1 1

170 -3١2
٦ سد ب
2121

1 2 4

1 -4 1

2 1 0١ 39 13
] سه مح

21 21 7

 شعاعي فراغ في قاعدتين ,ا(e-,e0),(٤e) لتكن-٢٦٨

D:٧V . لكن R R الى V من التطبيقات مجوعة فراغ من  جزي

 أوجد ،( التفاضلي الؤؤ) الاشتقاق بعملية العرف الخطي التطبيق

. المفروضتان للقاعدتين بالنسبةD لا المرافقتين المصفوفتين

 لدننا: الطل

D (e-")= e-'

D (e?')- 2 e2'

 هي الاولى لاقاعدة بالنسبةD ل المرافقة فالمصفوفة

 ::ا١
: أيضاً ولدينا

D (e') = e

D (t e)= e-+ te

-٤٣٤-



 هي الثانية للقاعدة بالنسبةD[ المرافقة فاأصفوفة

[: ٠١
 الحدود كثيرات فراغ في قاعدة(1,٤,٤١ لتكن-٢٦٩

 الاشعة أن برهن.P, الاكر عل الثانية الدرجة ذات الحقيقية

t- t,5t,1+tمن ,Pمن الانتقال مصفوفة أوجد. قاعدة تشكل 
 الشعاع خبال أوجد. وبالعكس الثانية القاعدة الى الاولى القاعدة

٩+2t-t)-3من الانتقال لصفوفة اأرافق المطي لتطبيق وفق (؟٤ 
. الثانية الى الاولى القاعدة

 .إن خطاً مستقة٤-١,5t,1+٤ الاشعة أن لبرهن: اطل

: هو ا±طي الاستقلال شرط

a(1- t)-+33(5 t)-+٦(t- t)=٥ = a=33-٢=0

٠ ه٠33,7eR حيث

: أن السابقة العلاقات من نجد

a-+(a-+53-+٢)t ٢t=٥
: أن الى تؤدي السابقة العلاقة فان خطاً مستقلة(t,0,1) أن وبا

a=٥ , a-١53+٢=0٢,٥=٥

٤-١,5t,1+ ٤ الاشعة أن أي ، a-63- ٧=٥ أن تجد ومنه

 تشكل فهيP ء الفراغ أبعاد عدد يساوي عددها أن وما خطيأ مستقلة

 فه قاعدة

- ٤٣٥٠



 أي التوالي عى المثانة القاعدة لاشعةa ,و ,يه ,ه ب رمزا إذا

u1ر= - t

(1) u5=و t

uو =t- ٤٩

 القاعدة الى(t,t,1) القاعدة من الانتقال مصفوفة أن لوجدنا

: المصفوفة هي(٣ وu وو )ود

٠ !إ- ::]
 للقاعدة بالنسبةA للمصفوفة المرافقT:P ح-,P, الطي التطبيق إن

(,t,t,1)بالعلاقات يعطى :

T(1)=1-t

T (t)=5t

T (t2)= t-٢2

 وفق(t,4,1) القاعدة بالنسبة (؟t) الشعاع مركبات كتبنا إذا

 المر· مي+ رنة الشماع منا خباك ركبك ان از:] شر

: الصوفي الجداء من الناتج

·:-٢::٠-:٢
- ٤٣٦ -



 أن أى

T(f(t))=2- 1٥t-5t

 واستخدام مباشرةT بتطبيق النتيجة هذه على العول )يكن

. ( T  المعرفة العادلات

 الفوقة هي الأولى القاعدة إلى القاعد:الثانية من الانتقال مصفوفة إن

 أب هي مباشرة بطريقة علا نحمل أن ويكن٨ لمصفوفة المعاكسة

(٣٥,٥, )يه القاعدة أشعة بدلالة(t,t,1) القاعدة أشعة نكتت

:(١) المعادلات من فنحد

-1u ي1 uو 
5

1t U5 '

2 1t' -٣ و Ug5

 المصفوفة هيA ا- فإن و،لتالي

0
1
5

1

A- 1 إ-ا
00

5

1
-10

5

-٤٣٧-



 و«ه {]ه
0

 ب[: -بسع.اة٢٧٠
. المعينات باستخدام وذلك السابق التمر في

 لأن الصغر مغار]A المصفوفة معان٥ كان ا: الطل

1 1 0

٥l=-55٥ ا=٥

0 1 -1

 معكوس ولها منتظمةA المصفوفة فإن

A i ر ب رمزا إذا [  الر ذي السطر بجذف٥ عن الناتج للمعن
 أن فنجد ز الرخ ذي والعمود

A5ر'= A.'=٥ Aاو٥= 

A,=-1 ٥ =°و1, A,3=1

A,3= ٥=,'A ه A5=٥ ف

 وبالتالي:6-',2م(١'٥٨١: خان٨ -ا-٢8,1 أن كتبنا وإذا

1
1 ،5

A-1 1 سد ا
00

5

1 -10 5

- ٤٣٨-



,,e,e), لتكن٢٧١ eفي القانونية القاعدة(٠ R3.الأشعة لناخذ 

 والأشعةu=(1,1,0) دu (=و1,1,1 د)u (=و1,2,٥)

 إلى المنسوبةv=(-1,1,1 د)٧٥(=٥,٥,1 د)٧(=2,1,1)

. القانونية القاعدة

 تشكل(u,, )و",يد (د٧,٧,,v٥) من كلا أن برهن(١)

. R3  في قاعدة

,u ,و )من القاعدة من الانتقال مصفوفة أوجد(٢) u)القاعدة الى 

٠(٧,,٧,٧2 )و

: اطل

. لسهولته للقارى، نتركه(١)

: الأشعة كتبنا إذا(٣)

٧,-- e,-} ,e+- و

٧ -و6 و

7 =وe+-2e,-6٥ ي

 القاعدة الى القانونية القاعدة من الانتقال مصفوفة أ جد فإننا

: هي(٧,٧ ,ء٧ )و

A=

-1 1 1

0 0 1

2 1 1

- ٤٣٩-



 القانونية القاعدة من الانتقال ممفوفة أ نجد مشامة وبطريقة

 المصفوفة هي ر"(, زيد )يه القاعدة إلى

1 1 0

 /=م١١

٥ 1 2

 القانونية، القاعدة الى(a ر, ,يا )يد القاعدة من الانتقال مصفوفة إن

: المصفوفة هذه معي إن:B'- لنحب.B-١ المعاكسة المصفوفة هي

1 1 0

٨-]=١1 =ا3

٥ 1 2

: الجزئية والعينات

A  -='ءA2 ='ر1 و
A2ر= , A.3=2

٥,3=1 A,=1

A1و'=- 

٥ و=1

A,' =2

: أت نجد ومنه

B-1=  و
1 -2 1

2 2 -1

-1 -1 2

 القاعدة الى(, ,ود )يد القاعدة من الانتقال مصفوفة إن

-٤٤٠



 الجداء مدفوفة هي(٧,٧ ,و٧ )و

،-2 1 ] ٥٢ 1 ٥1١١١1-1

2 1١١ 1 -100AB ا2١ ، ، د12  {=ا ا
3 3 3

-1 2 I 1-1 112 ا١-11

:T حدR3 الخطي التطبيق ترافق المصفوفة وهذه R3بالعلاقات العرف 

. (uو٣ », u,) =(,T القاعدة بالنسة v,,i=1,2,3

 بالعلاقة معرفاR3ً عى خطبا مؤواT ليكن-٢٧٢

T (x,,¥3لا,و,(=) ,-+ x3,-2x-+٤٨-,٤-2x,- 4 x,)

 القانونية لاقاعدة بالنبة كيفي شعاع مركبات(8,,x٥)«, حيث

• R3 ( وe5٤٥e) من

٠(e,,e٥, e ( لا المرافقة الملفوفة اكتب(T١ )و للقاعدة بالنسبة

( u , ٣,, u,) T للقاعدة بالنسبة ( ل المرانقة المصفوفة اكتب(٢

 الشكل من القانونية للقاعدة بالنبة معطاة أشعها والي

u,=(1,0,1) , u,=(-1,2,1) , u2,1,1ي=) )

. T- T المعاكس التطبيق أوجد مم. منتظم تطبيق ( أن برمن(٣

: هي القانونية للقاعدة بالنبةT! المرافقة المصفوفة إن(١): الحل

٠ ;ا  ا::
 هوT وذق(u ر, ويد )وه القاعدة أشعة خال إن(٢)

-٤٤١-



T (u,)=4e-2e,-+3eي 

T (u2=-و( e-+4e9ي- e٥

T (uو=٦( e,- 3e4و-+ eي 

 تن للقاعد بالنسةT لا المرافقة المصفوفة أن سبق ما يتضع

 هي الترتيب علل وء(e ووe )و و(u و وود )و

;- ا::
 لدننا نانة ناحة ومن

u6و€-ر 

u2و -رث= eو -+e,

u2ج- e,-e٥-eي 

 القاعدة الى(e,e٥,٠e٥) القاعدة من الانتقال مصفوفة أ أي

 هي(u,٣ ,وu )و

·-٢;;5٦
 القاعدة من الانتقال مصفوفة تمثلC-١ العاكسة المصفوفة إن

,,u ,و )وه u)القاعدة الى ,(e,, eر, e)أشعة كتابة من وتكننا 

: نجد ومنه(u,, ,يدu )ي القاعدة أشعة (بدلالةe,,e ,يe و) القاعدة

T ,",-C. غ6=() , i=١٠٥٠5

- ٤٤٢ -



 ي و( ,و )وت للقاعدة بالنبةT ل المرافقة المصفوفة أن أي

c- -BC نحب أن يكفي وبالتالي ١ المصفوفة

 هوC المصفوفة معن إن:C-1 حسا-

211

=20٥ و-/
111

C  من الجزئية الثنائية المعينات وتكون

A2و'= A1ء'=- A'=1
1٥=٥٥,7 °و=2 2 3 1 د و

A,2=٥ ق,=٥,5 فو=1 ف

 ز٥ ء• ومنهa,= +ا)-(١A فإنC-١-١a[, كتبنا إذا
: أن جد

1 3 5
،

4 4 4

C-١-\ 1 1 1
4 4 4

2 2 2
4 4 4

(٣ ,يا,u٥) حدة للقاء بالنبةT لا المرافقة اادفوفة وتكون

 المصفوفة هي

-٤٤٣-



1 3 54 -2 7
4 44

1 1 1BC1 2- ا 4 -3
4 4 4
2 2 2

 د

4
3 4 و 4 4

3 0 1

-2 1 0

-1 2 4

 المصفوفة أن تثبت أن يكفي منتظم تطيقT أن لاثات(٣)

 منتظمة (،e,6 ,وe٥) القاعدة ولتكن لاقاعدة بالنسبةT ل المرافقة

: إن• الصفر جالفA المصفوفة معين أن باثات هذا ويج
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det A=]  و٥١1 و=
-1 2 4

. عقق فالشرط وبالتالي

 المصفوفة ،A-١ الفوفة نعرف أن يكفيT-١ التطبيق لتعيين

,e), للقاعدة بالنبةT-١ ل المرافقة e,,e)محت ذلك أجل من٠ 

٨ من الجزئية المعنات

 ='رA3٩,٥ =او٥,8 -='و

A,3 =-2, ٥,=13 , A,=  ة

, A3فو= A,3=-١٠ A2٠ =د

- ٤٤٤-



: أت وجد

٠::]-٦
: ويكون

- 1 1T--1(٤,,x,, xو (ج(=٩( x -+2x13»+8,لا (ج( و- x,-2xي ),

1  -(ج-3٤-,6٤-+,3))

• n K أبعاده عده  الحقل على شعاعيا فراغا٧ً -'لكن٢٧٣

 في منتظمة مصفوفةA=[a كان- .إذاV في قاعدة}٧{ لتكن

Kالأشعة جة أن فبرهن :

 غ=ه له٧=1٠٠٠«,.

.٧ في قاعدة تشكل

 أبعاد عدد يساوي( ,ه٠٠,w), الأشعة جة عدد أن با: الطل

 شرط إ• خطيا متقة أنها نبرهن أن فيكفي٧ الشعاعي الفراغ

: هو الخطي الاستقلال

٤ A، u, = ٨ u,-٠٠٠+,u,=٥=٨=,٠٠=.٨٨٥

. K  الحقل من عناصر٨,.,,8 حيث

 ٠: بالشكل الأيسر اطرف بكتب

- ٤٤٥ -



٤ w=2» a8»=٥
 مستقلة٧,,٠٠٠٧, الاشعة كون ومن العلاقة هذه من نستنتج

• أن خطبا

(1) 2 M a,أ٥= nو =ز1 و٠٠٠ و 

]A[, المصفوفة إن aمعاكسة مصفوفة يوجد وبالتالي منتظمة 

 )حيث جa٨ أ6 -ر6,4
 العلاقات ومن.( ذلك عدا

]١,A-!=[6حيث AA-'-Iأي :
 فها صفراً وتساويi=k أجل من5 دا،1

: نجد(١)

2/ a/6,'=٤٨¥ a/6,'=  ه
. امطاوب وهوM =رk=1,0,٠٠,n أي

 عدد ،K الحقل عى شعاعيين راغينW0 دV لكن-٢٧٤
 خطا تطبقاT:٧-w كان إذا. الترتيب علىm د م أبعادها

 بجثW في}w{, وقاءدةV في}٧{ قاءدة فوجد م تساوي رتبته

 الشكل من القاعدتين فاتن بالنسبةT لا المرافقةA المصفوفة تكون

A= (a) : a,'=a=٠٠٠= a,"1

. الصفر تساويA عناصر وبقية

 رتبة فان كور اللذ الشكل منA المصفوفة كانت إذا وبالعكس

. م تساويT المطي التطبيق

 ياديT الخطي التطبيق نواة ،KerT أبعاد عده إن: الطل

- ٤٤٦-



p-أن لنفرض].٦-١٢[ النظرية استناد] وذلك٨ v٠.,1٧ +م٠٠

 العلاقات الاشعة هذه تحقق.KerT في قاعدة تشكل

(1) T(v,)=٥, a=p-+1,٠٠٠,n

 بث٧,٠,.v, جدبدأ شعاعاً م السابقة للأشعة نضف أن يكن
.٧ في قاعدة٧,,٠٠ و٧ م٧٠ +م٧,١٠٠٠, الأشعة جلة تصبع

: الاشعة جة إن

(2) w,=T(٧) , i=1,٠٠P

 وعددها( )ماذا؟ خطبا مستقلة لام( وذلكV)T) في قاعدة تشكل

 جديدا شعاعاm م- نضف أن عكن.T)@ أبعاد عدد يساوي

. W w في قاعدة٠,٠٠٠ ٥ الاشعة جلة تشكل بجث w ٥+٣٤٠٠٠ ه

 المنشأتين لاقاعدتين بالنسبةT ل المرافقة لمصفوفةA-[a[! بب رمزا إذا

: (أن2) و(1) العلاقتين من فنجدW وV في

p21 02,0-'0٠٠٠ م1

. الصفر تساويA عناصر وبقية

 عدد فإن السابقة الشروط تحققA المصفوفة كانت إذا: العكس

• امطاوب وهوP تساويT رتبة وبالتاليTTv) أبعاد

 السعة منK الحقل عى مصفوفة٨=١a,11 اتكن٢٧٥

K° x من A الاشعة بجوعة فإن م تساوي . رتبة كانت إذا mxn

Ax-٥. ٨-p .  أبعاد عدد جز] شعاء] فراغا تشكل

-٤٤٧-

 عث



(Axعث مصفوفي جداء xمركبات من مؤلف شود شعاع يمثل 

٠(K° x في قانونية لقاعدة بالنبة  الشعاع

 للمصفوفة المرافق الطي للتطبيقT:K°-K° رمزنا إذا: الل

٠(A ( رتبة p T تساوي A رتبة فإن ، القانونت للقاعدتن بالنسبة

 فهيT(x د)٥ العلاقة تحققAx-٥ حثK" منx الاشعة مجوعة إن

 شعاعاً فراغا الاشعة هذه تشكل إذن.T الطي التطبيق نواة تشكل

.]٦-١٢ النظرية[ استاداً ، م-م بسادي أبعاده عددK° من جزئياً

 إت.mxn السعة من مصفوفةA-[a ['ر لتكن-٢٧
 المصفوفة أسطر أشعة عدد يساوي خطبا الستقة المصفوفة أعد: أشهة عدد

.( السطرية رتبتها تساوي للمصفوفة العمودية الرتبة) خطيا المستقلة

 أعد: باشعة الولدK° من الجزي الشعاعي الفراغS ليكن: اطل

 المولدK° من ال{زفي الشعاعي الفراغU وليكنA,,٠٠,٨, المفوفة

A . العمودية الرتبة م كانت إذا A4.., A ٩ المصفوفة أسطر بأشعة

 الجزي الشعاعي الفراغ تولد٠٠٠A,A, خطبا متتلا شعاعا م فيوجد

sمن عود شعاع كل وأن Aالأشعة هذه في خطي كتركيب يكتب :

٨=٤,6٨٢، n.,1,ز٠٠ 

. pXn [' ر6]=N السعة من مصفوفة  حث

A'=[ :,A,..,٢٤A٦[ ب رمزا إذا  الأعد من المؤلفة للمصفوفة

 أرت فنجد

-٤٤٨-



 ,غ-'/»٢٤8'
 الشعاعة بالعلاقة الأسطر بدلالة العلاقة هذه وتكتب

٨/-٨٤٤,٣٠ m.ز1,٠٠ و= 

. N-٤6,] N المصفوفة أسطر أشعة ٤ حث

 من عناصرA المصفوفة أسطر أشعة أن الأغرة العلاقة من نستنتج

٩ ت6 فاذا.N,'٠٠,N° بالأشعة المتولد الجزي الشعاعي الفراغ

 أن نجد مشامة وبطريقة.٩=p فانA لمصفوفة السطرية الرتبة

. الطاوب وهوp=٩ أن نجد وبالتالى <م٩

 عدهK الحقل على شعاعين فراغانw دV لكن-٢٧٧
 للتطبيق المرافقة المصفوفةA كانت إذا. الترتيب عى د دm أبعادءا

 رتبة فانW وV في مفروضتين لقاعدتي بالنسبةT:W٧ المطي

 )خال ،T)@ أبعاد عدد أيT التطبيق رتبة تساويA المصفوفة
.(T V وفق

 إذا:W في قاعدة}w{, د٧ في قاعدة}a )، لتكن: الطل

: الشكل منT فانA [فهه]= المصفوفة كانت

w,T (  -)ر٤ أبه

 الهر دعكل٨٠٠٠٨٠٤٤ كبة عادر اتاخذ

F ٨T ()=٤ » a4 w,

m1 و٠٠٠ و=

٢٩ م-

i-1 i.  ذ

-٤٤٩-



2 M a/ w,=0 ,w٠٠ فان خط] متقة w,  الأشعة أن عا
i,١

: كون الى يذدي

n.,2 =ز1 .و٠ M a,=0

: الشعاعة بالمعادلةA امصفوفة أعدة أشعة بدلالة العلاقات هذه وتكتب

2 »٨-٥
 إلعلاقة تكافى،2٨T )ر(=٥ العلاقة أن سبق ما نستنتج

 الأشعة من عدد ليكون والكافي اللازم الشرط فان والتالي٤٦A- ه

 الصفوفة أبدة أشمة تكون أن ، خطآ مستقلةT(٥,),٠٠,٦ ه(٥)

Aالمصفوفة رتبة أن أي ، خطا مستقلة ذاا الأدلة لها والي Aتساوي 

. T  المرافق المطي التطبيق رتبة

 إذا.K الحقل عىm لاn العة من مصفوفةA لتكن٢٧٨
 منتظمة جزئية مربعة مصفوفة أكبر فتكونA المصفوفة رتبة م كانت

pXp A سعة ذات  من

( عمود )أو طر شعاع٤٧٦p للتمرن استادا ، يوجد: اطل
 ، سي من ،A ، جزئية مصفوفة الاشعة هذه تشكل خط] متقةA من

Aالسعة من pxn.المجزئة المصفوفة أن وا 'Aعلى تحوي pشعاع 

 ود عاع م٤٧٦ للتمرن استنادا ، نحوي فهي خطياً مستقلة سطر

 من ،٨" ، جرية مصفوفة هذه الاعدة أشعة تشكل. طا مستقة

'Aالسعة من pXp.المصفوفة رتة إن Aتاوي Pمصفوفة فهي 

. امطاوب وهو منتظمة

- {٥0-



 كلوح غر مارب

: المفوفات لتكن-٢٧٩

٠-٤ إ:٠ :إ٠/:٠ إ::-
. التالة المصفوفات احب

AB , AC , BC , A(B+C) , 2C-3B'

: المصفوفة لتكن-٢٨٠

-[٠ 1
1
1  ا:

3A-2A' , A3-2A2+A-I, A-!  إحسب

T:R3 المطي التطبيق لكن-٢٨١ R3بالعلاقة المطى :

T(,y,z)= (٤+y-+٦,x-y+2٦,3x2y-+ z)

 بالنبةR3 من كيفي شعاع مركبات تثل(x,٧,٦) حيث

. القانونية لاقاعدة

 عن.R3 في القانونية القاعدة بالنبةT[ المرافقة الفوفة أوجد

. المصفوفة هذه رتة

٤٥١



 تتحققA منتظمة مربعة مصفوفة كل أجل من أنه برمن-٢٨٢

٠ (A-٩)١-(A ١-)١ العلاقة

. قطرية مصفوفة هي قطربة مصفوفة معكوس أن برهن-٢٨٣

 لدصفوفة العاكة المصفوفة أوجد-٢٨٤

1: ج:ا-
:F دT:R3-R4 لكن-٢٨٥ R3امطين التطبيقين 

: بالعلاقتين المعرفين

T(,y,z) = (x+y-٦, 5x+2y- 3z)

F(x,y,z)=(-x+2y+٦,3y+32,X-3y+z)

 للقاعدة بالنسبةR ق من كيفي شعاع مركبات تثل(x,y,٦) حث

: وااطاوب. القانونية

. F3, T٥F, F T و ( لتطبقات المرافقة المصفوفات أوجد(١

. T٥F, F T و ( التطبيقات من كل ورتبة نواة أوجد(٢

 المصفوفتان لتكن-٢٨٦

٠:::]-٠::1
. 2B-3A' -B و '-١A و A-2B د :  التالة المصفوفات أوجد

 عى المعرف الطي التطبيق) المطي الذزT ليكن-٢٨٧

-٤٥٢-



?Rبالعملاقة 

T (x, ¥ , )و= ولا-( x,)

 للقاعدة، بالنبةR? من كيفي شعاع مركبات تتل(٧,,x0) حث

. والمطارب. القانونية

. القانونية للقاعدة بالنبةT ل المرافقة المصفوفة إيجاد(١)

: أن حيث( ,,تu), للقاعدة بالنسبةT ل المرافقة ااصففة إيجاد(٣)

٧, =(1,2) , u,=(1,1)

-T( العدد كان مها أنه برهن(٣ a1 eR المطي لمؤثر فإن ه

. معاكسا خطبا مؤزآ

 بالعلاقة المعطىR9 عى الخطي ااوزT ليكن-٢٨٨

T (x , x,, ,x ,وx2 )ولا=(٤+3 +4 ٤ و, ر+3+, x,)

 بالنبةR3 من كيفي شعاع مركبات تقثل(x,,x,,x), حيث

: والمطارب. القانونية لاقاعدة

. القانونية لقاعدة بالنبةT ا المرافقة المصفوفة إيجاد(١)

: حث(u,w,,u٥) لقاعدة بالنسبةT ل المرافقة المصفوفة إيجاد(٢)

u (1,-2,1)=u٥ ر(=1,0,1) و , u1,-2,1ي=) )

T .( أن إثبات(٣ T- ١ المعاكس التطبيق إيجاد م منتظم خطي تطبيق

T:R المطي التطبيقT لكن٢٨٩ -Rللمصفوفة. المرافق 

- ٤٥٣-



 [:;ز]-م انا ه،ت
 لتصبح القاعدة هذه تقم.T احطي التطبيق نواة في قاعدة أوجد

. R3  في قاعدة

 حقل ،c الحقل على المعرفة التالية المصفوفات لنكن-٢٩٠

: ااركبة الأعداد

٠٠'[:٠(٤ م٦٠٦٠٠:-
 التالة الصفوفات أوجد

AB, AC , CB, (1+i)B , B-iB'

2

 ز سة[: -بن٢٠١ رداالم.ة ،٨ ب-ا-
: أن برهن.A-١ العاكسة

A2= A , (A-١)2- A-١

 العة من مصفوفة كل تقابل التي التالية التطبيقات لدينا-٢٩٢
.2X2حقل على معرفة Fمايى وفق الحقل هذا من بعنصر :

:]· [؟٠٠٠٠٠ (١)

• م٩', :/ ٠
-{٥٤ -

(٢)



a'a٤' (٣)2 = a,'+ a%ةf a,a12

a'a' (٤)2 - a' a,°٢،
202a٩1

. الحطة متعددة التطقات هذه عل

: بلي ما العرفV,R) في المطي الؤو مصفوفةA لتكن_٢٩٣

A(,y,z)=(3-2z,5y-72, x+y+ ( ة

. det A  احسب

 التالة المعنات احب

٢٩٤
cos (a- b) cos (b- c) cos (c-a)

cos (a+ b) cos (b+c) cos (c+a)

sin (a+ b) sin (b +c) sin (c+a)

٢٩٥
s1n a sin b s1n c

sin 3 a sin 3 b sin 3c

sin 5 a sin 5 b sin 5!c

- ٢٩
sin? a sin? cos a sin a cos? a cos3 a

sin? 6 in? $ cos in ه6 6 cos3 ?cos ة6 6

sin? ٢ sin? ٢ c03 Y sin cos ٢ cos? ٢

sin8ق sin? 8 cos 8 sin 8 cos? 8 cos? 5

-{٥٥-



 أن برهن-٢٩٧+

d808-)3ز-

a ٨٨...٨
a٨ ء٨٠••٨

A . ه٨٠٠٠٨6
8(A) =(a,-٨)(aو٨)٠٠٠- (a ٥-٨ حث:)

: أن برهن-٢٩٨٩

n (n-1)
(- )رn(n+17) و-ه }R، د أسب 

2

1 2 3...n

4٠٠٠132

n 1 2..٠n-1

: العادلات ججل حل

- ٢٩٩2X-21د 

2X+4y-2=1

-X+3y+32=2

-٣٠١5 X+42-2t=3

X-٧--2٥٠t =1

4x-+y+22=1

X-+٧-+٥-+t0د 

- ٣٠٢n=٠٠٠++٤+X31+٦ +و٥

-٤٥٦-



n (n+ 1)
٤,+2 +وx3¥ +ي٠٠٠+n٤٥ ر-=

n(n+1) (n+2)n (n+1)
٤-+,3٤ +-وX٥6+٠٠٠ لا-,ل+٨-= ج

n(n+1)...(2 n- 2)n (n+1)
X,nx لركلت+. n-1٠٠٠221)1٠2٠٠٠ +ورلت و«

n (n+1)..٠(2n-1)
 ج ،

1.2..٠ n

X=1-+ولا+٤ +و٠٠٠+٣٨ 

+x X+ +ي٠٠٠+٤٨ ر- =2X

- ٣٠٣

X -+ ٤ و +٠٠٠+٤٨+-٦ م=3

X, -+ X٥-+X3+ =٠٠٠-+٤ ر n

 كان اذا-٣٠٤

·[: 1
1
2 ·1

. A- ١ (و الجبرية المتات )مصفوفة٦ فاوجد

 مثلثةB و قطريةA المصفوفة أن لنفرض-٢٠٥

',٠٠0٥a. م8٠''6٠.٥'6٠٠
8.6٠٩0a, ..٥0

B /-٨ و د
0" ي00٠٠.٥a ·.م

- {٥٧-



. مثلثةB وأن قطريةA أن برهن(١)

 الشكل منB وA مقاوب أن برهن(٢)

A-1  د

-(a,")-٥٥٠٠٠١-
٥ (a٠?)-1.. ٥

٥٠٠٠٥(a٥٩)-'/

, B-1

-(6,'-' ٣٦٥'٦٠٠٠٠'-
٥ (6,٦.'-)٦٨٩٠٠

٥٠٠٠٥(6٩)-'_

$4 -قفلا

-{٥٨-


