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 ا-مقلمة:
 تسمى الحركة لوصف إحداثين الى وتحتاج توافقيتان وغير مستقلتان حركتان لها التى المنظومات
 وتردد توافقية بحركة الوحدتان فيها تتحرك والتى خاصة حالة توجد ولكن. الحركة ثنائية بالمنظومات

Principle) الرئيسية بالحالة تسمى واحد mode)إذا أمط ، الطبيعى بالتردد الحالة هذة فى التردد وبسمى 
(nommal  الاعتيادية بالحالة الحركة على يطلق فانة صحيحا واحدا المترددة الوحدات إحدى ان اعتبرنا

(modeذلك على ومثال ، حريتها درجات عدد يقابل مجموعة لكل الاعتيادية الحالات عحد ان ويلاحظ 
 ان ملاحظة مع ، إعتياديتان حالتان لها يكون الحرية( من درجتين )ذات الحركة ثنائية المجموعة ان نجد

 من العديد من وتتكون دورية حركتها تكون المخدة وغير الحرية من درجتين ذات المننظومات

 دورية لاتكون حركتها فان الخمد ومع الحرية من درجتين ذات المنظومات ولكن الترددية الحركات

 ذات المنظومات على الاملة من الكثير يوضح(7-١) والشكل. توافقية حركات لاتكون فهى وبذلك
 يلى:- ما نلاحظ حيث الحرية من درجتين

m كتلتين, من تتكون(a-1-7) بالشكل المبينة -المنظومة1 , mر معاملهما ونابضين k3,kعلى وتؤثر 

,F إستثارة قوةm, الكلة sinotلكل فقط واحد إحداثى الى نحتاج الفراغ فى الكتلتين موضع ولتحديد 

()xA الازاحتين)(, من كل ويمل كتلة ، xللزمن بالسبة (t)، من درجتين ذات المنظومة فهذة ولذلك 

 الحركة. ثنائية منظومة أهى الحرية

m بالشكل المبينة -المنظومة2 ,m b)k3,k- كتلتين من ايضا تتكون(1-7 ,e ر ونابضين c ١ وخامدين

x3(t)) وهما إحدائين يلزم الفراغ فى موضعها المنظومةوتحديد هذة حركة ولوصف . x/(tوذلك 
 الحركة. ثنائية اى الحرية من درجتين ذات منظومة فهى ولهذا(t) للزمن بالنسبة

 وجود ونلاجظm,,m١ كتلتين من ايضا يتكون مركب بندول تمثل(7-1)- بالشكل المبينة -المنظومة3

0A(t) ,  هى الثلاثة الاحداثيات و الفراغ فى كتلة كل موضع وتحديد الحركة لوصف احداثيات ثلاث

(t)١(,t) - x3(0)t)-y»(t) ,yلوصف الثلاثة الاحداثيات هذة من فقط احداثين يكفى انة ،ويلاحظ0 (ر١ 
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 من درجتين ذات المنظومة هذة تعتبر ولذلك الفراغ فى الكتلتين موضع وتحديد المنظومة حركة
 الحركة. ثنائية منظومة اى الحرية

 تمثل انها حيث الحرية من درجتين ذات منظومة ايضا تعتبرd-(1-7) بالشكل المبينة -المنظومة4

0)(,,0)(, بندول لكل الزاوية الازاحة وهما أحدايات ثلاث وجود ملاحظة مع بسيطان بندولان

,(x200)( كتلة لكل الخطيةالاققية الازاحة فى متمثل الاخرين والاحدائين x1لكل الراسية والازاحة 

 فى كتلة كل موضع وتحديد المنظومة حركة لوصف كافيان منهما إحدائين واى ،y ,)اy(t»)) كتلة
 الحرية. من درجتين ذات منظومة اى الحركة ثنائية منظومة فهى الفراغ.ولذلك

 المنظومة هذة تعرضت فاذا عمود على مثبتين قرصين من تتكون(e-1-7) بالشكل المبينة -المنظومة5

 المنظومة حركة لوصف كافيان وهما0,(t»)0,(t) وهما قرص لكل زاوية ازاحة فيحدث التواء لعزم

 الحركة(. )ثنائية الحرية من درجتين ذات منظومة فهى ولذلك الفراغ فى موضعها وتحديد
 اهتزاز وعندk3,k ر ملهم معا نابضين على شسندةm كتلة من تتكون(7-1-٨) بالشكل المبينة -المنظومة6

 لوصف كافيان وهما0(t) زاوية وازاحة@t) خطية ازاحة احدهما ازاحتين تحدث المنظومة هذة

 تحدث حركتها عند(7-1 إإ- للمنظومة وبالمثل ، الفراغ فى الكتلة موضع وتحديد المنظومة حركة
y»(t))( وهما كتلة لكل خطية ازاحة , y، من درجتين ذات تعتبران فالمنظومتان ولنلك 

 الحركة( الحرية.)ثنائية

 فق تتحرك فانها المنظومة اهتزاز وعندk3,k ونابضين واحدةm كتلة من تتكون(7-1آل) -المنظومة7
x2(t)) اتجاهين , x3(tالمنظومة حركة لوصف اللازمان الاحداثيان ايضا هما الاتجهان وهذان 

 كافيان وهماx(,80)@ احداثيان لها(L-7)) بالشكل المنظومة وبالمثل ، الفراغ فى الكتلة وموضع

 لها(7-1 بالشكل)/ المنظومة وكذلك ، الفراغ فى الكتلة موضع وتحديد المنظومة حركة لوصف
,(t@t) احداثيان xالكتلتين موضع وتحديد الفراغ فى المنظومة حركة لوصف كافيان ايضا (رتوهما١ 

 درجتين ذات منظومات اى الحركة ثنائية منظومات هى الثلاثة المنظومات فان وبالتالى ، الفراغ فى
 الحرية. من
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 اسأة•
.m أ

[-
€2

(7-١-e)
w(t)

(7-١-8)

! ٠٠٠
(tر) ٤

/4
(t)٢ ((ر٢  م:لأ، د»١

(٦-1-٨)

07-1-w)الشكل 

 الحرية من درجتين ذات منظومات يوضح(1-7 الشكل)
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@Nomal Mode)  الرئيسى او الطبيعى النسق-2
 الاجزاء فان انيا إتزانها نقاط خلال وتمر ازاحة اقصى الى وتصل المنظومة كتل تتبنب عندما

 درجة ثنائية للمنظومات الطبيعى النسق ولايجاد ، واحد بتردد متطاورة تتحرك المنظومة فى المتحركة

 شرحه. سيلى كما التردد ومعادلة الحركة معادلتى ايجاد يلزم فانة الحرية

 درجة ذات المنظومات حيث ، الحركة معادلات بعدد مرتبط يكون للمنظومات الحرية درجات عدد

 معادلتين لها يكون الحرية من درجتين ذات والمنظومات ، واحدة حركة معادلة لها يكون الواحدة الحرية

 المؤثرة القوى ايجاد يلزم الحركة ثنائية التجهيزات او للمنظومات الحركة معادلات ولايجاد ، للحركة
 الطاقة طريقة مل الحركة معادلات إيجاد وقوانين طرق بتطبيق ثم ، دوار قرص او كظة كل على

Lagrange Newton:s لاجرانج معادلة أو الثاني law Energy نيوتن لقانون التابعة الطريقة او method

equationرايليت طريقة أو Rayleigh method...الخ.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 

 ,، الخطية 4-الإزاحة
(:2-7) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى واكتب كتلة كل على المؤثرة القوى اوجد

:{-
 ،- ك٠

2-07) الشكل

 الثانى نيوتن قانون وبتطبيق ، الكتلتين على المؤثرة القوى ايجاد يلزم

EE-7:م ,.. m,iا-=٤ ,x,-k,(٣,-x,)

•. m, i+ k,٢, +k,(#,-x,)=0. .٠ m, +[ تذ (k, +k,)x, -k,±, =0.0)
 و٠ ن

• m 32 = +k,(x, -x,) .٠m,٦٦-k,3,+k,3, =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(2)
 معادلة كتابة فيمكن كتلة كل على الثانى نيوتن قانون وبتطبيق كنلة كل على المؤثرة القوى نعين اى

 تمثل(2) والمعادلةm١ الأولى للكلة الحركة معادلة تمثل التى(1 المعادلة) فى كما كظة لكل الحركة
 هو اسفل الى الارضية الجانبية عجلة قوة تئير اتجاة اخذ ملاحظة معm, الثانية للكتلة الحركة معادلة

 يكون لاعلى الاتجاة فى اى الارضية الجانبية عجلة اتجاة عكس فى تؤثر قوى واى الموجب الاتجاة

k m ر معاملة الذى الأول النابض شد قوة هى  الأولى الكتاة على تؤثر التى القوى ان ونلاحظ ، سالب.
 تقاومk, معاملة الذى الثانى النابض من مقاومة قوة تجد نفسها الكتلة بينما لاعلى اتجاهها ويكون للكتلة

 معامل ضرب حاصل من مقدارها ويعين اعلى الى اتجاهها يكون وبالتالى اسفل الىm, الكتلة حركة
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 اىx, الثانية الكتلة وازاحةx الأولى الكتلة إزاحة بين الفرق وهى النسبية الازاحة فىk الثانى النابض
 الناتجةF, القوة هذة ان ايضا ونلاحظF,-k -ر(xA) التالية بالعلاقة عنها يعبرF ر الثانى النابض قوة ان

 فىm, الثانية الكتلة على تاثيرها يكون وبالتالى اسفل لى الثانية الكتلة على تضغط الثانى النابض من

F,=kA(x,-3) m ان اى المقدار وبنفس  الاولى الكتلة على لتاثيرها معاكس اتجاة

 اوجد ،Fsin هt )ا(قوة بالمثال-(27) بالشكل المبينة بالمنظومةm ر الكتلة فى إثرت (:إذا2 مثال)

.. الحركة معادلتى اوجد وكذلك كتلة كل فى المؤثرة القوى
 الحل:

Fo القوة تأثير عند sinoهى الحركة معادلة وتكون اسفل الى واتجاهها موجب دائما تأثيرها يكون 

F sin ot (I) القوة يساوى ولكن الصفر يساوى لا للمعادلة الأيمن الطرف ان بفرق ولكن  المعادلة نفس
 يلى: أكما7-2) بالشكل المبينة للمنظومة المعادلة نفس تكون(7-3) بالشكل المنظومة فى(2) والمعادلة

 :ة
 "ك

.·٠m, i k)+ ا +k,),-k,x, =Rsina ........(١) ,mi>-k,x, +Hkx, =0.......(2)

 لهذة الحركة معادلتى ايجاد يجب الحرية من درجتين ذات بالمنظومات الخاصة المسائل حل عند نلاحظ

 ولتوضيح ، بالمنظومة الفعالة العناصر او الكتل على تؤثر التى القوى معرفة يتطلب وهذا المنظومات
 الاتية: الهامة المنظومات لبعض الحركة معادلتى وكتابة القوى هذة توضيح يمكننا ذلك

(x2ر- xيا) 

+.
mر 

6g.(7)
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 يلى: كما نيوتن قانون بتطبيق(7-4) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى ايجاد ويمكن

·.miا =-k,٦, -k,(X, -x,)+F. sina ..m, ,k)+ ر +k,)r, -k,x, =R sina1.....()

·.m, i =k,(٢,-x,)-k,#, ..m ,٢,a-k ذ +(k, +k,)r, =0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........0)
 يلى: كما نيوتن قانون بتطبيق(7-5) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى

•• m, ±,k,,-c-= الأ - ا k,(٢, -x,)-c,(i,-i»)

• m, i ,k)+ ا +k,)x, -k6,+)2ر +c,)i١-c,i2=0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(1)

•• m,i = ر k,(x, -x,)+c,(± ( و±-ر

m, i ,k,3- ر +k2ر , -c, ٤١+c,i٦ =0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠. ........(2)

: إ-٤
٨7g(7-)

 أنةي
 د٤;٤٠.

 يلى: كما نيوتن قانون (حسب7-6) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى ايجاد يمكن

•• m, ,kx-= اذ -c, -,k,(x-٤ ا ( وذ-رتة),c-( ود + F. cos at

..٠:.٠ m, x + ا (k, +k,)x, -k,±, +(e,+c,)x١-c,i = ر F. cos@1)أ )

•• m,: ,٢),k= و -x,)+e,(x -( وز-ر k,#, -  وتذوى

•. m, i - ر k,2, +( +k,)x, -c,i١+(c, +c,)i2)..٠...0.و=٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠ )
 قاعدة مثل(m=0) ان أى الوزن مهملة دعامة وجود يلاحظ(7-7) بالشكل المبينة للمنظومة وبالمثل

 وكتلة الجهاز كتلة بين النسبية الازاحة بقياس الخاصة الرجفية الاجهزة من وهو الاهتزاز لاقط جهاز

 ان ويلاحظ الماكينة على تثبت الاهتزاز لاقط جهاز قاعة حيث الاهتزازية حركتها قياس المراد الماكينة

F القوة تأثير تحت الدعامة sinot، ر الكلة على مباشر غير بطريق تؤثر القوة وهذة mطريق عن 
 معامل فى مضروبة المذكورة القوة تاثير تحت تقع الكتلة فان ولذلكc ر معاملة مد وخاk, معاملة نابض

 كما الحركة معادلتى ايجاد ويمكنk\.Fsinot مقدارها يكون الكتلة فى تؤثر التى القوة اىk النابض,
 يلى:
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·: m,:رت =-k,x, -k,(x, -x,)+ k,.F. sin aإ 
،

٠٠ m, ٦١ k,٤, +k,(3, -x,)=k,.F; sin01)••أ••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••٠ )

·٠· mn,2, =k,(x, -,)-k,x,

»k,X,+k,x, +k,x, =0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠....،(2).٠ h,٢٦

 ­ؤ
:3ا%

fig.٢7-8A)

(a -ر#(8A) لهي ka)¥'لآ-ر' cAر 

kي xو 

fg.07-8B)

 مث وهى(m=0) ان اى الكتلة مهملة دعامة وجود(8A-7) بالشكل المبينة المنظومة فى يلاحظ
 لها الاهتزازية الحركة قياس المراد الماكينة على تثبت كقاعدة الاهتزازات لاقط بجهاز الموجودة الدعامة

 بين النسبية الحركة قياس فى تستخدم التى الرجفية القياس أجهزة من يعتبر الاهتزازات لاقط وجهاز ،
 او القطارات مثل الراسية والعجلة السرعة قياس فى يستحدم وكذلك والماكينة الاهتزاز لاقط جهاز كتلة

 قانون عليها نطبق بها المتصلة المنظومة وعناصر الدعامة لهذه الحركة معادلة ايجاد وعند المركبات

mi عن التعويض بعد وذلك الثانى نيوتن  للمنظومة الحركة معادلتى من(2) المعادلة فى كما0=

 وبذلك(8B-7) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى من)( والمعادلة ،(8A-7) بالشكل المبينة
 يلى: كما للمنظومتان الحركة معادلتى ايجاد يمكن

(7-8A)  بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى

m, # ,k,x-= ر -c, i١-k,(x, -x,)-c,(±و±-ر )

m, + إز (k, + k,)x +(e, +c,)x١- k,x, -c,i٥=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(١)

m, =0 ,٠٠ 0=k,(x, -x,)+c,(# +(«i- ر F. e'%

1،6
٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(2)€,x١+C,x2=F e'K,x,k,x,

 ان أى الكتلة منعدمة دعامة وجود ملاحظة مع(8B-7) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى

F cos ,m أله القوة فيها تؤثر (m=0 الكتلة و
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• m=0 .:.0=-k,2, -c, ٢١-k,( ( و-رx),c-(,٣ لا-,

.·٠(k, +k,)x,+(C, +c,)x١-k,د ,-€,x,=0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(1)

·: m, i» =k,(#, -٤,)+c,(x R+ وk,x-( ر:-ر cos at

.٠m, ٦3-k, ٢, ر(+ +k,)x, .F=c,x٨+٤ ذ,١- cosa1....٠٠..........(2)

 -بة.
Fsinot k»(x,-3)

٦ ا

 ز
Xر 

:٠fig.(7-9A)

: (7-9A)  بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى

 م.:7-٤٢
m, i+ k,1+c(ر-ذ )=F..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••٠..(1).•. m,x=-k٢-c٢-٢)+F

·m, =0 •. 0=c(±-± -( ر k,x, .٠ kx,-c(±-i2).........ر=٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠( )
 منعدمة الدعامة كتلة ان الاعتبار فى الاخذ مع وذلك(9B-7) بالشكل المبينة للمنظومة بالنسبة الحركة معادلتى

: الوزن

·.mi=)F, : m,i=0=-٨,٣, -c#١-k,( (٢ د-
،.'.(#, -+k,), ++C٦١٠ -k,X, (l)......-.٠٠٠٠٠٠٠ سد٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠.0=

·.m,iر =k(٢,-x,)+R. sina1 •. m, iر -k,x, +k,x, =R. sina1........2)
 الأفقية الخطية ٤-لإزاحة

(10-7 بالشكل) المبينى للمنظومة الحركة معادلتى

m
 ا يم،

٢٠٤ {٠٠٠
 هز

m١ k

(٦-10)
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•• m, ,k-= ر: -k(r, -x,)-ck,-c(±ر -xو )

•• m, i2ت\+ kr, - kx, +2c١-cx1)....•.•.0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠=3ت )

.m, = وتلا k(x, -x,)+c(±و±-ر )-k,-cx,

m, iرت - K, +2k, +2ci,-ci١=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••••.•.•٠(2)

k,x١،
mو m,m  ر

٠aLMaي 
C ١ ر

(11-7) الشكل

(11-7) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلات

•• m,i ,k,x-= ر -c,# ,k- ا (٤-,)-c,(xو±-ر )

m, i k)+ ا +k,)٢,-k,3, +(e, +c,)i١-cx, =0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(1)

·.: m,i ±),c= ر k,(x,-3,)-(±- ر

,m د i ,c- ر i c,i+ ا + و k,x, -k,x, =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.............(2)

m, ,k,(x= و -x,)+k,(x, -x,)-k,,-c, x3-k,x, ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...

m, - رتلا k,٢, +(k, +k, +k٠ +k,)x, -H,x, +c,i3)0=و )

 تن::
13-07 التكرر

 ,و

(12-7) النكل
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12-07) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى

•.• m, x١ =-k, -k(٢-,٤,)+sina •. m, ٤١+ 2k, - kr, =Fsin a.....(1)

m, xوت - k, +2k, =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(2)

 انية(: )الدور ·اوية

•.• m, x4ت = k(3,-,)-h,

 م
 .بهم

k,r0

(7-١٩) الشكل

·:EM.=Iة ,:: YM.=kr0>-k,+-٢٥)r-M,

.: 16+ k,٣0-k,(x-٢٥)r = M,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(1)

•.• mi =-k,(3-r٥)-ci .:. mi+cx+k,x-k,r0 =0.... .. (2)

 اr63 ر

(15-7 ر الشكل

·::2M. =1,6, .:. 1,6+(٤,+k,)'6, -k,r,0, =0.٠٠٠٠٠٠.0)

··EM.,=1, ٢٢6,k+ وة:.1,6 ر -(k,-k,)6, =0....(2)
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0ر

m  إ

0١

١
 ا
 ا
 و
 و
 إ

 شإ ة٢ب4
}+

m {{?:.٦ إ
kإ.مه 

(٦-16) الشكل

(16-7) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى

·:2M,=1,6 ,:.EM4.,=mgl +h(-x»=mgl+k«,6)
٠٠ 1, 6,+(m,gl+ kb)0, -kb'0, =0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...... •••()

:2M.,=1, , ة ,: EM.,=sأ , -k'«e,-4)

2)(••••••••••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.KB'6, +(m,gl+kb ), 1,6 -ر0=

 الحرية: درتينمن ذات للمنظومات السبعات ونسن الطبيعية بدات لتر و لتريل معادلة إبجال -خطوات8
 الحركة. ثنائية للمنظومة الحركة معادلتى انعين

 ذات التوافقية المركبات من العديد من وتتكون دورية المخمدة غير للمنظومة الحركة ان -نفرض2

: الاتية العلاقات باحدى المركبات إحدى عن نعوض ولذلك المختلفة والسعات الترددات
Dcos(ot+4) ,ا" , x,=Ecos(ot+) (3)x,=De" , x5=Eeر= Dsin(ot+¢) , x,=Esin(et+¢) (2)xر= x)ا( 
 الترددات إحدى هى ه ، إختيارية ثوابت هىE,D ، الطور زاوية هى و ، الازاحة هىx حيث

 للمنظومة. الطبيعية

 السرعة على لنحصل للزمن بالنسبة الازاحتين( التى)تمثل(1) بالعلاقة8, المركبتين -نفاضل3
 يلى: كما والعجلة

x' oDcos= ر (ot+¢), ,Dsin(ot+4) -=ر"ز ه x'5 =oE cos(ut+¢) ,: -= و oEcos(ot+¢)
 معادلات على فنحصل الحركة معادلتى فى8 ,رx,x٦"٥,٦,x,,x; العلاقات من -نعوض4

 للمنظومة. الاتزان حالة فى بالحلE-D=0 الحل ويسمىE,D فى خطية جبرية

 صورة فى المتجانسة الخطية الجبرية المعادلات بوضع التردد معادلة فى المتمثل الحل على -نحصل5

 ، التردد معادلة على فنحصل المحدد نفك ثم متجانسة المعادلات كانت اذا بالصفر ومساواوتة محدد

" صورة على الترددات مركبات إحدى وجود ويلاحظ
 فتؤول التردد معادلة فى =ة نضع التردد معادلة من ,رت يه الطبيعيين الترددين على للحصول6
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 التالى: العام القانون باستخدام جذورها إيجاد يمكن والتى الثانية الدرجة من معادلة الى التردد معادلة

 إ,ر-8 و± م4-
2a2

 ر» ه, إيجاد يمكن وبالتالى8 ,ه=ر,1 ر"»=, حيث

 نسبة إيجاد يمكن انة ،اىE,D فى الجبرية المعادلات من السعات نسب على الحصول يمكن-7

 المحدد فى الاول الصف او الاولى الجبرية المعادلة منE, معامل بقسمة وذلك0D,fE) الاولى السعة

 السعة نسبة إيجاد يمكن وبالمثل ، المحدد من الأول الصف او الأولى المعادلة منD, معامل على

 الصف او الجبرية الثانية المعادلة منE ر معامل بقسمة وذلك(DE), الثانية الجبرية للمعادلة الثانية

 المحدد. فى الثانى الصف او الثانية المعادلة منD, معامل على المحدد فى الثانى

 معلولة أمثلة
1-(a) The system as shown in fig.(7-17) consisting of two masses and identical springs , each
spring of stiffness k , with each mass constrained to move only in the verical direction.
Detemine the equation of frequency , the two natural frequencies , and the ratio of amplitudes
coresponding to those two frequencies.
(b)lf the upper mass (m)is displaced 1 cm. dow the static equilibrium position and then
released , Detemmine x (t) ر and x,(t) for the two masses when m١=m, = m

 كتلة وكل ،k نابض كل معامل ونابضين كتلتين من تتكون(7-١7) بالشكل المبينة -ا-المنظومة١

 المناظرتين السعات ونسب الطبيعين والترددين التردد معادلة أوجد ، فقط الراسى الاتجاة فى تتحرك

 الترددين لهنين

x»(t) ,x,@t) m) الازاحتين أوجد ، تركت ثم الاتزان وضع أسفل سم1  )ر العلوية الكلة تحركت -إذا ب

m  يساوى منهم وكل الكتلتين تتساوى عندما

)0.5K ة  جو( وx-٨ ر
(٦-17 النكل)

 يلى: كما(7-17) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى تعيين يمكن

•• m2=-٤ رkr -0.5k(x, - ( ود

•• m,x =0.5h(x,-x,)-3k

m, i+2.5h -0.5k, =0..........(١)

m,i0.5ر- k +3.5k, =0..........،(2)
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 مختلفة وترددات سعات ذات التوافقية المركبات من العديد ين تتكون فهى دورية الحركة ان وبفرض
 الاتية: بالعلاقات المركبات هذة إحدى عن نعوض ولذلك

(Dsin(ot+4) ,x, =Esin(ot+4=ر xحيث ;xر, wالازاحتين هما ، E,Dهى ه ، الحركة سعتى هما 

 بالعلاقات كما والعجلة السرعة من كل لتعين الازاحتين بتفاضل ثم الطور زاوية هى م الترددات أحد

 الاتيتين: المعادلتين تتج(2) ،(1) للمنظومة الحركة معادلتى فى العلاقات بهذة بالتعويض ثم ، السابقة
• (-m,2.5+ه٩ k)D - 0.5kE = 0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(3)

-0.5D + (3.5k - m, E(" ه =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠•••٠..(4)

 على نحصل وبفكة المحدد صورة على(4) ،(3) الجبريتين المعادلتين نضع التردد معادلة ولايجاد
 يلى: كما التردد معادلة

k )ه-m,0.5-2.5٢) د٥)
(3.5k- m, -(" ه 0.5k

.• (2.5k- m,2ه Y3.5k- ma 3)- (0.5k) =0
?(,34 ه +k ٠.hm و+3.5(5).٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.0= m,m,2.5-)"ه km 4

34k32.5k 3.5k
asswme ٨=a .:. 3-/-+-/٨+=0.٠٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠٠.(6)

4m,m,m,m

2.5k 3.5k

٩ د ،٨ ر--٤ إإد4و -ا-٠-- إ

٠٨.• +اكمخ،م,-- عم
.(8)D, 3.5k-m,a-0.5H. D

,0.5kE- ة ، ، در »و،ير،ر٠٥٠٩٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٦٩٠٩٠٠ 2.5k-m,a?' E,

-"" من سه مدسه بد مسه
٠»: ,رةء3إ]. ،٨,-2 ?م"=•. -ه19 ر»عوا،»ه/,

mm2٨m'١،٠ ٠

kk (٨0.•..٠..seeا rad/,1.5=:٨, ?ه==2294.. ه.:.
mm

t=0 , x,(0)0 , m1 عندها يكون الاستاتيكى إتزانها موضع من سم1 مسافة  الكتلة إزيحت ب-اذا

mn,=m5=m ، أن اعتبار مع

(t) ايجاد ويمكن , xA(t)xالاتيتين: المعادلتين فى بالتعويض٨ 
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3,()= D, cos(a,1 + +(, م D,cos(O,1).•••••••••••( ا+٧ .)ر٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠

x,() = D, cos(a, ( ا++٣.),٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••••••••D,cos(a,12)-(, ا+ ه

w,(0}1 , :  الاتية الاربعة الابتدائية الاحوال من عليها الحصول يمكن للتكامل الاريعة الثوابت حيث
xA0)0,0(0'ر x,0=(0جز) 

 يلى: كما الابتدائية الاحوال من(12(,)1) المعادلتين فى وبالتعويض

• 1= Dز c0s4, + D, C0s4,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(13)

0 = D, c0s@, -D,c0S44،،)] •••••ز٠••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠ )

x»(t))(, لايجاد للزمن بالنسبة(12)(,11) المعادلتين وبتفاضل , xالأحوال من بالتعويض ثم 

 يلى: ما ينتج الابتدائية

0 =a,D, sin ¢, - ,D رة sin4,٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(15)

0 =-aD, sin @, + 0 (16).........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠,sin4 ر3 ر
: ان ينتج معا(14),(13) المعادلتين بحل

11 ..D,=....(17),D=1=2D cos4
2cos4,2cos6,

 عنهما وبالتعويض4 =ر4 -ر٩ن يكو وبذلكsin4,=sin4 0=ر ان: ينتج معا(I5(,)16) المعادلتين وبحل
 بلى: كما الحركة معادلتى تعين بمكن وبالتالىD,-D,-0.5 ان ينتج(1,)00) المعادلتين فى

»١8.0.5eas-٤:٠,0( +)بمهج/,و0.5 .افة5 .بهجل٠..٠٠٠٠ س....
mm

kk eas«1.s±0)٠٠٠-٠٠».١9): +0=0.5eow1.9,/٥.5-مج( 
mm

General and Principal Coordinates  :ئبسية

 العمومية: أ-الا«حداثيات
- الطول مثل المنظومة حركة وصف بواسطتها يمكن التى المتغيرات او المستقلة الاحدائيات هى
 لخرى. طبيعية متغيرات اى أو ، الخ الزاوبة

 الرئيسية: ب-الاحداثيات

 المعادلات هذة وتحل مجهولة وتكون للحركة معادلة كل تحتويها الاحداثيات من مجموعة هى

 الرئيسية. بالاحداثيات تسمى ولذلك المجاهيل لايجاد البعض بعضها عن مستقلة
Coordinate Coupling

 والارتباط الاستاتيكية الازاحات بسبب الاستاتيكى الارتباط وهو الارتباط من نوعان يوجد

 إهتزاز عنة ينشا النظام من جزء اى إهتزاز هو الاحدائيات وإرتباط ، الذاتى القصور بسبب الديناميكى

 او نلبض كان سوءا بينهم الربط عنصر خلال من المنقولة القوة نتيجة المنظومة نفس من اخر جزء فى
. التوضيحية وبالاملة تفصيلا ذلك يشرح وسوف معا كلاهما او خامد
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2-ln the undamped system as shown in fg.(7-18). Using coordinates x , ر x, measured from
referance of position , Detemmine the differential equations of motion ,the frequency equation
and amplitudes ratio or the nommal modes.

 ، الانتساب موضع من ومقاس ,ر« المحورين باستخدام,(7-18) بالشكل المبينة المنظومة -من2

 الطبيعى. النق أو السعات ونسب كتلة لكل الطبيعى والتردد التردد ومعادلة الحركة معادلتى أوجد

4ء ،4 ج

"2 -اكو
 يلى: كما الثانى نيوتن لقانون طبقا الحركة معادلتى كتابة ويمكن

,#--(,x- د ، د k(x,m-(٠••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠••••••٠•••٠ ل( 2,

2m r, = k(x, -x,)-2.،) ٨ و٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••••٠٠)

 ، مختلفة وترددات سعات ذات التوافقية الحركات من العديد من وتتكون دورية الحركة ان وباعتبار
 التالية: بالعلاقات تمثيلها يمكن المركبات لحدى ان وبفرض

•• 3, = De"سه , i = ا ioe"" , i ""De. رت آن-= ......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(3)

·٠·٢, = Ee'ه , x»=ia.Ee"" , iآن-=ر Ee"" ......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠........(4)

 يلى: ما ينتج(2),)( الحركة معادلتى فى)(,(3) العلاقات من وبالتعويض

.:.(2k- kE- لإn" ن = 0..٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠............(5)

••(6)- kD + (2k - 2m)E =0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••٠..

 التردد معادلة على نحصل وبفكة المحدد صورة فى)(6,(5) المعادلتين بوضع التردد معادلة ايجاد ويمكن
 يلى: كما
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-k!
 (=أ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠•••٠(.7)

02k-2e'mإر 
(2k (o'm ج
-k

 ه،034 »ه-)±إواء
mm

.·(2k- m)2k ة -2am) -k?=0

2 ٨٠ رج(- »-)ي}ام٠»
mm

put A= " ه

K .1{=,=236 ا"»0
m

k (٠...»١...ra4/see,/وه=1.54 ملإ 
m

٨٠-٥ )غ(،ه- m

k saا ra4/,٥.9=٠ ه
M

The السعات نسب إيجاد يمكن وبذلك ratio of amplitudesيلى: كما 
kkD,  =ي==ل=:.٦و=0731٠....»2)

٤ 2٤-٥i" »٤-٥6)
m

kkD,  ي==ب:.=٦ير٦-273»3)
e, 2k-e» ( خ¢د«-أء

m
 يلى: كما بيانيا النسق رسم ويمكن

 +-م
(b)(a)

3-The system shown in fig.(7-19a)Detemine the equations of motion , the equation of
frequency and the two natural frequencies. If m,=m;=m , k k,=k= ر detemine the amplitudes ratio

 إذا الطبيعين، والترددين التردد ومعادلة الحركة معادلتى اوجد ،(19a-7) بالشكل المبينة -المنظومة3

m\=m,=m =رk,=k كانت , kالسعات. نسب أوجد 
m  ر

m  ر

٦
X  ر

k (x (x٥- ر

٢.
(a)

 )ن((19-7) الشكل
 ي#٠
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 كتلة اوكل معاملة بينهما ونابضm ر,m كتلتين, من تتكون منظومة يمثل(١9a-7) الشكل

 كنلة كل على المؤثرة القوى يوضح(19b-7 والشكل) نk,k ر منهما كل معامل ورقى بنابض متصلة
 يلى: كما الحركة معادلتى إياد ويمكن المكافئة المنظومة يوضح(19e-7) والشكل ن

m, i ,kx-= ر -k(٤,-x,) •. m,iات +(k, +k)x, -k, =0........٠...... (1)

•• m, ,k(x= و± -x,)-k,, •. m,i>-k, +(+k,)x, =0....٠٠٠٠٠٠٠...٠.(2)
 الترددات ذهت التوافقية المركبات من العديد من تتكون فهى خمد ويدون دورية الحركة ان وبفرض
 الآتيتين: بالعلاقتين كما المركبات احدى عن نعوض ولذلك المختلفة والسعات

3, = A, sin(ax + ( م ,i ,A ا ه= cos( ( به ي+ ,iرت =-"A4, sin(a +60.............(3)

(A, sin(ax ,x2=a4 )م+,xت,"=4)............(4+ cos(a,+ه( A, sin(a=ر 
 الاتيتين: المعادلتين تنتج(2(,)1) المعادلتين فى(4,)(3) العلاقات من بالتعويض

.٠(k, + k-m,")A, - kA,=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠•••٠.،(5)

- A, +(k+k, -m,ه ')A, =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........،(6)

 يلى: كما التردد معادلة على الحصول ويمكن
-k(k, + k-m,ه ")

(k,+k-m,ه -k
.٠(k, +k- m,ه "}(k,+k-m,7)•.٠..•••••0.ه-٢%=٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠'( )

,m عن(7) التردد معادلة فى وبالنعويض k,=k,=k=ر٥= mيلى: كما الطبيعيين الترددين ايجاد يمكن 

.٠(2k-ma')° -٣2=0 : ma" -k=0 or ma-3k=0
3kk

 سه مج/= عواد»، مجا=ه. ه»se/4 س.ع.•)»8
mm

 يلى: كما السعات نسب ايجاد ويمكن

k k٨.٠ ر·.,{#e ==de@ إrjgم =
A, k+k,-m,a" 2k-m@"

· k ٨, k  ه:. ±/=ه•.4ب- +-ر·١٠٠.١9)
m  ام(٨ ر٩2٤٠(٠

m
٨, k,+k-m,a" 2k-ma

===g $e0)d 10de0٣ #ع
٨, k k

3k A k: a ( ثلأ/,=,ه٠ ج-. -=جى1٠/٠».٥
m Aر -k

4-A two - whee] trailer is drawn over an undulating surface in such a way that the vertical
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motion of the ryre may be regarded as sinusoidal , the pitch of the undulations being 6m. The
combined stiffness of the res is 180 kN/m And that of the main springs is 65 kN/m, the axke
and attached pars have a mass of 450 kg., and the mass of te bdy is 500 kg. Find (a) the
critical speeds of the trailer in kmhr and (b) the amplitude of the trailer body vibration if the
trailer is drawn at 60 kmfhr and the amplitude of the undultions is 0.15m.

 للاطار الراسية الحركة وكانت متموج سطحة طريق على سحبت )عجلتين( إطارين ذات -مقطورة4

 الاطار ومعاملcm6. واحدة( كاملة موجية دورة )طول الخطوة طول ، الجيبى المنحنى شكل تأخذ

450 kg kN/m النابض ومعاملkN/180 بهما المتصل والجزء العجلتين محور وكتلة65  التركيبى

 ماعة./ بالكيلومتر للمقطورة الحرجة السرعة أوجد )أ( ،kg600. المحرك جسم وكتلة

0.15 m kmr المموج الطريق موسعة ( بسرعة المقطورة سحبت إذا المقطورة الاهتزازيلجسم السعة ب(لوجد

 الحل:
.kg600ر= m٤ ةنو,.:;م X١ .ا=٣

-٠ .50kg٠ ر

18oKnmير- X3

(20-7) الشكل
 يلى: كما الحركة معادلتى إيجاد يمكن إنن

m, ٦١+ k,٤, - k,x, =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(1)m, 2١ =-k,(٢ )ر¥-,.٠

m,٣٦-k,٤ +k,2, +k,2, -k,2.)٠.٠...0=د, )m, 22 =k,(3, -x,)-k,(3,-ر.٠( 
 نعوض وبالتالى مختلفة وترددات سعات ذات توافقية حركات عدة من وتتكون دورية الحركة ان نفرض

 التالية: بالعلاقات الحركات هذة إحدى عن

sin uX....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(3).٠٢ = A, sin a , 2 ,١A ه= cosaY ,x١-=٨,

, = A, sinu ,x= , ه cosaX ,x3=- (4)....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....٠.....sinu "ه8 ر

, = A, sin =a ,x3ن cosaX له ,xو "ر-=٨ , sin d....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(5)
 ان: ينتج(5(,)4(,)3) العلاقات من بالتعويض إذن

2
= 0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(6)A, (k, -mه+)٨' ,(-k,)

2
٨,(-k,)+ ٨,(k, + k, -m,ه)") = k,٨,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(7)
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 يلى: كما التردد معادلة تعيين يمكن وبالتالى
(k, -m,a")(k, +k, - m, -( شه k,} = 0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(8)

the) الحرجة السرعات تعيين يمكن إن critical speeds)يحدث وعندما الطبيعية للترددات المقابلة 
 يلى: كما التردد معادلة من وذلك الرنين

4
m,n,0' -(m,k, + m,k, + m,k,)a' + k,k, = 0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠............(9)

..(600)(450)" -[(600)65)+(600)(180)+ (450)65)}10')2 +(65)080)10%)=0
(10)•••••••••٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.176.25a' +11700 .:.0.27 ن-0=

pu =a' .: 0.27٨2 -176.25 +11700=0

 ،، ف8ج8ه ججرههه ز. -_Eم_58,ا-٢٤ ر-٤ -ر--٠.--٠٠/٠٠٠٠٠».١

(2a ١ =د200.27

.'. rad ,)ة=24.04 /sec...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(12).".٨, = a} =577.78 (rad/sec)"

(13)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠rad/sec8.66=ة, .'.(rad /sec)75=1,= {ه..

 يلى: كما الحرجة السرعات إيجاد يمكن وبذلك
 .ه24.04

(14)٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠HZ3.83=,=2٦ =مg ..f=·.·ة, 
2m2r

(15.)٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠L)f, = 3.6(6)(3.83) = 82.728 b/hr)3.6,=ي.·.٧٠= 
3.6L

(3.60L)1, =3.666)0.38)= 29.81 km/hr......(16=,٧•.HZ1.38@%،4م ••
2r

 قيمة عن وبالتعويض للمنظومة الرنين إثارة يحدث سوف السرعات هذة عند المقطورة جر ان ويلاحظ
A5يلى: ما على نحصل(7 المعادلة) فى(6) المعادلة من 

,(k,-m,)إم 
" ٩إ ب=

k,

A، k, -ma"٠٠٨,(-k ١+ ا"م- ا" ٢]/ +k,-»,ه ]=k,A,
k,

+(k,-m,٥'Xk, +k, -m,ه ')]= k,k,٨,٠..٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠.........(17).٨٠-\,٢٦

08(65)(180)Ak,k,٠٨٠.,٨ ،"٨٤٠٨-,٠ai6-6٩٥ -أد;]-\am %»[«i 'عة٠e٠ ا-ذ
 كماA,=0.15m المتموج الطريق وسعة ،60kmhr بسرعة سحبت اذا المقطورة سعة يجاد إ يمكن إنن

 يلى:
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٧ 60·.·f===2.78 HZ ..a=2m =2M(2.78)=17.49 rad /sec......0......(19)
L 603.6)

A3=0.15 ، نه=mad/sec17.49 عن بالتعويض mالاهتزازية السعة على الحصول يمكن ,Aلجسم 

 يلى: كما المقطورة

٨ (65)0180)0.15) -0104 (20
٠٠< د٠ ,,13ل٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠  \ا"·٥mm )و»ر@@-رو» -[ا,

5-Pan1 of a machine can be modelled by the system shown in fig (7-21). Two unifom discs A
and B, which are free to rotate about fxed parallel axes thorough their centers , are coupled by
a spring. Similar springs connect the discs to the fixed frame as shown in the fgure. Each of the
springs has a stiffness of 3 kN/m which is the same in tension or compression. Disc A has a
mass moment of ineria about its axis of rotation of 0.08 kg.m', and a adius 0f0.15m , whilst
for the disc B the coresponding figures are 0.45kg.m' and 0.3m. Damping is negligible.
Detemine the natural frequencies of small amplitude oscillation of the system and the
corresponding of amplitudes ratio.
B, A  منتظمان قرصان من والمتكون(7-21) بالشكل المبينة بالمنظومة تمثيلة يمكن ماكينة من -جزء5

 بنابض معا ومتصلين0 ,ر0, مركزهما خلال متواريين ثابتين محورين حول بحرية يدوران اللذان

 كل ومعامل(7-27) بالشكل مبين كما الماكينة هيكل مع بالقرصين متصلين متماثلين نابضين وكذلك

 الكتلى الذاتى القصور عزم ، الضغط أو الشد أثناء متماثل منهما كل يكون حيثk=3kN/m نابض

l,=0.08' دورانة محور حولA للقرص kg.m0.15 قطرة ونصفm,=للقرص بينما٢ Bعزم يكون 

r=0.3 قطرة ونصفkg.m0.45=1 لة الذاتى القصور m، لسعة التردداتالطبيعية -أوجد الخمد إهمل 

 المناظرة. السعات نسب وكذلك المنظومة لهذة صغيرة تذبذبية

،

 ٨بعل
(7-21-b)الشكل 
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·:5M٠ =-1,6. ,2M =h'0.+K6,8, +r.9.)r.
(1)•••••••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.2k,30, +k,r,0, .1٠,,٥ +ج0=

·::M =-١,6٠ ,:2M4، =k«,0, +r.0.)r +8;6,
.٠ 1, 0,+ 2h0, + k,r,0,=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••٠••٠٠..(2)

 مختلفة وترددات سعات ذات التوافقية الحركات من العديد من وتتكون دورية الحركة ان ويفرض
 يلى: كما إحدىالمركبات عن ونعوض

0, = Asina ,0 =-"Asina ,0, =Bsinay ,0s =-a"Bsin a...............٠.(3)
 يلى: ما ينتج(2 ،)(1) المعادلتين فى(3 من) وبالتعويض

..(2k} -oن1 )ر٨" +(k,r,)B =0..٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(4)

(k,r,)A4 +(2k,-5)••••••••••••••٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••0=8( ه1 )م

 يلى: كما المحدد صورة فى(5) ،(4) المعادلتين بوضع التردد معادلة إيجاد ويمكن
(2h?-a71,)
krr,

hrr,
(= (...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠.......،(6)

(2h (,n ه-
4• (7)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠2k(1 ,, +1,r)a° + 3(k,r,) •• وارا'ه-0=

k =3kN/m, 1,=0.08 kgm', 1g=0.45kg.m',  التال القيم عن(7) التردد معادلة فى وبالتعويض
1,=0.15m, r=0.3m

15y039)=0((ه0.08@)0.45-203)0)0.080.33+)0.4$0.157 إر+3أ30 .@.آ •.
.:.0.036 'ر610)(0.0173 "م+54.67510)=٠٠.0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........•..8)

pul ( "ه=٨.:.5467+103.951-0.036=0••٠٠.•٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....•.......09

a«-8±-٠ ,ز. فف
« »• 2٠ (rad/see)691.67==219583{, {هrad/sec==نه} 

 يلى: كما السعات ونسب الترددين إيجاد يمكن وبالتالى
(10،) ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.••rad /seC26.3=,ة, rad /sec46.86=٠ ر)ة.

٨, k,٢, 135 A, 2k;-228.74,1ند.·.3,375 =ع.[==69)[[( {ه="=-=- 
B 2k?-a}1, -4٥ ' B, hr٦, 135

6-A rotating machine at constant speed 4000 rpm , the exciting frequency was closed to natural
frequency of the system. lf the machine mass is 30 ib and the spring coefficient is 15ib/in, find
the mass and the spring ccefficient of the shock absorber that must be installed in order to get
natural freauency for the system equal 25iof the exciting frequency'?. How can you reduce the
amplitude of vibration for mass ml as much as possible by using the dynamic of the shock
absorber ?
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 الطبيعى التردد من جدا قريب الاستثارة تردد كان ،rpm4000 ثابتة بسرعة ماكينة دوران عند-6
 لجهاز النابض ومعامل كتلة أوجد ،ib/in15 النابض ومعاملib30 الماكينة كتلة كانت وإذا ، للمنظومة

 ؟ الاستثارة تردد من25/ مساويا للمنظومة الطبيعي التردد يكون حتى إضافتة الواجب الصدمات ماص
 الاهتزاز ماص منظومة باستخدام الامكان بقدرm ر الماكينة كتلة إهتزاز سعة تقليل يمكنك كيف

 ؟ الديناميكى
 الحل:

m  ر

k3(x١-xa)

m
 )د(

m  ر

m X

(٤)
(21-7) الشكل

m

() )ب(

Fى sinuct k,x١

·.: m, i3=-,ر , -k,(٣,-x,)+R. sina ..m,i k,3+ ا +k,3, -k,x, =R. sina.. ..()

·.m,: ),k= ر (٢ رد- .• m, xرن - kx, +k,x, =0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(2)

 الحركات من العديد من تتكون فهى وبالتالى دورية الحركة فتكون الخمد عديمة المنظومة ان وبما
 الاتية: بالعلاقاتx8,x, مركباتها أحدى عن التعويض يمكن والتى التوافقية

r, =Dsina ,x١ = aD cosa , , rت =-"Dsin a.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(3)

, =Bsina ,x2= aE cos E'= وتa ,xب sin @......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(4)

 يلى: ما على نحصل ومنها(6 ،)(5) المعادلتين تنتج(2) ،(1) المعادلتين فى(4) ،(3) من بالتعويض
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٠٠-(٨,a' +k, + k,)D - k;E=F;٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••••••٠٠،(5)

2
- k,D +(k, - m,' )E = 0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........،(6)

-kk, +k. -m, " ن (k2...(7,ه(- k,+k,-ma")(k, -m٥ ا"ري ٥'٩'') م (=ا•.
(k,-m,ته )-k,

- k,
 =اF(k,-m )'ه,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.•••••••••(8)

(,k,-m) «أ

٢.٠4r, =·• 0
F.,__(+k,-m,3)

(9)٢٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠,k'ط]= =ا •• 0-k,

£(k,-m,ه ')4_
=D.".=(10)...،٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....٠' د ٥ (k,+k,-m,ته )(k, -m1ه )-k;

.(1(4y; k,Eع_ ..
,k) ، د« ،لا +k,-m,ه ")(k, - m,') - k? ""٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٨••

 يلى: كما المحدد وفك(7) بالمعادلة٥=0 بوضع وذلك المنظومة لهذة التردد معادلة إيجاد يمكن

.٠ k,k, +k;-mه 'k, -m,a"k, -m,@'k, + ,m,m' ة -k} =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠.......(12)

(13)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠,٥ ,@"m," m,m,ه m,ه n.د ب د، د د ، .ر 

k,k,k,k,k,

 يلى: كما الطبيعين الترددين قيم عن(2) المعادلة فى بالتعويض

 بج.ر
 ,ة

,kر 
 و ي@ ع=

m,
,kو •.• o, =  ب

m,

k, ,k; ة,٥k='r+,%- م2٩-٠٠١٥='r+/" اقه-m.1-2r" ه
.٥ ,k٠ه. ••٣'(2 )عد٣' =إ+-0••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••••••(14) ، ي

k,

 الرنين: نتجنب لكى الاستثارة تردد من25% الاقل على الترددات تكون ان يجب بمان
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 ه25-100+
٢.'.(15)..........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....0.75 هح٤ ح  ,ة100

(٠k, =0.339k.................(16,0=1+3(0.75+"ر) 2-)('0.75.:)
K,

mkk#,a a ق•. =ق,2=0,339........ resonancer==17).•ا )
k, m ,m, m,ية 

•• m, = 0.339m, = 0.339(30) =10.17 i6.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(18)

..k, =0.339k, =0.339015) =5.085 i8/in.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(19)

m10.17ر= ib , k,=5.085 ib/in  يكون ان يجب الرنين حدوث لتجنب بذلكك
 ان يجب(10) المعادلة فان الديناميكى الاهتزاز ماص باستخدام الامكان بقدر الكتلة إهتزاز سعة ولتقليل

 يكون: وبذلك الصفر تساوى
..k,=m,20.،.) ه٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.•٠٠٠.٠' )..k, -m,a4 =0

 الاهتزاز منظومة تستخدم ولهذا عمليا للصقر مساويةm1 الكتلة سعة تكون ذلك يحدث وعندما
 يكون ولهذا الاستثارة تردد من قريبة الاصلية للمنظومة الطبيعى التردد يكون عندما فقط الديناميكى

k,k,
.٠='٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••• )[ل( ي ،

m, m,
7-Exciting force Rج cos@ot) acting on the system show in fig(7-22). Detemine the amount of
damping vibration by mechanical impedance method for m, m; at steady state ,lf the air
damping assumed to be c=2 kg.cmsec and k,=k=2 kg/cm ,m\=m,=2 kg ,And w=l red/sec

F) استثارة -قوة7 cos(otالمخمود الاهتزاز مقدار أوجد(.7-22) بالشكل المبينة المنظومة فى تؤثر 

 =ت2 الهوائى الخمد ان فرض إذا ، المستقرة الحالة فىm,mA للكتلتين الميكانيكية الممانعة بطريقة

kg.cmsec، وأن m,=2kg ، k,=k,=2kg/cm=radlsec ، m١1ت= 

F cosot k\x  ر

m  ر

 "م
،+.
-٤

 "ه· م

3
(7.23 الشكل)

 يلى: كما هوائى خمد بالمنظومة الخمد ان ملاحظة مع(7-23) للمنظومة الحركة معادلتى إيجاد يمكن
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٢,)+F cos(ax)'٠· m, ٤١ =-k,٢,-٢١,٥-k,(٢-

٠٠m, ٢+(k, + k,)r, +C, ٤- k,x, =F cos(a).....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(1)

•• m, x2 ),k+٥ و٥-= (٢ ر±-

،٠٠ m, ٤2c, ٤2٠ k,2, +k,¥,=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••٠..،(2)

 يلى: كما والازاحات الاستثارة قوة عن نعوض الميكانيكية الاعاقة طريقة وباستخدام

..F. cos(a) = Fe"" , rad/sec ا=ا .'.F. cos()= F.e"..........٠٠.(3)

."٠٤ =,e" , x, =i,e" , "e,'()=٢ ا =-k,e"...٠٠٠٠٠٠٠٠.....(4)

.:3, =,e" , ±1=i,e" , 2=-k٨e"٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(5)

 المحدد صورة فى ووضعهم(2) ،(١) الحركة معادلتى فى(5) ،(4) ،(3) العلاقات من وبالتعويض
 يلى: كما المطلوب إيجاد يمكن كرامر وبطريقة

.·٠(2+ 2i)X, -2k, =F;....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(6)

(7)•••••••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••i},  م+0=

-2،(2+2n
2i•.•٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••٠••(8) ن ••٥]' =ا4ً i-1

-2
(10،.) ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••٠٠•••}iFا= 

i

F(2+2i)
1-0•( و['=(A}11 =ا'٢.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..٠••.•.••.•••

(iF02i+4) (2i+4)iE _(-2+4F;  مر.4_02....
 د د د

-20-20(2٤-4)(2i+4)٥١

٠:,=«01-02٨E ,,=R,@oM)oE=0.22£...03)
(٠0.2)F(01i .014-F(2i+4) (2i+4)Fي٥٦ ه د إ-ع٣٢{ بر بلة 

٠٠٠٠٠٠٠٠-20(2i-4)(2i+4)2

٠ 8,-R٠@٥١y5رo@+ =oanR.

٩ ها- -ا-ا د٠٥66 /ا»- »)ج3-4».٠٨٩ -0.10.1
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;F)" بالعلاقة الاستثارة قوة عن التعبير ويمكن cost=Re(Foeالتالية: بالعقة عنها يعبر والازاحة 

: #٨=#,e" .٠٢,=R,,e")= R.(,"" (" ء = X, cos0 +6,)...٠06)
(l7)••••••••••٠•••٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠,(Cos(t+0و A3 ر••

•٠3 =0.22Fcos(-26.6) ,2, =0.22Fcos(١ +63.4)......٠٠٠٠٠٠٠٠.......(18)

(21) بالمعادلة المبينة الصورة على تكون القسرية الحالة فى المخمودة الاهتزازات تكون وبذلك
8-The system in fig.(7-24) consists of a pulley , a trolley of mass m , three springs of stiffness
k,, k3and k5, and a dashpot in the figure. The pulley has a mass moment of subjected to the
moment M(t) shown. Detemine the euations of motion of the system and then put them in the
matrix fom cosidering that the displacement is »>r0..
k, ,  ر كتلتها وعربة بكرة من تتكون(7-24) بالشكل المبينة -المنظومةm8 معاملهما نوابض وثلاث

;k kللبكرة الكتلى الذاتى القصور عزم ، بالشكل كما معا إتصلوا جميعهم ، لة الخمد معامل وخامد 

 الحركة معادلة بالرسم-أوجد موضح كماM, عزم تحت وضعت البكرة ، الدوران محور حول

.x>r0  الازاحة ان إعتبار مع المصفوفية الصورة فى وإكتبهم للمنظومة

 ة" ،مهه.

k3

(24-7) الشكل
 الاتجاة. فى ويخالفة المقدار فى الاسترجاعى اللى عزم يساوى الكامن اللى عزم بمان
 يلى: كما حركتهما معادلة وكنلك والبكرة القرص على المؤثرة القوى تعين يمكن وبذلك

:EM.=-ة ::B٨, =k٢٥r-k,(+-r٥)r-٨,

.·.10+ (k, + ,)r6- k,rx = M,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠.........(1)

:Mx=5R, ..MI= -ei-kx-k,(-r٥)
.• M + ز ci+ k,x+k,(٢-r6)=0 .:.M + +ز ذ (k, +k,)x-k,،r0=0.....(2)
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 يلى: كما المصفوفية الصورة فى(2 ،)(1) الحركة معادلتى كتابة ويمكن،

(;k+k)0 ا٠ إ:يإا٤ -إ٠٠ ;إ• x(-k,)0cx0 M ±
Coordinate TransfommationsandCouplinR.  التقارن و الإحداثي, -تحويلات11

 لوحة بواسطة الهيكل يمثل حيث للسيارة رياضيا نموذجا تعتبر(25a-7) بالشكل المبينة المنظومة

k النوابض منa,b بعد على يقع لها الثقل ومركزm كلية كتلة ذات صلبة ,k3حيث ، التوالى على 

 حول ءا كتلى ذاتى قصور عزم لة السيارة بدن ن وبفرض ، بالسيارة التعليق الية النوابض تمثل
(7- الشكل ويبين لانهاية. ما جسائتها ان نفترض كما إهملت قد الاطارات كتلة ان ويلاحظ ،c المركز

(25Bالانتقال على الازاحات تحتوى حيث ، المزاح الوضع فى للبدن المناظر الحر الجسم مخطط 

 الاتزان موضع منx)( الانتقالية وتحدد(e) المركز حول0(t) والدوران ،(e) للمركزx)( الرأسى

 ا وبفرض النوابض. فى المناظرة الابتدائية الانضغاط قوى معW=mg السيارة وزن يتعادل حيث
 يلى: كما للحركة المعادلتين كتابة فيمكن ، صغيرة0)( الزاوية الازاحة

ba  جمز٣ بر
»$

 ي٤٥٠٥ ي٩٠٠٠٠٥ ي٠ ي
٥ و٥٩٩٧٠+٩ رء «٤

 ي
،

«

 ي ي
» •3,

 ي•
٩٠٠٠٥٠ م» ٠٠٠

.k  "-.او فز
 خ

 ووي٠٠٠٠«٠٠٠٠٠٠٠٥٠٠٠٠٦٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠

k,(x-a0)
(8-25-7) الشكل

٠٣٣٣٠٥٣٠،
 م

»
3

 بملز·
(25-7 الشكل)ه-

(١) راسية خطية وازاحة0t) زاوية إزاحة أحدهما ازاحتان توجد انة(25b-7) الشكل فى نلاحظ
 يلى: كما الرأسية الخطية والازاحة الزاوية الازاحة حالة فى الحركة معادلة وتكون

٠ mx = -,(٢-a٥)-K,(٤+b6) .٠mx+(k, +k,)-(k,a-k,b) =0..،.،1)

·:2M, =-16 ,::EM,=-8,(٢-a0)a +k,(٤+80)»
.٠1,٥-(k,a- k,b)٤ +(k,a +k,b')8 =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(2)

 يلى: كما المصفوفية الصورة فى(2) (،1) المعادلتين وضع ويمكن

m 0± (K,+k,) -(k,٥-k,b) x  "/:(::ا٠.٠ ا":ن::٤ ب0
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 فى كما فقط إنتقالية حركة الى المنظومة تتعرض )ه( نقطة عند راسية لقوة المنظومة تعرض حالة فى

 عندئذ ، التوالى علىk ر ر{, النوابض رمن,b ر البعدين عند تقع(o) النقطة ان موبفرض(26a-7) الشكل

: بان(o) حول الصفر التواء عزوم شرط من ونستنتج )الكتلة( للوح الرإسى الانتقال الىx ترمز
i.e k,8 k[X(4).........k٦b٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠١= ر a ر kx= ر b ر , ر

٥٥٥٠٥4٠ ،ذ،د ،٠٠،٠٠٠٠ لأي،ي٥٤ ي4٠٠٠٠٥4٠٠4٠ ج٠٠٠٠٠٥٥٠

 .ا لمة» ه
 ز الاستاتيكى الاتزان مزضع

 از نج
{7-26-a) : الشكل

 ،خجم

 يز نج+2'
(6-26-7) الشكل

,(t)( الاحداثيات وباستعمال x)0حيث (t)0المبينة والمنظومة الثانية، فى الكتلة دوران الى ترمز 
: التالية الصورة على المعادلة كتابة يمكن وبالتالى ذلك توضح(26b-7) بالشكل

.• -k,(٤, - a,٥)-k,(٢, +b,0) = m\x١-(a, - a)0\...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..( 4)

k,(٤, - a,0)a, - k,(x, +b,0)b, = 1,6- m 3١(a, - a).٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(5)
·.: k,a, =kb, assume e=a٨-a

6).. m ٦١- me 0 + (k, + k,)x, = 0....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠----٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..(

7).٠ -me ٤١+ 1.6+ (k,a; +k,b,)8 = 0.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.(

: ;أ:]:"٤٤٠٦ :ا
 المصفوفة تمثل(8) والمعادلةo المركز حولm للكتلة الكتلى الذاتى القصور عزم هى1 حيث

 انة نستنتج(3) المعادلة الى وبالنظر ،(b-26-7) بالشكل المبينة للمنظومة(7)(,6) الحركة لمعادلتى

 تقترن(b-25-7) بالمنظومة حولها0(t) والدوران(e) الكلة لمركزx)( الانتقال إحداثيات إستعمال عند

 الاستاتيكى الترابط او بالتقارن الترابط أو التقارن هذا ويسمى ، الجساءة حدود بواسطة الحركة معادلتا

 حدود بواسطة إرتبطت قد(8) بالمعادلة المبينة الحركة معادلات فان اخرى جهة ومن ، المرنى أو

 طبيعة ان يتضح ولهذا ، الذاتى بالقصور إو الديناميكى بالترابط الترابط هذا ويسمى ، الذاتى القصور
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 إعتبار يمكن وبنمك للمنظومة اساسية خواصا ليست وهى المستعملة الاحداثيات على تعتمد الترابط

 أو إستاتيكيا مرتبط غير استعمالها عند المعادلات تصبح بحيث مثلاq»(t (رو,)t) إحداثيات وجود

 تمثيل ويمكن الاساسية الطبيعية بالاحداثيات وتعرف ، واقعيا موجودة الاحداثيات هذة وتكون ديناميكيا.
 مضروبة الطبيعية للانساق خطى كتجميع متضائلة غير خطية إزاحة ذات لمنظومة العامة الحركة

 الطبيعية. الاحدائيات بواسطة

Neturalcoordinetes  الطبيعية 21-الإحداثيات
 الحرية(. من درجتين )ذات الحركة ثنائية منظومة هى(7-27) بالشكل المبينة اللمنظومة

FAt)
x3(t)H٤

[:٤:]٠
kpx١(t)-k»83(t)

cpx'١(t}cx'»(t
(27-7) الشكل

 الثانى نيوتن قانون وبتطبيق ،(t) الزمن فى كدالة خطيتين إزاحتينx»(t,)١)( الاحدائين ان وباعتبار

,m ر الكتلتين حركة على mيلى: كما المصفوفية الصورة فى ووضعهما الحركة معادلتي على نحصل 

3x(t)
5x'3(t)

k\\(t)
cx'(t)

.m,i()=-k٤()-ei()-k/x,()-x,()-e,/ذ ()-xا)(ن +F().....٠٠.(a)

.٠m 3()+(k +k)x()-kx,()+(6+e,)i()-c, i»()= F(1)......٠.٠..... ..()

:m iA()=k(٢,()-x,())+eا i()-#ا)(م -k,2()-e F0)..(8)+() وذ

.٠m i>()-kx()+(k, +k)2,()-4, 3()+(e, +e)ia() =F,().....٠.٠٠٠٠٠٠..٠.(2)

] إ[ج: ا/إ;ا::٣ ءإيج
0 miيت١)(] -e, (4,+c)ا١#)(] -k, (+٤) ()] [F()

«....lsl-[Fl#»أء]+ا ]+ا o[]ة 
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-C,3t!) ,-k,٦,() in the frist equation

and -k,x,() in the second eguation

the) الترابط حدود ان نلاحظ حيث coupling tems)فى تتمثل المعلدلات بهذة :

 تؤل وبالتسالى إستثارة قوة وجود وعلم خمد وجود عدم حالة (فى7-27) بالشكل المبينة المنظومة

 يلى: ما الى الحركة معادلتى

ie €=c,=0 ,R()=R,()=0

.٠ m, ١(t)+ (k, +k,)3,(t)- k,x,(t) = 0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(4)

.•. ، ن ن m, x,() k,1,(1)+(k, +k,)x,(t) =0.٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠..........(5)

put k, +k, =k, , ر k, +k, =k,ر , -k, =k,, =k, i eguation(4),(5)
،،

•• m, ٦١(t)+ k,,x, (t)+ k,,x, (t) =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(6)

،m, 22(t)+ k,,3,(1) + k3و, , (t) =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(7)

a.x3t),  بالعلاقتين متمثلا يكون حلها فان ومتجانسة تفاضلية معادلات(7(,)6) المعادلتين لان ونظرا

(x,(tحيث .ه aالصورة على فرضهم يمكن(5 و4 للمعادلتين) الحل فان ولهذا إختيارى ثابت هى 
 التالية:

,x5(t)=u,ft) .٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....(8)x/(tHu (ftt ر

 الصورة على كتابتهم يمكن(7(,)6) المعادلتين فان وبالتالى الثابتة السعات دور تلعب رن,رن حيث
 التالية:

.'٠ m,٧, f(١)+(k,,u, +k,,u,)f()=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.............(9)

.- m,u, f(١)+(k,,u, +h,,u,)f(t)=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(10)

.f()_h٧, + k,ولا ku+h11)...........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...1,د ي ، در ر( لار ، 

m,u,m,u,f()
and, وكذلك حقيقى ثابت هىA حيث uر, k١3, u,m»,kر١١, mتكون ولهذا حقيقية ثوابت تعتبر 

 التالية: المعادلات صورة على المحتمل الحل ويكون محتملة التزامنية الحركة

0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(12)f(١)+.f(١)

, (H,, ,m,)uة- +k ,u ر =0 ,k,,u, +(k, ,(,mة- =0..........(13)
 التالية: الصورة على(12) المعادلة وضع يمكن وبالتالى
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14)..٠f()= ٨e" where s'+=0. and ( ,رى/-7.±=

 التالية: الصورة على(14) للمعادلة الحل يكون
f()=٨e' + ٨,e'٥=٨, ep(-/-7)+A,exp(-/-7)...٠.... ..05)

: ان نجد(14) المعادلة فى=o ر بوضع
S .=  ر3-1.@٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••••• [(ر6{

 التالية: الصورة على كتابتها يمكن(15) المعادلة فان وبالتالى
'fTt)A,e(17)...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ أناة انآ- "A5e

e ا" وان المركبة للاعداد ثوابت هىA٦,A١ حيث , eالوحدة قيمتها التى المركبة المتجهات تمثل 

: التالية الصورة على كتابتها يمكن وبالتالى
 ا6 أ٠٠

e '=cosot\ isint {٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ [أ8

: ان نستنتج وبالتالى
fTt)-(A+A5)cosot +i(A,-A5)sin@1...٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.............(19)

A/+A c= ر cos@ i(A,-A)c.sin@ •••• .. ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••• حيث

 التالي المعادلة صورة على ا(9) للمعادلة الحل يكون وبالتالى
f(t)=c.coS(ot-4)......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠............(20)

1 "ن= وعندما الطور زاوية هى4 ، التوافقية للحركة التردد هى» ، إختيارى ثابت هىc حيث

 التالية: الصورة على كتابتهم يمكن(13) فى المتمثلة المعادلتين فان
2

,m,)u م,4 ر=٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.0•••••••••••••(2)[ + kة" -)#,,

H,,w, +(k,, - ,m,)u' ه =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..............(22)

 من ، المتغير دور تلعب التيo ر مع ,ولا رن بالمجاهيل متجانستين أنيتين جبريتين معادلتين تمثل والتى

 دلا, رن للمعاملات المحدد كان اذا فقط حلا تعتبر(22) و(21) المعادلات ان نلاحظ الخطى الجبر

: ان اى ، للصفر مساويا

 -.»أءه.رد»ه4٥٣ -ا٥ رخ
(k,,- m,)k' ه  ر

 ان ويمكن ، أه فى الثانية الدرجة من الحدود متوالية وهى ، المميزة بالمحددة تعرف والتىA)( حيث
 يلى: كما(23) لمعادلة بفك تكتب

(24)٠٠.m,m,6" -(m,k,, + m,k,,)a' +k,,k,, -k,} ٥ )"ه(=0=

 وال1} ي<1 م ب ومر]٥ و .ب•0٤٨8 مهر٣ ثب او.a ي [طي« او6 )»-ي وه

mmm,m,m,

 الجذور لها المعادلة وهذة التردد معادلة او ، المميزة بالمعادلة تدعى "ه فى تربيعية معادلة تمثل وهى
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 الاول والنسق الحدوث ممكنة فيهما التزامنية الحركة تكون ان يمكن نسقان يوجد فانة ولذلك التالية،

 ولايجاد ، للمنظومة الطبيعية بالترددات يعرفان واللذان ره الثانى التردد والاخر ر» الاول التردد يملة

 للتردد المناظرة القيمة الى ترمز حيث ، الطيعين الترددين هذين على تعتمد والتى رن رن, الثوابت قيم

(2),)( الارقام بان العلم مع "رن, "ر بالرمزين ه2 للتردد والمناظرة ,""ر ""رن ربالرمزين

 ان وحيث فقط. رن, رت الثوابت معها ترتبط التى الترددات تعرف لكن ، الاسية القوى الى لانشير
 ,ر ",ه إيغال بعد وذلك٠٢r, السعات نسب إيجاد يمكن وبالتالى متجانستين(22) و(21) المعادلتين

 يلى: كما

a}m, kر- k[٠٠٠٠٠٠٠٠٩٩٠٠٠٠٠٠٩٠٩٠٠٠٠٩٠٠٩٣٠٠٠٠٠٠٩٥٠٠ ,م=-== {ر(] "إ{]}}

k,,- {u ور#,m; ه
,a}m, k,,-{2}٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٩2+٠٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٩٠٩٥ _م= ،=-ش<د {أ)( ا"إ٨]

kزة-,ر m,h, { و

٢ الى المقابلة النسبتين على نلك وينطبق متشابهتان(26 المعادلة) فىr المقابلةالى النسبتين ان ونلاحظ

 فىu ""ر, "ر الثوابت وثنائى طرف فى "رن, "ر الثوابت تتاتى كتابة ان وحيت ،(27) المعادلة فى
 الطبيعين الترددين مع التزامنية التوافقية الحركة تحدث عندما المنظومة شكل يحددان الاخر الطرف

 الصورة فى الانساق كتابة ويمكن ، المنظومة لاهتزاز الطبيعية بالانساق منهما كل ويعرف التوالى على
 التالية: المصفوفية

٤ -[لإ;-ا«٠ [إ« ؤة٢, -تاا٠ إ ا  زة٢,

the الشكلية بالمتجهات تسمى,"" ""ن من كل حيث model vectorsه١ الطبيعى التردد من كل ويكون 
 و» الطبيعى التردد وكذلك للاهتزاز الاول للنسق الشائع لمعنى با تعرف[""] الشكلية والمتجهة
 او أعلى الموضوعة الدليلية الرموز تكون وبذلك للاهتزاز الثانى بالنسق تسمى[] الشكلية والمتجهة

 درجتين ذات المنظومة ان ونلاحظ ، النسق رقم تميز التى هى الاقواس بين والمحصورة النسق اسفل
 درجات عدد مع يتطابق الاتساق عحد ان أيضا ونلاحظ الاهتزاز من نسقان لها يكون الحرية من

 ماهى ، الشكلية والمتجهات الطبيعية بالترددات تمثل والتى الطبيعية الانساق ان نلاحظ وكذلك الحرية.
 وحيدا يكون النسق شكل ان حيث ، الشكلية المتجهات قيمة عدا فيما المعطاة للمنظومة فريدة خاصية الا

 بواسطة المحدد الزمن خلال الحركة على نحصل وبذلك مميزة السعة تكون بينما(uni وue) فريدا أو

 يلى: كما التالية المصفوفية الصورة على كتابتها يمكن والتى(8) و(20) المعادلتين

' /لإ;يا+٠٠ -ج٠
 ]-";أ-اle' م-بء»»/١١
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 الحل تمثلf(),f)( ان ويلاحظ ، التوالى علىc رت,« من بكل عنها عبر قد ,"ر ""ر الثوابت حيث

 زمن أى عند للمنظومة الحركة ان يوضح وهذا ، الثانى والنسق الأول النسق من كل فى(20) للمعادلة
 زاويا الى بالإضافةc ت,ر١ الثوابت تحسب وبالتحديد ، طبيعيين لنسقين كتراكب عليها نحصل أن يمكن

 التالية: بالمعادلة كما الابتدائية الشروط بواسطة الطور

11 3-e-8ا'١«« e«-4+6ا 'o=[+"«l+[,«l-eا 
9-Consider the system of fig( 7-27 ), let m m= ر , m2ر= m, k,=k,=k ,k,=2k and obtain the
natral modes of vibration.

m (حيثb-27-7) بالشكل المبينة المنظومة و-لاحظ , m,=2m , k,=k,=k ,k,=2k=mأوجد ،ثم١ 

 للاهتزاز. الطبيعية الانساق

 و
،. 4٠% . 4٤"  ر{سأترئ< ت»

٩٢٦٠٧-٦٠-٧
: الحل
 يلى: كما(b-27-7) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى ايجاد يمكن

,k,x. ، د =0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠..........(1)m, x١+ (k, +k,)x,

 ي
m, 33٠٠k,, +(k, +k,)x,=0٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••٠........(2)

m,=2m,'.m, =m,k,=2k·.k, =k,=k

.:. m X2ر+ k,-kr3)••••••••••٠--٠٠٠٠٠-0.و=٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )

2mr - ر kr, + 3k, =0... (٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••••••••••• ه(

 يمكن والتى التالية التردد معادلة على نحصل(5) العلاقات من والتعويض(24) المعادلة باستخدام
: يلى كما جذورها ايجاد

2m'  ر2

7mk }: تهت, -:إ
k.جه-م 
m

k  =ه،1.5811 .،ج/,٠...٠..07١
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(28-7 الشكل) 0.5

 الاتية: النسب على نحصل(27) و(26) المعادلتين فى ثره,o,1 وبادخال

k2k-- [m.2.«  إي، ,ودء .{م( م
٣2 ه ح د هع ج

٢1 أ{٠٩٠٠٠٥٠٠٩٠٥٠٠٩٩٠٠٠٠٠٩٥٠٩٥٠٠٥٠٠٠٠٠٠٠٩٩

-kk,ة} 
5k

2k- (١m،2,02 ا  ل <ح ر٠ د ح د ع د ،جيء,٤ .ءء لم# »و

-kkة}' 
11 ٠٨٠-٢ يو,'-ا+«

 وهى ، احاديا اخذت قد الثوابت حيث ،(9) المعادلة من الطبيعية الاتساق على الحصول امكن بذلك

 عند يوجد الثانى النسق ان ونلاحظ(7-28) الشكل فى بيانيا خططت التى النسق اشكال فى لاتؤئر

 بالعقدة. النقطة هذة وتسمى صفر إزاحتها نقطة

 وذاكr,=u ",/"رr,3 ""ر=,)"",) النسب على حصلنا حيث(7) ،(6) الحركة معادلتى من نلاحظ

 التالية: الصورة على حلهما كتابة يمكن حيث(27) ،(26) المعادلتين بواسطة
3 )ا(,=4(,١+)4 )ا(ر••٠٠٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-.٠٠•••••••(33)

x,(1)=34)•••••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠••(4ر) ٢,٩(٢+)٢,٩)

 الاتيتين: المعادلتين على نحصل(7) ،(6) المعادلة فى(34) ،(33) المعادلتين وبادخال

m,(٩+,٩})+k,(٩,+٩,)+h\,(35)............0(٢,٩,+٢ =),و,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠

m,( (٨(,٢,٩,+٢ =),و٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.k36)........0+(,٩,+٩),h+(٩,٢ +ر٩,٢ و
 على نحصل بينهما بالطرح ثمm المقدار فى36) والمعادلةm21, بالمقدار(35) المعادلة وبضرب
 التالية: المعادلة

mm,(٢,-٢)٩,+(m,٢,k, + m,٢٢k, - ر m,k,- ٢,k,٢)4,
+(m,٣,k, +m,r,k,, -m,ر , -m,k,,r)37).......٠٠٠٠٠٠.٠٠٠.٠..0=و, )

 على نحصل بينهما بالطرح ثمm ر المقدار فى(36) والمعادلةmr بالمقدار(35) المعادلة بضرب ثم

 التالية:(38) المعادلة
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n1,m,(٢-٢),٩,+(m,٢,, +m,r,k, -m,k,, - m,k,,٢)4,
+(m,٢k,١ +m,٢,٢,k, - m,#,, -m,k,38)-٠٠٠٠٠٠٠٠٠..0=,4(,7ر )

 التالية:(39) المعادلة الى(38) ،(37) المعادلتين إختصار يمكن(27) ،(26) المعادلات وباستخدام

4 ,و{ه+ر=0 ,i =],2.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠0٠٠٠٠••••٠٠.،(39)

٩١٠٩ ر والمعادلات(7) ،(6) المعادلتين الى المعكوس للنظام الطبيعيان الترددان هما»(i=1,2) حيث
 الحلى ان ونلاحظ ، الاساسية او الطبيعية بالاحاثيات تسمى ، مستقلة نظامها حركة معادلات تكون والتى

 التالية: الصورة على يكون(39) للمعادلة
,i=1,2.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠........(40)4,()=C, cos(o,t-()

: التاليتين المعادلتين على نحصل(34) ،(33) المعادلة فى(40) المعادلة من بالتعويض

.٠٢,(t)=C, cos(0, ( ا-4 )ر..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........G,cos(a,41)+(,»- ا
C,r )ر..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠....٠...(42) cos@a,1-()+G,r, cos(a,4 3 =)ا(,4-

 يلى: كما المصفوفات بصيغة كتابتها يمكن والتى

11  -اo /'اs»/-8١ ا,'ا°+٣ «ه-»
=C,[/"ا cos@a,-8)+c,["" 4).........(43)-١,k oseع

 الشروط على ,رم الطوررو وزواياe ,رe, السعات وتعتمد المنظومة متجهات تمثل )أى,"اى حيث

 للمنظومة الحركة بان ويؤيد يوضح مما(32) للمعادلة مشابة تكون(43) المعادلة ان وحيث الابتدائية.

 الطبيعية. الاحداثيات بواسطة مضروبة الطبيعية للانساق كتراكب عليها الحصول يمكن زمن اى عند

10-Consider the automobile as shown in fg(7-25), let the system parameters have the values
m=100 IB- sح /R,1=1600 1b-s'-f, k=2400 IB/f , k,=2700 IB/f, a=4.40 f, b=5.60f, and find
the natural coordinates of the system

 يلى: كما المنظومة متغيرات قيم إفرض ، سيارة تمثل(7-25) بالشكل المبينة المنظومة -اعتبر10

.f5.601 كb/f, a=4.40 f, H2700و= k,-2400 Ib/f, m=100, =ا181600 غ.٨,4 Ib -s/ft، أوجد 

 للمنظومة. الطبيعية الاحداثيات

 الحل:

 معادلتى فى المعطاة المتغيرات قيم وادخال الطبيعية الاتساق نعين ان يجب ، الطبيعية الاحدائيات لايجاد

 يلى: كما المصفوفية الصورة فى وضعت التى الحركة
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•• mi+ (k, +k,)x-(k,٥-k,b) =0 ,1,6-(k,a-k,b)x+(k,a' +k,b1)0 =0

[0٣-(k,٥-k,b)(k,+k,)m ٥/2  إ}٦٦٠ "ا
 إ: يج;/:

45605100٢0100 ر0 ! -اشاء، م:..;::•
(t) الى السعتان هماX، 6 حيث ، الذاتية القيمة معادلات توضح(2) والمعادلة ، x(t)0التوالى على 

 ايجاد يمكن ولذلك

0- ٠٥١2 45 'ooa ه-٨ -132%« +«oso"٥لا-"لأأ_ن »],"م' •.
4560 131136-1600٩

.·.having the solution

}66484Js643?-0S0= 66.4831922= 4726rad/sec},85.7(ad/see=«,فه 
.·.the nalural freguencie are rad/sec {ة=6.88 ,a, =926ad/sec

 بالمعادلة كما المحدد صورة على الحركة معادلتى بوضع وذلك للمنظومة المميزة المعادلة تعيين ويمكن

 للمنظومة. الطبيعين الترددين تعين يمكن وبالتالى(3)

 على: نحصل الأول الصف فى(2) الذانية القيمة تمثل التى المعادلات ر»فى,o, عن وبالتعويض

+5100X" +4560"" =0.....٠٠٠٠٠٠٠.(4)a47.260100.:.-١ {ه)X""
374o")

(5.)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..•...٠.rad /Ji0.0820=-=--=-.٠٢ م.
4560'

aa} .:.-85.700100)X4+5100X') + 4560"" =0...٠٠٠٠٠٠.٠..٠.(6)
o0 3470

(7)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•.•.•••.٠.rad /SeC]0.76==-٢ =,ر.·.

 لمس ر ة ارل ن بدلا ن، لف ».»ف،8 عن فةباتويل ابا نحد
 التالية: الصورة على كتابتها يمكن الطبيعية الانساق فان ولذلك ، النتائج نفس على

1Y6)1٢0
== ا٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ه٠٠ {م_.  :-"ه( ي، {[.،-:: ب
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 يلى: كما الطبيعية للانساق بيانى مخطط رسم ويمكن

 بد.:.،±

(29-7 الشكل)

 يلى: كما الطبيعية الاحداثيات تمثل التى المعادلات فى٢٠٢ عن وبالتعويض

,x,()=٢٩٨(١+)٢٩٥(١)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..(9)·٠· x,(1)= ٩(1)+ () رو

,3,(١=)٥()al (٢=)(,٢(١
,6()=-0.082 ٠.( (,و1+)0.761 )(,و....(10 x(1) = ٩٨(١+)٩,()

 سبق ما وتتبع المصفوفية الصورة على التى)( الحركة معادلتى فى االصيغ هذة عن وبالتعويض

 التالية: («وt),٩١(t) الطبيعية بالاحداثيات المقترنة غير الحركة معادلات على نحصل فاننا ، شرحة

,4 +)(ز85.79)(=0.٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....(1١) +)(و47.26 =)(و0

 التالية: الصورة فى الحل يكون حيث ، الأخر بعضها عن مستقلة بصورة المعادلات حل يمكن لذلك
,4,()=C, coss(9.261 (C, c0s(6.881-¢,)  =)(,و12).........(,4-

 ياتى: كما للمنظومة الحركة معادلتى كتابة يمكن ذلك
1٢٢٧0٢١t :]-":] اكإي:،{٠ -[د٥٩-٠ ا

1+ c, ١٠٠.٠٠٠.٠3)0.761..eos9.26-8٨ 'ا ا,

0(0), 0(0) , x60) , x00) ,C,C الابتدائية الشروط على ,ر»4 ر الطور وزاوية  المعاملات وتعتمد

 الابتدائية. الاثارة الى الحرية من درجتين ذات منظومة إستجابة حالة فى كما ذلك توضيح ويمكن

 ابتدائية: اثارة الى الحرية من درجتن ذات منظومة ستجاية١4
Response of A Two Degree-of Freedom System To lnitial Excitation.

 فى للمنظومة الطبيعية الاتساق ضرب حاصل إعتبارها يمكن زمن اى عند المنظومة حركة اأن يلاحظ

 بصيغة الحرية من درجتين ذات لمنظومة الحركة معادلتى نكتب ان يمكن انة أى الطبيعية. إحداثياتها

 وهما: السابقتين(42) ،(41) المعادلتين فى كما عددية

- 335-



٢,(1)=C, cOs(a,1 -()+G,cos(a,41)..........ر-ا...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠( )
+C,r, cos(a,1 -4,)..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(42)x,()=C,٢ cos(@, (, ا- ي

 ر43٢)
where ٢}=,٢ رز}=

,wة} 

 الاخر الجانب من ,و» رت الطبيعية الترددات وكنلك المعطاة للمنظومة مفردة تكون٢٥,r النسب حيث

 التالية: الابتدائية الشروط على4 ر,4 ر الطور وزاوياC,,C, السعات على تعتمد

x,(0) = 3, , x,(0) x,(0)=v ميد٠= , x,(0) =v,0..٠٠.(44)

 الاتية: المعادلات على نحصل(42(,)41) المعادلتين فى الابتدائية الشروط من وبالتعويض

٢,(0) = 2 =C, cos@, +6, COs4,٠•••٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(45)

x,(0) = ,C,r= ر± C0s@, +C,r; C0S4, ٠٠••٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(46)

i0ر) ) = v,ج =C,a, sin 4, +G,a, sin,٠..٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠............(47)

,i(0) =v, = م G,@,r, sin @, +C,aر r, sin 4,٠........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(48)

 التالية: المجاهيل فى جبرية معادلات أربع إعتبارها يمكن(48) ،٣3) ،(46) ،(45) والمعادلات
C\ sin4, , C, sin4, , C, c0s4, ,C, cos4,

 التالية: الحلول لها يكون الاربعة المعادلات هذة
١

,C(١٥ )مج±••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••(X49,٢) د« cOs @, =
٢٢٥

1
،، )( ٠٢2\٥ ,C( م.)250٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠+ cos 4,=

٢٢٥,
1١.

C, sin ( م()(=٧٥٢-٧ )ج٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...٠...(51
٣-,٢ رة

١1·C, sin (٢,٦ ج+٧٨٥)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....(52-{)=4
٢-,٢ رة

 من: كل على الحصول يمكن وبالتالى

c-53"(أ ام٩٤٠«-١ ذ اقلم أ 
٢-٢ ,ة

c,=ا/,م٢٠٤٠٩٩ ر.٠ .)ع"جو"٢- s٥١
٢,-٢ زه

،٢,٧١\٥-V0 ن )(•••، •••••••٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠an)=و, 
 (,ة3,٢)«

٧٨١-٢٧٨٥، (56)••••••••••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠tan=)و 
6 (ر٢,- )«د

 الابتدائية. للاستثارة الكاملة بالاستجابة,+4 ,رC,,C, من وكل(42) ،(41 المعادلتين) وتسمى
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11-Consider the system of example (9) and optain the response to the iniiale x,(0)=1.2,
x(0H x ح(,0 ح) ,(0)=0.

 الابتدائية. للاستثارة الاستجابة واوجد(9) المثال فى المنظومة اتأمل1
 الحل:

 ان نجد(9) للمثال(7) المعادلة من

Im , «, = ER/1.5811=«و 

 رد_ نجدان· الابتدائية الشروط من ذلك الى وبالاضافة1-=,٢,0.5=1 ان نجد وكذلك

٢ ا-س2٠ ىن"""« عر فحصل(s56) (د55) د(5٩) د(s3) المعادلات فى القيم فذة وبادخال

(1)٠٠..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠o.5)(1.2)  ي٥ ،ع ع ح'٣ و-(0.4
٢,-٢ -0.5-1.0

-1.2-٢3٨ ١٠٥-٨5-٥-5 ==ن=ر(0.,8.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠0٠0٠٠.٠..٠٠...(2)
، 0.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(3),4,0«,

 يلى: كما المطلوبة الاستجابة على فنحصل(42) و(41) المعادلتين فى4 ,ر4 ر,C,C عن نعوض
٢,()=C, cos(a,1 -«,)+G, cos(a,4ا- ,)=

=04cوم l») +0.8cos(١.s811/»)
x,(1) =C,r, cos@6,1 - ( م +G,r, cos( =(, ر1 م-

=0.4eosflm} -0.4cos.5811f6m}
12-ln the system shown in fg.(7-30) , detemine the equation of motion , the two natuRal

frequencies , the amplitude ratios for the two fequencies and the nomal modes of vibration of
an automobile simulated by the simplified two degrees of freedom system with the following
numerical values: W=3220 lb,1=W/g).r2,L=10 f, L,=4.5f, k,=2400 1b/f ,k,=2600 1b/f,
r=4 f Study the effect of the coupling of the system , and define two separate coordinate system
to descirbe behaviour for the system.

 السعات ونسب الطبيعين والترددين الحركة معادلتى اوجد ،(7-30 بالشكل) المبينة لنظومة -فى12

 التالية: العددية القيم مع الحرية من درجتين ذات لسيارة بسيط نموذج لاهتزاز الطبيعى والنسق
w=3220 1B, J،=W/g)F ,L=10 f,L,=4.5 f,k,=2400 IB/f,K5=2600 1b/f, r4 ٨

 المنظومة. حركة لوصف مستقلين إحداثيين وحدد للمنظومة الارتباط تأثير إدرس

k3

 ر بنمية إً مي,إ
 إ؟ ،,ج :"":،:ج
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:EF-»: m3+ k,x, +k,3, =0

: يلى كما الحركة معادلتى تعيين يمكن

mi+ k,(x-/,6) + k, (x +l,6) =0.....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(١)

16=M, .:. 1,6=k,(x-l,6),-k,(٢+l0),
1,6- k,(٢-/,6)l, +k,(٢ +l,), =0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(2)

 والترددات السعات ذات التوافقية الحركات من العديد من تتكون فهى دورية الحركة ان وباعتبار
 وللازاحة =رXe"" بالعلاقة عنها يعبر الخطية للازاحة المركبات إحدى ان نفرض ولهذا المختلفة
 بهم ونعوص والعجلة السرعة على نحصل للزمن بالنسبة العلاقتين هاتين وبتفاضلe=.0" الزاوية

 يلى: كما الحركة معادلتى فى
1 به ه• و

, ""Xe ن-=ز2 ..٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(3),٢٠٠=iake"·.: x= ke'

·.٠0 =8,e"" ,.. 6=ia0,e"" , 6=-"8,e""...٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(4)
 يلى: كما(2 و))( الحركة معادلتى فى(4,)(3) العلاقات من بالتعويض

- ma2 Xe"" +k,(x-[,6.,)e" +k,(x+l,6.)e"" =0
..(5)•. k(-m' +k, +k,)+0.,(-k,/, +k,l,) =0..٠..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........

·: /(-a'6.)e" _k,(x-/,6.),e" +k,(٢+l,0.), e" =0
.·٨(-k,/, +k,/,)+6.(-1,٥" +k,l, +k,l;)=0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(6)

-(k/,-k (k,-a'm+)٨) ي,
=0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....."7det ،.(7(4} +k,}-)"-(/-k4,)

02400+26oo-(32600-02400-رح )
32 =إ0

[24oo٩.9+26oos.9 24oo-26oo)- در جم أده:رو
32

"put A=o,0=3928.05-128.739+ن •.
• :.٨% +128.739٨ - 3928.05 = 0..٠٠٠••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........،(8)

.٠, {ه==47.6935
•. يه= {ه-=82.0836

.. the amplitude ratios

(9)٠٠٠..٠..rad/sec=1.1 c.p.56.9=ة, .:

(١0.،) ٠.٠٠٠٠..rad /sec =1.44 c.ps9.06=ة, ..

0١.de٤./rad=-3٠06 i٨/٨١4.6=-ا±ا 
٥ ،

x . (02٠..٠٠.٠٠ad =0.288 in./de٤/٢1.09=ا.:.4 ا 
٥ ،,
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Nomal الطبيعى النسق رسم ويمكن modesيلى: كما للمنظومة 

k1

 مز شه٩ا بر
Nod}

 بالمنظومة: التقارن او الارتباط تأثير حراسة15
 الخاص(K رL ر-k3L) المقدار كان اذا بعضهما عن مستقلتين تكونان (سوف2 و)(1) الحركة معادلتى

 الكلة حركة محصلة فانk رL لايساوىkL, كان واذاkL,=kL, ان اى للصفر مساويا بالارتباط
 عزم أو إزاحة الجسم ثقل مركز على تؤثر عندما وذلك والدورانية الانتقالية الحركة من كل من تتكون

 )راسية( خطية إنتقالية وحركة دورانية او زاوية حركة الكلة ونتحرك الابتدائية الحالة فى وذلك لى
 المرن. التقارن او الارتباط او الاستاتيكى التقارن او بالارتباط يعرف وهذاkL و لايساوىk رL عندما

 المنظومة. هيئة لوصف مستقلين إحداثيين تحديد١6

 الآتيتين: المعادلتين الى الحركة معادلتى تؤل وبذلك كاحداثيات»y(t,(0) إستخدام يمكن

، :.
m -( م,/-y),k-= نز k,(y +l,6)- ml  م

.·٠ m + نز ml ٩+ (K, +k,)y+(k,ا , -k,/,)0=ه 

1 =k,(y-/,٨)l, -k,(y+/,),-m  انز
.٠1٩+ mزآ + (k,/, +k,/?)4 +(k,4,-k,/,)y =0

 إذا أما ، أستاتيكى تقارن او وإرتباط ديناميكى تقارن او إرتباط على الحركة معادلتى تحتوى وبخلك

 الى الكتلة تحركت إذا ذلك وعند فقط ديناميكى إرتباط على تحتوى المنظومة فانk رL =رk»L ر كانت

 حركة سيولد الكتلة ثقل مركز خلال المؤثرةmy" الذاتى القصور قوة فانy الاحدائى فى واسفل اعلى

 الكتلة حركة تولد سوف م إتجاة فى الحركة فان وبذلكmLy" العزم الى ذلك ويرجع4 إتجاة فى
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mL@" y القوة بسبب  أتجاة فى الراسية
13-Fig.(7-33), shows a rigid bar with its center of mass not coinciding with its geometric center
,i.e., = را Lر , and supported by two springs k .k5, ر ht represents a two degree of freedom system
since two coordinates are necessary to describe its motion . The choice of the coorinates wil]
define the type ofcoupling which can be immediately detemined from the mass and stiffness
matrices. Mass or dyamical coupling exists if the mass matrix is nondiagonal . whereas
stiffness or static coupling exists if the stiffness matrix is nondiagonal. lt is also possible to
have both foms of couphing.

 رماL و

.. ،يةا-#ه:
٠٠-٠٤· مب"مر{ بر"

 :كث أكمدنأ تقارن او ارتا برضع-(33 النكرة

- يوز٤, ،إ إء «ي
 وديناميكيا أستاتيكيا الاحداثيات تقارن او إرتباط يوضح(33c-7 الشكل)

 وان ابا وما= ان اى لة الهندسى المركز مع كتلتة مركز جاسر)بتطابق قضيب يوضح7-33 -الشكل)13
 يتعين انة اى الحرية من درجتين نو نظام يكون وهوk,,k ر معاملهما نابضين على يرتكز القضيب هذا

 الترابط نوع يعين سوف إختيارالاحداثيات وان المنظومة، حركة لوصف ضروريين يكونوا إحدائين
 تكون عندما واضحا يكون الديناميكى الترابط او الكتلة والجساءة. الكتلة مصفوفتى من مباشرة ينتج الذى

 مصفوفة فيها تكون حالة فى يكون الاستاتيكى الترابط او الجساءة بينما ، مرتبطة غير الكتلة مصفوفة

 الترابط. من النوعين كلا يتواجد ان الممكن من انة كما ، قطرية غير الجساءة
 الحل:

 حيثx,0 المحورين او الاحداثين نختار ،(33a-7) بالشكل كما الاستاتيكى التقارن او -الترابط17

 معادلتى تكون عندما استاتيكى ترابط للمنظومة ويكون الثقل لمركز الخطية الازاحة يمثلx الاحداثى

: التالية(1) المصفوفية الصورة فى الحركة

٥٤(k,/,-k/)(K,+k,)m 0'i ;::"kات".: ت.:٤:. :
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.0, فى مترابطة غير علىإهتزازت ونحصل يختفى الترابط فانk,L =رk رL, كان اذا
 القوة ان حيث القضيب علىc نقطة توجد(33b-7) بالشكل كما الديناميكى التقارن او -الترابط18

 معادلتى كتابة ويمكنk رL =وk لاL م ان اى )واضحة( خالصة إزاحة وتنتج القضيب على عمودية تكون

 يلى: كما(2) المصفوفية الصورة علىxe,8 للاحدائين الحركة

0x0(k,+k,)m٥#m »i:  اا الأبنة10::
 الديناميكى. الترابط وينتج الاستاتيكى الترابط يلغى المختارة المحاور نظام ان يوضح وهذا

.(7-33c)  بالشكل كما والديناميكى الاستاتيكى التقارن او -الترابط19

 المصنوفية الصورة فى الحركة معادلتى كتابة يمكن فانة العمود نهاية او طرف عندx=x ر اخترنا اذا

 يلى: كما(3)

m: ٠\;;k,1ولا ة 
k,l ٢  إ]-[:[:0

 موجدين. والديناميكى الاستاتيكى الترابط من كل يكون وبذلك
14-١٨ a study of earhquakes , a building is idealized as a rigid body 0f mass M supported on
two springs , one giving translational stifness k and the other rotational stifness k, as show.
Given that l is the mass moment of inertia of the building about its mass centre G , write down
the equations of motion using coordinates x for the translation from the equilibrium position ,
and 0for the rotation of the building. Hence detemmine the frequency equation of the motion

 إنتقالى أحدهما نابضين على مثبتةM. كتلة ذات لمبنى جاسئ حسم ، الارضية للهزات دراسة -فى14

 الذاتى القصور عزمl ان علم فاذا ،(7-34) بالشكل مبين كماk, معاملة دورانى والاخرk معاملة

 موضع من الانتقالى المحور مستخدما الحركة معادلات اكتب.G ثقلة مركز حول للمبنى الكتلى

 للمنظومة. التردد معادلة أوجد ثم للمبنى6 الدورانى والمحور الاستاتيكى الاتزان
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 يمكن الثانى نيوتن قانون وبتطبيق الارضية الهزات نتيجة صغيرة0 للمبنى الدوران زاوية ان بفرض
 يلى: كما للمنظومة الحركة معادلتى إيجاد

·.mi =BF .:.m@+h8)=-k ..mi+mh&+ kr=0...0)
 الاسترجاعى اللى عزم الاتجاة فى ويضاد المقدار فى يساوى الكامن اللى عزم ان وبما

·٠ 1 6+ mGi+ H6)h=-(k,8)+(mgh8)

.: mh i+ (mh +1)8- (mgh-k,) =0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(2)

 والسعات الترددات ذات التوافقية المركبات من العديد من تتكون فهى دورية الحركة ان باعتبار
 التالية: بالعلاقات المركبات احدى عن نعوض ولذلك المختلفة

A, sin @»....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......٠٠،..(3)0 = A,sin(@) = ر0 a4, cosa8ب ر ="

r=٨, sina ,x=a4 ر cosa ,x =Aت ر sin @....٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(4)

 المحدد وبفك المحدد صورة فى بوضعهم تم(2) ،(1) الحركة معادلتى فى(4) ،(3 من) بالتعويض
 يلى: كما التردد معادلة على نحصل

- mه h4, - ma'A, +kA, =0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠...... •• (5)

mahA4, +(mh' " ه(1+ A, +(mgh -k,)A, =0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.•....٠.(6)

(k-mo)- mo4h
,=0..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠.... •• ،(7)

m%A'(mh' +1)' +(mgh-k,)
.• m1 -a' ?k« ا +1h-mgh +mk,]-mghk +kk, =0........٠..(8)
15-The two-degree-of-freedom system show in fig.(7-35) consists of a pulley, a mass m, two

springs of stiffness k, and kر , a dashpot with a damping coefficient of c, and a cable connecting
them as shown. The pulley centroidal mass moment of inertia is1,There is sufficient fiiction
between the cable and pulley to prevent the cable from slipping. Detemmine the differential
equations of motion of the system when the pulley is subjected to be a time varying moment
M(t) as shown.

 ونابضان وكتلة بكرة من تتكون(7-35) بالشكل مبينة كما الحرية من درجتين ذات -منظومة15

,k ر معاملهما kلة الخمد معامل وخامد cالكتلى الذاتى القصور عزم مبين، كما بنهم متصل وخيط 

 أوجد )الزحف(. التزحلق من الخيط لمنع والبكرة الخيط بين كافى احتكاك يوجد ا، للبكرة المركزى

 هو كماM ر عزم تحت موضوعة البكرة تكون عندما المنظومة لحركة التفاضلية المعادلات
 بالشكل: مبين
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 )£ي

٦3

0

(35-7 الشكل)

 حول العزوم 0وباخذ مسافة(o) مركزها حول تتحرك البكرة فانx بمسافة الكتلة تتحرك عندما

 معادلة تعيين يمكن وبالتالىx>r ان وبفرض حرة وباعتبارها(7-35) بالشكل كما البكرة مركز
 يلى: كما المصفوفية الصورة فى ووضعهما الحركة

:5M.=r6 .:-k0٢+k,(٤-r0)r +M0)=1  ة

.:. 16+ (K, + k,)r6 -k,rx =M( (١)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••••.• ا(

ER٠ =ه

krc- أ:٠:٠٩٤ إ٠ 0m ر ; 3/١/٤١
 م ،4

•. mx =-k,(٣-r٥)-c ٠٠m٤+c٢+ k,٣-k,r٥ =0.... ..(2)

 و1
1 0

where» =]' s عa -ا٨, ،a»»0 ن M
0 0c- n»pis- "ا ا" »a0 c

- ء.٠"٣4٠« k,r
-٢٢ siess ن Ma·ا= 
K,

Lagrange s E uationsو  لاجرئع 02-معائلة

 طاقة على اساسا تعتمد وهى الهندسية للمنظومات الحركة معادلات إيجاد طرق من طريقة تعتبر وهى
 معادلة صياغة ويمكن(D.E) المبددة والطاقة(P.E) الوضع وطاقة(K.E) الحركة طاقة مثل المنظومة

Generalized) عمومية لاحداثيات التالية الصورة على لاجرانج Coordinates.و,) 

.«»e),agA].&3 ج&)عيrslاي 
,a,a ا، د، د ي د a,اه8 و] 

where:g} is a generalizd erternalforce (or non-/ineardampingorce acingon the syslem

1he subscripti) denotesrequatiosfor an (n) degree offreedomsystem

. المنظومة فى المؤثرة العامة الخارجية القوة هىQ ان أى
and q, is the generalized coordinate tha decribes the position of the system .
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 لها التى للمنظومة المعادلات عد على تنلn ، المنظومة موضع لوصف العام الاحداثى هى٩i اىان
(a free conservative system) n الحرة التقليدية المحافظة للمنظومة وبالنسبة الحرية. رجات من  عد

 الى: لاجرانج معادلة وتؤل للصفر. مساويةQi,D.E من كل يكون

 تد د د ا}54٤(ars ».ه.)غية,٥

,d aا, ,ة8
1 ٠where : K.E. = -m(x)
2

. P.E.= ±H
2

. D.E.='ei)?
2

Elements for restoring (K.E.) are mass(m) and moment of inertia(l)
Elemenls for restoring (P.E) is spring (k).
Elements causin g loss of during motion (D.E) is dashpol (c).
16-The system shown in fg.(7-36) consists of two identical springs attached to a trolley of

mass m that ر supports a mass m by means of a rod of length L and negligible mass pinned at
point o. Detemine the euations of motion of the system in tems of its generalized coordinates,
and then linearize these equations by assuming that the oscillations ofthe rod supporing m; are

 كد_"ً )برولى( بعربة منصن متعانقين نابضين من تتكون(7-36) بالشكلل المبينة ة-المنظومة

 الحركة معادلات أوجد ،(o) المفصل كتلة إهمال معL طولة قضيب بواسطةm, كتلة بها والمركب

 المركب القضيب إهتزاز ان بفرض المعادلات لهذة والخطية العمومية الاحدائيات من لكل للمنظومة

 صغيرة.m, بالكتلة
X

FT)
36-07 الشكل)

 يمكنm, الكتلة إزاحة ولكن٢ ر بالاحداثى تعرفm الكلة إزاحة فان بالرسم كما كمحورينy,x باتخاذ

 على لاتعتمد بالشكل الموضحة الاربعة الاحداثيات ان يتضح ولهذا0,85 او ,ولا2 بالاحدائين وصفها

 الاتية: بالعلاقات كما الاربعة الاحداثثيات ترتبط ان يمكن(b-36-7) بالشكل ولكن المنظومة إحداثيات
y2=Lcos0...٠.٠٠0٠٠.0.........(2)... LsinB+٠٠٠٠٠٠٠.٠x1=x١(١) و

constraint المقيدة بالمعادلات تعرف(2 و)(1) والمعادلتين equationsو, ;لا حيث yعنهم التعبير يمكن 

 مهذة لان ونظرا المنظومة لوصف المطلوبة الاحداثيات على تعتمد المعادلات وهذة0,x١ بالرمزين

 وذلكy و',x,' السرعة إيجاد يمكن وبذلك كاحدائينx,0 ناخذ فاننا الحرية من درجتين ذات المنظومة

: يلى كما(2 و)(1) المعادلتين بتفاضل
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(sin(8)6)........(4=-ولا .ا ,(cos(8)6)...........(3=±وثر /+ا 

٠٠1•] ٠٠٤٤«-68'+2 (ا/,«+68»{٥١
(٩ د) )د( المعادلتن من بالتعويض فالة عمومية كاحدائيات ,ه« متخذا للمنظومة الحركة طافة لانجاد

 ان: ينتج(5) المعادلة فى

»٤(«{-٤١ /,«إ+6١-a٤»)oa+4 ا,» 2 2

،2 :1٠٠1. K.E.=-(m, +m,)(r,) +m,(٢,)l cos(0)(8)+-m,/(6)'.....٠٠٠٠.٠٠..٠.(6)
22

strain elastic مبددة طاقة لايوجد ولهذا element m2 مرن عنصر باى متصلة غير  الكتلة لان نظرا

nergyيكون الانفعال طاقة فى الكلى التغيير فان ولهذا ، الاشتاتيكى الاتزان وضع عند المنظومة فى 
 التالية: بالمعادلة كما كلها الوضع طاقة تشمل ان يجب والتىm2 للكلة الراسية بالازاحة مرتبط

P.E = k? +m,g(/-/cos8)..............٠.(7)
 نتيجة المبذول الشغل ولايجاد ،m2 الكتلة فى الوضع وطاقة النابض فى المبددة الطاقة من تتكون التى
 المبذول الشغل معدل فيكون(b-36-7) بالشكل كماF)@ القوة تاثير نتيجةx1,0 الازاحات فى التغير
 بالمعادلات: ممثلا

dW, =G, 4r, = F()dr, .....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..٠.،.(8)
dW, =£,d8 = F()lcos0.d8...............(9)

 و

: ان ينتج(8) ،(7) المعادلتين وبمقارنة
-.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......،(10)Oa=Ftt)lcos0

 ان: نجد(7 )و المعادلتين ومن وx1=1 ان نجد لاجرانج لمعادلة وطبقا
,K.E.2=(m)٠3 ء +m,)٦,+m,/ cos(0)(6)

5x,

٠٠٠٠٠d ٥0K.E. (m,lsinGe)(6)' +m,l cos06)(6)......(11-m, +m,)iرب.:. لا-"١=(١ 
 هi ج

X,

.(«4E\«»  مد«/r5»)-»e ة/
"a,&,

: ان ينتج لاجرانج معادلة فى(13) ،(12 ،)(11) ،(10) المعادلات من بالتعويض

Q,١=F@)
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 د ، د د ج بد(بعديa ه-%(.)

"a,a,d a , و

.٠(m, +m,)i١+2H, -mlsinGoX@6) +m,lcos(8)Gة ) = F@).........(14)

50K.E ٠ و
 ه =,وfr0 وءuian67.: ,«ال""؟] +,ذeos0 ة,«+

56

٠٠d. و ي. 65K.E (rtcoso)-m,ilsio«exd)  الإ ,م=ا""؟45.(6@7,«+
dt a8

:٠ .8K.E (6)٠٠٠٠٠..٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠٠(m,(i,)sin60)6ث"؟ -=ا( / 80
,8(P.E)

= m,g/ sin(d)....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠0......••(17)80
 لاجرانج: معادلة فى(17 او6 و15 و10) المعادلات من وبالتعويض

.٠m,/cos(8)(x,) +m,13()+m,gl sin@8) = F@)lcos(8)........(18)
 التعويض يمكن وبالتالى صغيرو الزاوية الازاحة فتكون صغيرة الاهتزازية القضيب حركة لان ونظرا

sins0 عن , cos@=1 ,09Y"=0المصفوفية الصورة فى وكتابتها الحركة معادلتى ايجاد يمكن وبذلك 
 يلى: كما

 بي

.·٠ (m, + m,)x, + 2k, + m,l0 = F(١)•.•٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(18)

F)0 "٢,
=١٠٠٠٠٠٠.٠ م،20  [تلء. [ء#

m,1 6+ m,gl0 + m,li = F()l......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(19)

٠\3 ا٦ /,« ة0
]٠ «ا

m,l

17-Detemmine the euation of motion of the system as show in fig.(7-35) , by using
lagrange's equation.

 لجرانج. معادلة باستخدام(7-35) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى -أوجد17

 الحل:

-35) بالشكل والمبينة الحركة ثنائية للمنظومة لاجرانج معادلة باستخدام الحركة معادلتى استنتاج يمكن

eneralized العمومية الاحداثيات نعتبر بان وذلك(7 coordinatesر,٩١=0 هى ع=X الحركة وطاقة ،٩ 

 الانتقالية الحركة نتيجة حركة وطاقة للبكرة الدائرية الحركة نتيجة حركة طاقة من تتكون للمنظومة

 يلى: كما لاجرانج معادلة وبتطبيقm للكتلة
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•• KE.=±n)° + ?(mi ±ل
22

٠٣ د» ة-الضعة(ي

 اه فج

,by applying lagrange egualions ى

. غ±اي٤ ا ب٦. ١=٢

،d  ا ج
: تكون وبالتالىx.0 فى دالة ليست الحركة طاقة لان ونظرا

6(K.E)
5 و50«

a(K.E)
 د ر

 م&

 لسهذة الوضع طاقة فى التغير لان ونظرا ،x=0=0 يكون والكتلة النابض من لكل الاتزان وضع عند
k,  للنابض م الازاحة وتكون الاستاتيكى الاتزان وضع من للنابضين الازاحة على فقط يعتمد المنظومة

 للمنظومة الحركة طاقة ايجاد يمكن وبالتالى ،k للنابض(x-r0) النسبية الازاحة وتكون ، فقط
 لاجرانج: معادلة وبتطبيق

.٠P.E= 4٢r °(x-r٥),٥K?) م+
22

6(P.E
(02٢-(٦)٠٠٠٠٠٠٠0-٤,)k+لمزي٨,٢٥= ·:

» &3E) K,٢-٢6).٠٠٠٠٠......03)
&r

 ك وكذاd0 صغيرة إزاحة خلالM)( العزم من الناتجة الحركة بواسطةw المبذول الشغل وبتفاضل

 مقاومة قوة لان سالبة الاشارة وتكونdx الازاحة خلال الخمد مقاومة قوة بواسطة المبذول الشغل

 الاتية: بالمعادلات عنهم التعبير يمكن الحركة اتجاة عكس إتجاة فى دائما تكون الخمد

••• dW =g,،d8 = M()d8 ,..9, =M(١.)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠....(4)

·.: dW, =g,dr=- i drت (5)..........cx٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-= ر£..

 د ب هدده ح م'٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥٠٥١٢ ح١ واووا٠ []م أبي. ةRe\٩ ي٤),3 يel_٥. ا-٥3 ر«

,a,4ؤ ة٩, aاه 

 العمومية العزوم او القوى هىQ, ، الزاوية او الخطية الازاحة حالة فى العمومية الاحدائيات هى ,و حيث
 ، المؤثرة والعزوم الخمد وقوى المنظومة طاقة الى بالإضافة وذلك العزوم او الاستثارة قوى من الناتجة

 وذلك(4) و(3) و(2 و)(1 من) الناتجة العلاقات من الحركة معادلتى تنتج لاجرانج معادلى وباستخدام
 يلى: كما

16+(K, +k,)r'8-k,rr= M(0).....٠٠٠٠.٠٠٠.......،(6)

mi+ k,+cx- k,r0 =0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(7)
[8-A soild cylinder has a mass M and radius R, Pinned to the axis of the cylinder is an arm of

length L which caries a bob of mass m . Obtain the natural frequency of free vibration of the
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bob. The cylinder is free to roll on the fixed horizontal surface shown in fig.(7-37).
 كتلة يحمل الذىL طولة بذراع بمركزها متصلةR قطرها ونصفM كتلتها مصمتة -اسطوانة18

 تتدحرج الاسطوانة ان حيثm للكتلةالكروية للاهتزازالحر الطبيعى التردد أوجد ،m كتلتها كروية
(.37-7) بالشكل مبين كما افقى مستوى على بحرية

x,=R8 ,=x,+L4

37-07 الشكل)

 يلى: كما والوضع الحركة طالتى تعين ويمكن,«١ هى العامة الاحداثيات ان باعتبار

K.E.= (MGi ±ل R ر)±+ "(« ?)@ر إ+ =
2222

٠١٠١٠11=-M(٤,) +-(-M)(٤,) +-m(x,).............(1)
2222

.·1٥(=٢.-2,)..٥' ش= و(٤),-,

m،x-٤١22 ٠٠ م٤-٠a -مه-»٠4 «ء-»ي-ا')جاء-ر 2212
 الاتى: ينتج =,وx, حيث لاجراتج معادلة وبتطبيق صغيرة4 ان وحيث

,3 ا ·.ج242d2 {+تد!اقمع/ي.we ة١ -ر«إ،ة«-3w صد:

a(P.E) m  =ه·ر" لر،.{ ل,(,٤ رو_ د2.
''221ar,

.m٠.3 إ٠٠.·.-M x,)=0-, (لإك"(+رج٢ is an eguation of motion
2 ا

aPE) ٠a( ر٥ر .),د2..(84, aKE) G تد,. ولا=.. دا=تد -ولآ.٠٤ ر /٤a و١٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠=
21ar,ج dl، r,

 يلى: كما الحركة معادلات حل ويمكن
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.٠٠M/٠٠..mi+]""{ isan ,+(ا-٢=),0 guanion of monio»......(5)
١

asume x, =K, sin , له x,=, sind1...٠٠..٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(6)

٠٨/٢-٣6١-3 ر٥ [د٠٠,٢-%١-٥ ١2١

٠.٢,٢ ر٤٦٣-٠x,"6 -اذم-ر٥٠١ ١
 يلى: كما السعات ونسبة الطبيعى والتردد التردد معادلة كتابة يمكن وبالتالى

M3M٠٠:٠he ه.3 Jre٩eney ewwanio» is 212( =اG)8)0٠+« ا?ري-'إث]

2m·•. the natural freguencies are a=0 , radlsec....(9) إ/,=ة ه)+( ا
3gl٠

-2mX
=٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠00٠٠........(10).، the amplitude ratio , 3M

19-A Two-storey building which has its foundation subjected to translation and rotation is
modelled by the system as shown in fig.(7-38). Write down expressions for (K.E) and (P.E),
and indicate how the natural frequencies of fee vibration may be found using the lagrange

 )داراو,""""" اسقى )احدمي( نابن ى مرعا سموذء دلة طقن من يترن وا-منى
 الترددات ايجاد يمكن كيف وبين الوضع وطاقة الحركة طاقة دالة اكتب(.7-38) بالشكل مبين

 لاجرانج. معادلة بواسطة الحر للاهتزاز الطبيعية

 يلى: كما صغيرة الاهتزاز سعة تكون عندما الوضع وطاقة الحركة طاقة دالة كتابة يمكن
٠٠1٠1٠1•1 ه

..K،E =-m,(x.) +-J6إ) ) +-m, (x,+h6+ x,)+-J,(B)2
2٠222 •

٠٤٠1 م٠٥1
+-m,(٤٠+2h8+ x,)'+-1).•••••••( ل٨)"((٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠

22
1,111.٠.E = k,8% ?م,{خ ج+ kz' ا2+ + k,(+,-x) خ ( ا٠٠٠٠.....»2
22• 22
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 يعطى احداثى كل مع لاجرانج معادلة فى وبالتعويض العمومية الاحدائيات هىx0,x2,x1,6 حيث
 كماسبق النسق واشكال الحر للاهتزاز الطبيعية الترددات وايجاد حلها يمكن للحركة معادلات اربعة

 السابقة. بالمسائل شرحة
20- To isolate a structure from the vibration generated by a machine , the machine is mounted
on a large block. The block is suppored on springs as shown in fig.(7-39). Find the equations
that describe the motion of the blcck in the plan ofthe figure as shown.

 مركبة الكتلة حيث كبيرة كتلة على تركب الماكيتة ، ماكينة من المتولد الاهتزازن عن مبنى -لعزل20

 بالشكل. المبين المستوى فى الكلة حركة تصف التى المعدلات اوجد٠(7-3 )و بالشكل كما نوابض على

.«

(39-7 الشكلر

 )الكتلة البلوك كتلة ان باعتبار المنظومقونلك حركة لوصف٩ و٠٩2,٩ ر الاحدائيات استخدام يمكن

»» القك مركز حول!o الكلى الذاتى القصور وعزم ،M والماكينة الخرسانية(

.•. KE=-M(و ,) +-M(٩,)+-I(1).........(٩ )و....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
222

1١1.:. P.E.=-k,(٩,+bg,) +-k,(٩, -a٩,) +-k,(٩+aو ,)
222

1
+٠# (و4 و)',»٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠•••••••••(2) د

2
apply the lagrange eguation with q, =4,

 د"ر== ربا بره, و ماب= ربو٠٠٠٠٠ وهبه ي.قعد. ,{ءع#ا. :»-افكة/ي ف

dlا aؤ ,di aؤ ,a4,a,
PE  ا. }؟ لام -ا٤(٩+,8٩,١٠٤(٩-٥٩٠١٠٠٠٠»٩)
0,

.. the frst eguation of motion is M 4,+2k,٩, +k,(b-d)5)...0.و=٠٠٠٠, )

.·.the other eqwations of motion are obtainedp»  ا4=,4 ر4٠=,4 ر

•• ٨ 4,+ 2k,2-و, ak,4, =0.٠••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(6)

and °b ,و,=٠0(7) +d2)k, +2a'k+),٩,k,(8-d)4, -2ak1 +و
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 الترددات إيجاد ويمكن معادلات ثلاث لها فهى وبالتالى مزدوجة إحداثيات ثلاثة لها المنظومة فان ولهذا
 الترددات إيجاد يمكن وبالتالى الناتجة التردد معادلة نل ثم =;وA/sinot عن بالتعويض الطبيعية

 صغيرة. تكون والتى الطبيعية
21-The system as shown in fig.(7-40). Detemmine : (a) the equations of motion to the two rOtors

, (b)the natural frequency ofthe system. , and (c)the amplitude ratio.
 الطبيعى التردد اوجد )ب( ، للدواين. الحركة معادلتى أوجد(.7-40) بالشكل المبينة -المنظومة21

 السعات. )جنسب ، للمنظومة.

 را1 ر

 و:تنو
 "ابصي:ه

0,

 يمكن وبالتالى ، الترتيب على والثانى الاول للدوار الذاتى القصور عزمى هما1 او ان بفرض

.· يلى: (كما7-40) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلتى تعين

٥١,٠٠١-=٩(٥ -0,)..٠٠٠٠٠.....(1) , ١,0=٩(6-8,).٠٠٠٠٠٠..٠.....(2)

assume 0, =A, cosa ,6, , ه-= sin a ,A"= ب,6 ر cos 0.......(3)

0,=A, cosa ,0, =-a4ر sin a, 6, ,A ه-= c0s0........(4)
 يلى: كما الطبيعى والتردد السعة نسبة تعين يمكن(2) و(1) المعادلتين فى(4 و)(3) من وبالتعويض

.• ه-A,21, (و-=٨-,٨4),(5) راثه-,٨,=٩(٨-,٨.),٠٠٠.٠٠٠(.6)

.4ب و-ى )»س اده9ابجل.٨٥
٨, ,ا1,1,

 العلاقة ونلاحظمن الزاوى الاهتزاز سعتى هماA8,A١ ، للعمود الالتوائى الياى معامل هى و حيث

 الذاتى القصور عزم مع عكسيا ويتناسب الاخر إتجاة يضاد القرصين من لكل الحركة اتساع ان(7)

 بالعقدة تسمى بينهما نقطة فى تتلاشى ان يجب الحركة فان متضادتين الحركتين ان وبما لكتلتهما.

nodeعزم مع عكسيا تتناسب القرصين من وكل العقدة بين المسافتان ان(7-40) الشكل من ونلاحظ 
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 منهما. كل لكتلة الذاتى القصور
22-A Steel shaf of 2" dia. and 36" long. at one end of the shaf fxed a flywheel with 420 ib

and madius of gyration of 12" ,and at the other end instAlled a rotor wit moment of 0.7 ofthat
of the flywheel. Detemine the natural frequency , the amplitude ratio for the system and fnd
the node position , assume E=12k10' Ib/ir".

 باوند420 وزنها حدافة فهايتية أحد فى ثبت ، بوصة6 وطولة بوصة2 قطرة الصلب من -عمود22

0.7 لة الذاتى القصور عزم دوار وضع الاخرى النهاية وعند بوصة12 التدويمية الحركة قطر ونصف

 ان فرض مع العقدة موضع واوجد السعة ونسبة الطبيعى التردد أوجد للحدافة. الذاتى القصور عزم من
E=12(10)% Ib/in?

 الحل:
420/122 . ?in.sec.16156.21,= "إ-ي _لا: د•
(32.2)02)

.٠1, =0.71, = 0.7056.2)= 109.57 I8.in.sec
#.a" 6

 ج5(2)0)'»02(')2«0') ه،٠
..q= '( ن=0,532(10= [b.in/rad

36 . (32)36)

.٠٥) = = 90,12 rad /sec

.. ه90.12 f4.35د==ر=] c.p.S
2r 2a

 ,ا.لا36(109.57),
 ر]ر",= ب= ج[4 [{ل{]

 ا(1),/+(2.156+57.09)

•• 1A, =1 ٨ ر156.2,1, ر٨ و p[}4=]عه =ف ب= ..
٨, ا109.57

Flywheel
Rotor ,

 #هنلي.< إ.ذ
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23-A simplified model for studying the dynamics of a motor vehicle is shown in fig. (7-2). The
body has a mass m, , and a moment of ineria about an Axis thrdugh its mass centre of l. lt is
considered to be free to move in two directions - verical translation and rotation in the verical
plane. Each of the unsprung wheel masses mر , are tree to move in verical tanslation
only.Damping effects are ignored. (I}Derive equations of motion .for this system. Define
carcfully the coordinates used. (2}ls it possible to detemine the natural fequency of a wheel
hop mode without solving all the euations of motion? If not , suggest an approximation that
might be made ,in order to obtain an estimate of the wheel hop frequercy , and calculate such An
estimate given the following data:
k25ر= KN/m, k,=80 KN/m ,m=26 kg.

 كتلتة المحرك جسم ،(7-42) بالشكل مبينة كما )مركبة( سيارة محرك حركة يمل مبسط -نموذج23

 في بحرية تتحرك المنظومة ،1G الكلة مركز خلال المحور الى نسبة الذاتى القصور وعزمm ر

ma  العجلتين كتلتى من كل العمودى. المستوى فى )زاوية( ودورانية )راسية( عمودية إزاحة ، إتجاهين

 لهذة الحركة معادلات )ا(اشتق الخمد. تأثير يهمل حيث ، فقط العمودية بلازاحة للتحرك حرة تعتبر

 لقاعدة الطبيعية الذبذبة إيجاد الممكن من (-هل2) جيدا. المستعملة المحاور توضيح مع المنظومة
 تقريبية طريقة اقترح كنلك يمكن لم إذا ؟ الحركة معادلات جميع حل الى اللجوء دون القرص

١-5١٧٠ هة،. تد، عم اهنك ه برمد«ب نعة فهيبة م:ير

(42-7 ر الشكل

 -:م،٠٠٩٠٠٠٠٥٠٠٥٠٠٠٠٠٥٠٠٥٠ +»سيوة٠ ،سلا ن٠٠
 تهي

for m,

 يلى: كما(7-42) بالشكل المبينة للمنظومة الحركة معادلات إيجاد ويمكن

m, y, =-k, (y, -,)-k,(y -x)=-k,(y-b٥-٢,)-k,(y+ b0-r,)...(1)

1,, 6 = k,(y-x,)b-k,(y-r,)b =k,(y -b0- ٢,)b- k,(y + b0-x,)...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(2)

m, r١ = k,(y - x,)- k,x =k, (y-b0-r,)-k,٢,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.•••.•..••٠.(3)

m, x, = k,(y, -x,)b -k,r, =k,(y+ b0-x,)b -k,2,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(4)

 التردد إيجاد يمكن وبالتالى ،y=٥=0 ان نجد وبذلك ، لايتحرك السيارة محرك او جسم ان وحيث

 يلى: كما الحركة معادلات الى اللجوء دون القرص لقاعدة الطبيعى )الذبذبة(
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w-«،ا \eat!د د ، ،٢ .)ي%±إ±. ة.ع#ا 

2n m, 2n 26
24-Pan of a building structure is modelled by the triple pendulum show overleaf. . Obtain the
eguations of motion of small-amplitude oscilhation in the plane of the fig.(7-43) by using the
lagrange equation. hence detemine the natural freuencies of the structure and the
corresponding mode shapes.

-43) بالشكل موضح كما بندولات ثلاث فى )إعتبر(كنموذج إتخذ )مبنى( 'نشائية تركيبة من -جزء24

• لاجرانج معادلة باستخدام الشكل مستوى فى تتذبذب صغيرة لسعة بالنسبة الحركة معادلات أوجد (،7

 لها. المناظر النموذجى بالشكل كما للتركيبة( للمنظومة) الطبيعية الذبذبة اوجد ثم

0 ر

o م١  رو

٦-
mو 

 يلى: كما الطاقة بطريقة الحركة معادلات إيجاد يمكن

:.·[٠1٠ ا٠ K،E.=m, (٢,)+-m, +m,(٥) +-m,(x ( و =
2 2 2

2 ة.ا؟-[:همء+أة/م+ة««لإ-.•• اأةءة 2

PE.= m,gl(1-cos6,)+m,g/(1-cos0,)+ m,gl(1-cos6,)+-k,b(sin8, -sin8,)2
2

1 ٠ .+-k,b(sin8, -sin8,)
2

• for small soscillations
٥?

1-cos0=
2

,sin0 =0

 الحركة معادلات إيجاد يمكن =,و0,0,,0 و بوضع وتك لاجرانج معادلة وبتطبيق
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 تمارين
1-A vehicle has a mass of 1800 kg and a 2.5m wheelbase. The mass moment of inertia about the

centre of mass is 450 kg.m' , and the centre of mass is located 0.8 m from the front axle.
Considering the vehicle as a Two degree of freedom system. find the natural freuencies and
the coresponding modes of vibration , if the front and rear springs have stiffhesses of48
kN/m and 70 kN/m , respectively Thr expansion joints of a concerete road are4 m aparT.
These joints cause a series of impulses at equal intervals to vehicles tavelling at a constsnt
speed. detemine the speeds at which pitching motion and up and down motion are most
likely to arise for the above vehicle..

2-Exciting force F, sin(ot) acting on the system shown in fig(7-22). Detemmine the amount of
damping vibration by mechanical impedance method for m, m> at steady state ,lfthe air
damping assumed to be c=3 kg.cmlsec , k,=k5=3kg.cm/sec , m,-m,=4kg and =] rad/secd

3-Consider the system of fig( 7-27 ), let m,=3m , m4=m, k١=k,=2k ,k,==3k and obtain the
natural modes of vibration.

4-Consider the automobile as shown in fig(7-25), let the system parameters have the values
m=١40 1٥- s4 /٨, 1=1300 Fb-s-f, k,=i800 IB/f, k,=2000 Ib/f, a=4.40 f, b=5.60f, and
find the natural coordinates of the system

5-In the system shown in fig.(7-30) , detemine the equation of motion , the two natural
frequencies , the amplitude ratios for the two frequencies and the nommal modes of vibration
of an automobile simulated by the simplified two degrees of freedom system with the
following numerical values: W=3000 1b r2.(Wlg)= ل, , L=8 f,L,=3.5f, k=2200 1b/f,
k,=2700 Ib/f ,r=5 f Study the effect of the coupling of the system , and define two separate
cOordinate system to descirbe behaviour for the system.

6-Fig.(7-33), shows a rigid bar with its center of mass not coinciding with its geometric center
k».lt represents a two degree of freedom,and supported by two springs kر ,را١# e., L,أ. 

system since two coordinates are necessary to describe its motion . The choice of the
coordinates will define the type of coupling which can be immediately detemined from the
mass and stiffness matrices. Mass or dynamical coupling exists if the mass matrix is
nondiagonal . whereas stiffness or static coupling exists if the stiffness matrix is
nondiagonal. lt is also possible to have both fors of coupling

7-ln a study of earthquakes , a building is idealized as a rigid body of mass M supported on two
springs , one giving translational stiffhess 2k and the other rotational stifness 3kT as shown
in fg(7-34) . Given that IG is the mass moment of inertia of the building about its mass
centre G . write down the equations of motion using coordinates x for the translation from
the equilibrium position , and 0 for the rotation of the building. Hence detemine the
frequency equation of the motion

8-The twodegree-of-freedom system shown in fig.(7-35) consists of a pulley ,a mass m , two
springs of stiffness2 k1 and 3k2, a dashpot with a damping coefficien1 of2c, and a cable
connecting them As shown. The pulhey centroidal mass moment of ineria is 1, There is
sufficient friction between the cable and pulley to prevent the cable from slipping. Detemine
the difTerential equations of motion of the system when the pulley is subjected to be a time
varying moment M(t) as shown.

9-The system shown in fig.(7-36) consists of two springs (k1=2k,k2=3k)attached to a trolley of
mass M that supports a mass m2 by means of a rod of length L and negligible mass pinned at
point o. Detemmine the equations of motion of the system in tems of its generalized
coordinates, and then hinearize these equations by assuming that the oscillations of the rod
supporting m are small

١0-A Steel shaf of 3" dia. and 48" Iong. at one end of the shaft fixed a flywheel with 490 ib
and madius of gyration of ]6" ,and at the other end installed a rotor with moment of 0.6 of
that of the flywheel. Detemine the natural frequency , the amplitude ratio for the system
and find the node position , assume E=12(106 )lb/in2.
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L tع-11 us assume a two mass system consisting of two identical masses and three identical
springs as sbown in Fig (744), with each mass constrained to move only in the vertical
direction. (l) Determine tbe freuency euation and sohve for the two natural
frequencies. (2) Determine the two principal modes corresponding to the two natural
freuencies.

12-Find the equations of motion, the two principal modes and the two principal
coordinates for the system shower in Fig (745), where two simple pendulum are
connected by a linear spring And the supporting Are mass less.

13-The two mass system of problem (11) is repeated, this time, the first mass m1, is
displaced 12mm and rekeased at time t=0, The second mAss m2 is also released at time
=0, but is not displaced form the equilibrium position be fore being released.
Determine the displacement of each mass as a function of time.

14-A rigid block with a mass m and a centroidal moment of inertia (l) is supported by
eight equa! springs, four vertical and four lateral as shown in fig.(7-46). Determine the
coupled natural freuencies and modal fractions for translAtion in the x-direction and
rotation in the x-y plane the natural frequency in the y- direction is =y ت (4k/m) and is
ncoupled, provided that the center of gravity is locAted midway between the vertical
supporting springs.

15-A vehicle has a mass of 1800 Kg and a wheelbase of 3.6n. The mass center c،g is l.6m.
From the front axle. The mdius of gyration of the vehicle about c.g is 1.4m. The spring
constants of the front and the rear springs are 42kN/m. and 48kN/m, respeetively.
Determine (a) the natural frequencies, (b) the principal modes ofvibration, and (c) the
motion X (t) and 0 (t) of the vehicle.

16-Excessive vibration, clue to near reasonAnce conditions, is encountered in a constant
speed machine show in Fig (7-47) The original system consists of m , ر and k1, lt is not
feasible to change m, and  م(إ

(a)- Show that a dynamie absorfer, consisting of m andر kو, will remedy the problem.
(b)- plot the resporse curves of the system , assuming m/mg=03.
(c) hnvestigate the effeet of the mass ratio m2/m.٠
(d)- Consider the dynamic absorber in which a viscous damper (c) installed in parallel

with tbe spring Fas showa in (7-47e). Briefly discwss the problem.
17- A smAll electronic packang is supported by springs as shown (748) opposite. The mass

of the pAckage is m eaeh و springs has a constant axial stiffness K, and damping is
negligible. Considering motion in the plane ofthe fgure only, and assuming that the
amplitude of vibration of the package is small enough for the lateral spring forces to be
negligible, write down the equAtions of motion and hence obtain the freuencies of the
free vibration of the pAckage. Explain how the vibretion mode shapes can be found.
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