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 النهايات
 مقدمة.
،

 لعدة رئيسيا متطلبا تتبر حيث للرياضيات أساسية أسمية النهايات لمفهوم
 البداية تشكل النهايات ان حيث والتكامل التفاضل موضوعي تلك ،من فيه موضوعات

 لابد حسابها وطرق النهايات منى في نبداً ان وقيل القرعين. هنين دراسة قي والوسيلة
 الموضوع: بهذا المختصة الأساسيات بعض على نتعرف أن

 جدا كبيرة كمية تطي الصفر على الدد هذا قسمة فان موجبا حقيقيا ععدا ا كان إذا
 ان: أي )+ه( هي لها حد لا

 -ا١
 ه ع ج

 صفر صفر

 صفر
- صقر ج {  صقر=

c

١ )ا(=

 مت مدن )ل(-
 فا

a

o
 ة

o±o=م 
 ه(°=١)

 ه م
 <ب ا اناعتت ا±]-ه

 فب

 أ ب

 من وهي معينة غير اخرى قيم هناك صقر• ،.

 من- اختصاره يمكن لا انه أي2 س= كانت اذا معين( )غير مرف غر يوون -لكي فالكر

٢ س- ا..
٢ مج س ان بشرط1=-= ان فنقول٢ س= كانت اذا  مر-

٧



 النهاية مغى

 التلي: المثال ندرس سوف النهاية لفهم

(:١) مثال

 د=٦} للدالة البياني الشكل ارسم{

 الحل

 رم سبق وقد ،٣ عداس= ما الحقيقية الأعداد فنة هو الدالة نطاق نلاحظا
 عندما واحدة نقطة منه محذوفا مستقيم خط عن عبارة وهو الدالة لهذه البياتي الشكل

.3 س=

٩- س
 مر- ؟ كي- :ص= ص( ، )س

٩٠٩
٣_٣

٩-٢٣ .
 يم- فإن٣ س= عندما

·.٠ صنر  مروقا. كير كسر وهذا
 صفر

 ص=

 هي فما٣ س= عندما ص قيمة ايجاد المستحيل من كان اذا هنا نبحثها التي المشكلة.'.

 ؟٣ العد من جدا قريبة س تكون عندما ص تاخذها قيمة اقرب

 من سواء٣ العدد من تقترب التي س قيم لبعض ص قيمة :نحسب جدولين نكون•
 العدد. يسار من او يمين
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 يثضع وهذا ،٣ العدد من س اقتريت كلما٦ العدد من تقترب ص ان ثرى الجدولين من
 اقترب٣ القيمة من السيني الاحداثي اقترب كلما انه ثرى إذ لدالة البياني الشكل من

. اليسار من أو اليمين من الاقتراب كان سواء1 القيمة من الصادي الاحداثي

 اي٣ للعدد يمكن ما اقرب ن تكون عندما ص الدالة تاخذها قيمة اقرب فر٦ الدد.".
 نه ويعر٣ العدد من تقترب س ندما د)س( ص= الدالة نهاية يسمى1 العد ان

: رمزيا
.1=٣ من تقترب س عندما ص الدالة نهاية وتقرا ن= نييا

٩ س"-
٦ ج ثها أي • ٧  اليه٣٠ س

 النهايات في الاساسيه والقواعد النظريات

. ر)س( نها+ نهاد)س(= ر)س(]+ د)س([ نها )ا(
 سا سهأ سها

 نهاد)س( ك د)س(= نهاك )ا(
 ا4 س أ4 س

. نهار)( نهاد)(= ر)س(] نها[د)س((٣)
 ا٤ س سهأ سها

. نهار)( نهاد)س(= +ر)س(] نها[د)س()(
 س<ا سهأ سهأ

. o<  س عندما ايضا صحيحة الخواص وهذه
 نهاد)( د)ا(# ولكن معرفة د)س( نها ، معرفة د)ا( تكون قد

 أ4 س ا4 س

 أ. س= عند معرفة ولكنها أ س= عند متصلة غير الدالة تكون..

٩

.. ثابت ك حيث



 النهايات: حساب طرق

 أ(. )س محدود حقيقي عهد من تقترب س كانت اذا اولا:
 قان حقيقي عدد أ وكان حدودية دالة نهايتها ايجاد المراد الدالة كتنت اذا-١

. =د)أ( نهاد)س(
 أ4 س

• امثلة
٦=٣+٢٤١=٣+(١)٢}'+١=)٣+ س2+ نهاس' )ا(

 سها

 د-ا١-(٠ =ر١- نهاس(٢)
·4 اي

8=٧+١=٧+٢=٧ اس+ نها(٣)
 م4 ى

٢-= نها)س( )؟(
٢ منه-

٣(=٣ نها)(٩)
·4 ا

٣=١(+1(+)١(=)١'+ )س"س نها(1)
 ا4 مي

 قاتنا أ ه س وكانت ومقام بسط من مكونة نهايتها ايجاد المراد الدالة كائت اذا-٢

: كانت فاذا د)ا( الدالة في مباشرا تعويضا نعوض

 =د)ا( د)س( نها فان حقيقية كمية أ-د)ذ(=

- ج4 علل

 وجود(. لها ليس )النهاية جه ثكى د)ا(=-

 للصفر المسببة القيمة من لنتخلص طرق عدة إلى نلجا )فاتنا= د)ا(= ج

: دهي(
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 الاختصار. ثم أمكن إن والمقام البسط تحليل ا-

. للمتغير جذور على تحتوي الدالة كتت إذا البسط أو المقلم مرافق في بالضرب-٢

. التحليل صب إذا المطولة القسمة طريقة استخدام-٣

. السابقة بالطرق الحل من نتمكن لم إذا النهايات في معينة قاعة استخدام-4

 الأتية. الأمثلة خلال من بالتفصيل السابقة الملاحظات كل نتناول وسوف

 امثلة:
 امكن: إن الأتية النهايات اوجد

١ س+ - ثها ا} 2 س-١ سء

 كي- درس(- البائر بتوين

 حقيي(. )عد ديم=-ا (ء'إي١ در

١ س"+ ١ نهاج,,
٣ س-١ س»

١ س"+
٣ س- سو- ثها(٢

 ه =±ء (د"ييr المبرد) بالتعويض
 معرفة]. غير[ وجود لها ليس النهاية.•

 التحليل: على امثلة

 تمى-:»- اسبر بعف نياتى:م٢
. تحليله يمكن.• مريعين فرق هر البسط ان نلاحظ

١١



٣ إس-٣'إس+٩ س"-  نعوض ثم نختصر -'أ ا(ب لث نع نها==
 مر-؟٣٠ س٣ س-٢ سو

=٣٨٣=٣ نهاس=
٣٠ س

٩ س"-
٣ س- مرء+ تها".

».٦=

٩١
(==:0١ د المبشر بعتعيض ية"ك نه(

. س وهو البسط من مشترك عامل اخراج يمكن انه نلاحظ

٣ زس-. -اس س. ٣=-٣-٠ ء =أ} نهب ٦أ= نها
 الر0 الن٠ س+

٣=- ن'· نهب س٣ س. • ي مي ر

٣٢ م
 ن ك نها(٥

 امر٠ س
=(٠ د) المباشر بالتعويض ع

. س وهو البسط من مختصر عامل بأخذ

 مد.-»-٢٠١٦١٠-١ س-٢ ر نهب ي"='}ء نهب

" آس آس.  مر =ج نها
 س من

 ننها(٦
 ي·

 "س س٣
-=}٠ د) المباشر بالتعويض ه" س٢ س"-

. والمقام البسط من مشترك عامل إخراج يمكن

2٢-ريإ "مد' بي مر"مد'( نه  )ص -ج ج ج=
٠(٠-٢)(٢ م)س- سء.(٢ س')س-٠ سء

. وجود لها ليس النهاية
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: المباشر بالتعويض ٢ "س- س
•٣ س+4'+ س  نها(٧

١٥

٢٠-٢٠١١٤١ آ-١٥ ===- د)-ا(= ٣٤٤٠-٣١+١٠٤ ا+١

: حيث تحلينها يمكن ثلاثية مقادير والمقام البسط أن نلاحظ

 )س+ا(.(٢ )س-=٢- س'-س
(.١ )س+(٣ )س+=٣+ س4 س'+

٣-٢-١- مرد"• )ت"{u\(• مأس،" ،  ع< د ، ع ج ه
٢٩٢ -اF سةr@7٩ [ىة س+م4 آ+ س:

٢.3 س"س- - ج نها "ر
٣٢ س+4 أ+ س س-+ا

. للتحليل( )تلجا

٨ س"- د: در(=مي؟ البطر: بالتعويضف ء - تها(٨
٤. س س+'

: تحليله يمكن أي مكعبين بين فرق عن عبارة البسط أن نلاحظ

(4 ()س'+"س+٢ =)س-٨'- س
(٢ )س-"()س+=٤ س- مربعين بين فرق هو والمقام

 س+،٢!+ '±"u%٩( )-"لإي
[ مد@j سةr77- اد ، ،

٨ س"-
-- ثها .'، - س٢+-

« د ،
٨+٢٣. (=٢ د)-

٠٢٦٢٥

٤٤٢٦٢٠٢٢٤٤٤٢٤
٣ ج ج

٢٤+٢

 سطر: بعف ء ى؟؟ نيب»
 البسط تحليل إلى تلجا

(٢ )س+٢ سو ا«نتسر م4٩tuإ3أ )صدا"إلإن بي

١٢=4٤٠4٠4}+٢)-٢-٢)-=٤٩ اس- نهاس'=
 و؟

١٣



٨+٢ س
١٢= ت ثها,·,

٢4 س+٢ سم

-٥١ د اسبشر: بتعين ء _نر""؟±يي"٢٠

 °'جوي»".·
 ثلاثي: مقدار عن عبارة هو حيث البسط تحليل إلى تلجا

 ك(٣ {س+ ك(٢ )س-='٦- س ك+ س'

 ك· ق٣ س+ {د"ك()من+٣ك}"٥٦ س- "بد س
٢=٦٢ ، ا، ، ، ،,- @r- ٢-.٥٢٠ آى ر،

 كه٢٥٦- س آبا س
= ح= تها ٢ ك4 س-٢ ه٠

• المطولة القسمة علي أمثلة

 هه. بدد ر احه ب%صد شنري""
 المباشر بالتعويض ع= نها اوجد: مثال

4 داس- ن٢ س+

٤-١٢-١٦
 د د،«

-٤٤٠٨ ب

 ومقاما بسطا )س-؟( على بالقسمة
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 المنع

٢ س'+"س+

 البط

٢ '+س+ س٢

 -اس س س4- مي بالطرح٣٢ بالطرح٣٢

4- س٢- س١٤٢  م
 س4- آس بالطرح٢ بالطرح س٢ س'-

4 آس-4 آس-
 بالطرح4 آس- بالطرح4 آس-

١٢٦
« د د

١٠٥

 ن و و

٢+٢+٨
٢+٤+٤

٢ +س+ اس"
٢ س+٢"+ س٢ سه تها

 و٤ ن

٤"- س٣ س"-٢
4 س-٢ س-  تها.".

3 سسي

 المباشر بالتعويض م

: مثال

٣r-"٢1 س-٧"- س٢ س
-٣ ثها اوجد ٤ ء امى٢ مسه

« د ،
٢-١٤-٨-٤٢
 و ،

-٤-٤

 المقام وتحليل(٢ الصفري)س- العامل على بالقسمة
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1 س+4 س'+٣

 بالطرح

 بالطرح

 بالطرح

r-'س'1 س 

٢ س-٧ س-
 س٨- أس

٢ س-
٢ س-

 ن ن ه

١٢١+٨+١٩١٢ ل٤ س'+r )امن'+4مu+ا( {ن-"(
 د ج د ج د٥ ج

j@"7 مwj[س» ن Tة٢٠٢ 

 للجذر المرافق في الضرب على امثلة

9 س- بيب٣ و: إ:" (ء0 در المبشر بعتعيضف ء

.٣+ م[ن وهو البسط مرافق في بالضرب.:. س للمتغير جذر هناك ان نلاحظ

 .)صححى٢ةy, بإصبع
(٣ \س+9١ )مس٣ ,\س+(٩-)

 و ج( )حو تهن د نباج:.
(٣ ٣\س+١}٩)-٩ س+٩ مد سم»

٩٦ مس- ي:.: يهب:

١٦

a، د د3 ٤ ن\ا±



 من علا بضرب(=:٠١ د لبشر بتعين= ,ا#= نيا''+

 مرافق في والمقام البسط

 مربع- الأول )مربع يساوي مرافقه في المقام ضرب حاصلI\٣+ مسجآ وهو المقام

t ١\+ا« النا.
IT6٠6W ا» ٦7-Hن',ا :

C;#ب ­
 عيج.ت تب•

 م
« اد ، ، ٦\٢=٦, نها,ا@٠:

 امى٠ يه

T\, ٢ د T\٠4٠\=

= د)م} المباشر بالتعويض<  بع.ت٢
٢-٦٤٢٦

.٢\ من+r+٢ م\ وهو البسط مرافق في بالضرب

 يجيبج, {غعدة يب
٢\٠ نr+ا\, من

،
،

٩{٠- -;٠٠مم=-

٧٢i-س٢ال" د: W«٠ ت  '!ن
.Wا٨W٠٦rm د ج« س٣ - 'ني

١٧



•٢\,٢ س .جي يبعاسة :،

 در(= المبشر بتتعف ف٩٠س7,س\ نهبا(

٨٢{-٦٠٨١١٦٠٨١\}

٦٠٠٢٠اءا نيب:

-= د)ا( المباشر بالتعويض<
 مي ا=

4 5,, نها(١٥
 من مسها

. المقام في الجر من للتخلص مى' ,\ا قي والمقام البسط بضرب

 نهن د -ي إجي. ن نم
١ سء ,-ى -س٢٧١٠ س

 د-جيجا
٢ )ا-س()ا+س( دمم.: لا'جارججج نب-

 مي وب
 =صفر. نها,ام=..،

:٠ دما» جي.ييب ب٠ ٢-٣\-,٦-٥٢,•
. المقام مرافق وفي البسط مرافق في بالضرب

,i  ما ص -إحخز عخ-ن تم
٢محا+ ,٢-ن٦-ىق\,-1-س٢ا١ سء

 +اخن-ة بغى-ا
٦-ىعا,+٦-س٢ا
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• ج
 ,\>+ا]+ ٨\٢-ن١٢٢-٧٣١-٢١ ردس-1\2

٦ احيا.'- جحآ، ر ٢٦٦٢مح\ ,#-م+  )ا-س(4.. نيب
 ج

 أ لو س ،

 نظرية
: فان موجبا صحيحا عدا ن كائت إذا

 ،- تث-#. ىا
 نتائج

. ث مران 4٧٧ )اa=5-.ى نها(١
 سسهأ

 نيب"لأ--٣ ن أ+وانا د-'i ن
 ملاحظات:

 س-, ءن =م نيب»

 ن١ س"-
٦٠= ٦(ني' ب ج ، له
 ونتائجها النظرية على أمثلة

 ك:، نهب »د
٣ ه س

 الحل

٢٣٣٠ س-٨١4 س ١٠٨(=٣ ر٠ )'د نهاب نها=ز= ٣ مسس ر= ٣٤ س٣ سي

١٩



 نهب)عإء· مه»
 ألحك

 م +ب("-ب" )س نهب
 -ابب )س+ف( س+بهن

. لحزت: ب
4هف س+-ا< قان سه .عندما ملاحظة

٢٧ س"- 7,إ نها- اوجد(٣
 من سهي س

 الحل
'(٣=)٨١ (٣=)٢٧ كتابة يمكن انه نجد

٢٧-٢ س
. النتيجة صورة على ]ر نها
 من٣ سسي

١٣١٣١١-٣٣ « د د ، د ، د ٤=٦٤=٢٣)٢=(٣)٤=

 الحل

 م
١+ مي

١+ ن
 نها

 -ا من
 اوجد(4

 ان ملاحظة ع النتيجة استخدام إلى تلجا ، د)-ا(= أن المباشر التعويض من انه نلاحظ

 =-ا =)-ا}'(١)- ه٣

٠-٣٣ )-ا( بن  ،أ=;-ا( -ً نها
 )-ا( من سه-ا

•٤ ن' نهن:
 )ا( س سه-ا

٣
، ،

٥
٣٣١  ر('• ه }-"=-يع١)- ٤-
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٣ م ١ من  تيا
1-4ه ن

٧- لاس
 نهاتهن (اوجد٩

١ من مسها

-  م م
١ ن

 التل

 كل تصعب حيث النتيجة استخدام إلى نلجاً د)ا(=- المباشر بالتعويض

 وان )لا( وهو البسط من المشترك العامل إخراج ملاحظة مع الأخرى الطرق

١(=١)=()

٧'=٦ «!ر02 )سحأم- +ب٧-٤-زع) نهب..
١ ن سها١ ن سها

٤-٣ ١٦٣= -)ا]٤
٧

٣ ·نهاتهن"=٧- اس
١- من سها

 الى

١3،  ص تيا ادجه٢

٢ سل-

. النهاية عورة تغيير بعد النظرية استخدام إلى لجا د)؟(=، أن نلاحظ

'(٢١
 ر('

، ن ١٦
 ل=)س('،

 مر

4 ي--' -"ي٨١١٤-'-'=-٧ ر يم )مس(-'-(' نهب  ،د ، ب

٣٢("٢)٢ س-٢  مى

٢١



 ع#.جيء' نبب٠
٢٢٢٨ مي-٢ ه

2 به .: يهب ه٥٣ م
 ألحى

 من4 المشترك العامل اخراج يجب انه مراعاة مع النتيجة استخدام إلى تلجا د)ا(=-

• )إ-ا نهب ،
 أ من ا٤ س

. ثابت لأنه البسط

 ،يقيهم.
=-0 ±.رم::د،ء-إ. ء )إ-)إ، ،نهب
١٢ -)ا( ن س+ا

:- ان فاثبت 1٣٩مج{"" دس. »فايه
 نياس(=ا(
 -د( د)س( نيا(٣

 صفر دس(= نييا
()• د (e

"٣

 الحل

 مد. سعد نيب'±ج'-١»
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: ::ج ح{ج=ا - ج ج. د)-اأج

 .-ا يمج نبب القاعية«مهداسهية-" نسنم

١ إ-:٠٠_٦ -)-ا(٢ )س(.. =٢ -)-ا( ر١٣= نها
١ -)-ا( س س+-ا

١ ب=ا« أ«
 )ا(·

- نيادد(•

 ، ت. للجا درء سبر بتو دد( نيب(

(١ د=١٣ د)س(= فيا:.:

 أ٣+٠&i٣(=٠ ج(د)
٦ ر٠

 ه ز٣
 ز٣(0 د)

،،

٣٣

 د)(
، ،

٣
 =ا-ا=صر د)س( فيا

 نها اوجد(9
٩
 بو-
٢

4  -ا س٣٢
 -ا آس

 الحل

١ )م(-:٠ - مي» .،
٢

1+ س٢.'.
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 معدة عر "بي-ي تم النظرية
 مي -سها

 "لإز' نمن ن ن
 م -سه)

).  =ه١w٥=)( د٥٥.
١

٥ ب  ن

٥  -ا س٣2
1- آس  نييا ،

2

 الحل

•·3 تب مد١٠

("٤=)٢ ه النظرية صورة على المعادلة نجعل=(=٠ د): المباشر بالتعويض

 رو(٤
١

'٤ )د+ع{ نبب عاج-،. نم  د ،

(4)(4 )و+٤٤4 و+٠+٥

،، ، ،

٢٦٢٤
r)(آ 

١ ==' (4)  د ،

٢

٤
٤  و٤، بب

١  مي

٢٤

 و
 نها (اوجد١١ س+و(

04 ل



• النظرية صورة علي المعادلة نجعل ،  د)·(

 الحل

 و(-" ل=)س+..: إ=رس(' ،
 ى(+ )س

4-
٥  امر

 نها
 من مى+يه

= س-·4-

 من-' )ودو("- تهب·
 د

·4 ل

4 -؟  -س )س+و(
 -)س( +ى( )س

١-١-٤ = =)س( ن

٤
 م
 ا

« ا

4  مر

 ى

 )+و('
 نها

 هه· ل

٣,٣ م
٢ طا(-٦) نهب (افجد1٢

 الحل
 م· امي ا

. فها في المقام٤ الو.ط بضرب ، =-(٠ د)

 يب:الاء=ج-ا"/ا. ا س( )أ+ب ب
 امر فها ه4 من

 ٤" نهات -أ س( ب )أ+
 أ- س( )أ+ب٠ )ب(س+

٢٥



١,٢-٣,٢ س(-أً )أ+ب.  ا(٢٣= -)ا(x ي،-كءب نها ب=
١ س(أ )أ+ب أ+)ب(سها

٢, -ا س( )أ+ب.  را(٣ ه نهان،تث''
 امي0 مي

 يب"ايج-مد ه١٦
 الحل

(٣) وهو اولا البسط من المشترك العامل باخذ ،(=-٠ د)

 امر مي+

١٦٦١
=٣+t'(في المقام البسط بضرب مجا نهب )ب( 

. المقام من )ا( وطرح )ا( بإضافة

١
١-- و

٢(١)- w  م= ب٣

5١ س(آ- )أ+ب.
 نها أب،=

 نهرس(٠ س+

١٠٦٦١  ب 'ة ج م("- )'+ب نها ٣د

 -ا س( ب )أ+١ أ+برس(ه

٢
 فها

٦٧
٥ د ي =ب)(؟

.• :زعي-بد ،
٦T-٠ س+

٢٦



 ببيبميم·+٣٠
 ن

 الحل

(.٤١ دهو البسط من المشرك العامل باخذ ، داء}=:

- (ة8 -ر٢4
١

7 )مس()(.
"٠.8] نهاره. - امن٨ ر٩

٤ د ،  :يبية:
 ه

٤١١
 د< ه ل< ا ن

٢٣٤٣
- (٨)

٤--٤ ٣٣) )م(ء• ­)ي(ء»'

٨٣ س-٩ م و• ببب،ب:يهد ،
 م

١٦
 لألي ب

4 ن+ أ  نيامى ادهد٢٥
 الحل

}.1٦) وهو البسط من المشترك العامل بأخذ ،(==٠ د)

·4 من ر

 .، ي» د د
·4 من

٢٧

٤٢'- س+٤' (9( نها"



='٢(-١)٢١٦٤ '(4)('-4 )س+
 نها (-)؟(٩+ )س

4+ س
١٦ =

١ ت ع
٨

٣٨=-)("٨-=

{ ء  د

- نيار= قلي ، د  ق
«

 ه م س أن أي المالانهاية من يقترب س المتغير كان إذا: ثانيا
 ه= نهاد)( فان حدودية جبرية دالة نهايتها إيجاد المراد الدالة كات إذا-١

 ب4 ن

: فان عامة وبصفة ه نها؟س+س= ، ه نهاس+ا= فمثلا
 ن4 من

: موجب حقيقي ععد ن حيث

=-١ نياس'+

a 4  س

 ه= نهاس"
a4  من

٠-- نهزا
.... وهكذا

 كلا نقسم فإننا ومقام بسط من مكونة جبرية دالة نهايتها إيجاد المراد الدالة كان إذا-٢
. س للمتغير أس اكبر على المشتمل الحد على والمقام البسط من

. موجبا حقيقي عهد ن يث  ن
٥ ، د

a نها س" 4  من
 أن ملاحظة مع

 صفر='
a O04 نها س'  مى

 صفر=
a = نها

 الر٥ س

: فمثلا

. نهار=صر
 الما4 من

٢٨



 امثلة

٢"بم نهب امد٢
+- أس سهه

 الحل

 المشتمل الحد على والمقام البسط نقسم•. ومقام بسط من مكونة الدالة أن نلاحظ

. الاختصار ثم وهوس. اكبراس على

 م٣٣ لأس
٢:+ 4·+ 4

 تها
a و نها ن ن ن
• آس

٢ ب ن ع

 ا سم٢
٢+· م +·4٠0 مى ٢  مى
a

 -ا +اس س.,
 ؟٦يم نها أوجد ؟(

 من-مر٦-٥4 من

 الحل

. س' على والمقام البسط بقسمة
 م

١ إس
 ، د

= عتي ن نهان ه من من من ء
 س٣ اسo٩ س

،
٣٣ و
 من فذ

٢١
 أب

 نها..ن'
٣ م مي

٣ 7 س من

 ب ا«

٩١
 ي أ

qس ب ه 
٩3
qب 

 أ·
 ن ن

٣_٠ ه-

١
٣-

« ن
١
٣

١"+ س٣ س'-
 ؟ نها (اوجد٣

١ اس'+٥4 منه

 الحل

. والاختصار ، س وهو أس اكبر على والمقام البسط بقسمة

٢٩



١١
+٣  مي

٢١

 ن امي

 نها
 ص مي

٢٣ ١ س٣  ، ، ب
 م٣٣
 د د من ك ك

٩
١ آس

٣٣ ه د
 ما

 نها
٥ مي

-=o٣ وجود( لها ليس )النهاية
 ن ن

·+٣-٠
• ه.

9١
-+٣-

، د 0ع 0ب ت
٢١
 د د
c0o0

. المقام( درجة من اعلى البسط درجة ان لاحظ). وجود لها ليس النهاية.".

 الحل

 مي نهب اوجد(t'4' م
 +آس آس س+ه

١4
 ي ي ج ب

٢+-٢a

 تيها
٥4 من-

 س وهو اس اكبر على والمقام البسط بقسمة
4

4١ 4 د ص  د د4
٤ انيا،، ن من تهيا  س٢ س

٤ ٢ س٢ اس
٢+4 من٥ من  س من س؟4 ا د د

. صفر=
4'+ س

 نها" س٢ س+٢
 ص نم

• ملاحظات

 صفر حقيقي# عد اد)س(= نه فان المقتم درجة تساوي البسط درجة كانت إذا ا(

. صفر د)س( نها فان المقلم درجة> البسط درجة كانت إذا ب(
٥ نم

. وجود( لها ليس) معرفة غر د)س( نها فان المقلم درجة< البسط درجة كانت إذا ج(
٥ من

 ، '=جاج تب »د
٣٠



١ لن ن٢  ه ، بو
 سن مى ن
=,- نها

< ح4 مر
 مر مي

 الحل

 ن
« ٠  علي والمقام البسط بقسمة

٠٢-٠٢
=

 ا١-٠

٩١
 أ+إ

cqن ب 

١)
o

4 ب ات د-=  ث. كني س من١
 اد

١ ن

 ن«

• =م.يعد يب
٣4 إ تداس نب »ابد

١- م\س س٣ ممس+ س+ه

 الحل

 خ )س( اي \ص هوس س للمتغير اس اكبر ان لاحة

 بتية- حإبم+
 ٧ن rن
 حى ماص

 تيا
a 4 ،« فن س

 إس س

،، م٢
·+٢+٠

٠-٣ ر٠

٣٣- +7+
< 0صo ه  ، لا

٥١ --٣ ج
a a

 و٣٥ي تلا"س ن م٢
١- ٣س س٣ °س+ ماه

=± هب سه٣

٣١



 الحل

.= ر[من' أن حيث )س( هو للمتغير أس اكبر أن لاحظ

٦٨7
 على المقام و البسط بقسمة

 مر
٣ اس ج نها  مب، مي،م

 سن امن

 ءن-{ج ابية
 يa4٢ ن

 امن

 اتبة«،
 هa04٢ من

 امى

 ب.تم
 و٢ مي

.:٤١:،.٠
٢

 من٢

• :ه بهيد ، ٣٢ آس+

 س٥٣
٢,مT.ا,' نه ادجد(٨

 امر امنa س
 ؟

 الحل

 علي,اس' والمقلم س على البسط بقسمة] =ر\س' و[س س للمتغير أس اكبر
 س٣ ه

، ،

 نها
a 4  مي

 ,4.ي%.ي د د،
 نهن,ق"٥

 -ذ-: ء-/,3-
٥

٣٥ ٣ ت• ب
 د=٣- ااي -ر ، ن«ن،

3.
٢

- نهنت,.مي.. س،4  مر رa س
٣­
٢

٣٢



 إو٤ذ, ؟
(١+ )س  {جو=ذ

١ 4  من
 فها

٥04 ن

 اوجد(٩

 الحل

 والمقام البسط في التي الجبرية المقادير بضرب

٦-سا البسط=٨ ا+ -اأس أ=ارس «\حم اس-أ

١١١
 س-=١ )س-ا(=ا+س- )-ا(=

 سن س ا

 وهوس للمتغير اس اكبر عى والمقام البسط ,قسمة ان- نهب

 المقام

$
٩

 جين أ" تن ر
 ه اسر<

 امن
4٥0 من

 بهي. إح
 و)

 مر

١ تة - ،  ء ل", د

 من
٥0 مى4 من

 س ما

. بو٤:
٠ إو-ذ ا(+ )س

١
 ا

«« ا ه
4٥ من

 -س من٠'ىا نيا ادجه٢٠
 الحل

. معرفة غير كمية وهي =°-ه(٩) د ان نجد المباشر التعويض عند



 فقط. بسط من مكونة هي و كمور على تحتوي الدالة هذه أن نلاحظ

. للدالة ومقلم بسط يتكون حتى مرافقه في المقدار يضرب•.

 :ج5ي:3{ -،ء+= يهب
 ء )س( اس- )بزم ن =كل= يا3

 +سr+'{ سءه
 ن

 .و2 و ي= نهاب
 س سر من

=-:٠ يا د ، ج
٣

 م= -س

. علي والمقام البسط من كلا بقسمة

• من٠٠٠3 ن--م نهاظ==

 ا+ة نيب
•٥ا اى+اا- تيا وجد٢١

 الحل

 المرافق في بضربها مقام و بسط إلى الدالة تحول

 ،إن إودإلا( امة- نارا=٠اا
 ا٠3 ا٠ا سءة

 إي نهب=
 اس٠النا+ت حء.

٣٤

 (-)دي )ب±ين ن
٠ ا=٠ا حءء



. راس وهو أس اكبير على المشتمل الحد على والمقام البسط بقسمة

٥٥  'ي-
 ى أسء-

 تها م
a0 ٥0 نهه ،لان منه4

 مى مر امر
 ن د

١
+١ ع\

،»
٥١٢

٠٥ l=0اة- تنيب:

 والتي جيرية( )غير اسية دالة هي نهايتها إيجاد المراد الدالة كانت إذا ثالثا:
 على والمقام البسط من كلا نقسم فإننا متغير والأس ثابت الأساس فيها يكون
: أن ملاحظة مع س للمتغير أساس اكبر على المشتمل الحد

١=}١=)٣(١ نها)
a4  من

١ حوله اهن سر عن بن ا»> كا مد،ن ·يبا[']-)'(.
 ف بب ن4 من

 مد.):(. يب د
 اد( مدما سد اعن .ه«، بدعن••• الي(ً.)ي(اً ·يا

 فثلا

 ان لاحظ
 ه ب

):-- يد
 م ع ز."٠

 فو

٣٥



 س٣ بر اب ره٢ م

 ن٣ ير٧ اج٥
 ثها أوجد

4٥س مى

 مثال

: الحل
. متغير الأس أن حيث اسية الدالة هذه ان نلاحظ

(.٣٥ وهو) اساس اكبر على المشتمل الحد على والمقام البسط من كلا نقسم.:.

()4+١٤٢  إ:؟ نهن
)("٧+٠٠١ س

٣ من٥ من  من ي ومن «)بي(ء،«٢
= ٣ ومي من  ي ومن «ب٧ )بي(+

 تيها ه.
٥04 من

٢
»» 9 ا عب<

١
·٧4 ا+٦٢

·٧+١
 )ج]-مد. سدن

9 ب «

 ن٣ ز4 ب٥٣ بر٢
 د

 ن رY دب٥
 نيها
a  مى

 مثال

٣ ٧ ج٣٣ ير٥ ج٢٣

 ن٣،١٠ ج٣٢ بر٦
 نها اوجد

4 من

: الحل
. ثابتا يعتبر(٧) ان حيث("٣) هو اساس اكبر على المشتمل الحد ان نجد

٣٦



٣ و من٢٠ من م م ٢
+ +ه٢ ير٥

 بها
 من م٣ م م ام م ام م

 ن«

١ )ي(+.7 س+ ،س نها  مم ومن
٢ ا٠ ا+4٥0 من  من م ممن

 صفر= م.- ان لاحظ

٣ ب ه o م٠٩·• ه, ا
 ن ا«« د،

٠١٠١٢+٠ ز٠.٠٦ {ن(

"٧ ر٣٣ ر٥ ب٢٧
 ن
 ا

٢ ن٣ اير٠+٧٢ ر٦
 نها"

 ن4- مى

 مثال

'+u ٣ ر 'ره٢٧ ذ٦
uتها +ا٣٥ ر١٠ "ر٢ 

4٥0 مى

 اوجد

: الحل
: ان تذكر المثال حل في البدء قبل

 ن٢ ر٢=('٢)w ن٢=٧٢
 ن٢٤4=('٢)٤ ن٢="٢
 ن٤٩= ن٣x('٣=) ن"٣

 ن٣ ر٥٤+٣١ ا٢
 من٣ ر٣٠ ب٣٢ ر٤

 تيها
4٥ من

 ن٣ ر9٦٥+٢ اذ٢٦٦
»

 ن٣ ر٣ ر٢٣١0 ر٤

٣٧

 تها
 م4 مى



."(٣) وهو أس اكبر على والمقام البسط بقسمة

 تيها
o،س 

 فل م وفا
 بر4 +ه1٢ ير

 من من

 م و
 من ممن بر٣٠ ار+

 ن ن

١٤0٠+١٢()
٠٠٠٠٥١ س٢, ل" نها --

٤٥٤٥٣+١٢ ير٠
 ج،

٣٠٣.٢+0 ر4

 تها
4٥0 ن

1٣ س+٣ 'بر٢ ر٦
»

٢-+'٣ ر١٠ ن"ي٢

 مثال

x2(٩)('ن٢)٧٣'+٧ 
- تيا أفد

٣(4 ر) (''+ه٣) +ه

: الحل

''(٣)='٢'٣=)('٩) ان لاحظ
 (ن٧)=٧)'(=٣(٤)

ryx2')٣"٣4(ن3 ر') 
 ن]3 ]بهر)٣ ر نها:.

4٥ من

 ن

٣y'(ryx2')٣+x٣(3ن') 
 همa04 س (آت3), (٣-r)٣ ر نها

٣٨



. ('ن٣) وهو أساس اكبر على المشتمل الحد على بالقسمة

 س1 م مآس
 ير٣ اعرج٨

 س7 م مآس
 س1 م مآس

 هر ر٣
 مآس مآس

 تها
 ن4 من

،

 ان لاحظ ،
 ه و

 )ي(٩٦٠١٨
٣ د

 ه و

 +)ى(٥٠-

 مي٢
)'(٠٠ ا٠م س+ه نهاج,-٧٢0٨+١٧(:)

٣

 ن

 );أدسه

٠٤١٨٩ ا٨ ، ن« ، ن

0٣ ي٣

9)x2)٣,'x2(3س') 
 أ3 و ي

 ير هa4 مي ب ر)( رم"ً. تها

 مثال

 م )"("ي نهب دد
(٢ )ه٥ س» سها

: الحل
7 )ه(س= )ه'('=('٢٥) ان: لاحظ

٣٩



١٢٥ ر٣)(-
 نهامي,

a٥ 4  مى

 "ي)ه(')(
-»٠١ ه»حر نلاج

(٩) أن لاحظ ، صفر د(-٥)x٥=٣('٥)x٥ نها=
٥ من

 صفر= -ه

 صفر
"٣ )ه(
- نهاره,ما.٠ د

٥ مى

 مثال

 ها#- ه
: الحل

 ا الى الجنر بتحويل وذلك البسط بتبسيط

 م
1 ي

' (٧) =
+" س

' (٧)  د'),

 م؟ا-س.·٧ ر نهب
a0  من

 من
 أ

٠: .:.(")= - نهامهم±=
a  من4

'(٧) x +'7- نهار
 0ن4 من

+"7 نهار( ن
4٥0 ض

،

 صفر=٤٩٢(-٧=)



 .سر ·ي.%:
: مثال

: فاوجد  'ن٣ بر+٣٣ أر
= د)س( كانت اذا 'ن٣ در ا+٣ جر

 ن y.ج"

 آس٢ بر ا+٣ إر
 تها "س٣ دير ب٣٣ ر

·4 ان

 نهاد)( )ا(
 من·

= نهاد)س( )ا(
4 مي

 الحل

 +ب أ
٥+ ي

'(٣)x +'( ٣ أ)
« د

(·٣ در)(+٣)x ج

= نهاد)س("
 هه· من

 "ن٣ بير+٣ أر
 تها ديرم'س ا٣ جدير

o04  من
= نهاد)س( )؟(

o0 4

. }'ما٣) وهو واس أساس اكير على المشتمل الحد على والمقلم البسط بقسمة

 هي يد +ب أعر/ب]
 جد)(°+د س+

'x x ب م+ . نبي تج أ
x  د +د جرا٩4 س

 آس ٢ان

٤١



 م١

 ب +بex أ )ج(+بx ا
5 ة@+ة-" مزجوه د دلا لا

٣

= نهاد)س(
 لa4 ي

 الخلاصة

:- الكسرية الدالة نهاية )ا(
:- على فنحصل أ بالقيمة س عن نعوض ب د)س( نبا

 معينة( غير م±رمية
 صفر
 )س-ا( الصفري والعامل

 حقيقي عدد
 صفر

 لها ليس الدالة.:.
 نهاية

 قةتت] م#١ ا ره
:. نهاية الا عند الدالة نهاية )؟(

 على فنحصل ه بالقيمة س عن نعوض ب د)س( نها
o  من

 ا
،

٤٢



 )ا( تمرين

: الأولى المجموعة

 اوجد:

 نها(")(٣ )س-اس+ نها(١)
 اس

٤ س"+٢ س+٣ سه

4 س- و٢ ١٢ س'-س- حم،2 س-٢ مسو نها(4)- ي تهب(٣)

٤٩ س-٣٢٧٢ 4١+ س٩ آ- س نها(٦), ه نهب(٥) ٢4 س٩٠ س سه"

 نها(٨)٩ س"- نها(٧)
 ا من-

3-٢ آ+ س حن+ا٢١+٧"- س٢ نه

٢٧+٣١٢ #3 من٢ س+ ا ي-١ سم م" نهب(٠١- تهاما)(

٧٢٢+٣  مي_ن نها(١2) ن ن نها(11)
 +س آس وه الي سه،

٩١ ٢٣٨ اس+ •
 ن نه(14) م ب نهب(١٣)

٩ آ+ س٢1 صبه٩ ن س+ه

١٠٠٠ ن+٣+ ن"
٩ آ+(١٦) ٢ نها ن من نه 1٥  ر

٧ ٢٠ +ن 4 س+٧"- س٣ سبه٢  لا نه

٢ س-٣(١٧)
 نها(١٨)

1 من+٢"+ من٦
٧ وس+ نها ٧ س+٣"- آس «عه ٥ي

٤٣



٢  آس"٢ +سن
» ٢ -ا٢ اس صمه نها(٢٠) ن نها(١9) 1 من يمه

٤+٣٥٢ .٤ اس ٣ (;1 نها(٢1)٣٢ -من ن نهك(2١)
 ي سر+أ ن ن يهه

(٢4)
 ه بنا ج"+ س +ب اس

٥ ميمى  س و"+ +هس ءس

 ن٧٦٢ ن٥2٢٠U٣ ا٦جوإء، نيب»٠
 ب و ؟4

 ن٧x٥ ن+٦٨٣ ن+٢ ؟ل)('

(rدجد) بى+{+}+ المتسنة في"٤ ....

#=T  بيا نمشوان
 الصحيح الواحد هو الأتية اللانهائية المتسلسلة مجموع أن (اثبت٢8)

 من س' س"
= يا ج.ي ل.ر ل+= د)م(

٢1١ آ+ [ص'1١"+ [س١ س"+

 نهاد)س((٠ د) أن لترى د)س( تها ، اوجدد)·(
·4- مر·4ه من

 سيغق
٠٥

٦٤ س".
-= نها(1)

 ار-٢ سه
 ي":م± نب٢

 تي س؟

 لمة ي٣"
 م

1 س-٦٢ ه  ا س-٩ نها )؟(
 اكو-
٥

•4نم لا"ا· ، )ه(

٢-٦(٨ )ص+
 ثها(1)

 هن س.

٤٤



 و(-س+ )س
 )س+و(-س دء. سب ثها{/(

 س-ب'
- نها(٧) " بب ن٠ س+

 ان اثبت النهاية تعريف من)(

٤(=٢٢+ س٢4- س'٢ س"+4) نخ

 ا"بإ-ه ء درد٢١

 )شعإ'عن' ء درن(0٣١

 ه· ل

 ر.تازة»٠١
 ء"با-، درد(»١

١١
،،

 من+و من
 و ء د)و( ا(٤)

 د)س+ى(-د)س(
: آلاتية الحالات من كل في نهاز افهد

 =±س" د)((٦)

 =س د)مس((١٨)

 س٣- دس' د)س((٢٠)

 س'= د)س((١٥)

 مي د)س(=(١٧)

 ,إمى د)م(=(١٩)

: الأتية النهايات من كلا اوجد

١
(٢- )س٢ س. ثها}٢١)

٤٥

 اي

 نها(٢2) +ا س
 لهي



 س'
 اد

) نم  ن؟.٢٣
٦- س'+س

(٢ )س سء؟ ثها(٢٤)

 عةايجزى بي٠
 -س'4

 -,ا+ة٢ يهج٢٦ ؟
١+ ن

 ني ن نها(٢٧)

(1+ ()"ن١ )ن+
.٢ مها(٢٨)  ك ي

(1+ ن٣()١+ ن2()1+ )ن
٣٠ نها(٢٩9)

 ا ه4 ن
4

٣٢ س'-
٨- بن نها(٣٠)  مي

١ م(٣١) -٥اث ب
٦= ن ١ ه ه ا4 مي

 ن+٠٠٠٠٠+٣ ب٢ م١
.٢ نها(٣2)

 ف ي4 ن

 -ا( )ان+٠٠٠٠٠+٥+٢+١
٤ نها(٣٣) ٢٠

+ ل ي4 ن

٤٦



 ن+٠٠٠٠٠+٣+٢ ا+
 د ،««
(٣- ن٤+)٠٠٠+٩ ه+ ام')('

٢٢٢  ن"+٠٠٠٠٠+٣+٢+١
 نيلا(٥١ ن+٠٠٠٠٠+٣+٢ ام

٢٢٢٢  ن+٠٠٠٠٠+٣+٢+١
 ي ي تها

 +ن٠٠٠٠٠+٣ ع +؟ ا ه٠ نن

 س' مج

(٣٦)

 ه نها(٣٧)
uس مي+"( )اس ه 

٤٧



 المثلثية الدوال نهاية

 به اساسية مناهيم٤
 س حا

١== تها ا.  مر
·44 مي

{ ج »
 س طا

 مر= نها-٢
·4ه- مي

١ عج جتاىس نها-٣
·4ه- من

1= جها")مب( نها-4
 )مس( س+،

١ طا")مد(-
 نها٩ )مس(-

·44- مى

 جا-٢= -حتاس١-٦ من٢

 جاس٢= س٢ احتا-٧
 س٢ اجا= س4 اجتا-٨

 أمثلة
 س حا

}٥٠١-٠١)٢٠٠== نها ا(  م
 من.-ط

 ي

 س حا
 م نها

 سهط

 ط حا
<٥٤ ي نها

 سهط

٤٨

" ةi،y ي فذ"



{ ج
 س حخا

 لي ثها=

 د ؟

 س قتا س نه(
·4 مي04 منه

 مي=" نه "(أوجد س طا+
·4 مي

 ،-· لجد٠ ج تو يشب س
٩4 مي ·44 مر ٩4 مي

 س طا س+
٢ ن=ج نثها

 لر
·4 مي

١ ؟
 س٣ جا'

 نها أوجد(4 من'
·4ه مي

 س٣ جا'

]-
 نها

·4 مر

- جا'٣س(
 س'

 نها
·4 مر

 )٣(_, ها'
 نها<١x٩= س

·4 مي

•yن :ود=· نة١ "
 ه= و قتا و ه نها

·4 مي

4: ب.
٤٩

 #:؟-: لفدي.»



: :ي:£ ١4٧ إس-٧

٩+ آس- من' نها أوجد(٧
١٣-ا, س

١ أتأى{م= المقدار=نها نهب ،"٣- )س
٣ سسي

- مي عممو·١٢ طا)س-"(
 نها(٨

٣ سسه

 ن٣+ إس٢ من-'
 نها المقدار= نها
٣ سسهي٣ سسه

 ل ٢+ من م+٠+'و٠(

 نها(٣ )س- طا
٣4 س(٣ )س-

 نها المقدار= نها
٣ سه٣ سه

 المقدار=م تها
٣ سسي

 س احتا
 نها أوجد'( مر

·4 من

 تب ج'٢= -حتا١

١
 ا=٤ د ،

٠٥

 ٠ه)%(
،، ٢ مر;] مد--٣ع
 عر٢"4 س

 ا)(
٢ الر إج-:+ به:٠  و•



 حتا"س بطاس-١
 مى او

 نها٦= س٢ -حتا قاس (نها٠
 ا

·4 س س٢٣ من

 حاس١ طاس١
]١+٦٢ [نها٦=٢٠ نها احتا"س+ نها[٦

 سن ن
·4 من ·4-- مي ·4 مي

1(=١+٢) =لم المقدار نها
٩4 مى

 ه طتا ه قتا
•١٢ نها ا(أوجد1

04 من

 ه جثا ا
،،  حاه جاهد

 نها المقدار= نها
٩4 مي4 مي

 حا٢ 'ه
٢ ف دحتا١

 ا ،»

 ,ه إف تها ؟ دجا نها
 حثا هدرحا مسه، س»"

٢٢

 د: ةج:، ن:
= ثها ٢ ف
٣٢٠ س+

٢ ب ى-- ائذا0 ا س+ احتا س٢ حتا,

1+ احتاس-1 حتاآس-٢
 و نها المقدار= نها

·4 من·4 مي

 حتا
]4١ نها« حتاس ثها المقدار="[ نها

٩4 ى4ه امن

٥١



١ المقدار= نها]<٢x11 المقدار=- نها
·4 من·4 من

 ";ان نبي افد٣
-4 من

٦
٢ ن-

 حاج س -حتا حتام (=جاس جا)س-- ط ط ط

٣١ ط ٦« -حتاس «ر\ز (=حاس حا)س-؟

 البسط() حتاس- حاسF\م(=٦ حا)س- ط

(٦ )س- حا ط
 نها المقدار= نها

 ط ط
·4 من-4 مر

٦٦

٢4 ٢ م- ط

٢= المقدار نها
 ط
·4 ر

٦

 حتاس-٩١
١٢= نها ا(اوجد4

 امر ى

٩4 من

 د ك٢ م٢
٢

 سر نها المقدار= تهن
·4نم·4 من

، وك

• من برجا-٠٢٠٠٦/٠٧/٢٩ <انها س٢
٩4 من

 ون
 من للح«حا· نها٢ المقدار= نهب
 م8 ا٠ مسه م»

٥٢



=·٠٢١= المقدار نها
4 مي

 طا"ص:
١٢-- نها (اوجد1 ه  مر ل<

·4 س

 ص حا ص
 ا

 ص" نها
٩4 س

 ص على الكسر حدي بقسمة

 طا"ص طا"ص
« و د

 س" نها حاص ص نها
٩4 من·4ه ن

 ض"ص
{ ج ه

 ص حا ص أنها
·4 ر

 س اس-حا
١٢==. نها أوجد}١٦  س طاس+

٩4 مر

: على الكر حدود بقسمة

١ المقدار= نها<
44 من

١٢ نهإ-نهاس حا.س ه س٣,
.٦,٢=٩هنع م المقدار=٧٩· نها

2 نها مد+ نهث
 الي سسمه الى روء

 و عا"- نهب (أوجد1٧ طاحاس٤
 ان ى

٩4٤ ن

44 امي

 حاس
 سن حا< لا

 طا)حاس}
= المقدار نها س نها

·44 من4 مر

 حاس طاحاس
١== نها٣=- نها المقدار= نها  ن ى

·4 امر

٥٣

·4 مس 4 مي



 حاس
 مي« ؟ ٢ر= نها (أوجد1٨

 مي·

' س حادس حاس »، ٢- نها,=r تها - ي  س س" س+٠ س+
 حاء.

 س," نها ±ج نها المقدار= نها
 امن

44 مي·4 مي مي·

« ي١= المقدار ثها  م4

04 امي

 طا"س4-
a م ؟ فل ر{ر9٩  احتس.رام نها العد

٩4 مر

3 ه ج بد.ي± ءى .،. ريه.سه  س ,@س احتس+Tس@ر. حتسr ادنها نها

 )المرافق(

4 حاس- س4 احتا"د نها4= نها
·4 امي٩ مي

 حاس=(١ س- )حتا' مشترك(، عامل ، )بأخذ

·4 امي4 مي

• المقدار= ؟
( ،حاء +، ا )حا نها نها  س ي ن -ا

14R?y  ج تاء ام اسعرء تب
٩ من

٢= المقدار نها
٩ مي+

٥٤



 س احتا+ س ]احا س. حتا س طا٣ ص] س- طا حاس م
 ذ- نها (اوجد٢1

 أ ()س-( طاس٦\+١) ط
- امنه،

٣

 حا
 من المقدار نها

»»- ط
٣

 ط
' ج( ()س- طاس7\ر+١(

 نها« طاس-{آ تهب،،
·44 امر مرسي ط(٦ +ر\؟طاس()س-١ ط
٣٣

 ج=
 ط

 ط ج طاس-طا ر
-- -(=،جارس- طا)س ٣ ؟ ط -م

 طا ا+طاس

 حا حتاس حتام. حاس(= ط ط

١٣ ط  حتاس .ل حاس (=ج٦ حا)س-

 س حتاF\٣ (=حاس-٦- احا)س ط

= المقدار نها
 ط

 نها
 ط

 ط
(٢٠ )س- ط

3-
 ط

 -م( )س حا ط
 د

 ط
- مره،

٣
·4 مر»

٣
- بن-

 نها
 ط
·4 لي،

٣
 م بن-

٢= المقدار ثها
 ط

·٤4 ر
٣

١ ا-؟ س نها "(أبجد٢  ن
o4-ن 

١
o =ن بوضع  ه س عشلما

٥5



١
 م·٤ ر

a

 ص حا
١== نها  ض

·4- من

١٢- نها (بجد٢٣ س حا  من-ن
 من4ن

 ط س عندما س-ص=ص وضع

 ط ه ص س=ص+ط
 س حا

 ن ، ،«

 نها ص س نها
·4 س مرط

 ي، ط+ ص
 ص

= ى= نها المقدار= نها ط حا +حتاص ص حتا حاص
·4 س مي+ط

 نها المقدار= نها
·4 ن ط4س

٠ ب ي- حامي

 ض

١٢ ز نها (أوجد٢4 طتاس
 ن د ط
٢ منه
٢

 ط ط
4٢ س عندما ، ص= -س بوضع

 ط
 -ص٢

 ص طتا نها المقدار= نها
·4 س ط - مر،
٢

١== نها المقدار= ثها ص طا  ص
·4 ص ط  مرسهم-
٢

٥٦



١٢" نهب (أوجد٥ مي
·4 من

 مي

 ر مي
 -=ا نها ا"ا= نهب

 بر ن
·4- من·4 مر

1=. نها سر و
 امن

·4 من

 وجود لها ليس

١٢ نها (أوجد٢1 بر ها.  ا ى
 الن! س+،

 ها.س خا.بن
١= نها= نها

 س+· إاا سه. سر ا

 سر حاء
 =ا نها

·4 من
 <اسر

 وجود لها ليس

 نوها"س ه
3، ؟إ تها أوجد(٢٧

·4 مي
 سعة

 المقدار نها و««س(=د)س(<
٩4 ميم

 حا'س
١-= ثها

 من
·4 من

 أن تنكر

 [ا,"( )ا"(، ا٢ »ا-ه-
٥٧



/2, مدا-ه-ما)م±/-ا»
 ح)لإمه(-ا:

 م· لأد؟ "دء
]2," /ا٣ اا-ت-ا

(: ٩ :H:  ه= ++رها] حثا((::

 هد
 نها المقدار=؟ نها
٩94 ب

 حا هد
٢t

-x
٢

4 سهي· ٩4

 نها حتا)+ج( نها[٢ المقدار= نها ه ط

١ ط
 المقدار=ج نها(<٩ المقدار=حتا)+ نها
•٩ سه

٠ ثها (أوجد٢٩ س٣ حتا ه(-٣+ حتا)اس أم
 ب ه

·4

٢٢ (د)"."(٣3ا =ا-ه.-)

 هد٣٣
 هد(حاج-٦+ اس) احا= البسط

٥٨



 م
 هد ها

٢
٢ م

 دلإ
٢٣

·4  هه سم
 نها٣ ه(+± س٣ حار ثها٢ المقدار=- ثها

٤٣ س+(٣ حا)= المقدار نها
 مهي

 س٣ حا٣-= المقدار نها
·4ه

 س حا من
 "لا تما نها أوجد(٣٠

·4 من

 س على الكسر حدي بقسمة

 من حا.٠ من

٣

 ب حا٢
٢

4=  ير
٢

·- س'.  ا-ها.سن تها =ة تها
·4 مر4 امي

 مر

٢ المقدار= نها
·4 مي

 طا-'
5٣م نها أبذ٢0

·4 مي

 على الكسر حدي بقسمة
 حاس

 من

 طا-س
 نها+ نها المقدار نها

 مي
٩4 ر ·4 مر  مي·

 طا= س
 حام= س

٥٩

a =  طا'س بوضع
8 ما\س=



 س +حا س٩
 طاس س7 نها)(" د٩ لأ

•4 من

 آس آقتا س" نها)(
•4 مي

٠٩8= المقداد:  حم ن ناقة اد نها
C·8· 4س·

١=١+١= المقدار نها
 مي·

(٢) تمرين

 ن- الأولى المجموعة

 س احتا
 اس ر=- نها )ا(

•4نم

 س٢ ا-حتا
-= نها(٣)

• من. من ه

 احتاز
 سرب بتتر ا هيث٢ (نهام٦)

 اه·

 ح{:س( ط
 ط

 داسر
٢

 نها)(
 ط

4 مر
٢

- بد.٣_٣ س٣ طا س٢ قا
٢ م حا

 مر د 'ل+ نها(٧)
·4نم

" حا  من ك نها(10)
·4 مي

٦٠

 ج-ن( حتار ط
 امى

 نها(٩)
4٩ مي



١'  ن حا
٢
 نها(1١) س'

• مبهم

٩١+ حتاس٢ س-٢ حتا

 ر "ا
 س٢ حتا س٩-- ""نيإ س طا٣+ ؟حاس

 '+حاس' س
 نها(1٣) س4 '+طا س

•4 ن

٢ س٢ حا"+ س2
 س٣" ض س-== ثها ا}٩)

• امرسهم

 ن: الثانية المجموعة

 نها(١)
 س طا حاس

) ر صفر=  س٢
• ايهم

٤ س٣ حا س٢ طا
) ر٣٥ نها(٢)

• يه
 س ه
 م

٥ ة« س٣ قتا س نها(٣)
 ر

• ميم

 نها(٤)
 س٢ احتا

٣ ج »
 س" ر

(
•4 مر

 نها(٩)
 س٣ +حا س

٢ ) اس ر=
•4 مي

 نها(٦)
 س٣ حا

 سن ر
(

 ط
4 امي

٢

٦١



(

(

)

)

 س٣ طا س٢ حا
١٤-= نها(٧)  س ه

• مرسهم

 س٣ حتا س٣ حا
١= =لى نها)(

·4ه مر

(

(

)

)

٦٢

٤ حتاس حا"س-
 ج نها(1)

 ذا ط
- مرهي

٢

 ج-س( حتار ط
٢ اس ء' نها ا(0)

•4 مر



 الاشتقاق

 التغير معل دالة التغير متوسط دالة التير دالة

 التغير: مفهوم
 س· أصبحت ر نقصت أو قيمته وزادت ، س الابتدائية قيمته س الحقيقى المتغير كان اذا

 ن-٢ س= س فى التغير فان

( س٥ أو ه بالرمز س فى للتغير )يرمز

١ -ن٢ )لكس(=س .ه٠
: ملاحظات
 اد

 سالبا أو موجبا يكون قد س فى التغير

 موجبا يكون <س, س, كان اذا

 سالبا يكون >س س, كان اذا

 التغير دالة

+١ س الى١ س من س وتغيرت د)س( ص= كانت اذا ه
 د)س(- ه( د)س+ بمقدار لها تبعا تتر د)س( فان

 الذى التغير قيمة تعين دالة ه() ت أن بمضى الدالة فى التغير مناها )ه( ت حيث
 ه على يتوقف

 التغير قبل الدالة التغير بد الدالة= التغير دالة.. ه

(١ )س (-د )س,+ د ت)ه(= ه
( )س س(-د )س،+ =د للص

٦٣



 هد.+ س الى س من س تيرت و اس+ا د)س(= كانت اذا مثال:
(٠٠٥) ث احسب ثم ، التير دالة أوجد

 الحل
 ا

 )س+هد(-د)س( ه(=د بتر...

(١ -)اس+٢١ )س+ه(+٢=[

 ه٢ +ااس-ا=٥٢ ؟س++=

 ه2 )ه(= .ت٠

٠,١٠=٠,٥٧٢}=٠ :.ت),٠

 ن ه.+٣= س الى٣ من= من س تغيرت و )س(=س' د كانت اذا مثال:

(٠٠٢٠ (،ت)٠٠ )ا ت قيمة أوجد ثم إسءم) ت أوجد
 العل

(١ )س ه(-د+ )س ه(=د) ت.•
}٣ +ه(-د)٣ )هد(د) ت٣٠٠=٠ ،س د)س(=س... ،

 ه+ه٦=٩ ه+ه٦+٩=٣ +ه('-٣ .ث)ه(=)٠
٠,٦١=٠٠٠١+٠٠٦('=٠٠١(+)٠,١)٦(=٠٠١ ت)٠٠

٠,٦١(=٠ .ت)ا٠
(٣,١ الى٢ من س تتغير عندما )س( د تغير )مقدار٠,٦١(=٠٠ ت)ا٠
١,١٦=٠,٠4+١,٢٠('=٠٠٢٠(+)٠٠٢٠)٦(=٠٠٢٠ ت) ،

٢,٨ الى٣ من س تتغير عندما د)س( تغير مقدار=
 فى التغير قيمة ، س فى التير قيمة فما٣ اس+ د)س(= كانت اذا مثال:
 ا

 يلى: فيما د)س(
٠٢,2 الى٢ من س تتغير عندما )أ(
١,٨ الى٢ من س تتغير عندما )بب(

 الحل
- س»= س فى التير= .لأس٢,٠2=٠ ،من٢ )أ(س=

٦٤



٠,٠٢=٢-٢,٠٢= لأس.٠

(١ )س -د لأ)س'(= أص= د)س( فى التغير
٢=(١ )س ،د(2,٠٢ =د)(٠ )س د

}١+٢٤2-)(١+٢٠٠٢٧٣(=)٢ (-د)٢٠٠٢ =د)
٠,٠٦(=٧(-)٧٠٠٦)=

 ,ا٨=٠ س ،٢=١ س )بب(

٠,٢=-٢-١,٨= س في التير= /س

}2 -د)(1٠٨ د)= )س،( -د إس+( د= ل/ص

{١+283) - (١+١٠٨8٣) =
=٠,٦,4=٧-٦ ن

 )ب(( في سالة و ، موجية في)ا( لأس )لاحظ

 التغير متوسط دالة

 )س( د(-د )س+ د ا)(=•.
: على نحصل هج. حيث على بالقسمة

 من لل ي ا)(= م)ه(][ التغير متوسط دالة
،

 س٥ ه
 {سا} +هد(-د1ا د)س د

 ف
 التغير قل الدالة- التغير بد الدلة )ه(ج

 إ١م٠٠

 هد

 اد ، إ_ د)دا= عقت انا مثلا:

 المتوسط احسب ثم. ف+١ س الى١ س من س تثير عندما التغير متوسط أحسب

٢,٢٥ الى٢ من س تتغير عندما
 العل
 ا

(١ -د)س ه(+١ د)س= ت)ه(

٦٥



 م٣
 ن«=

١ اب -ا ه(+٢\٢

 اف ه٢-٣٣ هد(= ت)
،

٢٣ ف٢٤٣

 م

 ه٢٨ م

« د ى٢ ج(٣ت= ه( .م)٠
٢

٢ ي٣ ه٢ ن٣

٠,٢٥ ه= فان٢,٢٥ الى٢ من س تتغير وعندما

٢ ه٢ ه(=٠٠٢٥) م٠٠
 ن

٢ ه

٥١,٥٣,٠٥ م٤٣٦٢٥,٢٥

٠,٦٦=-٢٠٠

٣٠٥

٢ ،> ا عد أا دبا- "عد بون
٢< س كان اذا1+ س٢

 س تتغير عندما د)س( الدالة متوسط فاوجد

4 الى٣ من )ب(٢,٥ االى من )أ(
 الحل

 ا««»م -ي-­٠

٢ @ه. ،
 ,ا٥ هد= ، ا= :س٢,٩ الى ا من س تتغير عندما )ا(

٧ ٦٣""-٠١"ا=٢١٠٦١ م٠٠

١,٥٢

١ ه= ،٣ :س=4 الى٢ من س تتغير عندما )ب(

٦٦



٣ ٧٥٩ (٣ (-د)١-(١ م)٠٠ ن ن ن ، ،

 سم٩ الى سم٢ من قطرها نصف يتغير عندما كرة حجم تغير معدل متوسط أوجد مثال:
،

 العل
 اد

 طنق''= الكرة حجم الكرة قطر نصف نق حيث
 م

2 .'.ه= نق+ه=ه ،٣ نق=
(٢ (-در٣= م)هد(

('٣ ط)'(=٣ ط)ه(،د)' د)ه(=٠٠
 م م

٣٩٢ ث١ طسم" =('٣ ط)' 'ذ)ه( م)ه(=.٠
٩

٣ م د

 بالعلاقة مطاة المسافة كانت بحيث مستقيم خط على جسم يتحرك مثال:
 د

 من ن تغير متوسط أحسب. بالسم ف ، بالثواني الزمن ن حيث٩ ن+٣+' ن2= ف

٥ االى

 لحن
٧٠=٥+١٥+٥٠=٥+٥٦٣('+٥)٢ د)ه(ء

١٠=١٤٣٥٤+}'1(=)١ د)
=١-٥ =

١ =ه ·"-·ا= م)هد(..

 ل,] د)س(= كاتت اذا٣= عندس د فى التغير متوسط دالة احسب مثال:
 د

٦٧



 العل
 د

 -د)ا( ه( =د)ا+ ت)(

 المرافق ع بالضرب

٨+٨\-٨ هه \ر+

 -ا,٠٩

 ن

،

٩ هم٩ -  ب بر٧٠٠٠٠٨٦

·٠ ر٦٦٠د٩٨٠٠
 ن ن

٠٠٠\ر
 الدالة تفير معدل

 ه

= م)(.. Xي
٠٦٠٠٠ ر

 {سا( -د ه(+١ د)س

 ه
 نها= الدالة تير معطل

،
 ه.+ س الى س من س تغيرت و -ا س'٣ د)س(= كانت اذا مثال:

1 مة س عند التنس مهل أحسب

 العل
 إس( -د ه( د)س+ تها= التغير مدل ،

،

4 ب

]١-٢ س٣ -إ٢١-٢ ه )س+٢[ =نه

٢1+٢ س٣ ا-2٢٥ هه ض1+٢ ص٣[

 ه

•
 نها ع

،
}٣ س+1 هر  تيا

٩4

 'ي٣ أس نيا=

 ، د
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 ه٣ اس+ =نها
•،

1= س عندما س1= التير معل..

٦=٦٤١= التغير معل .'،

 حجم في التغير محل متوسط أوجد. بشكله محتفظا بانتظام يمدد المعن من مكعب مثال:
 ي اد

 حجم فى التغير معل احسب ثم. سم٣٠٢ الى سم٣ من حرفه طول يتغير عندما المكب

 سم.4= حرفه طول يكون عندما المكب
 الحل
 ا

 =س"٤..٠
' ه('س، )س,+= ه( ت)'.٠

 ه'} ه+ س٣'+٠ س٣ ه)=
 'م ي ه( ه+ س,٣ س\'+٣) ه= .م٠

 ه' هي١ س٣ س,'+٣=

٠,٢=٣-٣,٢ ،هدء٣=١ س بوضع ي

٢٨,٨٤=٩٠٠٠4٩٠٠٢٦+٢٧(=٠,٢ م)٠٠

 التي: معل لأيد

}'٠+)٠٢٠ س٣ س,'+٣ م)ه(= نها
٤٨=١٦٤٣= س,'٣= • لله

 التغير دالة فاوجد ح3 ، ب ، ا حيث+ اس'+بس مد د)س( كانت اذا مثا:

• )ا(= د بأن علما ،. ب ا، من كلا اوجد ه.ثم+٢ الى ا من مس عدما اره(

 ه(=٢ ،د)

٦,٢٤=(٠٠٢) ،

٦٩



 الحل

 )س( ه(-د )س+ =د ه( ت)•.
 -ج س -ب ه(+أس'+ +ب)س )س+ه(' =أ

 ف ه+أ+ب أس٢=

•(=1 د)..٠٠ )ا(٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ جع+ أ+ب٠٠
.)"(٠٠٠..٩٠ ب+=2 أ+4.. (=ه٢ د)

(2.)٣١٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ب=٥\+٢١:,٦,٢٤٠(=٠٠٢ ت)
 من)"((1) بطرح

 ب+=ه٢ أ+٤

• +جي= ب أ

 ,أ{؟}٥٥ د٠٠ د٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ابا ه ج٣

 منها(٣) بطرح و٧٢(4) بضرب

٣٥ ب=٧ أ+٢١,.

٣١ بب=٥ أي٢١

٢= ب.'.

٣ ج=- )ا( من و

٤= ب٢
١ ا=(٣ من)

1 ج -ا،س س٣ د)س(= كانت اذا مثال:
 د

1 ،س< +س س'
1= س عندما الدالة تغير أوجد

 لحل
 م)ا-} ه(-د)ا( را+ فرج

 ف٩ ميء

 ه دح

• هد< ،

٧٠

٢-١ د(-+١)٣

٠٢١٢٠٩ هإ )ا»

 ء



 )س,+-(

(١ ف)س

..}­
٣ ه(= م) .ننها

٣=, بيء التير )مل..٠ ه ه

 التغير لمدل الهندسى التفسير

 سك)س(

• للت لمان مل

f(، [ د)س س

١ من من,+-د

 بمدد تن هه سنعي فك يو بن «داها
١1

 ه ح ،
• هد< ،

 للمنحنى3 د)س،(( ، )س النقطة د د)س(= ص الدالة لمنحنى المماس ميل أن اى

( د{س ه(-+ {س نهيا= التماس ميل هو )س( =د' ى =طا

 د" ،

 نها المماس ميل= التير مشل .، {ص} هم لرس+
4 ،

٧١



 عند للمنحنى المماس ميل هو نقطة عند للدالة الأولى المشتقة فان د)س(= ص كان اذا
 د)س(" )س(= =د' "د=ص لها ويرمز نقطة

 د ،

 م ص ء

 لمنحنى المماس ميل أوجد ثم )س( د' أوجد٩ س+٣- =س د)س( كانت اذا مثال:
 عليه الواقعة}٢ ،١ ر النقطة عند د الدالة

 العل
»

٥ س+٣ =س' د)س(
٥ +ه-(+ )س٣ ه}'+ )س د)س+ه(=.٠

٩ س-٣+ -س'٥ ه(++ )س٣ +ه(- )س= )س(- ه(+ د)س
٩ س-٣+ -س'٥ ه+٣- س٣ هد+ه- اس+ =س'
٣ ه-+ ه =اس

 ه(-د{س( س+٣ ثها د)س(=.'.

 ا د

٣ س٢ ب +٩(٣ )اس-A =ثها
 ا،

 ب د»

 }.،· ه يهد)- د به صدم .مد
}٢٠1) النقطة عند  ا= المماس ميل..

 ثم( ص ، )س عليه نقطة أى ص=_عند للمنحنى المماس ميل أوجد مثال:
٣ س=1

}.٢ )ا، النقطة عند الميل هذا استنتج

 الحل

 عند للدالة الأولى المشتقة أن "أى س= عند معرفة غير الدالة ان لاحظ

٧٢

 مة



. وجود لها ليس  س ن د

٢= ذر < أ )من
٣- هد(+ إس ؟

= د)س( ف(-+ د)س
٣ آس- ٣ هد}-+ )ص٢

٢٣ ه-٢+ س٢!٢-٣- س٢[٢  ن

}٣< )امن(٣ ه-٢+ ز"س

١ ه+4- س-٦ اس- -)س(= ف(+ د)س
،

(٣- س٢)(٣ ه-٢+ س٢)

، )س( د'=

٢(٣- )اس

،
 سها د{س} ه(- د)س+
،

 س" ج

 ض م

4

٥٢

٢٠١= مس]- د {و•

٠ ، د بالمعادلة تعطى الزمن و جسيم بتحركها التى المسافة تربط التى العلاقة كانت اذا مثال:

١ ن+٢٠ ف=ن'+ ثوان ه مرور بد سرعته فاوجد
 الحل

 للزمن بالنسبة المسافة تغير مهل هى السرعة
 ف ل نها أى ن بالنسبة ف تغير مهل نوجد السرعة لابجاد.:.

 ن٥ل٠ ه ن٥ل

1 ن+٢٠+ =ن' ف= د)ن(..

١ ه(+ )ن+٢٠+ ه'+ )ن= ه(+ د)ن

 د)ن}- ف(+ د)ن= ف

٢1 ن+٢٠+ -[ن'٢١ ه(++ )ن٢٠+ ه(' =[)ت+
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١ ن-٢٠ -ن-١ ه+٢٠ ن+٢٠ هد+ه'+ ن٢ =ن+
 ف.. ه٢٠ +ه+ ن٢=

 ه٢٠+٢ ه "نه+ نها= السرعة(=نهاله) التغير معل..
- قد د  ن٥ل٠ ه لأن

٢٠+٠ ن+٢=(٢٠ هه٩ )ان "ثها
 و ،

٢٠ ن+2= السرعة.:.

 ث متر/٣٥=٢٠+١٥=٢٠+٥x٢= ع قان ثوان ن=ه عندما

 مكية بوصة١٢ هو أضلاعه لأحد بالنسبة مكعب حجم فى التغير معل أن اثبت مثال:
•

. بوصتين الضلع طول يكون حينما بوصة لكل
 الحل
»

(' الضلع طول)= المكعب حجم.•

 مكمة بوصة ح المكب حجم أن و بوصة ل الضلع طول نفرض

 د)(=ل. ح=ل

 ه'(+ )ل ه(=+ د)ل.٠

 -د)ل( ه(+ =نهاد)ل المكعب'، حجم فى التغير معدل..
 د ي، «ل

٣ -ل٣ )ل+هد} =تها٣ -ل٣ )ك+ه( =نها

4 د د ، د هد(- )ل

'(J) ٣ =
 ل'٣=٤٥٠

 ل4

= c ٣(2)'١٢=٥٣٤ سسمةن قفلك،-" يعت ضما د

٧٤



 بوصة إ مكبة بوصة١٢=٤"٠
 ل ء

(٣ تمرين)

 أوجد: +ف٢ الى٢ من س وتغيرت +س =س' د)س( كانت اذا}1)

(٠٠ )ا ت أوجد ثم ، ت التغير )أ(دالة

(٠,٠ م)ا أوجد ثم ، م التغير متوسط دالة )ب(

2= س عند التير مهل )ج(

 من س تتغير عندما١+ س٣ =س' د)س} للدالة التغير معل متوسط دالة أوجد )ا(

 أوجد: ومنها +د س, الى١ س

٠,٣= ، =ه١ س عندما التغير مطل متوسط {ا(

,·٩=- ،٨=١ س عندما التير معل متوسط )ب(

: أوجد. دح ،س راص ه د:س لدالة(2)

2 س= عند التير معل متوسط دالة زب}

٣ س< عتد

٣ عندس

 س'

 الترر {أ(دالة
: كالآتى معرفة دإس( كات اذا(4)

4٣ س٢-

: س تتغير عندما إس} الدالة تغير متوسط أوجد

 ؟ الى4 من ا(
 س تتغير عندما وتلك4+ س ب =اس'+ دإمس( للدالة ت)ه( التير دالة أوجد )ه}
 أ،ي قبتى أوجد.١٠٧٥(=٠,٩ ت{ ،4}=٣ د) كت ه.واذا+٣ لى٣ من

»١ د> د،=[اس عتت انا:»

: لوجد ا}5 إس ه-"س ر
١,٣= س الى ا= س من س تتغير عندما للدالة التغير مثل متوسط {ا(

٧٥

٥,4 الى ة من {ب}



,·٦4= س الى ا= س من س تتغير عندما التير معدل متوسط )ب(

"0 ا »+د،س·
 س٩ ب٦

٣ س-
: س تيرت اذا التير معل متوسط احسب

1 اه/> حيث ه بمقدار س وتيرت س=ا )ا(من
١ اهد/> حيث ه بمقدار س وتغيرت= س من )ب(

١> ا>س  ا«

٣> ا>س

 ن٣4 ا<س

 د ج· س

• س< ،
 س٢ س'+= د)س( كانت اذا(8)

 س٢ كس'+
•= س عندما للدالة التغير معل أوجد

 القرص سطح مساحة تغير معدل أوجد ، بانتظام يتمدد المعن من دائرى قرص(9)

 سم٧= القطر نصف عندما وذلك القطر تصف طول الى بالنسبة

 سم' ا٠:٠= ق بالمعادلة تطى زنبركى سلك فى )بالأرج( ق الطاقة كانت اذا(١٠)

 الطاقة فى التغير هو السلك في الدفع وكان. بالسم اللك فى التضاغط هو س حيث

 سم٢= غدس الدفع و الطاقة: من كلا فاوجد التضاغط، الى بالنسبة
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 الأولى المشتقة

 المماس ميل بائه( د)س= ص للدالة الأول التفاضلي المعامل أو الأولى المشتقة تعرف

 بالاتي ذلك إلى ويرمز مجالها في س نقطة اي عند الدالة لهذه

 س للمتغير بالنسبة الدالة مشتقة الدالة
 الأول التفاضلي المعامل او المشتقة

 تفاضل أو

 س ل بالنسبة تغير معل أو

 صد)س( للمنحنى المماس ميل أو

( اود)س= س ء  سر م
 ص أو

 ص

 قاعدة

٠٠١ اهن و٠،•  من ء"·" حقيقي عدد ن حيث ==نس٦' قإن =س" ص كانت إذا

 فمثلا

٦ ءي٢  سن س٧== لبان, )ا(ص=س

٦- ±ض -ه.  ن ء ==هس فإن ص=س )؟(

 التالية الخاصة الحالات استنتاج يمكن القاعدة هذه ومن

١.٠٠ من. ٦ ==انس فنج )ا(ص=اس"

 س١٥== فإن س= ص فمثلا ن #هن ه ة،
 ار' د
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 ن "ء =ا فإن =أس )(ص صن ء

 د و ء
 من ء

; فإن =ن٢  امار د ==ه فإن س= ص ا( فمثلا ن ء

 ن+
 سن "ء==. قان( ثابت )مقدار =ا ص(٣)

 ن و ،
 من ء و١

 س "ء- فإن٣ (ص=٢
٠== فإن٧= ص ا} فمثلا ءن.  وسر د

١ ءن ، ==,, فبن٦= =س (ص4)  'من من

١ ءص
٣،، ±اسر سن ء

٢ ؟فن ٢ ن= ص  اس ير (ص1 فمثلا

١١١١١ ءص
،«،، ،« د د، ا، ، ،

 \ن2 راس٢١٢ ءس
٢٦ س

 وثلة<

 ن س س=

 ص م
 ن ء

 علم ويشكل {إس ص= ن

 البرهان

 {إن= ص ن

١(١ {ن-١ ن ا.٦١١ من م }
« سر.= -اسر= اشر ه

- ن ن ن لا ن ث ن ن ءن
 ن ن

١١
،، ا، ، . ن ا، ا،

• ن ١٠ -ا إس ن  ح س

٧٨



·},
 ص ء

« د«  {ص ء ص(١ فثلا ن ع

1;٠
١٥

 ج

" س

 ض ع

$ ، مي فن
 من ""ء

٥  ,إس ص=(٢

 مر ص=- )ه(

 البرهان

 ي م
 ع

١-١.٠. ي ون. = ا(س=) -" =س ص.• ا س وس  من ض»

• ملاحظة

 الأول تفاضل ع الثاني+ الثاني تفاضلx الأول= دالتين ضرب حاصل تفاضل

 مثال
 ا«

= أوجد}٩ س-٣()١+ =)اس ص كانت اذا من م٢ ه
 من٦

 الحل
 د

X(4)س 
 ر

 انول تفاضل

 س-·(٣)
 أني

 الثاني

+ (٣)X
 لها

 الثاني تفاضل

٢ #ص (1+ =)آس  له مي( مر ي
 الأول

٢٩٢ #ض ٣ س٢٠ اس٨ د ؟س٠ اس٢٤٣+ آس=•  من#

 أر ن
 كالتالي التفاضل ثم المقدار تبسيط يمكن

(٩ س-٣()١ )اس'+ ص=
٧٩



٥- س٣+ اس'٠ س-1 ص=..
٢٠٠٠١ ن٦  السابق الناتج نفس وهو٣ اس+٠- اس٨=-=
 سن٦

 نتيجة
 دوال ثلاثة ضرب حاصل تفاضل

 الأول تفاضلw الثالثx الثاني+ الثاني تفاضلx الثالثw الأول+ الثالث تفاضلx الثانيw الأول=

( س-ا٧()٥+ ()اس'١ س+٣=) ص فمثلا
 فإن

(1 س-٧()١ س+٣(][)٧()٥+ ()آس'١ ===[)"س+ ن ء
 اس٦

(]٣()١ س-٧()٥ +[)"س'+٢(4)
 -آس' س4]+[" اس'-س٦+ س"4٨]+[٦ اس'+4 س+٠٥١+ س4=["

]١٩ اس-٠٥+

٣٢ ءن ٠٢ س-٢٠٦ س٢٤٠٢ اس٦٨=
 سن٦

• ملاحظة

xالبسيط[- البسط تفاضل xالمقا تفاضل 
= دالتين قسمة خارج تفاضل المقام مربع

٣ ١- آس
٥ ؟س+ = ض  فمثلا

٢ ٣ س+٠٢+ اس
،

("٥ مس+٣)

٨٠

٣ س"+1 "س-٠ اس!+_" ءن
 ، د

('٥ س+٣( ءس



• ملاحظة

 الدالة بداخل ما تفاضلx الدالة تفاضل= الدالة دالة تفاضل

 القوس بداخل ما تفاضل ع القوس تفاضل= قوس صورة في كانت إذا

 الجذر بداخل ما تفاضل« الجذر تفاضل= جذر صورة في كانت إذا

: مثال
،

 س م= اوجد'}٣ س+٩+ اس=) ص كالت إذا ص٦ و٠٢٨

 الحل

٢٧٢٧ #ن (٣ س+٩+ س٣()٤٠ س+48)=]٩ [آس+x"(٣ س+٥+ )اس٨ =د  سن ء

: مثال
 د

 ين {إقا+= م فقا إا
 ض ع
 سن ع

 ر3٢را. ح أن] ،yه
 الجنر تحت ما تفاضل الجذر تقاضل

٠٠م س٩
 أن أى

 الجنر تحث ما تفاضل.
 الجذر ضف= التربيعي الجذر تفاضل

 عام وبشكل
 الجنر تعت ما تفاضل.

--= النوني الجذر تفاضل

 بيوتا ;باسد ه
4 اس+ ءس فن7ءىم لإلإاوا ء س نند

،»

٦م٠=م{,٣·

٨١



 السلسلة قاعدة

 للاشتقاق قابلة ر ، ع عند للأشتقى قابلة د حيث( ر)س= ع ،(٤ ص=د) كانت إذا
 س عند

 ،ل ب د ٥ع ىءن شد قين

 س ء ع4 ءس"

•·٠ وض٠٢٨  س ء• قاعدة =مستخدما اوجد}٣ س++ =)اس ص كانت إذا

 الحل
 ن

 فمثلا

 السلسلة

٢٥+٦1٢ ع'٨= وحق "ي ٦من  س ء ع4 ءس

٣+ س٥+ س'٣= ع ولكن

٢٧ ءن }٥ س+٦)(٣ س+٩+ س٣)٨=  سر ع

 نتيجة

 م=ي)س( ر)م(، د)ع(،ع== ص كانت إذا

 ٦م 6ع ءن ءمي
y ج د
 فإن س ء م٦ ع٤ ءس

 ن ع٠٢٢ ة،٤
= أوجد12+ اس م=٠ +ا ع=م٠٩+ ع٢ كثت إذا قمثلا
 واسر} د

 الحل
 ن

=+'+'٤ ولد

 ل ل< ب ٩م٤4 ءن ءن
 ؟س م4 ع٤ ءس

 م'٤٨4=٧w م٣2'٤٦=



 ('م١ )م'+٨4=

 م٢١ م+٢+ [م'٨٤=

١٢+ لاس م= ولكن +م] م'٢ [م'+٨4=

$٢ ٢(١ س+٧'(+)١٢ س+٧)٢+٢١٢ س+٧[)٨١ ج عف  سن ع

 الضمنى التفاضل
 مع س ارتباط أي٠ ،ص(= )س د صورة في تكون التي وهى الضمنية للدوال يجرى

 بعلاقة ص

٦رمب لى من+ س٢ ١+ +ص' =س' ص (س١ فمثلا
،

 الآتي في تتلخص الضمنية الدوال لتفاضل العلمية والطريقة

 سر =ثم في. ضربها يلزم ص تفاضل عند ولكن معا ص ، س تفاضل هو- ءر ر٠٠

•• و ول-.  الأيمن الطرف =قي استخلاص
 سن ؟

: مثال
،

٠٢٢ من٢ و
٢ =ه +ص س كتت إذا اوجد  ءمن

 الحل
 و

 م=· ص٢+ آس بقتنضن
 س2 !ص)==(= هن ء
 ن ؟

 سمن ءض
 ا، اد،

 ص ءس

٨٣



: مثال
 ص

١ ء كقت,- انر أبجد:ك
 من ن ءس

 الحل

١ ءن -ا
(=·) بالتفاضل  آ س ء ص؟

' ي ءن < ب وسد

" س ءس
١ ون ا٥

 آ س ءس صآ إ=(= أو

 غظن•» اسر
 من

 م
 نز]س =س ص )د(

 ادهية لحدت افهد: ا-

 =س ص )ا(

 ما=ز='
;· ص= )ه(

 الحل
 ص

٩٠٨ ءض = .«س )أ(=  س؟ ءن ا« د

٣

١ ص=س
١

-' =س ص
٤ من

 =ى ن )ب(

٨٤

٣.

«}،
 ،٤ ءن ء-من ل٣ ءص



٣٣ ٣ من ع
«« فن«

٣

 ه الي

:}.
 فن م ه= ص )ج( م،

٣  س؟ س= ص م\س =س ص )د(

٤٣!٤ ءص
,٦=٠ س٦= م ، ، د  ا بر(

 س:٢ ص=

٦.

٠}.

 =سر ص

٢
 ص= )ه(

 ة٥
٦2 ءص
 ه من -ى ءس ج ب

 الأتية العلات من ل في -ابيد:٢
1 اس+١ سآ- ٣(1٠س,)١ من- إ )ب(صء (ص=

 +س()اهس'()ا+س'(1() +رس١() (ص=)ا-م\س٤)
 الحل

٣ ١٠٢ من
 +س-ا س =ي= ص )أ(

 اسر=

 ن ء
١ أس+ ء  ا- +س ص=س سن ء

 +ب( =)أ-ب()'+أب أب' مكعبين بين الفرق قانون لاحظ

-Tlا ا .· ٢١ )ن+41٠ -من٢(} ,لل+اT-, ر,,+ا- )بوبن

١ .م ؟ص
(1 )س+ ون د(1(")١ د=)ا()س+

 +س'(١ +س()اس'()١() جر\س ()ا ص=)ا-إس )ج(

٨٥



( )ابن'()ا+س ابس( اس()=) ص

 ')ا+س( =)اس'()ابس
 =)ا-س()ابن'( ص

١· امن
 ن« أسل٦ ج

 اس'' س= من ؟

 متتالية بطريقة' )أ-ب()أ+ب(=ا"-ب المثال هذا قي استخدام لاحظ

. ءض • كانت إذا ت أوجد٣
 اب ابرع و

 {ص+ {د م ص م=»

 لج+ ا+= )ب(ص
 ن ن

" آجن امرهى'(e) ع رع

٦لمارم ء من«»
 الك

" اس٢٤ اس٣ {رد ,ي،٥٢ ومن ب ، ي أ[]ي و و١ ءن
 بن بن" ابن"< ص )ب(

٣٢٣-٢- ءن  --و٦ ويد--م-- (س"٣)-+ إس٢+{- ء)دابن=
 ام امر امن· ءن

' آبن ابس+س بس(" =)اسن' ط ص= )ج(

٩٥  م4٦٤



 +س(= ا+س+س') بن(" ا+سس')1 د±%
 سن

١' ٠(١+٢من+٣من
 "ر" آبن +سس1(

٦رما_مر ء +من
 ا س4"+ س٣ س+٢+١ ءص

،»

" آبن آبن /س+س٢ ءمن

 الأتية الدوان مشتقة أوجد-4
٢٦

،٣  ن ;و ن=,+ د)(=(

٢هة=6)( ر+ه٢
٣

 أ ص

 دت
 و ١د٢٠ ف= )ج(

 ت+٧

٦مب.l نحر-((
 ع(·١٣=(٤)(٠)

 الحل
 ان

٦٦٥ ن٦+٦ ن٢ د در( )ا(

 :ج.'ج.نج.بى٥:.٥ د»-. د د د« د م٥٠ ي ن لأر
٦ج{ ان' ذ#٦٥

٨٧



< باج ت٠٥(:)

(٠٠ د)'،  ت

٢٢٥در١H-٤٩ر8٥١٥٥
("٢ )ور+ مر٣)

٢١-0 ء
،

 آ(٢ ر+٥( عر

 ت في والمقام البسط بضرب )ج(

 ا(٩ -ت'( ت٠.٦-[)(٢-٠٠٦ ت'()٧+٣)
 ت'('٧+3)

 ج ناج ت"٠٦٠
٢ ت٧+٢

 ق ،،

 ت'4٢- ت4-1.٣ ءف
 ت'('٧+٢) ءت

 عك
٤٣ ع("٣)٥=- )ه(

 ع٤

١٥-١٥-١٥- و
،، د ،

"٦٤٢٤٣ ع٦٦٣(٤٣(٤ ء

 ؟± غنما س قيم ابجد١٢٩r-. +}س صحس عتت إذا(٥
٠== تجل التي س قيم اوجد7+سار= ص كانت اذا )ب( تي ء ء ه

 ن ء"

 الحل
 ن

٣ على بالقسمة٠=٣٠- س٩+ س'.•.

•=(٩ )س+(٣ )س-.•

٨٨

٢ ءن ٠٣- من9+ س٣ =ء )ا(
 سن ؟

 ص ء
 ه٤ علما

 اسن ء

=·٠١- س3+ س'
 -ه س= أ،٢= أماس.:



4٠±٦
 س ء

٤ ·ب  س ء
 ءن1٠سأر٢ ءن س<= ولكن= )ب( س ء١ ءص

١
 =ج١ س+.٠

٢مح,٢ أ .:,إس٩ا
١=(1 ا)س+.:.

٦0سإ, ص=

 ,lص0ا('=٢ او
١

"،  -و٣ ي٠٠ ه

٦رآ حمد,= ا»ا(-{@
• س مر (, د)س(ءراك )ب(  اس س

 الحل
 ص

7 س'(٢ س-٣ )ا(د)س(=)
4 م, ه

 س(4 )-ا- )"-س-آ(.٠٦ د')س(

·٢ +,إس )س(=ز د )ب(
 /ز

 ا

•٢ "+س" د)س(=[س.٠

 =س.إس(١x't ن'٠ -رس"-y م:.

 امس امن مي ,,تمج,,ا1,١٠٥= ي ،

: مثال

 من ء= فاوجد +ه اس ص-ع'،ع= كقت اذا س ء٢ ه٠
٨٩



 الحل
،

 ع٤ {ا -==ع"• #ص

٢ س٦ د x ١ بضرب)( كل  عن

4 ع #ن  عن س١٠'٤٠-4 تهلا+

 من# اس٤ ع'٩= ءن

 سx('٥+ س'٣ ه)=

 فر ل
(٢)٩+ س'٣=٤٠(١)  =ع' ص

(٢)٠(١ من)
('٥+ س'٣=) ص

•٢ #ن  من ع من1 ('ع٩+ س٣ ===ه)

: مثال

 من ؟ أوجد ،ص=ن ا =ن س كللت اذا ن و٠٢٣

 الحل
،

(١) ٢ ج +ي » ، د  ن عن

٢. اء٢ عن  بالقسمة )؟} ي،="ن'

٢١٣ جي عص ٢- ن٢ عن عن ن لاء ن٣ ج ج=<

١- =ن ،س

٩٠



٢ #س ن ا( ==)ن٣٢ ص

: مثال

 ان فشبت 7ر ن ع=1٠ صن'+ ص كقت اذا
« ع٢== ص ء  ءع

 الحل
 ا«

 من ء ا- ،ع'=س'
 سن٢ ج

 من ع

 س٢ د عق ع٢
 من ؟

 م٢ ءن ءي اصن
 ع٢ ج٢ أس =ج ع ج

 س٢ ع٤ ءس ءع

: مثال
 ا«

 ءع من ا =شدماس= اوجد ،ع=ل= ءن١ إس-

 الحل
 ص ء

١ س٢ ج  سن ع

 +س =س' ص كانت اذا

 +س =س' ص

 -س'٦ =س٤-
{-٢.  ي ء٤٥ +س·٦ +س

٩١

٩ ا =
١+٢

 ب ج
١٠,8٠

 من4
 ا

٤ ء



 ءص ي
 س م دج

: مثال
،

٤- س٢ ،ع=س'+ =ركي(' ص كتت اذا
 الحل

,١ س+٢ س"+ 1 س-٢ آ+ س=} ص=)

1 س+٢ س"+ ءص  (ج٣)٢٤
1 س-٢"+ س وس

(٢ س+٣()١+٣٢ بس ()"س+"(-)س"1 س-٢+٣ )س
٢(١ س-٢+٢ )س

٠ لأم و< س+ ،
 ض ء

(4 تمرين)
 الأولى المجموعة

 حيث د لدالة الأولى المشتقة أوجد
 الأتية الحالات من كل في س إلى بالنسبة وننك =د)س(} ص(:ص ، د={)س

(4 )س-س()س'+ (د)س(=1
(1 س'-س+٢()٣ س+٢+ )س' (د)س(=٢
'( س س'()"س'1- س4 (د)س(=)٣
(١ س-4()٢ س-٣()١ (د)س(=)اس+4

(٦ س+٤ س-()اس-ا(ز٣) =()س(=
('٢ س+٣) (د)س(=٦

٤ 1 ج- س أن وبشرط (د)س(=٧  مي
 )س(ءحب «(د اس

٣"+ س
١ مسة ان شرط )س(=ظب (د٩ ه ا  ن

٩٢



 ا اس+س
 ا}د{س(=٠

 ا اس+س
 معائلته الذي للمنحنى والمودي المماس معادلتي أوجد}١١

١= س عندما -س'(١()٣+ )اس' ص=

: معادلته الذي المنحنى على الواقعة النقطة أوجد}١٢

 السيني المحور موازيا .ها ة المماس يكون والتي هكتل ص=
44 ++س ن

 معتنقه الذي للمننى المماس جل أفهد'(٣
}١،٢) والنقطة الأصل نقطة عند ص=

: بتعلة العرف للمننى والعود اسس معانتي أفر(١4

٢= غدماس ص=

: بالعائلة المعرف للمنحنى والسعودي المس مينة أو(١ ه

1 آس+ ه= س عندما  ح ر
 "س

 الثانية المجموعة
.- الآتية الدوال من لكل الأولى المشتقة أوجد ا-

(٢ س+٨()٣ ص=)لاس- ا-
}٢ ()س+١+ =)س' ص ب-

(٥ ()اس'+١ -آس+ ض=)س'-٤
}٣- ()س2 ()س+ )س-ا ص= ء-
(١+ س'٩+ س'٨+ -لاس" ()س'٣ +اس- ص=)س ه-
 ()س(4 )س-(٢ )س'- ص= و-

4 س+٣ آ- س2
 ح ل ه ز

 بن

٢ س-4"+ س٣". س٢  رع م
 س"

2 س-٩
٣ س+4 ص=

٩٣



١ سآ+  مي= ي-
١ س"
 رع ه ك ر

١"+ س
 اي-• ا الثابت قيمة فاوجد٢(=-2 د') د)س(==(وكان كقت إذا-٢ س+أ ٠.

 فاوجد4(=٠ ،د')٢}=٠ د) وكان- د)س(== كانت إذا-٣ +ي س س'ب .،
٢٢ س٣+ س

 الحقيقية جي ، ب قيم

 الآتية المنحنيات من لكل والعمودي المماس معادلتي أوجد-4

 =.ه عندس ه( -ا()س+ )س= ص أ-

}١ ، )أ النقطة عند م ب-ص=م ء د٠ا ه ممر
 اس٢

 س2١
٢ -عندس= ج-ص=  مر-

 الثالثة المجموعة

: ياتي مما كل في± أوجد-١
 سن ؟

(2 )س+ ص= أ-
}١ ص=)اس- د

('٢- س2+ =)س' ­ص
(٣+ )س =ن ص ء-

(' ه س+٢(")٣- س٢+ =)س ص ه-
 ر·٣'نم( ن.

 ر7"١"- (س ن

 '(ف ر، د-س= إ'± )ب

 ر.رً:بrس.:ه.
('4- س٥"+ )س م

٩٤



 الأتية الوال يل ع أوجد-٢
 من ؟

(''٥ ا-ص=)اس+
٢٠ =,\كس ص

 س+ ح,( جي.ص=) ه "اس
,١ س"+ } ض=)= ء-

 مر امة مضنية ادود من قد ، ، مة جي و.وه
=.٢- ص4+ أ-س

 ،=٨ ص-٢+ +س +ص' ص اس اس' ب

٤= ص'٢+ ص' -س ص س'2+ س" ج.
 ه=' ص' ص س٣+ ص' س2 م-س"-

٠ د. ص' س"  ثابتان ب ، ا حيث ه--.+ي=ا
 ف»\

١٦= +ص' ص س٢ و-س'
}٢ ،١ النقطة) عند 9 ص »  ص' +س سص' م-س'-ا

 الرابعة المجموعة

 ءن ,،1٩ س ٠،
 ص س ان )ا-س(== ان فاثبت ن زكي= ص كانت اذا ا-

 ءن ا٠ س

 صفر= د)س( تجل التي س قيم اوجد 'س4٢ س٣- س د)س( كان إذا-٢

:- من لكل الأولى المشتقة اوجد-٣

 '-١١' )ب أ /\اس =س ص بد
1 س+ ص=  ا

(٠ اوجد')٦- ,\rل (=اس د)س كقت إنا(4
٢٣٤٢ و وهل • ن )س'+فس'( +ا()س+اس( ص=)س كانت إذا= أوجد(٩

٩٥



 أن أثبت موجب صحيح عيد= ن حيث(' )س-ا= ص كانت (إذا٦

 ن ء م
٠(<= +)ا-س ص س آن  ن م

٤٠ ءص .، م. -اس٣
== عندما وذلك}٣ ،-٠{e س ان فاثبت=== ص كانت إذا(٧  نز ء بن+

 س٣ أن فاثبت+ سr\, ص= كانت إذا(٨

 امت :ج.،ج
 و==== أن فاثبت== تأص كانت إذا(٩ س آن ءص ,،٢ س' ن..

(٢ آ- )س(١'+ )س ءن١ س'+
 ن ع

 ر من =لكل اوجدي(1٠

٠-ا٢ا ماء•
 {جى-·

 ر
» -٦,= جي-ن

 امى(· رص مى.-٠
 ثابت ا حيث م=ا)ن-ا(' كانت إذا(١١

 م م
 ان أثبت ءن ءن صر= م'٨ ز+-(+ نم4 ر-

١-٠٦٠ ٠, م٤ موجها صحيح عد ن حيث  س# ن "(=-نس )س ان: اثبت}١2

٣ -م(')ن+م(= ن )ه كانت إذا(١٣

 د، ع±."ن ن فاقيت
 م ءن

٩٦



 ان ء.
(٠ )م#٣ -.د= ان فاثبت )ن+م(=ا ن-م(' كان)ا إذا(١٤  م ءن'

(' ص+ =)س ص س كان إذا}١٥

- ص حيث ص ء ر
 سن ع

٩٧

 ص ص'= س أن فاثبت



 المثلثية الدوال لبعض الأولى المشتقة

 الجيب دالة
 حاس= ص المجال

 ا استدق٠ ر+
١٠) المدى 1-)

 فردية الدالة

 م

 ن

 ا

١-

 س حتا ص'=

 س أ أحتا= ص'

 الدالة تفاضل ع د)س( حتا ص=

،

 ي

،

 س حا= ص

 حاأس= ص

 د)س( حا= ص

 الزاوية تفاضلx حتاد)س(x هن[حارس(]<' [حارس(}' ص=

» ص=حام\ الجذر تفاضل و ص'=حتام\

( عامة )قاعدة

 الزاوية تفاضلx الدالة تفاضلx مثلثية(' دالة ن) ه مثلثية( )دالة

٩٨



 ا١

 .ا

/١.

 التمام جيب دالة

 س حثا= ص

 ح المجال

(١ ،1 لمدى)-

 م

 س =دحا ص ص=حتاس
 أس احا= ص' حتاس= ص
 الدالة تفاضل« د)س( حا ص'= ه د)س( =حتا ص
 الزاوية تفاضل٣ حاد)س(x'٦ ن[حتا)س(] [حتا)س(}"= ص

 الجذر تفاضل٢ ص'حا\» =حتام\ ص

 الظل دالة

 ،دع ص=طاس
 ط

٢ ط( +ن٦ د[ح-) المجال

c3  المد
 س طا= ص للدالة الأولي المشتقة إيجاد

 طاس ت= ص
 س حا

 س حنا« د
 حاس« حاس س- حتا س« _حقا لي

 ا،، ،

 أس حتا دن

٩٩



١,٢ ن س+حا حتا  =ءقا'س يمويم
 آس حتا حتاآس

٦,٢  مر ر س =قا' طاس:.

 الظل دالة على ملاحظات
 س =قا' -ر"_ ص=طا

 أس =أقا' ص' =طااس ص
 الدالة تفاضل& قا'د)س( ص= ه د)س( طا= ص
 الزاوية تفاضلx قا'د)س(-x'٦ [د)س(] ه )س(]" [طا= ص

 الجذر تفاضل+ ص'ع-حام\ ه ص=طا\

: مثال
 ا«

 من ر س حثا =ه)حاس(=ه

١ م١
٢ ارم س(=-حاس )حثا د

 م م
 رحتاس(4 )حاس(+٣=

 س ل زمن

 حاس4- س حتا٣=

 س4 -ا س احتا=

٦
 ى =د/حاس- د ح

 )س( د' فاوجد

١٠٠

 م
 مي ر حاس( )ه

 مي ر حاس( )ج6١

 م
( حتاس4 حاس+٣)  م ر

٢ م
( حاس-اس٢)  س ر

٢ م
(٦ حتاس+٧)

 ن رمين

: مثال
 بالمعادلة الدالة عرفت إذا

 حاس د)س(=س'



 الحل
 حاس د)س(=س'

 "س٢ حاس+ حتاس د)س(=س'
 حاس(٢ حتاس+ س س)=

: مثال
-· المشتقة

(٥ س+٣ =حا)( د)س )ا(

(١- )س' حتا= )ب(د)س(

 الحل
»

(٩ س+2 د)س(=ا) )ا(
8٣(٥+ س٣ حتار= د')س(

(٩٤ س٣ حتار٣=
(1 )س- حتا= )ب(د)س(

 س42 -ا( حا)س د')س(=-
(1 حا)س- س٢=-

: مثال
،

 )نا د' فاوجد (حاس"-١+٢ د)س(=)س كان إذا
 الحل

 (حاس١ د)س(=)س'+
 حاس "س س'+2٢ (حتا1+ إ=)س' )س د'

 حاس +؟س +ا(حتاس )س س٣=
] ماس٢+ :ا(حتاس ز؟زن =س

: مثال
 ص

(٣ س+٩ =حا')( د)س

١٠١



(]'٣ س+٥ (=[حا)٣ )هس+ =حا د)س(
٥ w(3 + x س٥ حتا) ٣ [حا)دس+٣)]' =

}٣ س+٥ (حتا)٣ حا')هس+١ =ه

: مثال
 ا

 بمعدلة: مي عفف إا±: أفهد
 صفر= س' س حتا ص'٥ حاس+ ص٣

 الحل
 صفر= -س' س حتا ص'٥ حاس+ ؟ص

٢ ءض ،٢ وض.
•= -اس٢= )-حاس(+حتاسآص [ص٩=(+ +حاس حتاس ؟)ص  ير ء #سن

٢ ء،٢ مر ،  س٣ حتاس+ حاس؟ص ==هص حتاس( ص ا٥ حاس+٣)
 سن ء

' ص٣ حتاس+ ص٣ °ص'حاس-_ ءي
 س حتا ص ا٠ حاس+٣ س٦

: مثال
،

 أوجد

 من ر }س( ا ")س(١١
$

( )طا'أس(٢)  ر
 الحل
9

6١
 من ر جس( طا )س )ا(

٢1 رطا}س(+«} #س( قا' =)س

١٠٢



١,١١
 س +طاج جس قا' س٦=

 رضا'اس((٢)
 مل ر

 ا٤ )اس( قا'٢ طا)اس(٢ =[طا)اس(]'=
 )اس( اطا)أس(قا'٢=

: مثال
 اد

• #ض :- أن علمت إذا أوجد
• ؟ن

== ص )ا(طا س٢
" ا-س

 س= س٢ طا ص )؟(
 الحل
 ص

 ،"تتم.،
 ذخر' نا0=/(=-- إ{ن( -لإ-"ي؟ يا -من٢

٢= ص٢ جتا(٢ )اس٢

٢(2 -س١)

 س= س٢ طا )؟(ص

 ن ع
» ،

 سي ع

 م ، و
 من ع أa سi ط٢٠٢ س٢' ص

 س٢ قا" ص٢ _ا. و
 ا ، د

 س٢ طا س4



: مثال
: أن عمت =إذا أوجد, و٠ مص
 ا< ار]

 هس ص=)اس'-ا(طا'
 الحل
 ا،

 دس -ا(طا ص=)اس'
٢٠٢٢٠.٣ صن٦  سن ع س٩ طا س٥x+4 س(٥ هس()قا' طا٣ -ا() د=)اس

 هس طا'4+ هس س'-ا(طا'٢)١٥=
 س] طا س4 هس+ (قا'١ )اس-١٥[ س =طا'

: مثال
 ص

 رفد: :ن،عدس=:
 الحل

١
 س طا= ص

= عندس ط  ,ا١ ءص
 ها.من ج

٢٢ ن٦

 ط
 ا= طا= ص

١ ا.ط ءص $ ب٢ ي ق]ء ب »،»

٢٤٢ ن٦

 هي المطلوبة المماس معادلة
 ط ط

٢ (=س-٢ ص-ا=ا)س- ، ن د ،
٢٢ ط

٢ =س+ا-, ض=س+ا-ي ، د ، 2

١١٤
 =من-ي =س+ا-ي ي ، ، ،
=·4 ا)ص-س(+ أي

١٠٤



: مثال
 ا«

 أن فاثبت حتاس حاس "س ص= كان إذا

 س٢ حا+ س٢ حتا س٢ ص=

 الحل

 س حتا حاس س =؟ ص

 ؟س حا =س حاس حاس8٢ =س

٢1 س٢ +حاx٢ س٢ حتا٤ ص=س

 اس +حا اس حتا س٢ ص'=

: مثال
 ص م و

 ابد,من
 س حتا س٣ حاس+ ؟س= )ا(ص

 ط س٢ اس-حا
- -عندس= )؟(ص= ٤ س٢ س+ها٨

 الحل
 س حتا س٣+ حاس س٣= ص )ا(

- ه، وض  سر م س( +حثا )حاس -حاس(+ )حتاس س٣ =د=

 س٢ س-حا1
 س٢ +حا س٨ ص=٢)

 من('- )حاس١٤
' س(٢ +حا س٨)

٠٥١

 ب يم'ج احا؟س٤ س+­٢٨
' س(٢ +حا س٨)

 ط
(٠-١(١٤ ط

 ب ج ، وأ
"٢١ ط+١ ر(٢)



: مثال
 ون و

 وار< ت أوجل

٢ س-حتاس
 س حا )ا(ص=)-=}

 ظتاس= )؟(ص

١
 د

 آس حتا

 الحل
 ن

 بى -;اد »مر٩
 س٢

 ص= )،أحا
 آ +س١

 آس حا

 م س.حتاس
 من حا )ا(ص=)==}

 حاس ءسن لا )-ب]٢ ج حاس م .س-حتاس اص

== بلإ{} ج} س حتا -س س حتاأ+ س حاس+حاأ, س-حاس
 أس حا حاس

 س حثا حاس-س١, س-حتاس
 حااس حاس ج {أ٣٣ ج

 ا= س حتا+ =حا'س
 ظتاس= (ص2)

 س حتا
»  حاس ن

 س حتا لا حتاس _حاس«-حاس- ءم
 لا ،

 أس حا ءس

١٠٦



 ج ه ح ،لاا.ع"ن= ·'ي

١,٢
 ن حا س =قتا'=.

١
 د

 آس حتا

٢-٢.١٢ اض  من ء س)-حاس( -احتا حتاس حا""==

 حاس٢ حتاس
 اد ،

. حاس حتا"س إ

 (حاص=4{ "س
 ا +س١

 (١+من')ج،من' شن ما
 آر" +س١( نءس

 دامن0\=± ٣و،حاص حاص= ان وحيث ؟س
 ا+ن

 فإن

 م"-س')' ةي حتاص=ي
 +س'٢١١ +س'١)

١ س1١
 ن

 آ ا+س

 ى٢(اس') ءي
١ -سآ١١"( +س١( ءن

٢
١> اسا عدما• هكذا فن  ، و

 آ +س1,

٢ ص م
 آ +س١

١١4 اس عندما
 ر ع

١٠٧

 بى {ا- مس

٢
 ، ح



 مشتقة توجد لا١=١ اس وعندما

 )ه( تمرين
 ن م ء

 سي م ب ت أوجد

 س حتا س٥+ =س' د)س( اتت إذا )ا(

 س+ا(٣+ س'٩ حا)= ص كانت إذا )؟(

}٣ حتا)هس+= ص كانت إذا(٣)

(١ س+٣ حتار= ص كانت إذا(4)

 م
( س٢ )طا )ه(

 #سن

 س٧ (حتا١ س+٣ =حا) ص كانت إذا(٦)

 مختنفتين بطريقتين± اوجد س٣ حا س ه =حتا ص كانت إذا(٧)

 أوجد(٨)

 غس )طاح()( ط ء ،

• ءل• ثابت مقدار ك حيث كىr حا )ب(

٢٢, م  #من س( س+حتا'٥ )حا' )جد(

:- للاتي= أوجد(9) ءص
 س ؟

 ٠س ا اسaا{-' م»

٠٨١



٦٠٦ى{ =حن· (ما

 #سن [حام-حتام]=حاس أن: أثبت ا(٠) لي٢ ي, من٢ ع م4

-= (ثاوجد٩ =طا)اس- ص كانت إذا(1١) صن٦ ء٠٣
 سن٤

= فاوجد س حتا= ص كان إذا(١2) من و. ه
 سن٠٤

٠٣ مي,  =حاس ص كان إذا= إوجد(١٣)
' ؟س

 <وار= اوجد'٣٣= س عند( -س٣ حتار= ص كان إذا(١٤) تن ء•٣٠. ه

·. من  ص+ =س ص حتا+ حاس كان إذا أوجد(١ )ه
 اسر و<

·٠ من • من +ص( )س حا= حتاص س كان =إذا أوجدج ا(٦)

٥ #اسن ه صفر د)-(= أن أثبت تم ('ومن1- )س د)ص(=حاً =حيث أوجد(1٧) ط٤ا ه٢٢, ءص,

 حتار[س+ =حاج ص كالت إذا= اوجد(١٨) ط ءص
 بمار

١., ءص
 عار< حاًس حاس-م ص كانت =إذا أوجد(١٩)

 أن فاثبت س٢ طا =ص س كانت إذا(٢٠)

٢ #ض  من ء ا س=٢ قا ص٢ س+٢ طا =د

١٠٩


