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 مقدمة1.1

 معطاة ابتدائية بشروط تفاضلية معادلة في المتمثل الرياضي النموذج أن
 وبحل ، اقتصادية أو فيزيائية أو كيميائية أو طبيعية عمليات يصنف أن يمكن

 العملية وطبيعة لخواص واضح تصور على الحصول يمكننا التفاضلية المعادلة
 مع تابع متغير بين تربط التي المعادلة إن. سيرها ومستقبل بل المناظرة

 تدعى التفاضلية المعاملات طريق عن المستقلة المتغيرات من أكثر أو متغير
 تلك فأن التابع المتغير مع واحد مستقل متغير وجد وإذا". التفاضلية "بالمعادلة

 المعادلة تلك احتوت إذا أما '، الاعتيادية التفاضلية بالمعادلة تدعى' المعادلة
.• الجزئية التفاضلية "بالمعادلة فتدعى مستقل متغير من أكثر على

 فيها يكون التي المعادلات هي الاعتيادية التفاضلية المعادلات أن
 فقط واحد مستقل لمتغير نسبة فقط واحد تابع لمتغير اعتيادية المشتقات جميع
 التالية:- المعادلة فمثلا ايضاً

dxdr ج% %»-{ي}" ،8 اي به د-هه
:- التالية المعادلة بينما اعتيادية تفاضلية معادلة هي

aT ٥T 3T 3T =Cp ، ن &( ا "ح -+ن- ز٢٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........-1(- &0
 الجزئية التفاضلية المعاملات على تحتوي أنها حيث جزئية تفاضلية معادلة هي

)T(المتغيرات من كل إلى بالنسبة للمتغير z,y, x,  المعادلة أما.0
-: (3-1)

"e([ د ف م,ي.. -، -+SIDX....... .٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-•••٠••••• ن(
dr
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 المعادلة أما ، الأولى والدرجة الأولى الرتبة من خطية اعتيادية معادلة فهي
:-(1-4) رقم

.(4-])y" -2y' + .......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......y =COS3ن

 أما ، الأولى والدرجة الثانية الرتبة من خطية اعتيادية تفاضلية معادلة فهي
:-(1-5) رقم المعادلة
.(5..1)5» a» o °r د»٠٠٠4٠٠٠٣٠٥٠٠٠٠٩٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥٠٠٠٠٠٠٩٥٠٠٠٥٠٠»٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥٠٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥٠٠٠ د دمر د 8y" a

 رقم المعادلة أما الأولى، والدرجة الثانية الرتبة من خطية جزئية معادلة فهي

-: (6-1)

dr ة -6(-ه[بور«.١

. الأولى والدرجة الأولى الرتبة من خطية غير اعتيادية تفاضلية معادلة فهي

 إلى الأساس هذا على التفاضلية المعادلات تقسيم يمكن عام وبشكل
 وجزئية:- اعتيادية

: الاعتيادية التفاضلية المعادلة-1
 واحد تابع لمتغير اعتيادية المشتقات جميع فيها تكون التي المعادلة وهي

. أيضا فقط واحد مستقل لمتغير نسبة فقط
:- الجزئية التفاضلية المعادلة-2

 لبعض واحدة جزئية مشتقة الأقل على تحتوي التي المعادلة وهي

 رتبتها إلى نسبة التفاضلية المعادلات تصنف أيضا و. المستقلة المتغيرات

. ودرجتها
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(Order and Degree)  والدرجة الرتبة2.1

 ولذلك تحتويه تفاضلي معامل أعلى مرتبة هي التفاضلية المعادلة رتبة إن
 فيها تفاضلي معامل أعلى لأن الثالثة هي(1-1) المعادلة رتبة فإن

•dr الأولى. فهي(2-1 المعادلة) رتبة اما هو)لإ(

 معامل أعلى إليه المرفوع الأس قيمة تعني المعادلة درجة ن

 على الأولى هي(1-1) المعالة درجة فإن الأساس هذا وعلى تفاضلي
 المعادلة أما2 لأس والمرفوع( "ر" المعامل على احتوائها من الرغم

d

 أيضا. الأولى الدرجة من معادلة فهي(2-1) رقم

(Linear & non-Linear Equation)  الخطية وغير الخطية المعادلة3.1

 مرفوع التفاضلية المعادلة معاملات أحد أو التابع المتغير يكون عندما

 خطية غير التفاضلية المعادلة إن عندئذ فيقال الصحيح الواحد من أكبر لأس

1 هو المعادلة في تفاضلي معامل أعلى إليه المرفوع الأس كان إذا أما ،

 فإن الأساس هذا وعلى, خطية معادلة هي التفاضلية المعالة إن فنقول
:- التالية المعادلات

.dy
،+-y" =sin....٠...--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠---٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--........،(71)d

dy ه
 تر"--+y=0.٠٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠٠٠٠--٠٠٠•••-•••••1--6) د د د

dx

. خطية غير معادلات هي
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:- خطية لا معادلات هي التالية المعادلات فإن وهكذا
d 9 ، ن د ء -+y" =Sin3....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠00.........(9. [)
d

 "ر ة
» ا، د د (0--1.،) ......•••.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......•y=0+-·"تر dx

 بينما ر بصيغة يظهر لا التابع لأن خطية لا هي(9-1) فالمعادلة
 هو فيها تفاضلي معامل أعلى لأن أيضا خطية لا هي(10-1) المعادلة

 خطية. لا هي أعلاه المعادلات جميع .إن3 للأس ومرفوع الثانية الدرجة من

(1-1) مثال

 اعتيادية هي هل وبين ، التالية التفاضلية المعادلات ودرجة رتبة حدد

 ؟ السبب توضيح مع خطية لا أو خطية ، جزئية أم

ry' + 2 y = cos x4+ر)ا" 
a a برء y رح ة r2$=5+32) +ت4 ج ر
dr 3 dr 2 dr

8 22
3 م) +ب yد

8 ج°8٢٤٩
,٥٧٥ 2 2g+8{ ب

8r28 ج

= sL

sLn بز= 4

 الحل:-
 الثانية الرتبة من خطية اعتيادية تفاضلية معادلة هي الأولى المعادلة

 هذا إليه المرفوع والأس2 هو فيها تفاضلى معامل أعلى رتبة لأن الأولى والدرجة

 هي الثانية المعادلة.1 من أكبرy ل معامل على تحتوي لا وهي1 هو المعامل

 الأولى. والدرجة الثالثة الرتبة من خطية اعتيادية تفاضلية معادلة

 لأن الثانية الرتبة من خطية جزئية تفاضلية معادلة هي الثالثة المعادلة

 تحتوي لا و الأولى هي ودرجتها الثانية هيX ل نسبةy للمتغير المشتقة

.1 من أعلى معامل على
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 الثانية الرتبة من خطية غير جزئية تفاضلية معادلة هي الرابعة المعادلة

 الثانية. والدرجة

 الأولى الرتبة من التفاضلية المعادلة4.1
(First Order Diferential Equation)

 أعلى مشتقات على تحتوي لا الأولى الرتبة من التفاضلية المعادلات ان

 أو متغير مع تابع متغير بين تربط وهي الأولى الدرجة أو الرتبة من
 تصنيف يمكن ولكن المعادلات لهذه عام حل يوجد ولا مستقلين متغيرين

 هي:- و خاصة بطريقة النوع هذا من التفاضلية المعادلات

 متغيراتها فصل يمكن التي التفاضلية المعادلات1
. (Variables Separation)

. (Homogeneous Equations )  المتجانسة المعادلات-2
. ( Exact Equations )  التامة المعادلات-3

.(Integral Factor )  المعامل بتكامل تحل التي المعادلات-4

 ك ذلا ومع أهمية الأكثر هو المعادلات من الرابع النوع أن نرى هنا من

. مفصلة بصورة أعلاه النقاط كل تناول سيتم

(Reduction Of Optional Constants)4.1.1الاختيارية الثوابت اختزال 

 على الحصول يمكن أكثر أو ثابت على الأصلية الدالة احتواء عند
 أن إلى مرات عدة العام الحل بمفاضلة العام للحل المرافقة التفاضلية المعالة

 المحصل التفاضلية المعادلة ترتيب ثم ومن الاختيارية الثوابت من التخلص يتم

. عليها
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(1-2) مثال

y = Cx+2 :  العام للحل المرافقة التفاضلية المعادلة أوجد
:- الحل

 بمفاضلة سنقوم ولذلكC١ وهي1 هو الثوابت عد إن هنا نلاحظ
:- التالي وبالشكلC, الثابت لاختزال واحدة لمرة المعادلة

-_ dز
2+٢,1lG)........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠,C(1 ، د y -ب dr

y-2
,126)........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(l د ،

x

: أن ينتج أعلاه المعادلتين من
- y-2

،، ])....(13·٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.y x

: على نحصل(7-1) المعادلة وبترتيب

xy"=y-2أو :
 بؤك

-3(٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠ د٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..•...•..(٠114٠..y+2=0« د d
. العام للحل المرافقة التفاضلية المعادلة وهي

(1-3) مثال

y= C,+ Ce "  العام للحل المرافقة التفاضلية المعادلة أوجد

:- الحل

.. لتلكC4,Cz وهي2 هو العام الحل في الثوابت عند إن هنا نلاحظ
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:- يلي كما مرتين نفاضل

y=C+Cو e
y'=Cو e
y"=Cو e
y'=y ٥٢ y"-y=0

. العام للحل المرافقة التفاضلية المعادلة وهي

(1-4) مثال

 التفاضلية للمعادلة حلا تكونy=e-2 التالية الدالة إن بين
2y' +y" =0

:- الحل

: على نحصل وبذلك العام الحل نشتق
y·= 1e-٣/2"د >

:- فنحصل التفاضلية المعادلة في نعوض

2( %e-/3)+e-/2=٥, e-2+e-/2=د د د د٥ 

 للمعادلة حل هي المعطاة الدالة فإن ولذلك الأيسر الطرف= الأيمن الطرف
. أعلاه التفاضلية

(1-4) مثال

y المعطاة الدالة إن بين = 5 tan 5 xالتفاضلية "للمعالة حلا تمثل 
y =25+y4

:- الحل
y =5 tan 5x
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y·=25 sec" 5x

:- التفاضلية المعادلة طرفي في وبالتعويض
25 sec45x= 25+(5 tan 5x)4

25 sec 5x= 25 + 25 tan 4 5x
25 sec"5x= 25(1 +tan 5x)
sec 45x=1+tan 45x
25 sec 5x=25 sec65x

 للمعادلة حل هي الدالة فإن ولذللك الأيسر الطرف= الأيمن الطرف إذن
. أعلاه التفاضلية

 المتغيرات فصل طريقة2.4.1

:- التالية الصورة على تكتب الأولى الرتبة من التفاضلية المعادلة إن

Mر,ر dx + N dy رس.ب =0 ..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(15-1)

M من كل إن حيث , Nلا, في متصلة دوال هي yالمعادلة وكمثال 
y dx +xy =dy ة ٥: التالية

:- إن حيث الأولى الرتبة من تفاضلية معادلة هي

M (x,y)=y , N(x,y)=y
(5.1) مثال

Xy التفاضلية المعادلة +2y  الأولى الرتبة من معادلة هي0=>

2y: على نحصل المعادلة بترتيب حيث  في وبالضرب +ؤ"+0=
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dxعلى نحصل :Xdy +2ydx=0مع المعادلة مقارنة ومن 

:- أن يتبين الأولى الرتبة من المعادلات

M(x,y)=2y 4, N(x,y)=x

 المتغيرات:- فصل -طريقة الأولى الرتبة ذات التفاضلية المعادلات حل طرق

 صورة:- على(9-1) المرقمة التفاضلية المعادلة كتابة تم إذا

M (x) dx+ N (y) dy =0 ..٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠............(16-1)

 فقط(y) ل دالة هيN, فقط(x ل) دالة هيM إن حيث
 إيجاد ويمكن المتغيرات مفصولة(10 المعادلة) أن يقال الحالة هذه فقي
: الصورة على المعادلة كتبت وإذا. حدة على حد لكل بالتكامل العام حلها

A(x)B(y) dx + C(x)D(y) dy =0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....٠٠٠(17-1)

 على وبالقسمة للفصل قابلة تكون الحالة هذه في المتغيرات فإن

-: B (y), C(»)

4(3) ,يي)/=0..٠٠.٠٠٠٠٠٨8٠٠٠٠٠-١) ،،

By)Cn)

P() dx+ 0 (y) dy= ٠.٠٠.٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٥.................. رووا(

(1-6) مثال

 فصل طريقة باستخدام التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد

x dx-dy= ٥ المتغيرات:
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: الحل

 مباشرة الحدود تكامل ولذلك المتغيرات مفصولة هي هنا المعادلة
:- يلي وكما

] د4 ف]-=[٥
)=y- °ر
2

 للمعادلة العام الحل وهو
(7.1) مثال

 المتغيرات فصل بطريقة التالية التفاضلية المعادلة حل أوجد
x(1 +y ( ة dx+dy=٥

:- الحل

:- على نحصل(y+1) على التفاضلية المعادلة طرفي بقسمة

xdr  ه
dy
 د

1+ ر2
0

[ تد + ك,م[ =و]٥ ف

:- هو للمعادلة العام الحل أنن

cد =ر'-مقه+ 
2

-: Homogeneous Equations  المتجانسة المعادلات4.1.3
,f(x) الدالة :-تسمى تعريف yالدرجة من متجانسة دالة nكان إذا :

f(٨x,٨y) -٨"fx,٧)
19



:- الدالة فان ذلك على وكمثال
f(x,y)= xy- ر

:- لأن الثانية الدرجة من متجانسة دالة هي

f(٨x,٨ y) =(A) '-(M)(My) =٨%x%-٨xy=٨ %y'-xy)
=٨. f(x,y)

r
+ yة2 - =(y,٤)f لا ٢

3

:- آخر مثال

٠٠٠٠٠٠•• الدالة

:- لأن الثانية الدرجة من متجانسة دالة هي

f٩٢z ١٠٦=١٢٨٧+2(8zX» '( 33(-ر
٨ ز

= ٨3y٩ + 2Azy
3y
»z

(٢٠y)٨٩(٢٩+2«- =رك٨٠٢=
x

:- تعريف

 أو(15-1) المرقمة التفاضلية للمعادلة يقال

M, M(x,y)dx من كل كانت إذا متجانسة بأنها + N(x,y) dy =٥

Nالدرجة نفس من متجانسة دوال .

(8.1) مثال

 التجانس حيث من التالية التفاضلية المعادلة ناقش
2xydx- (5+y ( ة dy=٥
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:- الحل

M (Mx, ٨y)=2 (Mx) (٨y) =2٨ 4xy=٨3(2xy)=٨6.M(x,y)

N (٨x,٨y)=-[٨») 5+(٨y)4]=-[٨٩٦٩+٨°y1=٨٩\- (+y)

=٨ N(x,y)

N من كلا فإن ولذلك , Mوبالتالي الدرجة نفس من متجانسة دوال هي 
. الأولى الرتبة من متجانسة معادلة التفاضلية المعادلة تكون

 الحل خطوات باستخدام المتجانسة التفاضلية للمعادلة العام الحل إيجاد
 التالية:-

 أن نستنتج ومنهاX ل دالة هي٧ ان حيث٧x=y أن -بفرض1
dy =٧dx +xd٧

 حتىdy, لا من كل عن الأصلية التفاضلية المعادلة في التعويض -يتم2
. ٧,X  من لكل بالنسبة للفصل قابلة معادلة إلى نصل

 لغاية٧=y/٢ عن التعويض ثم ومن٧ للدالة العام الحل -إيجاد3
. لا في العام الحل على الحصول

(9.1) مثال

: التالية المتجانسة التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد
(y yx)dx-xfdy=0+ ة

:- الحل

 يفرض.أن" أصلا متجانسة المعادلة أن بما
y =wx, dy=٧dx+d٧
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-٧4dx+٧xdx,٧dx+xdv) =0)w ) dx-xبر +ة 
vx 6dx-xdv=0

x أو "v=0٧4 -رx d,على الطرفين وبقمة v3على نصل :
dvd  د ع}{

2٦٤

dr[ +r  ر
d

[ ه ر2

: أن ينتج وبالتكامل
1\٢\-ln
٦
x/٢\-1n
y

c

c
. المتجانسة للمعادلة العام الحل وهو

:- التالية التفاضلية المعادلة أن أثبت(10-1) مثال

d +(x+/xyم- y ه = ٥
. العام حلها وأوجد متجانسة

: الحل

M (٨ x, ٨y)=-٨y=٨-(٧)=٨. M (x, y)

N0٤٠y)-4+ة٦ ,
,»(٢)a[ + »]= .f=+٨٤ وة=

N, Mالتفاضلية المعادلة تكون وبذلك واحدة درجة من متجانسة دوال 
:- لها العام الحل لإيجاد و متجانسة
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 ,لا كلا"من ونعوض٧dx+xdv=dy: إننy=x إن: نفرض

dyالتفاضلية المعادلة في :

-vxdx+-اx+ -+dy=0,-wdr+vxdr د+wa] /,خر xdv+wxwdx+-د ,wdv=0

 وبامةةاي ترااءه±»[ ه-٠
a vdr+٩/w د)0= +(1/wxأو٩ 

 حيث

: على نحصل بالتكامل و +"»+؟٧"٨-٥

In/ In+٢-\ م C= ا«ا
٦

y
 د تي=

r

(Exact Equations)  التامة المعادلات4.4.1

:- تعريف

:(15.1) التفاضلية المعادلة تسمى
M (x, y) dx +N (x, y) dy=0

u) مثل دالة وجدت إذا تامة معادلة (X,yيكون بحيث :

3u3uu(x,y )= C = لها العام الحل ويكون (4/=;ج3 .)لا, ج M(#,y)

ydx التفاضلية المعادلة فإن وكمثال + xdy =  لأنه تامة معادلة هي0

u مثل دالة توجد ( X,y )= Xهذه في ويكون٧ 

xy هو العام حلها يكون و -+=م"؟,«--م"؟٨ الحالة =Cولإا 

٥M / 8y = ٥N ١ 8x :  فإن تامة التفاضلية المعادلة كانت

 ي بد?5



: لأن ذلك و تامة معادلة هي أعلاه التفاضلية المعادلة فان لذا

١,5N5M  د ج د ر

٥r8y
8 N8 M

8y r ة  أن أي

(11.1 مثال)

xy: التفاضلية المعادلة أن أثبت e" dx+y edy  هي0=

 تامة.

:- الحل

: أن نستنتج(15-1) المعادلة مع أعلاه المعادلة بمقارنة

M = xye3, N=٧ e2
 أي:x ل "نسبة أيضا" جزئياN ونفاضل لا ل "نسبة جزئياM نفاضل

8M 6N=2xye",=2rye"
xة yة 

: أن يعني وهذا
M 8 N

5xرة 
. تامة معادلة هي المذكورة المعادلة إن أي

:- التامة للمعادلة العام الحل إيجاد

u) مثل دالة توجد التعريف -من1 (x ,yأن بحيث :
&

=M..٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.-٠..........00- ])&

&
[2).........-...٠.٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠.....N ن  -ة([
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 اختيار حالة "في فمثلا(17-1)٠(16-1) المعادلتين أحد -نختار2
 على: فنحصلx ل نسبة نكامل و ثابتةy ب نحتفظ ،(16-1) رقم المعادلة

w(ry) = [Mdr=M(3)+g0)......٠-٠٠٠٠.٠٠٠٠.-......-....02-1)
(1-17) للمعادلة ونساويها لا بالنسبة(16-1) المعادلة -نشتق3

23g(y))...........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠...N(1 د د ،  رة-
."٠ g(y) = [Ndy........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..٠٠٠٠٠٠٠..............(24-1)

 المعادلة حل على فنحصلg(y) قيمة عن(16-1) المعادلة في التعويض-4

: u وهو العام (X,y)=C

(1-12) مثال

:- التالية التامة التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد
1(x"y +3r)dr+(-x+e")dy =0
3

:- الحل

• وهي دالة توجد التعريف من, المسألة من تامة المعادلة أن حيث

(u(x ,yأن بحيث -:
1 o و لا، e+ت مزت} 

y  و ة3
o-=M = xy +3xor

: على فنحصلx ل بالنسبةu نكامل و ثابتةy ب سنحتفظ ولذلك

31
wم(±,y)= [(#y+3rhdr=-3'y+-x' +g0y)..٠.٠.٠٠٠.٠٠٠.٠٠..............()

23
: على فنحصلN ل ونساويها لا ل بالنسبة(I) المعادلة نشتق

25



&u x - ف قر
"y)= eج) ,،. y)=+ e=+ج) 

y 3  ة3

e"+k=بة "y)& = [e[ج) )(=

g) قيمة وبتعويض (yالعام الحل على نحصل(1) المعادلة في 
: يلي وكما للمعادلة

 قر3
r"+e"+k=Cم 

3 2
x y ف 3

c=م++ "ج 
3 2

. k c الثابت يحتوي  الثابت اإن حيث

(1-13) مثال

 ثم تامة هي التالية التفاضلية المعادلة إن أثبت
: العام حلها أوجد

(x +sin y)dx +(xcos y + sin y)dy =0
: الحل

: أن يتبين(9-1) المعادلة مع أعلاه المعادلة مقارنة من
.8u

sin y٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠= ٨=٤-+
٥x

٠٠٠٠٠٠٠٠٠. .(1-12 -1)

.3u
= N = xcos y+ sin y...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..(2-12-])

 على. فنحصلy بالنسبة تكامل و ثابتةx نحتفظ(2-12-1) معادلة من

w(y)= [(xcosy +sinyky =xsiny-cosy+f()........G3-12-1)

(:1-12-1) للمعادلة ونساويهاX ل بالنسبة(3-12-1) المعادلة نشتق
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ou . - . - -" ر = sin y+f(x)=٢+sinyf(x)=x=f(x)= [xdr =+k

 غى تعصل(3-12-1) المعادلة في4(8) قيمة عن وبالتعويض

 شم دهو:- للمعادلة العام الحل

rsiny- COSy-+-+k=(=rsin y- COSy+=G
2 2

(hntegral Factors)  التكاملية العوامل5.4.1

 المعادلة كانت لو

M( x, y )dx + N(x, y )dy =٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥(15-1)
 إذا بحيث (رX )لا, مثل دالة توجد أن الضروري فمن تامة, غير

 الحالة هذه في ، تامة الدالة تصبح(15) المعادلة في الدالة تلك ضربت
 فالمعادلة ذلك على وكمثال(I.F) أو للمعادلة التكاملي بالعاملp(x,y) تسمى

-y dx+ xdy=0
 لأنه تامة ليست

N ةم,N ة MaM م5  ب =ع ع ح ع
xة yة xة yة 

 العلاقة تنكرنا لو لكن

a( rdy ر -  م
 ب جمل

x2x

 التفاضلية، للمعادلة تكاملي عامل هي ه' الدالة أن لوجدنا

: العهة تذكرنا لو وكذلك
 ر-.( ع#-+ yفد
 د د

 ر ر3
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 .من التفاضلية للمعادلة تكاملي عامل" أيضا هي' الدالة أن لوجدنا

 المعادلة لنفس تكاملي عامل من أكثر يوجد قد إنه نلاحظ السابق المثال

. التكاملي العامل إيجاد في أيضا صعوبة وجود يلاحظ كما التفاضلية

: المباشرة بالطريقة التكاملي العامل إيجاد
: التفاضلية المعادلة كانت لو

Ndy=0ر. +J.dxر 
 فإن: تامة معادلة

a a (N..(=)ر M..)ر 
y 6rة 

5 8 ر N8 6 ر M  تل} ر د ح طع+ بم
r8 ر58 ة٢ y

8 N٥ M  تل, ل ج م
a r8 y

8 ر 8 مر لإي
8 y8 r

8 NM
 ،د،

x8 ر٥

N M3 بر
8 x

 مر

8 M٥ M
٥M8 ر 15 م x8 y

،،

٥ yN٥ rAN

: ر أن الدالة أن فرضنا لو و

 د د ة_ بر، ة٨

y rة' dxة 
 ن يتع امه لمجة} بقويي

 ر&r N٣٧&ر د%ا-دمro&r"]- ار ة امة٩
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hn f(x)4r]= ر
: أن حيث

 =)م(م٨ رو-٨ ر
N

(1-14) مثال

 العام: حلها وجد التالية التفاضلية للمعادلة التكاملي العامل أوجد

(2y+4)dr+xdy=0
: الحل

M= لأن: تامة غير المعادلة = 2y+4, Nحيث, 
6N5M
 يجب قبلها و (رx,y) الدالة على نحصل أن يجب ولذلك =رج3 ا=,ج.

: f ()  على نحصل أن

12-1M4(y)- N(s)f(:  ن ع ب ر ر- .ر

xN
dr1-df(ج )d («)w >ل عاه = r= له ء =أى

: على نحصل الأصلية التفاضلية المعادلة في التكاملي العامل وبضرب
[ (2y+4)dx+ xdy=0](x)
( 2xy+4x)dx+xdy =0

: لأن تامة معادلة وهي

a» N و ة = و J,==  وث
x0 ر ة

M aNة .
،

xة yة '
: إن بحيثu )لا,لإ( هي دالة فتوجد, تامة هي أعلاه المعالة أن حيث و
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&u
= M =2Yy+4x..٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(1-13-)

٥x
u_ -  ة2.

،،، 1)13٢'٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••••٠.(2Nyة 
y X ب نحتفظ(1-13-1) معادلة من  ل بالنسبة نكامل و ثابتة

2ر4 ه««
w(3,y2[)=ن( ry+4rhdr=±++ (y) ع =٢y+2r +g0).....٠٠٠٠.(3-13-1)

2 2

:(1-13-2) للمعادلة ونساويها لا إلى بالنسبة(3-13-1) المعادلة نشتق

u = x =(y) +ت ج =" ج N£(y)=0-٠'٠ g(y)= k
yة 

: على نحصلgy) قيمة عن(3-13-1) المعادلة في بالتعويض
xfy+ 2x2+k=٥

xfy+2x2=C أو
 الحالة هذه في التكاملي العامل فإن فقطy في دالة كانت إذا: عامة ملاحظة

: يكون
[ s0)e

y)=eأن حيث (ز (M4(y)-N(x)رو 
 زع=

- M
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(1-15) مثال

2ydr + xdy =0  التفاضلية للمعادلة التكاملي العامل أوجد

:- الحل

2-١-١M(y)-N(٢)
==g?(}) =

2y٨-2 ر-
٤0٧١ %,ج}- -،[ج- ا٨ 'ا٨ 'e =e=لا (=yر) 

--- ١n ٢

<y)= eس) .•
١١

1-,٠٨:
٤ ن r،

1

٢ : هو التكاملي العامل إذن

 الملاحظة طريق عن التكاملية العوامل لاستخدام خاصة حالات

(1-16) مثال

 أوجد ثم التالية التفاضلية للمعادلة تكاملي عامل هو فمح يم أن بين

 العام حلها
(x+y-) dx-y dy=0

:- الحل

: أن يتبين(15) المعادلة مع أعلاه المعادلة مقارنة من

:x, N=-y+ر- M =xلأن تامة ليست والمعادلة 
aNaM8 مM N و ة  ه= بل-= ح عد

y 6xة xة yة 
 التالي المقدار في التفاضلية المعادلة وبضرب

1
 اد

٤٩ ر+
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:- على نحصل التالي بالشكل ترتيبها بعد و

]٠' -د«+ شلاء««- ا,{ج[ه-

 ا] )و,ت, أء,{ج(- ه-
٢ -yشر+ م[= م r32+٢2 ر

8M 2ry 5N 2ry
 ب

y ر+2 r3+y2 8r r3ة 
5M 5N

rة yة 

:- نستنتج الترتيب وبإعادة تامة الآن المعائلة أصبحت
٥ydyrdع 

 ، ه ن

٤2 ر+1 ر+فم

 د د بجهد/-، ه،إبجبرج

x' +y2

] ،ة ار+ف± ه]  د د

r2+2ر 
 التفاضلية للمعادلة العام الحل وهو

(1-17) مثال

 التفاضلية للمعادلة مناسب تكاملي عامل أوجد
ydr +(xy + x)dy=0للمعائلة العام الحل أوجد ثم .

: الحل
٥N٥M و  ليت المعادلة أن يعني وهذا ا=ر,ج0. =تي2+«1

 المقدار تحتوي لأنها التكاملي للعامل الخاصة الحالات من وهي تامة

(x5y3)ونير بالمقدار ونضربها المعادلة بترتيب نقوم ولتلك 

32
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: على فنحصل

ydr +r dy ر + dy د =0

rdy + ydr +r dy ر =0

 العام الحل لدينا يصبح ;ت التكاملي العامل في المعادلة وبضرب

: الآني بالشكل للمعادلة
x+(y؟)d]2 ة1 y dy ( ي ر){0=

r y

c-٩(دإل «]ء إ=٥ د -ألام[  °)yء( ج2

: أنه سبق مما نستنتج

(xdr+yd»  الترتيب على الأولى الرتبة من التفاضلية المعادلة احتوت إذا.1

 تضرب تفاضلي كعامل ي'ي أو +ج(yك) النوع من الدوال تجربة فيجب

. المعادلة به

xdy+ydx) الترتيب[ على المعادلة احتوت إذا.2 = d(xy[,تجربة فيجب 
. المعادلة به تضرب تكاملي كعامل أو(xy) نوع من دوال

ry

( ydx - xdy ) xdy) أو - ydx)  الترتيب على المعادلة احتوت إذا أما.3

 المعادلة. فيه تضرب تكاملي كعامل ز. أو نوع من دوال تجربة فيجب

 التفاضلية للمعادلات الخاص الحل

 الحل يكون القادمة والصالات نكرها تم التي السابقة الحالات كل في
 يتوجب ولذلك(C) للثابت معينة قيمة بمعرفة هو التفاضلية للمعادلة الخاص

 الثوابت عدد وحسبy, لا من لكل قيم لدينا معلوما يكون أن الأمر
. العام الحل في الموجودة
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(1-18) مثال

 وحلxy (-جر-4r ررر+=o التفاضلية للمعادلة تكاملي عامل أوجد
. المعادلة

: الحل
xdy -y dx=(4x+قر ) dy

4x )ة المعامل تحتوي لأنها سابقتها عن تختلف المعادلة هذه '+y)ولذلك 

 من الصيغة إلى المعادلة بتحويل سنقوم ولذلك التقليدية بالطرق حلها يمكن لا

:- التالي بالشكل الحل إكمال و )تجأ» نوع

.• a ey ر د -  د د د تلا ر(. علا ضد-

yyxx

• [» » -٩»+yر ]')
• ففد- جر(4 ث±y ف)
،

x٢

2x «الج.م/-ري،

a(ر١ a(ر C-')ه=«.• مهاج +رريyه]=[دy 
2x2٩ ?ر±(+ "ر±(+ه

٢x

(1-19) مثال

: التفاضلية بالمعادلة الخاص الحل أوجد
(x+3y)dx - 2xydy =0

: كان إذا
x=4,y=3
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: لأن المتجانسة المعادلات من هي أعلاه المعادلة :-إن الحل
 ا،

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2M(A,7) =[(٤) +3(y)"]=3+'٨"(٢='7"3+'ة٤ y")= M(x,y)
2 2 ،2N(Az,Ay)=-2(Az)(y)=-2"xy=٨"(-2xy) = N(s,y) ة

: أن بفرض يكون المعادلة حل فإن ولذلك
y =٧X

dy =٧dx+ xd٧ : إذن

: أن اي
(x3 r )ر4«3+ - 2x٧(xd +wdr)=0

- x ر7 عه=2٧20 vd عه+3 ثرثر عه-2 د

2xwd .•. ثد عه+ ترتر عه-0=

(1)٠٠٠٠٠٠٠..dr - 2xwdy =  (ر1+٧)0

 المعادلة على نحصل]x01+v[) المقدار على الأخيرة المعادلة وبقسمة
: التالية

2ry, [o4ب2 إه» ه@( م  د د ص ج، ،

٧+[٧+[٤X

: ينتج التكامل وعند

c»ما -ا±] اما+ =ا 

c+±ما ]من =از[+\- 
x

 واما =اوC+٢=y=3=C,4=١ ٦لإ ?ر64
25x- +y
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: يكون التفاضلية للمعادلة الخاص والحل
 فر64
،

2 2y  د+25

. الأولى الرتبة من الخطية التفاضلية المعادلات1.6.4

: التالية الصورة على تكتب الأولى الرتبة من الخطية التفاضلية المعادلة

dy
-+ P(ج )y=0(x)...٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠0.٠٠...-....(25٠ ])dr

dr
+Py)x =((y).......٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠.........(26-1)
dy

g أن حيث .Pفي متصلة دوال x,yتكتب أن يمكن(19) المعادلة .إن 
: التالية الصورة على

P - 0
 ة الر

( Py- g )dr + dy = 0

f(٢)-
1

[٨(٠)4[٢٢٢4() = ee=±لز 

 الأخيرة المعادلة من المأخوذ التكاملي المعامل في(19-1) المعادلة وبضرب

: على نحصل

P(ج )dr P(r)dr P(r)dr 0n'»=اء' Pe,لى4 'لء' 
dr

d./٥4, ,r0د )ye =e ٤
dx
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:- على نحصل ل بالنسبة الطرفين وبتكامل

c[:ليسر +«"ل 
. التفاضلية للمعادلة العام الحل وهو

(1-20) مثال

: التالية الخطية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد

 ، د ج ك لاوم4 د

xr
&,P(»)y=0(3)r

 الحل:

: أن نستنتج المعادلتين بمقارنة
2P(r)=-,٥(x)= 4x
٤

P(2)a 2/± =(±)w ة.2  'ل ء:"°°= ء شر=
: العام الحل لإيجاد العامة الصيغة في بالتعويض

yx 2 [ ٢٩.4 aa cإ 

y 2 x + c«

x2 + cy x2 ن
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(1-21) مثال

: التالية التفاضلية للمعادلات العام الحل أوجد

١_4 ±م ء دء
dr x

d cosx2=-2 ر+ر
dr

: الحل

: أن نجد1 رقم الفرع في الموجودة المعادلة مقارنة من
+1P(r)=-,9(r)=e

x

 ي,،، ااام سعلة اسمد.، د بن
 لى=)«ر أل اى«=

: العام الحل صيغة في وبالتعويض

١»e4 a١4.c@"٢ ل
c»لمحو.ولهء]حبًر بفايز- و»-ر 

. الأول الفرع لمعادلة العام الحل وهو

: كالتالي فهو2 رقم الفرع معادلة لحل بالنسبة أما

x y y x 2
COS x

x dy y r 2 COs rr
yd yب x C0s r،

dr x

(x) مز e
-[ ه! e لا - ط  ي
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٣=)( ±ع= -ء1١
3 : انن

: العام الحل صيغة في بالتعويض
1 1 .y-= ['(xcosr)dx+C=±=sinx+C
x x x

 برنوللي معادلة' اللاخطية المعادلات1-4-7

:- الصيغة على تكون المعادلات هذه

«,PC)y = Q(x)y",n= 0,1
dr

 خطية معادلة إلى الخطية غير المعادلة تحويل في هنا تكمن الفكرة

: هي والطريقة

z =z نشتق وثم .٧ :"-أ نضع X  ل نسبة

dy,هح٣2 ه(١٠ م-,ر > d {ا عه

: برنوللي معادلة في وبالتعويض

1 ه ء +P()y =()(x)y
(1- n)  "-ر عه
dz - -+(1-n)y ".P(r)y =(1- m)y"g(r)y"
dr
dz --+(1- n)P(1=)ر)ج""" - n)9(x)
dr

• 4, (1- ٨)P(r)z=(-n)@(r)
dr
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(1-22) مثال

: التالية اللاخطية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد
2dy2ب y =+ ر

3dr
: الحل

. شرحه سبق كما الأصلية المعادلة في ج=y عن" بالتعويض
dz-+(1-m)P(r)z=(1-m)9(x),n=2
dr
. d 2

•. ع=2
dx x

2 عه هر1 -"=xس ء"؟لاء ما- ء مماء)»(= 
3

: العام الحل صيغة في بالتعويض
1 1 ٦-([=-,٣)dr+C

x
z 1 C=-[ف+ 

x
z Cا±ا+ ln-م= x

1 Cا+ xا Inور=- x y

(:1-23) مثال

4 لام
 د ،

dx x

: التالية اللاخطية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد
1

3r  رد
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: الحل

=n- أن بما  نضع,3
=z =y""" = y=( ق(-ار

 عه د,،م@
،،

 نف لا" ة

• ا عه 4y
 د ،در

dr 4y dr ف
 برنوللي:- معادلة في بالتعويض

1yd>1
4 فر عهx د« دردد

+ و >ه4 ه4 x,rdr
 zه44
x°

 ه2 د
rdr

٩ ةط ه e'± = e =(s)٧"x= ا e"  ؟

: العام الحل صيغة في بالتعويض

42.r% =[x"dr+Czr =[4ndr+C=4[xr+C= rة =2r°+C
x

: او

x "y" C+22 ج
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(n - الرتبة) الطيا الرتبة من الخطية التفاضلية المعادلات5

: التالية الصورة على تكتب العليا الرتبة من الخطية التفاضلية المعادلة

a,(ح )y"()+a()y«""(x)+a,()y""(2)+٠٠٠+a,,(2)y+a,()=f(2)....07-1)

,f ٨,...,a1,ao أن: حيث aفي متصلة دوال هي Xأن يمكن أعلاه والمعادلة 

: يلي كما تكتب
a(2)Dy(2)+a,(x)D; 'y(x)+00٠+a,,()Dy2)+a,(x)y =f(2)٠٠٠٠٠٠(28-2)

 يجب عليها يؤثر التي الدالة أن إلى يشير تفاضلي مؤثر هوD ر أن حيث
: فإن ذلك على وكمثال ،X ل نسبة مفاضلتها

D,, (sin )= cos x

D ً'(sمi r)=- sin ٢

: أن حيث أخر كمثال الثانية الرتبة من التالية التفاضلية المعادلة لنأخذ

D'y(x)+ y(r)=e
: أن تعني

y(3)+y(3)=e
: تساوي ا أن حيث ا الخطي المؤثر استخدمنا إذا و

L=D" +D""ه٠٠+٠٠٠. +D
:- التالية الصورة على تكتب أن يمكن(27) المعادلة فان

Ly(x)=f(w)
: أدناه بالشكل كتابتها يمكن(27) المعادلة فانn=2 كانت وإذا

a,(3)Dy(x) +a,(3)Dy()+a,()y(r) =f(x)
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: ينتجao(X) على وبالقسمةa ة)ج(0 أن فرضنا وإذا

D'yG»  ، د د()J,,() «ب+p4( ر4.4 ك

a() a(x) a,()
D"y(x)+ P(3)Dy(x)+g()y(3) = S(3)........-..........029-1)
y"(x)+ P(3)y'(x)+g()y(r) = S(x)

,S أن حيث q, Pفي متصلة دوال هي X.ن0 كانت وإذا= Sفان 

:- تصبح(27-1) المعادلة

Dyx)+P(r)Dix)+q(ح )y(r)=0...٠٠....-..٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠.....٠....(30-1)
. الثانية الرتبة من المتجانسة التفاضلية بالمعائلة المعادلة هذه وتسمى

:1 مبرهنة

(1-30) المرقمة المتجانسة التفاضلية للمعادلة حل لا1 لا,2 من كل كان إذا
 فإن:

yو = Cy٩+ Czyz
. اختياريان ثابتان هماC,C; أن علما" حل أيضا تعرف

: البرهان
 أن: ينتج ا الخطي المؤثر باستخدام

(C,(Ly,)+Ca(Ly2=(L(C,y,+Cyو٥= yا 

y30+0=0 ج=  للمعادلة حل هو

(1-24) مثال

=cosx,y: كان إذا sinxي= yفإن: التفاضلية للمعادلة حلان 

D"y() + y(x) = 0...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(1-27-1)
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,y=C فإن ولذلك sinx +C, cosrلأن وذلك حل أيضا تعرف :

C, cos x-C, sin xر,= 
 م٥

Y ,C-= و sin ±-C, cos x
:- على نحصل(1-27-1) المعادلة في وبالتعويض

-C,sinx-C, cosr+G,sinr+C, cosr=0

 الخطي الاستقلال
: تعريف

: فقط كان إذا خطيا مستقلة, لا٨,... لا,3 لا,2,y١ الدوال تكون

C,= C + وCy+Czy =ر...: أن بشرط C3y3+...+ C,y٨=0

C,= n حالة وفي0 =  كان إذا خطيا مستقلتان تكون لا2,y٩ الدالتان فإن2

+Cy =و0: Cyأي C= C,=  الخطي بالاستقلال يسمى ما وهذا0

 'ً أن أي الأخرى الدالة قياس بضعف تكون لا الموال أحد إن فثلا لدالتين

. ثابتة غير نسبة هي
. خطيا المرتبطتان بالدالتان تسميان خطيا المستقلتان غير الدالتان: ملاحظة

(1-25) مثال

COsX =وsinx الدالتان أن بين , y=و yخطيا مستقلتان هما .

: الحل
 لا,

 د٥

 لا و

sun r
= tAD X

C0S x

 خطيا. مستقلتان الدالتان أن أي ثابتة غير نسبة وهي
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:1-26 مثال

=y2,٧٩=x الدالتان أن أثبت . خطيا مستقلتان1
: الحل

. ثابتة غير نسبة وهي =نخ:' لأن خطيا مستقلتان الدالتان

(1-27) مثال

• الخطي الاستقلال حيث من التالية الدوا حالة ناقش

y=3-3cosxy, =sinx

: الحل

y, =3-3cosx=31-cos»)=3sirx
: أن اي

 _,لاsi م_+"1
 د اد ب

 ولا3sin دث3
 خطيا. مرتبطتان الدالتين فإن لذلك, ثابتة نسبة وهي

(Wroniski Determinant Method)  فرونسكي محدد طريقة

 غير أم مستقلة كونها في دوال عدة على للتعرف المبسط الاختبار إن
 في دالة وهيw بالدالة فيها ويستعان فرونسكي محدد طريقة هي خطيا مستقلة

xكالآتي وتعرف :
 ,لاy٠٠٠ و

w(y,,y =( و

w(x)  يساوي ما أو
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:1-1 مبرهنة

: كان إذا خطيا مستقلتان تسميان لا2 ولا, فإن لادالتين2 لا,١ كان إذا
y, ٠ ولا··

w(y,,y,)=0ا =ا_ 
y, ٠٠٠ ولا

: كان إذا خطيا مرتبطتان وتسميان

y, ···yر 
w6y,0ا=),لاء =ا_ 

y, ··  ولا

(1-28) مثال

3r 2r
e ,y,=eالدالتان أن أثبت فرونسكي محدد بإستخدام =لا 

". خطيا مستقلتان
: الحل

3r3r -2r2rY,=e2لآو,= e ,, =e,7,=3e
: أن نجد فرونسكي محدد باستخدام

ee ر555ر o+در,«.د»» "مؤ-إً"إ-٥ "ء-"ء 
2e"3e"

:1-2 مبرهنة

 من المتجانسة التفاضلية للمعادلة خطيا مستقلان حلان لا2 لا,1 كان إذا

: فإن الثانية الرتبة
yو = C,y,+Cayz

. حل أيضا تعرف
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 ثابتة بمعاملات الثانية الرتبة من التفاضلية المعادلات5-1-١

: النوع من وهي

Dy(x)+d(r)Dyr)+bx)y()=S(3).....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠..٠٠٠٠،01-1)
: أن حيث

P=a,q=b.كانت إذا و S=0التالي بالشكل المعادلة تصبح :

DyRx)+a(x)Dy(x)+b(r)yx)=0.٠٠٠٠....٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠..........(32-1)

 المعاملات ذات الثانية الرتبة من المتجانسة التفاضلية للمعادلة العامة الحلول

: الثابتة

: الطريقة
y الصورة في للمعادلة العام الحل عن نبحث =eأن نستنتج ومنها 

r٢y' = re
2 rr e=ر" 

: على نحصل(32-1) المعادلة في بالتعويض
e"+ae"+be"=0م? 

: على منها و
(٢2+ar+b=0")eم#"0: أن حيث eعلى فنحصل :

٢+ar+b=0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠................(33-1)

 كان إذا(32-1) التفاضلية للمعادلة حل هيy=e" الدالة أن يعني وهذا
.(1-32) رقم المعادلة جذر هو٢ فقط
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:(1-32) المعادلة جذور إيجاد طريقة

 المميز طريقة باستخدام

 دق ب ، -٩ول±ه-٩ا.٠.٠٠٠(٠١3٩
2

٢ قيمة معرفة نستطيع

: حالات ثلاث توجد وهنا

 >67_7م],0: التربيعي الجذر كان إذا متساوية وغير حقيقية الجذور(1

 ء{٨]0: الجنر كان إذا ومتساوية حقيقية الجذور(2

 <6م],٥: كن إذا' تخيلية' حقيقية عير الجذور(3

(1-32 برقم) التفاضلية للمعادلة المميزة بالمعادلة تسمى(34-1) والمعادلة

 الحالات

: أولا
 وغير حقيقيان جتران٢2,٢٩ كان إذا: متساويان وغير حقيقيان الجذران

 فإن(33-1) المرقمة المميزة للمعادلة متساويان

,y رز,"= ع3. = eالتفاضلية للمعادلة خطيا مستقلان حلان هما 

"C,e" يكون للمبرهنة طبقا" و(32-1 رقم) +c,e=هو لا 
(.1-32) للمعادلة العام الحل
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(1-28) مثال
 التفاضلي المؤثر باستخدام التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد

3y'  بر-0=2+
: الحل

(D3 -3D+2)y(x)=0  التالي بالشكل تكتب أن يمكن أعلاه المعادلة

-%٢ أو 3r +2=0

(٢-2)(r-1)= ٥ أو
٢١=٢٥,2=1 أن أي ن

٢2r
y,=e أو ,y,=e

: وهو العام الحل على نحصل(32-1) المعادلة في وبالتعويض
ye= C, e "+C,e"

y,=e3 للمعادلة حلين هما

eو =,لا 

(1-29) مثال

 الدالتين من كل أن برهن

: التالية التفاضلية

Dr)+ Dyx)-2y3)=0

,Gy +Cyبر= 
 هو العام الحل أن وأثبت

 ثوابت.C,,C و حيث

: الحل
D "y(٢)+D(٣)-2y(x)= 0

2z-ج C,e +C,eولا= 
± -2ry}=C,e -2C,e
٤ -2±C,e +4eإلا= 
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D: المعادلة في وبالتعويض y(x)+Dy(x)-2y(x) = : على نحصل0

2r-٤-٢2 ع-٢ ٢٤+'٧;٤+٢٤'-2,٥-2٤'+€e"]-
G٤'+;e+¢٤-ze-2٤'-2ه -

٢ -2 ٢ -2r ٢ -2r -2r2,e +4e -2e-4;e =(2e-2€)+(4;e -4e )=0+0=0

(1-30) مثال

,y,=cos2r,y التاليتان الدالتان أن بين =sin2xالحل أكتب ثم خطيا مستقلتان 

 للمعادلة العام

: الحل

sin 2rلا, == {an 2r
cos2xولا 

. خطيا مستقلتان الدالتان فإن لنلك ثابتة غير نسبة وهي
: هو لها العام الحل

y=C,sin 2x+ Czcos 2x

 الثانية الرتبة من المتجانسة التفاضلية للمعادلات العامة الحلول2.5.1

: الأولى الحالة
 للمعادلة العام الحل يكون ،r5#٢ أن أي ومختلفة حقيقية المعادلة جذور

 الحالة هذه في التفاضلية

1)y =C,٥" +C,e3........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..٠٠٠٠٠.٠٠..٠...........(35
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(1-31) مثال

: التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل عين
(D%y-7Dy12) y00ر= 

: الحل

٢2-٦٢+12=0 هي: المميزة المعادلة
 نحصل تحليلها وعند الأولية العوامل إلى للتحليل قابلة جبرية معادلة وهي
 على:

(٢-4)(٢-3)=0
: فإن الأساس هذا وعلى

3=4,٢٦=٢٩ ا» ،
 هو: للمعادلة العام الحل أن أي

y =C,e "+C,e  ة

(1-32) مثال

: التفاضلي المؤثر مستخدما التالية التفاضلية المعادلة حل أوجد

4'y  مه rه ب ، رo وىمدي
: الحل

Dy+5D+6=0٢ +-5r+6=03+ذ٢) )(r+2)=0-.'r=-3,r=-2
: العام الحل أن أي

-3r -2xy=C,e +C,e
: الثانية الحالة

r= ٢ مكررة(»ي.د,م=,) ومتساوية حقيقية المعلة جنور
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: العام الحل يكون الحالة هذه وفي

 +عهدCy6+Ce+"٠٠٠٠+.Ce"=eTG+C ت+ن+٠٠٠ {"٢+٠036 ر

(1-33) مثال

 التفاضلي المؤثر بطريقة التالية التفاضلية المعادلة حل أوجد

(D' +4D + 4)y()=0
: الحل

: هي المميزة المعادلة

(٢+2)4=0 أو٢4+4+4٢=٥
: ا أي

2-=٢٩2=٢ ن
: هو التفاضلية للمعادلة العام الحل يكون وبذلك

=(C,+CAx)e 2»

:(1-34) مثال

: التفاضلي المؤثر بطريقة التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد
(D 3-3D-2) y(x)=0

: الحل

: هي المميزة المعادلة
r0=2-3ة٢- 

 تجعل التي القيمة وهي٢=2 هو المميزة المعادلة جذور أحد أن الملاحظ ومن
 المعادلة عوامل أحد أن أي للصفر مساويا التفاضلية المعادلة من الأيسر الطرف

: القسمة بإستخدام يلي ما على نحصل ولذلك(٢-2) هو
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٢ -ق2-3٢(=٢-2()٢2+1+2٢)
: أن أي

»٢٩«٥=2,٢2=٢٥=-1
: العام الحل يكون و

y = Cy+ C>y>+ Cyو 
:- هو العام الحل أن أي

y =C ,e24+C,e-+C -xe و
: الثالثة الحالة

: يلي كما للمعادلة العام الحل ويكون' 'تخيلية حقيقية غير المعادلة جذور

: أن نفرض
r٩=٥+i6, r2=a-i8

. حقيقيان عدانa,} أن حيث المعادلة جذري هما

y = e'٩ = «eA = » ج e" = e"[sin Px +icos pr].......(37-1)
yو = e'5 = = -ع8» e° ٥-" = e"[sin Br-icos pr].....(38-1)
.:y =y, +y, = e"[C, sin Pr + C, cos pr]..................(39-1)

: أن حيث

٢=c ±i/

y,=G, sin [r +C, cosA  و

: فإنa=0 كانت إذا و

r =±i8

:(1-35) مثال

 التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد

(D -4D+13)y(r)=0
: الحل

 هي: المميزة المعادلة
٢2-4٢+13=0
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: أن أي
a=-4,b=13

 ددي و@عم- ققيeلي4_4 عد ويم
 دل ج ج دج ج ر

22222

: أن أي

a=2,8=3
 هو العام الحل إنن

R yه٠ = i ArمC,s]' ء +C,cos p]

y si,] ب ء= 3x+€,eos3x]

:(1-36) مثال

: التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد

(D -6D+34)yx)=0
 الحل:

: هي أعلاه التفاضلية للمعادلة المميزة المعادلة

2r -6r+34=0

 ر ل ر ٢لى، و( ،٤5 ٢ا-إ جي±،.

6 ±10i
==3±5i=..a=3,=5

2
3X . "e [د [,sin 5x+C, cos5.:بر= 
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:(1-37) مثال

: التفاضلي المؤثر مستخدما التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل عين

(D' +1)y()=0
 الحل:

: وهي المميزة بالمعادلة نعوض
٢2+1=٥

r=+i

a=0,6=±1

r=±-1 أو
: أن نستنتج ومنها

 أن اي

 هو العام الحل أن نستنتج ومنها
y= C, sin x+C cos x

 المتغيرة المعاملات ذات الثانية الرتبة من التفاضلية للمعادلة العام الحل1-5-3
 أديلر:- كوش- معادلة

 المعاملات ذات الثانية الرتبة من الخطية التفاضلية المعادلة أن المعلوم من
:- التالي بالشكل تكتب المتغيرة

LK)=a(3D+a(nD'+a()D3+ (S3)-...@401=( جرP+4(n)()٠-+٠ به

a٠٠٠,٨, a2 , a4  المعاملات كانت اذا عامة بصورة الحل صعبة المعادلة وهذه
 المعاملات ذات التفاضلية المعادلة تحويل يمكن الأحيان بعض في ولكن متغيرة

 مناسب تعويض بإستخدام وذلك ثابتة بمعاملات تفاضلية معادلة إلى المتغيرة
 على توضيحيا مثالا التالية التفاضلية' أديلر- كوش' معادلة وتعطي للمتغيرات

. نلك
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L(ض )=("D 'D' مره+ +٠٠-+a,,D +abn)=S(3)-٠٠-٠(41-٥

 عنX المتغير حذف ويتم حد كل في الأس نفس لهماD ,رX: من كل أن حيث

: التالي التعويض طريق

x=e'أو t=١nx
d1 dt

 على: سنحصل ج مج أن وملاحظةD بالحرف; الرمز إلى نرمز ثم

4 .ف يه اءف م!
 ا، د ، ، ا، د ،

xrdtdrdtdr

1dy_ 1dy ١ dر d d. d ا ١dy_ d d
 ثة المألة ةاة اذ-ا: )ج٠ قد ة= فةم د ن د د ،د د،» د جد دد ص ،د» د ،

١y 1dy1 ه_
D(D ، د د د ، 1)y....٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(42 1)=22

x' dt xr dl

(٩-١3.)٠.٠٠.٠٠٠٠.٠٠٠..٠.٠.٠..٠4D(D-1D-2)yلإه •. xdr

(44-1)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..٠٠.٠٠٠٠.....٠٠.٠٠٠٠٠.y(٨+١-D)٠0٠٠٠٠(pD-1)D-24"ال ا•
"rة" 

(1-39) مثال

: التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل عين

xy" +3' =0
: الحل

x٠D(D-1)y+3.-D د11 =0
x

: أن اي
D(D-1)y+Dy=0
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: أو
D %y=0

: أي

٢<=0, ٢=٢=0
: هو للمعادلة العام الحل يكون وبذلك

ye= C,+ CAlnx: =y أو C,+Ct
. التفاضلية للمعادلة العام الحل وهو

(1-40) مثال
: التفاضلية للمعادلة العام الحل عين

xy" + "y د5 + 'yد2 -2y=0
: الحل

D(D-1)D-2)y+5r'.D(D-1)y+2x-Dy-2y=0-- و1211
2 x x

[D (D-1D-2)y+5D(D- 1)y+2D-2y]= 0
[D (D-1D-2)+5D0D-1)+2D- 2]y=0

٥]=2D-2د+ s-sD٩+2+3٥-٥3)[ض 
o-2٥ -[د°+s٥+2٥+3در]٥ 

 د+د]٥-٥ -[د-٥
: هي المميزة المعادلة

2=0-٢-2r+3م 
: أن ينتج المعادلة وبتحليل

2(r-1)r +3r+2)= 0

(٢-1)٢+2)r+1)= 0
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: هي أعلاه المعادلة جذور ان
٢=,٢,1 -=ج٢٥,2-=1

: هو للمعادلة العام الحل يكون وبذلك

»
 لا ع

1 -21 -٢- C,e +C,e +C,e
L ٤ -2 h ٢ - L ٤- C,e +C,e +C,e

 لا
- 2

Ln ٤- C,٢+Ce
+ م«-=' C,e

C C-
.:.y =Gx+C,x +C,x =C,¥+ق+ج x32٦c

. التفاضلية للمعادلة العام الحل وهو

 المتجانسة غير للمعادلة الخاص الحل1-5-4

1-4- 5-١

, (D +pD+و )yx)=STr)  الثانية الرتبة من المعادلة لدينا أن لنفرض
e النوع من خطية تركيبةS(x) كانت إذا الطريقة هذه تطبق "cos B xبر" 

x""e أو ""sin Bxحيث a , Bو حقيقيان mسالب غير صحيح عدد هو .

cos أوx تكون أن يمكنS(x)" فمثلا 3xأو sin 2x"أو eولكن 

secx أوx "رأر مثل الدوال ، tanx,.•الطريقة. بهذه حلها يمكن لا٠٠٠٠٠ 
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(1-41) مثال

 التالية التفاضلية للمعادلة خاص حل عين
(D6-D-2)y(x)=8e 94

: الحل

: التالي بالشكل المعادلة كتابة يمكن

y" "e&= -'بر2 ر
: التالي بالشكل يكون الحل أن وسنفترض

y Ae =م9 Ae ر =م3,"3 y, ق A= م e  ق
: على نحصل ومشتقاتها الأصلية التفاضلية المعادلة في وبالتعويض

9Ae °-3Ae 3"-2Ae °=8e °
: أن أي

A=24أو A=8
: هو للمعادلة الخاص الحل إنن

 لا =م2e ق

:(1-42) مثال

: التفاضلية للمعادلة الخاص الحل عين
(D2-7D+12)y (x) =122+10x-11

:- الحل

 تخمين يمكن الذي النوع من المعادلة يمين في الواقعةS(x) الدالة
 يكون الخاص الحل أن سنفرض ولذلك التفاضلية بالمعادلة الخاص الحل
 لا =مA ر٦+Bx+C صورة على
: إنن

2Ax+Bلا± 
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2Aم= "yومشتقاتها لا م عن الأصلية التفاضلية المعادلة في وبالتعويض :

24-14A٤-78+12A٤ +12Br+12C = 12x +10x-11

 و الأيمن الطرفين بين المطلق والحدX ومعاملاتx معاملات' وبمساواة
: على نحصل الأيسر

12 A = 12 = A = ١

- 14 ٨4+12 B = 10

- 14 + 12 B = 10 = 12 B = 24 B ر = 2

2 A-7B+12 C = -11

2-14 +12 C = -1١

12 C =-11 + 12

12 c =Cا= =
1

12
 يكون الخاص الحل إنن

Br +C>+٨A3 م=٢

= لا م ٤
1+ 2r+ 12

(1-43) مثال

: التفاضلية للمعادلة الخاص الحل عين
(D2+2D)y (x)=80 sin 4x

: الحل

: صورة على يكون الخاص الحل أن نفرض
y A= م sin 4 x+ B cos4x

y' =4Acos4x-4Bsin4x
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y} =-16Asin 4x-16B cos 4x  و

: أن ينتج ومشتقاتهاy م عن التفاضلية المعادلة في بالتعويض
- 16 Asin 4x-16B cos 4x+8Acos 4x- 8Bsin 4x = 80sin 4x

X نضع المعادلة هذه ولحل : أن حيث الطرفين في0=
sin 0 =0, cos 0=1
-16+84-0-2B+-A=0-A-28..(D)

M٨ 4 ج إ=.. =م

-16-&p-8o2ن B-10.N
: المعادلتين بجمع و2 في الأولى المعادلة وبضرب

- 4B+2A= 0

- B-2٨=0
- 5B=10 = B=-2

A=-4:  أن ينتج)( في وبالتعويض

 نضع ثم

y4=-ر sin 4x-2cos 4x  هو الخاص الحل

(1-44) مثال

(D-3D)y(x) = 2e :  التالية التفاضلية للمعادلة الخاص الحل عين

: الحل

 الصورة: على يكون والذي المقترح الخاص الحل أن المثال هذا في يلاحظ
Ae  =م3

 المتجانسة التفاضلية للمعادلة العام الحل من جزء هو
c=C ,+C,e  لا34

 الحل هذا يصلح لا لهذا و
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 دالة وليس صفر يعطي سوف لأنه للمعادلة الأيسر الطرف في به بالتعويض
: الحل فإن وبالتالي صفرية

y Axe= م 3

: أن حيث

« م = 3 Axe 3 x Ae 3 r
٢

; = 9 Axe 3 r + 6 Ae 3 x

. مشتقاتها و لا م عن التفاضلية المعادلة في بالتعويض

9Axe ' +6Ae ' -9Ae '-3٨e" 2e"
33٢3Ae ء2 =2e =3A=2= ٨=-
3

y..32 ء =xe
3

١ 2-4-5-1

: التالية بالصيغة تكون والتي
(D4+p D+ y( و (x)=S(x)....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(45-1)

: هي الطريقة و
y وليكن المتجانسة للمعادلة العام الحل -نوجد1 cالطرف نجعل بأن وذلك 

. للصفر مساويا فيها الأيمن
 إيجاد طريقة بنس لا م وليكن اللامتجانسة للمعادلة الخاص الحل -نوجد2
 السابقة. الخاص الحل

: هو المتجانسة للمعادلة العام الحل -نوجد3
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(1-45) مثال
: التفاضلية للمعادلة العام الحل عين

(D-D-2)y(r) = 8e
: الحل

 المتجانسة للمعادلة العام الحل نبحث أولا:

(D D-2)y=0- ث
: هي المميزة المعادلة

٢-?٢-2=0
: تعطي تحللها عند والتي

(٢-2)(٢+1)=٥
 أن أي

٢٩=2,٢٥=-1
: هو للمعادلة العام الحل يكون وبذلك

y e= C,e 44+Ce-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(1- 45- 1)

 وليكن التفاضلية للمعادلة الخاص الحل نوجد: ثانياً

y" Ae,y= م Ae,y= م "Ae= م

: أن نجد ومشتقاتهاy م عن التفاضلية المعادلة في وبالتعويض

٨e" -Ae- 2٨4e=8e
- 2Ae = 8e
- 2A=8=A=-4

••2)......45٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(1 ، د ، y e٠.٠ م=.4

 المتجانسة للمعادلة العام الحل يكون(2-45-1 (و.)1-45-1) المعادلتين من
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y =y +y C,e= م 4+C "e-"-4e و

 شاملة ليست وهي فقط خاصة لأغراض تستخدم أنها الحلول هذه عيوب من
 وهي منها أشمل تعتبر والتي التالية بالطريقة عنها يستعاض ولنلك الحالات لجميع
. البارامترات تغاير طريقة

 للمعادلة الخاص الحل لإيحال البارامترات تغاير طريقة5-4-3-
 اللامتجانمة

(yr): المعادلة لنأخذ =&(x(٩+D' + pD,)غير حل الطريقة هذه تعتبر 

 وذلك(&r) الدالة شكل كان مهما العام الحل وتحديد تشخيص يمكن حيث معين

: هي الطريقة و المعاملات بحساب

.y٩,y  ج وهما المتجانسة للمعادلة خطيا مستقلين حلين عن -البحث1

: الصورة في الخاص الحل عن البحث-2
،y .......٩2y2٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠+y٧ =م٧٩ (46- 1)

: أن حيث

y .&v.=[-ه 
2 ٦  و

,v &ولا r هع]-=
y1

: أن حيث مسبقا إليه التعرف تم والذي فرونسكي محدد هوw أن حيث

. التفاضلية للمعادلة الأيمن الطرف هو6(x) و
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(1-46) مثال

: التالية التفاضلية للمعادلة الخاص الحل أوجد

(D +1)y(3)= tanx
: الحل

: هي المميزة المعادلة
٢ أرا-=ة٢2+1=0

r أن أي = ±iهو للمعادلة العام الحل يكون وينلك :

y, =sinx,y, =cosx
٧١,٧2 قيم لإيجاد المحدد سنستخدم والآن

W -
 ,لا٠٠٠ ولا

y, ٠٠٠ ولا
: أن أفي

-.٢.s3...-sin x
: أو

sirد -cosx=-(siix+cosn)=-1

·cosx. tanx sinx .v,=-]'d= [cosx'd= [sin xd =-cosx
-] coSx

,, م.i هتا .ي. ينة تم نهم.«ie-م د  ر]ع ر{{} ر( ه( ج]

coscoscoscos-]2
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cosx dr ...Y,=['مه -]=[cosxdr-[secrdx=sinx-lnsecx +tanr
COSX COSX

: هو التفاضلية للمعادلة الخاص الحل فإن وعليه
y y2 =م٧٩٧٩+٧2

:­ ويساوي
y, =-sinrcosr+cossinr-lrpsec+tanx=-coslpsecr+صat ]

(1-47) مثال

: البارامترات تغايير مستخدما التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد
M Ry - e=' ر

: الحل

 هي: لها المميزة والمعادلة الجذور باستخدام للمعادلة العام الحل نوجد: أولا

r -[=0
: أ أي

±٢= ٤1
: فان ولنلك

y =C,e +€,e
: أن وبما أعلاه التفاضلية للمعالة الخاص الحل نوجد: ثانيا

y =e, e=٧ و -"

 وبالشكل فرونسكي محدد بواسطة يوجد التفاضلية المعادلة لهذه الخاص الحل فإن

: التالي
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٦

٢
٠٠٠€ e

 ع

0 0- -e -e =-]-] = -2
٤-٤

ee .٠٠

«. هكب»ي-ء -إ±ء٩ ه م-،±--
42-2١

1e .e ٧. ]--=ةي--]= =ه 22٦
1

 ل
2

1 مد ء1 ء1 ر1 ء
y,=Y,y, +٦,, y ,=(eب..= k' -(xkeع =e -xe١ 4 2 4 2

± -٤ 1 -٢.٠y= y+ نز C,e= م +C,e -e4
1

2e
2

-2

. للمعادلة العام الحل وهو

 الثانية الدرجة من التفاضلية المعادلات5-5-١
(Second Order DIfferential Equations)

 التي المعادلة تلك هي الثانية الدرجة من التفاضلية المعادلة فإن سابقا بين كما

 الممكن ومن2 هو تفاضلي معامل أعلى إليه المرفوع الأس أو درجة فيها تكون
 الدالة مثل خطية غير أم خطية المعادلات تلك تكون أن

aرة 
< ل د  -و (ل2)••••٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-••••••••(147)

 المعادلة:" ن نرى بينما الثانية الرتبة من بسيطة تفاضلية معادلة وهي
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2٩
dr لمجيز« )ي(-ا+»»٥-١

 موجود2 الأس لأن الثانية الدرجة من واضح بشكل الأولى للوهلة تبدو

: نوعين إلى المعادلات هذه فيها-وتقسم
aالتالية الأنواع من تتكون وهي خطية غير -معادلات :

· بوضوح التابع المتغير فيها يظهر لا -معادلات1
· بوضوح المستقل المتغير فيها يظهر لا -معادلات2
. المتجانسة -المعادلات3

b-نوعين من وتتكون خطية معادلات :

. ثابتة المعادلة في -المعاملات1

. المستقل للمتغير دوال هي المعادلة في -المعاملات2

(Clainut)  كليروت بصيغة يسمى ما هو الخطية غير للمعادلات العام الحل إن

: التالي بالشكل تكتب والتي

 %رر م (م4 ر٠٠٠٠..٠..٠..٠.٠٠(.٩9-١)
dxdr

(8 )لمج= يعادل ما وهوP عن التعويض نتيجة التفاضل بواسطة تحل والتي

. التالي المثال تلك على ولنأخذ

(1-48) مثال
: التالية التفاضلية للمعادلة العام الحل أوجد

، 'ا)جي(_لإد,

drمه 

Pضمنياً. المعادلة نفاضل ثم 
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•. إ» بy%"y.»3 ٢»م.٠٠٠٩-5٥-١ r dyة a dyة 
:- أن ينتج الأصلية المعادلة في وبالتعويض

،2aP
،y Pب2)....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠.'P=1+50(] ن ،

dy

PPdy
 د ج د

y -م1

٥eر٩ م «،

y ?م1

 +رم«c اما±=١P ا
2

 المتغيرات بفصل و

: على نحصل وبالتكامل

: أن فرضنا ولو

C = ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠.•.٠..naال .(3-50-[)

 المعادلة في ونعوض
1 2hn a + ln y )nا-= P -1)
2

2 2 2y =P-1ه" .•

٠ -م٤٨رمأ  أو
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dy
 د ل

dr
 ٠٠٠,5٠له

dr

[ عه

- و%ويا
- ا %ر

: على نحصل حيث

1=(-)Sinh'(٥+c)
a

Sinh(ar+c)  ل] د<(4٠٠5٥٠٠1).......................٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠.........
a

,c أن حيث aالتكامل ثوابت هي .

 الثائية الدرجة من المتجانسة المعادلات5-6-١

: صيغة على المتجانسة التفاضلية المعادلة تكون هنا

yف_ 
»،،، (l-61•••••-•••5••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠ ت٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠)(-يية x

 هذا من المعادلات إن. العفة ذات المتغيران هماy, لا إن حيث
 يسمى أوما الوحدات عليمة مجموعة تعتبر النوع

(Dimensionless Group)التفاضلي المعامل تحتوي التي و 

 م
٠- d y

،  """ن٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••.•••٠٠٠••(152)
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 الصيغة تكون الثانية الدرجة من متجانسة تفاضلية لمعادلة وكمثال قه مثل ل

(1-49) للمعادلة مشابهة
: فإن لتلك

y &dy
،، ،، : ا;-.ي:(كج.....53.٠٠-١ x drdr

y = wx

dv,+xبyd ج ، 
""٠٠٠٠٠dr

»aو@ yه 
 عهd2ع حف ح{ ل م٠٠٠٠٠٠٠

: عن بالتعويض و

٠٠٠٠(54-1)

.٠٠٠.( 55-1)

 ينتج:(48-1) المعادلة في(50-1 المعا«لقر بتعويض و

dvd°٧d ..........٠2r%+x١-56)ا=ي٧٧ ل؟±+ .إ٠..٠.٠ )
drddr

(1-48) مثال

: التالية التفاضلية المعادلة حل

22d 2 و. ج±٠, ')بي(ء- dxx
: الحل

: على نحصل الأصلية المعادلة في ذلك وتعويض لا=٧ أن بفرض
d،dyd2w[2%+:الخ٠ .،)"ج++«/ء-+'٠......٨+ drdrd

 لها التطرق تم التي( أدير- )كوش معادلة تشبه أنها حيث المعادلة هذه حل ولغرض

:- أن نفرض ، مسبقا

i =e,4= lnx
7



4.٤٥ ±-)إ{ي(د٥ ا  م)( ر ة .ه، رة، ه+ د ،لا، ، ن ي د ، ن ، ، ، ، ، ج

 جي.4 -ايلإ!%!4 اواو ي4بج ب٤٢«»
afثر dtو3ث( d xdldو ثر dا ،دdغ ثر 

 أو

dv _ dv dvو 
 "ل -و.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠5•••••••••••••){( ا، د ي
dtdtdr'

 على: نحصلx=e' قيمة عن والتعويض)/( المعللة في() الصيغة وبتعويض

a2» a٠
dtdt ».ا"؟]-ج١:2v ا اد

: أن أي السابقة بالطريقة تحل أن يمكن و المستقل المتغير تحتوي لا المعادلة هذه إن

 »,و وم
y) y د

: طين لها وهذه

٤ل ه ح ر هP م

dv P أو =0

y أن منه ينتج حيث" فردي حل" هو الثاني الحل إن = Axالمعادلة يقق والذي 

: الدالة ليعطي مرتين تكامله فيتم الأول الحل أما ، الأولى

y =r(8 bnl»ا +c)
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 خاصة تكاملات
 اد

(1-50) مثال
: التالية التفاضلية المعادلة حل

d%y زف و
 و٠٠4٠+٠4٢y٠-+8x'٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-•••••••• )لا( د
ddx-

: الحل

 فإن لنلك المتغيرات متعددة نوع من هي المعادلة من الأيمن الطرف في الدالة لأن
: الشكل على سيكون للدالة الخاص الحل

y =P+qx+r +sx (٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠D••••••••••• ل(

: على سنحصل لمرتين الدالة هذه اشتقاق وعند
dy
]=9+2rr+3s...........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠..........(I)

: و

yه 
 تي4ل+6sx•••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...••••••(J٧) ر

:)( في المعادلات هذه وبتعويض
(2٢+ 6s2+٩)4ع(- rsr +3s)+ 4( + م gx + r"+ "r =)عى8+4٢

2r+ 6s r =ع4r"+4s8+4٢+12s'+4p+4g٤-r٤ -و48-

(2r-46)(+4و+٥ s- 8٢+ 4٩)٢ + (4٣-12 "r ="عجr"+48+4٢( ء

2٢-4g +4p =0

4g=4+86 -ى٢

4٢- 12s=0

4s =8= s=2,٠٠٢=6

p= .٠ =و7,10

26r د +2r+10٤+7رلا= •.

M-4٨ +4=0= yج٨=) + Br)e

'2r+6٤+A)e +7+1٨+٥٤,=)yج+ y=٠ ر.
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(2r +6sr)-4(٩ +2rr + 3er') +4(p + gr +r + x+8x =)عو4

2٣+ 6sr -4g-8r-12sr'+44م+٩ x +4r' +4e = 4٢+ 8x"

(2r-44+و p)+(6s-8r +4٩)x +(4r-12s)r" r و48+4٢+

2٣- 4٥ +4p = ٥

6s - 8٢+ 4g =4

4r-12s =0

4s=8=s=2,٠٠٢=6

.٠ و=10 م,=7
2 36x' +2x+10٢+7٠ =,لا.

"- 4m+4=0=y- = (٨+ Br)e"

.٠y=y + بر(=٨+ Br)e" rc ر+62+7+10٤+ P

: ملاحظات

 المعادلة من الأيمن الطرف وكان تخيلية جذور على التفاضلية المعادلة أحتوت إذا-1
: الصيغة يحتوي التفاضلية

P•(Asin m +B cos nr)e
. النوع من تكون التكاملي الل العامة الصيغة فإن

(a sin m + f cos r)e

 وللحالات معينة حدود في إعتيادي جيري كمقدارD التفاضلي المؤثر معاملة يمكن-2
: التالية

w( Distributoه التوزيع قانون L)أن أي :
D (u+٧+w) = Du +0٧ + D

: أن أي فنا ينطبق لا التبديل قانون
D xy #xDy
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: التالي بالشكل المعادلة تكتب أن يمكن لكن و
(D+1)(D+2)y=(D2)(D+1)y

: أن حيث الحالات كل في ينطبق لا وهذا الارتباط -قانون3
D (xy)=(Dx)y+xDy

(1-51) مثال

 العام الحل تحقق والتي الحقيقية المعاملات ذات المتجانسة المعالة أوجد
:- التالي

y=6+3xe- cos r
: الحل

, والحد (m =0) =m) مع يشترك6 الحد 1,1) xe الجذر مع يشترك3

 المعادلة جذور تكون وينلكr±= الجذر مع فيشتركcosx الحد أما

 هي: المميزة

m(m -1)'(m'+1)=0

: التالية التفاضلية المعادلة على نحصل الأقواس فتح وبعد

 ثمة أة فةa جه ن د ، د د ر "هy م.4y ب ر4 م.4y ه ج
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 وأمثلة تمارين6.1

: والدرجة الرتبة•
 أم اعتيادية هي ه وبين والدرجة الرتبة حيث من التالية المعادلات صف

:- السبب موضحا خطية غير أم خطية, جزئية

1 - +'3y "بر+ 2 y 4
٢

2 y "" + 6y" + 11 y + 6y ٤
e د

3 - y"+(a + b c0s 2 x)y 0

4 i ry" + 2 0y -  ي yب

d y o5)( ر و  د ه ر

dr

6- (x+ y)dy = (- y)«

7 - a
2

2 83 u
 ي

28 x

28 u
،

2a t

(axا a')ع aو 
 د

8 x

2  ة4
281

٥ wج--و= 
8 x

8 u
2ي ب

8 1

8 u8 u8 w ١٥ +ج-- =ج-+ج-٠(٣٠٧٠٦)
8x ر382
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b.الاختيارية الثوابت اختزال :
 أوجد و العام الحل في الإختيارية الثوابت إختزل التالية, المسائل من كل في
:- التفاضلية للمعادلة النهائي الشكل

1-xsin y+ = ر"تد c

2- y = ٨ sin( a ٤+ 8)

3-y= c,€ 2 r 3 r+ c,e

4- y= ce 2 x 3x+0,e 2 x 3xC0S su

5- y= c, sin 2t+ c, cos 2t
26-y =C,(x+1)

. بارامتر هي2 الفرع معادلة في فن إن حيث

C.العام للحل المرافقة التفاضلية المعادلات :
 العام: للحل المرافقة التفاضلية المعادلة أوجد التالية المسائل من كل في

21-2y+y =0..٠٠٠٠٠٠٠.. y =eب

e71ه+٥" =y...2 ه-2 =ر "ء....٠٠ r
6 6 -a0-y = ---e...٠....y =  م"و2420

dr 5 5

 -و4ب ج/-٠ لا(-+ ',ء
r ١٤

١-٢1 .. ٢+10e6 -y'+y = si ٤٠٠٠٠٠٠٠-٠...y = C06-- ى٤
22

١ 3٤ -4٤y = C,e· +C,e..٠٠٠٠.y'-12y = 7 "ر-+0

y' +2y=0...y = x cosln 2)... where ...x>08 "رر- ء
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d.المتغيرات فصل :

 فصل مستخدما للمعادلة العام الحل أوجد التالية التمارين من كل في

 المتغيرات:

y dyد  د ، ر2

dr

2 - sin xdy = 2y cos xd
2 2 (3r (1+ y3- =ز

4- xdy +y ثر3)= 2)dr

y = y(٢+)دy 5-2

6- xdy = 3 y

7-(y+ x" dy( ر = dr( د٢)

(dy- ydr)٢=dr - xy-8 ر

9- y2=تز (wy +x)

10- dr + yر =  رdز

dr=11- عر" ف

12- ""عد عة= بر

13 = (y+ ( ا
 د=ز-{
(٢+l)
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14- xj4=ت y

15 = 2(y +y-2)
-y ٢)'- -==ت ، ن +4x+3)

1 ى _ه2y+1 ث
 د د ،

ysin xdy

(dy x(2+yر٦ 
 ، ه

 مةy(3 )م+

(y+3}x-1)1 ع ه
، ،

dr (y-2}(٢+4)

e.المتغيرات فصل باستخدام الخاصة الحلول 
: التالية المعادلات يحقق الذي الخاص الحل أوجد التالية التمارين من كل في

1- 2xy+y = 0

2-y+2y =0

x =4,y =  ا

x = 0,y = 100

3-2xd-d=±(xdy-2yr) x =-3,y=1

x3'1-٢(٤(=)«,٢ رقلإ-ر
٢ +8g

٤2-R»-  اوسه ايجم
٢ +y

3-/(٢,y)=اnx' -2Lny

١٩١·4-f(x,y) = + ا
٢ y
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5-f(x,y)=ذو٠,٢ 
sIn x6-f(,y)=
x+y

Lnx'7-f(x,y)=و 
lny

8- f(3,y) =(٢+y+1)"

9-f(٢,y)= uan ±
2

2 x10- f(x,y)=y tan-
y

4b+٩(c,8ي) 11٠ - {J =
a-4bh

12-f(3,y)=eه )
x

g.المتجانسة المعادلات 
 أوجد ثم متجانسة هي التفاضلية المعادلات أن أثبت التالية المسائل في

: لها وجد إن والخاص العام الحل
1yا, x

,4 د3 yx

2،1,y٠x

yx,1 ن0

12,yx
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dy=0د +x-y)dxا-) 
2- xdr+(y-2xkdy=0

dr-2xydy 3 ج(-+3 ر)0=

4-٥ =لا- ور٨ا
، ى ،y ±ر ،

dr x y
6-xydr=(x -yرdy

7 ه+و-و- ;ر,
r= 3ny'dy(ف م x-3 فر-)8
a = 2x'ydy+9(-٤" )"ر

10-٦=se±  لا,
x ٤

h.التامة المعادلات 

 العام: حلها وأوجد تامة هي التفاضلية المعادلة أن أثبت, التالية المسائل في

1-(٤+2ykr+-(2x+yky=0
2-(2ry-3r)r+(x' +2yky=0
3-(cosy-3ry")+(cosy-2sin2y-2rykdy=0
4-(+yh+-(xy+y +2ydy=0
5-(ye y=0الy-2y د-H+-(6 فر2-
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i.التكاملية المعاملات 

: مناسب معامل في بالضرب التالية التفاضلية للمعادلات عاما حلا أوجد

1-y3+ا ydr+(2y-xالdy=0
2-3y +1r+4rydy=0

3(-3ت+y إx-xy)+r =زdلا0
4-(+y +2nyy2ydr
5-xdy3ydxxydy
6-(2ycos+2الyysinrdr0

: بطريقتين التالية المعادلات حل أ.

2yd + (3y- 2r)dy  -ا0=

2-(x- dy(" ر =2xydr

3 فد-+y ف44
y x

1+x%
4-2xlnydr+-dy =0

 فو-؟ =هرتر بهر-سد
6-(2x% +y dy=0( ح-y )ن+ ع(

k.الخطية التفاضلية المعادلات 
: التالية التفاضلية للمعادلات العام الحل أوجد

1-(2y +x)d = xdy

2xy +x=e+-2 تز
ytanx=secx+-3 تز

82



cot x =sin2xبy-4 +تو
1)dr+٣-dy +(23y5- ج

6-(1-x)3+ز y =2x

:- التالية التفاضلية المعادلات يحقق الذي الخاص الحل أوجد ا.

y =e x=0,y 1 +تز-2=
2-(+1y=(x3-23y+ r( ح x= y=1, ا

2r)y=- r=0,y=3+1-3 (+تز
4-(1+xرy =(1+3y)r x=l,y=0

m.برنولي معادلة 
 التالية: التفاضلية المعادلات حل

1 +تز-y= "ج
X=y-2 +ز
y

3- dy =(my"+3)dr
4-3 +ؤلاy+ =ر?ج0

٩٣-y 'e5 'بر- -بر= د
3x +y)-1)=-6 'ر

7 -(y" -2my)dr + 3xd =0
8- 6ydr - x(2°+y)dy =0
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(D) n. التفاضلي المؤثر طريقة
: التالية التفاضلية للمعادلات العام الحل أوجد

4y=05 "ر-+3 -ثر
6-10y" +6y' +y=0

٨7-y" -4y=0
8-25y"+204+نر' y=0

 الثانية الدرجة من الخطية غير التفاضلية المعادلات.0

: التفاضلية للمعادلات العام الحل أوجد

-4e ح +3e=-1 ر-"ر
2-(D%-3D+2)y=2r3-9x +6x
3-(D% +4)y = 5e -4x

3y = 20cosx+4 "ر-4 'نر
5(-٤-1 -"نر)3yب+'y ا=

6-(D° -1)y=e"+1
7-(D +l)y =cscxcotx
8-(D-2D+١)y=e"(e" +1)°

dr -و%. -ي-أيء،

r هL...y=2=.....•4.. ي.١
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