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 ،[مقدمة6

 الكيميائية الهندسة مسائل وبذات المختلفة الهندسية المسائل من العديد تحليل إن

 النظريات واثبات لبرهنة المعملية التجارب من المحصلة النتائج باستخدام يرتبط
. الهندسية النظرية والعلاقات

 يستوجب لذا مضبوطة وغير دقيقة غير تكون ما غالبا البيانات نقاط إن

 بشكل عليها الاعتماد يمكن دقيقة معلومات استخلاص لغرض طرق إلى الرجوع

 الصحيحة. المعالجة لتحقيق ومعقول مؤكد

 المناسبة الإحداثيات باختيار بيانيا وتمثيلها الصحيحة المعالجة تعلم يمكن
 من مختلفة أنواع باستخدام البصرية أو النظرية للمشاهدة النتائج تلك وإخضاع

 عن واضحة صورة لإعطاء البيانات تلك تمثيل في المستخدم البياني الورق
 ك كذا يمكن و معينة صناعية بعملية تتحكم التي العوامل مختلف بين العلاقة

 معاملة أو معين متغير قيمة معدل لتحديد التجريبية أو المعملية النتائج استخدام

 معدل تحديد أو إيجاد مثل الإجمالية القيم بعض لإيجاد البيانات من مجموعة

 الصناعية. الوحدات من غيرها أو لأنبوب عرضي مقطع عبر سرعة

(Graph Paper)  البياني الورق2.6

 على بياتي رسم أو جدول شكل على التجريبية المعملية النتائج تمثيل يمكن
 عن واضحة غير صورة الأحيان بعض في يعطي قد الجدول شكل أن من الرغم
 الصورة يعطي البياني التمثيل أن إلا المتغيرات بين تربط التي العلاقة طبيعة
 سير في تؤثر التي الرئيسية العوامل وهي المتغيرات لسلوك والكافية الدقيقة
. الإنتاجية العملية
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 ويكون كافي بشكل وصحيحة دقيقة الأحيان أغلب في البيانية الطريقة تكون عندما

 البيانية الأوراق من العديد وهناك ، المعملية التجريبية للنتائج جيد تمثيل هناك

 كل بيانات لتمثيل يصلح الذي الصحيح النوع اختيار بغية لاحقا وصفها سيتم والتي
 حدة. على مسألة

(Linear Graph Raper)  الخطية البيانية الورقة1.2.6

 يمكن الذي الورق وهو الاستعمال في شيوعا البياني الورق أنواع أكثر وهي
 العددية للقيم متكاملة أي معالجة يمكن وبذلك مناسبة تقسيمات إلى محوريه تقسيم

 الخط معادلة إن معروف هو كما ، المناسب التدريج اختيار طريق عن للمتغير

: التالي بالشكل عادة تكتب المستقيم

(6)]••••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠mX -+-Gل=٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 

 مع التقاطع أي ، صفر تساويX عندماy قيمة هيG و الميل هوm أن حيث
. الرأسي المحور

: أن أيc=0 عندما الأصل بنقطة يمر أن المستقيم للخط ويمكن
y=mx

 فهي: البيانية للورقة الخطية التدريجات على للمنحني العامة المعادلة أما

»f(x).....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......(2-6)y
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(Semi-Logaritmie Raper)  اللوغاريتمية شبه الورقة2.2.6

: التالي النوع من معادلات المعملية التطبيقات بعض في تظهر

b
٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠0...........(3-6)y = e ر

y = ٨e"أو ح :

 من مجموعة منb و٨ من كل قيم على الحصول المطلوب كان فإذا
 البيانية الصيغة استعمال جدا المناسب من يكون, لا وX للمتغيرين القياسات

: التالي بالشكل ستكون والتي(3)-6 للمعادلة اللوغاريتمية
.:ln y = ln A- bx ٠٠٠٠٠٠٠٠٠(4-6)y = A ٥ ا-

Y=(+ mror

: أن بفرض وذلك
A=e  ؟

lny =Y

١٨A=C أو

 إن: حيث{ الجديد المتغير وبتعريفm=-b أيضا و

: التالي بالشكل تصبح(4-6) المعادلة فان

y =-b1+ر nA...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(5-6)

 مستقيم لخط هي المعادلة أن نرى(1)-6 المعادلة مع(5-6) المعادلة مقارنة وعند

 مع ومقطعه-٥ هو الخط ميل يكون سوف مقابل{ رسم وعند-b ميله

.ln ٨ الصادي المحور
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 أحد لوغاريتمي شبه بياني ورق على المعادلات من النوع هذا يرسم
 تمثيل ويتم خطي بشكل مرتب والأخر لوغاريتمي بشكل مرتب محوريه

 لوغاريتم حساب إلى الحاجة دون اللوغاريتمي الورق على مباشر بشكلy قيم

 بيانية ورقة علىX لاو من كل ورسم لا لوغاريتم حساب أيضا ويمكن لا قيم
 لا قيم لجدولة الوقت من الكثير اختصار على نلك يساعد وسوف خطية

 لوغاريتميا.

(Logarithmic Paper)  أللوغاريتمي الورق3.2.6

 النوع: من معلومة ما منظومة تحليل يتضمن الأحيان بعض في

 ب م
6) ن ، 6)•••••٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠CXل٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 

n أن حيث ,cاستعمال الحالة هذه في يمكن. عمليا تحديدها يندر ثوابت هي 
 د تحدي وبالتالي بيانيا العلاقة هذه لتمثيل مباشرة اللوغاريتمي البياني الورق
 المقطع هوC وn هو ميله مستقيما خطا النتائج تكون حيثn وG قيم

. صفر تساويX عندما المحصور
 صيغة بنس خطية معادلة إلى(6-6) المعادلة تحويل في يكمن آخر حل وهناك
 بالشكل ولتصبح(6-6) المعادلة لطرفي لوغاريتم بأخذ وذلك المستقيم الخط معادلة
: التالي

lny =Inkc"[=.:.Iny =Inc+lnx" or lny =Inc+lnx

 أعلاه المعادلة في وبالتعويض١ny=Y و٥X=lnx,C=ln وبوضع
: على نحصل

Y=٨٧+b
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 الخط مقطع هو@ و الميل وهوm=٨ أن حيث مستقيم لخط معادلة وهي

 هذه في ويمكن=0 عندما( الصادات محور) الرأسي المحور مع المستقيم

X تكون لا أن ملاحظة مع خطية بيانية ورقة على الرسم تنفيذ الحالة =  حتى0

. الأصل نقطة تفادي يتم

(6-1) مثال

: المختبرية التجارب إحدى في التالية المعملية النتائج على الحصول تم

٢ عد١ اقه رافة
 ا٨وكا اكمه كة افى،٤ن

y)" العهة تتبع أعلاه النتائج إن = cx)من تحقق لوغاريتمية. علاقة أي 

.m C و  قيم واحسب نلك صحة

: الحل
 طريق عن المعطاة العلاقة تتبع أعلاه المعملية البيانات أن من التأكد يمكن

X ) لاو من كل لوغاريتم بأخذ أو loglog)  لوغاريتمية ورقة على الرسم
: التالي الجدول في موضح كما خطية بيانية ورقة على ورسمها

-٢٤
 ح ا٦·،٣٠-٣٠٣ ر2.1518

 افة -ف،
 ااا٢اكه/نفة

٠د٢ت٤ اكيما٤ا ،
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 رسم أو لوغاريتمية بيانية ورقة على الأول الجدول في البيانات رسم وعند
 خط على الحالتين في سنحصل خطية بيانية ورقة على الثاني الجدول في البيانات

 ينتج: الرسم ومن مستقيم
n= 1.66

: وأن
c= 8.91 x 1٥-٥5

: هي العاهة أن أي

y = 8.91x10"(اس «)

(Propagation of Errors)  الأخطاء تكاثر3.6

 قياس عند الأحيان بعض في الدقة عدم إلى المعملية النتائج بعض تتعرض

 تحديد عملية في مستمرة بصورة تتكرر أخطاء ذلك عن ينتج مما المتغيرات بعض

 تحديدها أو تقييمها يجب التي الخطا مصادر من العديد عمليا.وهناك المتغيرات

 المصادر تلك تصنيف ويمكن ، العملية للنتائج تحديد أي إلى بدقة الإشارة قبل
: يلي كما

(Errors of Measurement)  القياس أخطاء م.

 ماء تدريج لقراءة مثلا فيزيائية تحديدات عن ناتج الأخطاء من النوع وهذا
 إلى تؤدي مثلا الطول بوحدات الطول مقياس فإن للقياس آلة وجود ولعدم
 للقياس أخرى أداة استخدام أو العينية المشاهدة طريق عن الماء ارتفاع قياس
. معينة بنسبة القياس في ملحوظ خطا وجود إلى حتما سيؤدي وهذا
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(Precision Errors) b. الدقيقة الأخطاء

 وكمثال الأجهزة قياسات في أخطاء وجود على مبنية الأخطاء هذه وتكون
 أن نلاحظ ، زجاجي زئبقي محرار على الموجودة التدريجات نوع ذلك على

 عدم وبسبب مثلا( م%28 معينة) درجة على بناء ستكون الزئبق قراءة
. م"(1) بحدود القراءة في الخطا قيمة تكون قد التدريج معايرة

(Errors of Method) c. الطريقة أخطاء

 درجة قياس في الإهمال عن الناتجة الأخطاء يتضمن الأخطاء من النوع وهذا
 فقدان أو الرجعي الخلط إهمال و المولي الجريان ثبوت فرض عند مثلا الحرارة
. الخ... الأنبوبية المفاعلات في الحرارة

 تحديد الأحيان بعض في الصعوبة من يكون بيانيا التجريبية النتائج تنفيذ وعند
 المنحنى. نوعية

 الصغرى المربعات طريقة المناسب المنحني إيجاد4.6
(Curve Fittings - The Least Scuare Method)

 المعملية النتائج في الكامل الانحراف وإلغاء المناسب المنحنى على للحصول
 طريقة باستخدام هو نمك لتحقيق طريقة أفضل قان ، التجريبية أو

Least) الصغرى المربعات Square Method)هذه تستخدم ما وغالبا 
 يتم سوف وبذلك المعملية البيانات من. لمجموعة مستقيم خط أفضل لإيجاد الطريقة

 أفضل تعطي التيm وc قيمة تحدد التي والصيغ المعادلات من اشتقاقها
: التالية المعادلة في لا وy لقيم الصغرى للتربيعات معدل

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..........(76)y=ر٦ -+C
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 ويمثلR ب له يرمز ولاX لقيم زوج معرفة من ناتجة قيم لأي الخطا قيمة إن
: التالية بالمعادلة وتمثل قيمة أي هوn ان حيث ,م ولا قيمتي بين الفرق

yر - m2, - c= h,٠٠.٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..(8-6)

 للخطا، موجبة قيم على للحصول و سالبة أو موجبة تكون قدR قيمة ان
: يلي ما ينتج حيث(8)-6 المعادلة بتربيع نقوم

yث} +mx?+e-2m,y,-2y, +2cmr, =R;٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...(9-6)

 بعضها مع جمعها وعند منفردة بصورة المعملية النقاط أعلاه المعادلة تمثل

: على نحصل

F o٥» يم$+:ز نءلأ, .لز$ »ومز±ء.يزغ غ-
m] m=] m] m] m] m] m]

: أو

 ث{.يالإ.بز نلأ.• نؤ«•. لأ-ته ه»
. الخطا مربعات مجموع يعطي الذي التغير تمثل الأخيرة المعادلة إن

 فيه تكون والذي مستقيم خط أفضل تعطي الصغرى المربعات طريقة إن
 قيمة أن الصيغة هذه وتفترض. يمكن ماً أقل هي الخطا مربعات مجموع

q  الخطأ نسبة تفاضل أخذ عند عليه الحصول يمكن ما أقل تكون الخطا مربعات

 للصفر التفاضل قيمة ومساواةm @و إلى
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 وي ء2«٤-:«2٤+.«.«2 .«{ء١2-6
3m . »=i »=i n=]

١3-6«٠٠..+2F».-2»Fءة2٨ -ء 
3c »=1 ٣-1

،c قيمة على وللحصول mمفاضلة أن أخيرا النظرية هذه تفترض 

 أي للصفر مساوية التفاضل قيمة عندما,تكون له قيمة أقل يعطي الخطا مجموع
 أن:

2F +:-2F+.».+2ء F+.=0 ٠0١٩-6١
n=] n= [=n ا

2 -ء2 +.لإ2 .+لإ«٨50-6

٤ ه-:و
n=٢

 ه-،ير
٠٤-.«,٥

n=]

 تز٠ ء-.

: أن ولنفرض

: أعلاه المعادلتين في بالتعويض

b-cd2ma-2b+2cd=0=.-. m=.٠.........(16-6)
a

2 Nc-2c+2m d = 0.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(17-6)

 نحصل الأصلية بالقيم بالاستعانة آنيا(17-6) و(16-6) المعادلتين حل ومن
 على:
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 -،2 ,ر,:-2 ء±2y ء٠»١٩-٥١
٨٤:-6٤٤٠٣

 _،22 .ر:(-•. )هلإ١-6١
8٤٥:-6%."

 من النوع هذا حل كيفية لنبين التالي المثال ولنأخذ ، النقاط عدد هوN أن حيث

: المعادلات

(6-2) مئال

: بالنقاط يمر مستقيم خط معادلة أفضل لإيجاد الصرى المربعات طريقة استخدم

 غ-' رزا قر ق أز ا=ا لد القة
: الحل

 التالي بالشكل الجدول نرتب

 بوا ياء خبة
٤ -١ا١٢ و
٢-١٥١٦قهب1- ا١=٥ع
 ا -حك٥قه1 العاة ووى

,٤s ا و  ارما سث±و± ±1غن±ا ر=ه
 ،(6-18) المعادلات في بالتعويض ،4 هو المسألة في النقاط عدد أن بما

: نحصل(6-19)
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»Yr.-Ex.»,)..m=  ز«E,= ع
(4)00.0517(-020680.39070103.907 م02245

 -د{3)ر- حب د١ أ,م'

(4)02.05)-(0.1)2 82-0.01

 م. y(.)ي2ايل•• ا)
}٤iنز2د(- .-

(2.0503.907(-0051701)000517-800935 جوم.73
 ع- مد ح د رم نه

(4)02.05)-(0.1)2 82-0.01
..y=097730.02245

. أعلاه المذكورة بالنقاط يمر مستقيم لخط معادلة أفضل وهي

(6-3 مثال)

V=b (m/sec)  مقدارها ثابتة بسرعة مستقيم طريق على سيارة تسافر
y السيارة تلك موقع ويعطى nزمن أي عند tnالتالية للمعادلة وفقا :

y n= b٥+ b tn ر
: كالتالي كانت القياسات أن اقرض

٢ -ذ٤اء٤٤٢ ١-٤- . اعا اة ر2ت
 تقطعها التي المسافة هوy و و بالثانية موقع أي عند الزمن هو ما أن حيث
 سرعة حساب لغرض الصفرى التربيعات طريقة استخدم بالمتر. الستارة

. (b)  الثابتة السيارة
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: الحل

 لتلكy ، قيم عليها تعتمد والتيXم هي ما أن نجد القياسات إلى النظر عند
 يمثل الذي المستقيم الخط معادلة لاستخراج الصغرى التربيعات طريقة نستخدم
 السيارة حركة معادلة

 اواء ر.ه،
 ٥ء عة١٠ ق
•٤١٥٨١ ي٢ ي
٢٤ 1مقو١ي وة
 ء١ فلا- ١لو± ى

: أن ونجد السابقة المعادلات نفس نستعمل لذا ،5 هو النقاط عدد

5(5)(6950-)0260230)31980-277034750 ي,g3 ".ر
 د3 دع ح دح د ،

(5)198)-(26)° 990-676 314 sec
-8, (98)230-(6950026) 243540-180700 62840 ,500127

 ه<2 دع ب، ح ع ي3م

 ه(5{198(-)26)314676-9907
• Y=200.127+8.821t,

-٥٠=٧=8.821"
Sec

. الثابتة السيارة سرعة وهي
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(Numerical lntegration)  العدي التكامل5.6

 غير بطريقة معين تكامل حساب الحالات بعض في الضروري من يكون

 على وكمثال المعروفة الاعتيادية بالطرق التكامل ذلك حل لصعوبة وذلك تقليدية

 أو(duct) مضلع جريان مسلك خلال لغاز الحجمية الجريان سرعة فإن ذلك

 تكامل بإجراء و الخطية السرعة توزيع فحص طريق عن حسابها يمكن, قناة

 حرارة درجة متوسط معرفة أيضا ويمكن معينة ولقيم التوزيع لهذا مناسب

 السطح عبر المقاستة الحرارة درجة لتوزيع تكامل إجراء طريق عن السطح

 المساحة. على وتوزيعها

 الموديلات أحد على الحصول عند التكاملات من صعب نوع ظهر وإذا

: مثل الرياضية

٩٢n ±  ه
x

 سبق التي المسائل معظم إن. عدديا حسابه طريق عن حله يتم أن فيجب
 الآخر مقابل الواحد المتغيرات رسم طريق عن بيانية بطريقة تحل أن يمكن نكرها

 قيمة لتعطي المنحني تحت المساحة تحسب ثم ومن خطية بيانية ورقة على
. المساحة تلك حساب طرق بعض مناقشة ستتم الفقرة هذه وفي التكامل

(Trapezium Rule)  المنحرف شبه قانون1.5.6

 أجزاء إلى المنحني تحت المساحة تقسيم مبدا على الطريقة هذه وتعتمد

 المطلوب الدالة تكون أن على منحرف شبه شكل على منها وكل التباعد متساوية
: التالية الخطية بالمعادلة تتمثل حدين من تتكون علاقة أبسط إن ، متصلة تكاملها

y = a +a, 3٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
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٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠••٠ (20- 6)



 معادلة تلك فستكون(a ,رaم هما) معاملين على تحتوي المعادلة تلك أن وحيث

;X ر,y١) نقطتين هناك أن اعتبار تم وإذا مستقيم خط , y2), (X)مة حساب فيمكن 
: يلي كماa و

3,y - 2y,
 أنث م=

,-2,

yو -ya,=-6-21.)مت{٠٠٠٠٠ )
3 -و3,

: فإنx=x5 وx=٦١ بينX ل بالنسبة(20-6) المعادلة تكامل وعند

l.-ww+l.02أ#٥--+(+% e،+،اد«أ-د إ 

: فان(21-6) المعالة منa1 وaم قيم استخدمنا وإذا

111=y-+,3+7ا(- y)=ذ (»+y-#y)
1

.J= (y+y36)••••••••2( ()ن-٦.)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠
=averageweightx height

: هي الواحد المنحرف شبه مساحة أخرى بعيارة أو

 الارتفاعx( القاعدتين بم)مجموع

. الحالة تلك يوضح التالي والشكل
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Aر 

٤1 ع ر

 للإحداثيات الحسابي المتوسط أساس على اعتمادها يمكن التكامل قيمة أن

D الفترات كانت وإذا بينهما المسافة في مضروبا Xأربعة هناك وكانت متساوية 

: كالتالي التكامل كتابة فيمكن منها

١= [yd =24r0, +2y,+2y, +2y,+y,)
x,

1
=-(y +2y, +2y, +2y,+y6-24)( ()و3 و-٦)٠٠٠٠٠٠٠٠٠

8

: يلي ما على تنتص والتي ، المنحرف شبه قاعدة إلى نصل وبذلك

٠02so+@(]2٠١+...@(+2"ا(+ erا=[ 

bو a n بين الفترة إليها تقسم التي التقسيمات عدد هو  إن حيث

192



(6-4) مثال

 القيمة مع وقارن التالي التكامل قيمة لإيجاد المنحرف شبه قاعدة استخدم
:. n=4  استخدم ، للتكامل الفعلية

 أ به،
: الحل

j  إهء ددو«-إ-!-ي
3 3 33i

: فإن والآن

a=1,b=2,n=4

: فان(25-6) المعادلة وباستخدام

Jx)=f0)=1 , f(25/16(=65/4خ(=/ , f(x,)=f66/4)-=36/16
f()=f(7/4)=4916, ftx,)=J02)=4

 م {م ح' ه٢ إ ه٢ _مت »ز2 .من,لإ-2 ه,٨/ و!2 الإلإ د. و«دءد
i ا128(4)81616162ا16
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٤

: المنحرف شبه طريقة دقة

 القيمة إلى يمكن ما أقرب النتيجة وتكون,h العدد صغر, كبيراn كان كلما

: هو المنحرف شبه طريقة في الخطا مقدار .إن الفعلية

(b-a)3 .,
26E)........٥)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠)"f و(6 ، د = 12n

. b a و c بين يقع عدد E و الطريقة في الخطا هو  إن حيث

: السابق المثال ففي

f(٣)= x° f"()=2

: هوE الخطأ فإن ولنلك نفسها هي الثانية المشتقة فإن2 و1 بينc عدد ولأي

E (2-1)٢2) (X2) 1
 ، د م د

(12 Y4)12)ق X16) 96

1 4و



(Simpson Rule)  سمبسون قانون2.5.6

 المساحة إيجاد على وتعتمد[f()dr التكامل لتقريب تستخدم طريقة وهي

: هي حدود ثلاثة على الحاوية الدالة المكافئ القطع تحت التي

2-y = +- ه a,3 -+ a,#' ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ .......(27- 6)

: النوع من هي التكعيبية الدالة أن نبين أن ويمكن نقاط ثلاثة تلائم أن يمكن وهذه

y = a ++a,x +a,x' +ax"٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-........(28-6)

 يبين وكما متساوية بمسافات بعضها عن متباعدة نقاط ثلاث خلال تمر والتي

(.6-3) الشكل

 المساقة هيh أن فرضنا إذا و المساحة نفس لها تكون سوف الثلاثة النقاط إن
 في هي سمبسون قانون بها يتميز التي الطريقة فان السيني المحور على النقاط بين

: التالية الصيغة بموجب جديد متغير إلىX تغيير

3, و-
59 ب د

 ة٠٠٠٠٠٠٠-٠---٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠-٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠•••••• ل(9)، )ن(
h
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Mا ر 
 ،٠ -اي لا

 م ج

، ا١٩ ذ١٢\٤٦-٤

١
٣

 م،«

T ٢ لإهمه  موواع ملوم Bي

 وقانون المنحرف شبه طريقة من كل باستخدام التكامل حساب(3-6) الشكل
: التالية الصيغة إلى المطلوب التكامل ستحول(29-6) والمعادلة سمبسون

y لا]».. س٠..٠(30٥-6١ =hا=[ 

 ا.إن,0-,1 تساويz عند الآن وهي لا3, لا2y ر ثلاثية إحداثيات وهناك
 في الموجود التعبير باستخدام تحويلها يمكن(28-6) المعادلة في الموجودة الدالة

: التالي بالشكل لتصبح(30-6) معادلة
32y=bم +b,2 + b,z +b,٦'٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠. ......(31-6)

,b3 الثوابت أن حيث b2, b, boدوال هي a3, a2, a, aoوهكذا 
: أن ينتج المعادلة فيz ل الثلاثة القيم تعويض يتم الطريقة نفس وبإتباع

y =bر -b, +b,-b٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(32-6)
33)...........٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.b ، ي ن ٠6)yو 

yو =bم +b +b,+6-34)••••••••٥ .و٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠)
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 وحساب(30-6) المعادلة في(34-6) إلى(31-6) من المعادلات تعويض إن
: التكامل

٢-٨ @أ٠٩+3+4جw ؤإ+جؤار- ب!، أبو!ء «اد .{إ{+0s م
3432-

: أن ينتج(34-6) المعادلة إلى(32-6) المعادلة بإضافة و

y, +y2=و b +2b,
: فإن(33-6 المعادلة) وباستخدام

y2ر- yو +y2و= b6-37)..ر....•٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...٠ )

• على نحصل(35-6) المعادلة في(37-6 و)(33-6) المعادلات وبتعويض

1 1=h/2y,+2(2ب- y,+4+بن(}=ا)د, y, +y)32h٠٠٠٠(38-6)
3 6

.·.1=(aerage height) x (width)

 أربع إلى النهائية القيم إضافة طريق عن الارتفاع متوسط معرفة ويمكن
 قانون تطبيق .يمكن6 على النهائية النتيجة وقسمة المركزية للقيمة إضافة

: أن بحيث للأخر الواحد التكاملات إضافة و ثلاثة نقاط مجموعة لأي سمبسون
]»

I=[yd=-(y +4y +2y +4y, +2y,+4y+y,), -٠٠-٠(٦39-6)
18٩

 فتصبح نقاط لتسع القانون تطبيق أيضا ويمكن7 إلى الفترات قسمت إذا هذا
 أعلاه: المعادلة
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11=[y4+ب y +3y +4y,+2y, +4y+2y +4y+y](-٦)٠٠-٠(406)
24

 متصلة دالة هيf أن بفرض وذلك العامة بصيغته القانون كتابة أيضا ويمكن

. (a , b) ,a] الفترة على الرابعة الرتبة حتى للاشتقاق وقابلة b]  الفترة على
 هوn إن حيثh هو منها كل وطول المتساوية الأجزاء منn إلى الفترة نقسم
· زوجي موجب صحيح عدد

,٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ و =b3 =a a+h= و3 ر

[»«

, ٨b-a
n

: التكامل يمثل أنه إذ

: التالي بالشكل القانون يكتب وبذلك٨8-٠٠٠٠٨٦,٥A,2 المساحات مجموع

hا 
(٠41-6(]-٤)2f(x,,)+4ft,)+f+-٠(+-2/(x,)+4/(x(+٢)dr='[f@x)+4f[ي)( 

 ه3

· زوجي صحيح عدد هوn إن حيث

: يلي كما' سمبسون طريقة استخدام" عند الخطا يقدر

، ('a)ن- 
J'(c) ج(6 ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....(42E =

180 m

.b a و G بين عدد هو  إن حيث
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(66) مثال

 يد{
 جد

. n=8  مستخدما "+اة التالى التكامل لحساب سمبسون طريقة استخدم

: الحل

,,b-a_1-0_1
 د« ، ،

n 8 8

: فإن الدالة ومن

f()=1 ,f(3)=8/9 ,f@)=8/10 ,f@)=18 ,f@x)=8/12
f(4)=8/13 ,f(x)=8/4 ,f(x)=8/15 ,f(x)=8/15

9 ر2,15,14,13,12.11 .ج:او-إيما4 ج:إ$:4 ،ج43) ا; 10x  ج1+2٠
=06932

(6-7 مشال)

dxو 

: التالية الطرق باستخدام إ -وي التالي العددي التكامل قيمة أحسب

. الاعتيادية التحليلية الطريقة )ا(
 نقاط(.3) المنحرف شبه طريقة )ب(
. نقاط(9) المنحرف شبه طريقة )ج(
 نقاط(3) سمبسون طريقة )د(
 نقاط(9) سمبسون طريقة )ه(

. المستخدمة الطرق في الخطأ نسبة بين وقارن
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sinh z =x
dx= coshz dz

: الحل

: إن لنفرض )أ(

: أن أي

2on-زكز-، يجج ،-{ء]-ز٩ 
 ة+'x41 ة+'sinh'z1 ة

: يلي وكما نقاط بتسع للدالة جدول بعمل نبدأ )أ(

1+٦2

(b)1=y +2y +y, =1.0000+-2(0.447223+0.242542.1369
1(c)1=-(y +2y +2y +2y, +2y, +2y+2y, +2y+)
4

-(0894s07o71405547304477220.24250+1.0000/-=!٨. إ,ري ١+-
4 2/037138+0.31623027473

=20936
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1(d) 1 =-(y, + 4y - وy,)(3+ و ±,)
6

= "(١.0000 +1.7888 +0.24254 )(4-0)= 2.0209
6

1(e)1 =(y, +4y2+ر y4+و y,+2y, +4y2ج+ y, +4yيب +yو()و-٢ ,)
24

="(1.0000 +0.24254)+4(0.٦٥711 +0.447722 +0.31623)
6 3

+4 (0.27475 +0.89445 +0.55475 +0.37138)= 2.0941
3

 الطرق من مستخدمة طريقة لكل الخطأ نسبة يوضح التالي المقارنة وجدول
. التحليلية الطريقة مع بالمقارنة أعلاه المذكورة

 عقار» ا ١لمة وبتي
١٠٠-٠٤١ د
٠+٢=, رلة

-- -٦٥-٠٠ ١٠٠
 التكامل لحساب طريقة أدق هو نقاط(9) سمبسون قانون أن نستنتج هنا ومن

. المطلوب
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 العددية الطرق باستخدام الأولى الرتبة من التفاضلية المعادلات حل6.6

 معروف تحليلي حل لها يتوفر لا الرياضيات في المسائل من العديد هناك
 بصيغة يكون قد والجواب مملا التحليلي حلها يكون أخرى مسائل وهناك

 حاسب استخدام طريق عن إلا إليه الوصول يمكن لا والذي منتهية غير متسلسلة

. آلى
 من الأول للجزء منطقي حل لإنتاج الوحيدة تكون قد العددية الطريقة إن

 المسألة، من الثاني الجزء لحل كفاءة الأكثر الطريقة تكون قد وربما, المسألة

 قد والصورة التحليلية الحلول بعض في التعيين صعبة هنا تكون قد والأخطاء

 تعاقبي تقريب أساس على تبنى العددية الطرق لأن المعالم واضحة غير تكون

 عدية حلول أنها على تفتر أن يمكن السابقة والطرق سمبسون قانون فأن لذا

: الصيغة من والتي الأولى الرتبة من تفاضلية لمعادلة

dy
43).......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.()=(6 ا ،

dr
 بسيطة. ليستf(x) الدالة كانت إذا مفيدة تكون الحلول وهذه

 كان السابقة الأبواب في تناولها تم التي التفاضلية المعادلات من العديد إن
 والمتغيرات خطية غير التفاضلية المعادلة تكون عندما ولكن ، حلها بالإمكان

 من هي والدوال للحل السابقة الطرق من أي استخدام يمكن لا ، للفصل قابلة غير
: النوع

dy

- ة f(٠,y)

 وتدعى جبرية هي الأولى, النوع هذا من المعادلات لحل طريقتان وهناك
'. كوتا- رانج" طريقة وتدعى عددية هي والثانية' بيكارد' طريقة
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(The Picard's Method)  بيكارد طريقة1.6.6

: النوع من التفاضلية للمعادلة حدية ظروف فرض يتم الطريقة هذه وفي

(44-6)٠٠٠(y,٢)4أل٢
dx

,aيمكن أولي كتقريب و للمعادلة ممكنا الخاص الحل =لجعل y =b  مثلا

: أن بحيث المعادلة من الأيمن الطرف فيy محلb يحل أن

dy ()
= f(٢,b)٠٠٠ (45 - 6)

dr
: على لنحصلx ل بالنسبة(45-6) المعادلة نكامل ثم

y" = [f(x,b) dr ٠٠٠٠٠٠(46-6)

 الأيمن الطرف فيb محلn بوضع لانهاية ما إلى العملية هذه تستمر أن يمكن
: التالي بالشكل(45-6) المعادلة لتصبح

(6-4٦)٠٠٠٠٠٠y" )dr,٤)f[=ء"»ر"( 

 أخر مرة الحدية الظروف ,نستخدم(47-6) للمعادلة التكامل إكمال وبعد
. التكامل ثابت لحساب
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(68) مثال

: التالية التفاضلية للمعادلة الحل لإيجاد بيكارد طريقة استخدم

dy x°-y
 د د

dr x 9 x=1 y و =  ا

.x=2  عندما قيمة أوجد ثم

: الحل
: فإن المعادلة من الأيمن الطرف فيy=1 بوضع

٤2-1d«)
 د ج

xdr

11 ١n++c=٠ "لا اخ-«/أ=4 -ف+ج 2x

: أن ينتج المعادلة في تعويضها وx=1 "»رعندما=1 بوضع والآن
1C,=-
2

: أن نستنتج المعادلة من الأيمن الطرف فيy"" بتعويض و

2 1 1 ٥x'-lnx) 1 ln±-)+-(3,ر) y 2 2 x x
 د مي ، مد ، ، -د

dr x 2 2r x

: على نحصل الأخيرة المعادلة تكامل وعند

٢° 1 1 ,C+("٤n+-)٤hn--(2ر) 
4 2 2

c : على نحصل المعادلة في أخرى مرة الحية الظروف وبتعويض =و ،،3
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3 1 1 1.•. y(2) Ln-% بر-+ x+-(١n x)
4 4 2 2

 على: نحصل فإننا(X) ل أخرى قيمة تعويض وعند

3 3 3 1 1 5(x"--Inx+-(ln r)--(ln+-(3ا 
8 8 4 4 6

: أن نجد =ر2 قيمة تعويض وعند

y (1)= 1.807, y (2) = 1.644 , y (3) = 1.670

 تكاملها بالإمكان المعادلة لأن معرفته يمكن الصحيح الجواب أن الواضح من
: تحليليا

d-(-y)d=0=ر- د xdy=(x.:.£ي_±- 
x

 للمعادلة الخاص الحل فإن ولذلك التكاملي العامل بطريقة حلها يمكن المعالة وهذه

: هو
1 د2

 ل= لإ+
3x3

=X قيمة عن التعويض وعند : على نحصل2
y = 1.667

 هو: الأقرب الحل إذن
y (3) =1.670
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(The Runge - Kutta Method)  رائج-كوتا طريقة2.6.6

 المعادلة صحة يحقق الحل أن وبفرض(xم,yo) النقطة من بدا

h+X) متواصلة فترات سناخذ ،(6-44) =Xقيمة ونجد(٥ yإن حيث hهو 

 له واحد كل المنحنيات من مجموعة من سيتكون المعادلة حل إن ، محدد ثابت

 م يلي: ما هو الحل سيكون ولذلك التكامل لثابت معينة قيمة

y=y+-(k, +4k, + k,).٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(48-6)
6

,,K إن حيث k2, k3التالية المعادلات من تؤخذ :

k, =hf(3٥, y)
1 ١k,=hf(٤+-h,y٥+-k,)
2 2

k ٦٨)hf= ر +h,y٥ +2k,-k,)

 يوضح التالي الشكل وإن ، الثالثة الرتبة من -كوتا راتج بصيغة تعرف وهذه
. الطريقة هذه عمل كيفية

١

٤
»0 wt hع 

 التفاضلية المعادلة لحل -كوتا رائج طريقة(3-6) شكل
206



dy x-ر 
 حهر

xdx

: الطريقة بهذه السابق المثال بحل سنقوم ذلك على وكمثال

at x=1 , y=1

 =ر2 عندماy قيمة وإيجاد

: الحل

h = 1  أن سنفرض

(1)°-١..k,=f(1,l)= =0
x

٠/-»١ .إ+١ -[ر»إ+«.±( 222
3 رء9 م5
،، s 2  )و(4 ه5

 ي ج د= د_3 ح
64 33332

222

٨8
٤٠ او=,٦٠١+٥ -ر% د[ه0 جقرخ. 3236

1..y=y +-(k, +4k, +k)
6

-1٠٠ ي+١3 -ا١٠3"٠ ا-)ي٠ لإ٤ ا-)٠٩٠١ م» 36 36 3 36 36

. التحليلي للحل مشابها يبدو والذي
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 تمارين امثلة7.6

(CC4)  الكربون كلوريد رابع لمادة البخاري الضغط لقياس تجربة في1 س
: التالية القراءات أخذت, الحرارة درجات من مختلفة لمديات

 ,م% الحرارة درجة
 ملم و البخاري الضغط

 زنبق

s»٢٥٥/ ودهة ر حذ
] انت٠٠٠٨٢700١

 درجات من صغير لمدى كلابيرون- كلوزيوس معادلة إن معروف هو كما

: طى تنص الحرارة

-٥Hln P=±+C
RT

 التبخير حرارة هيH٥, زئبق(و )ملم البخاري الضغط هوP أن حيث
 خل من٠( )كلفن الحرارة درجةT و الغاز ثابتR و ثابت هوC, المولية

: أوجد خطية بيانية ورقة على النقاط رسم
.(٥H )  المولية التبخير حرارة-1

.(C)  الثابت -قيمة2

: التالي الورق علىt,F بين العلاقة رسم عند2 س

.F=ae"1هي والدالة لوغاريتمي شبه -ورق 
. F=at  هي والدالة لوغاريتمي ورق-2

 يمر مستقيم خط على نحصل الحالتين في

 أوجد].t=30,F,=0.05[ و]t=15,F,=0.238 بالنقاط[
 ؟ الحالتين فيt,F بين تربط التي المعادلة
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 تركيز تغير يمثل والذيAB كيميائي لتفاعل التالية المعلومات سجلت3 س

 التالي الجدول في مبين وكما التفاعل بداية من وذلك(t) الزمن خلال(A) المادة

: التالية بالصيغة عرضت و التفاعل هذا ميكانيكية اقترحت لقد و

C٨-C٠ p[ ت] ي
C ٠٠- C٨٠

: الشكل ذلك يوضح وكما التفاعل ثابت هوk حيث

 مول/لتر

cA osم { r &م

CA

 ACم

»nمه_ 
، ، ،

٢

. الصيغة ستحقق هل, لوغاريتمي شبه بياني ورق على المعلومات هذه رسمت لو

 ؟(k) قيمة إيجاد مع ذلك وضح ؟ المقترحة
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: للمعادلة وفقا(Pr) برانتدل عدد مع يتغير(Nu) نسلت عدد إن4 س

Nu =aPrnالتالي وبالشكل التغير لهذا التالية البيانات تسجيل وتم :

٢م٤١ق٨١«٤1ء م «ا1 دذ٠6١د
 ٨ا او» لفقاته قمة ا قدد ا ع لخا

a قيم أوجد , nباستخدام المعادلة صحة تحقق التي :

 الخطية. البيانية الورقة على الرسم-1

 ى. الصغر التربيعات طريقة-2

 بين تربط معادلة أفضل أوجد, الصغرى التربيعات طريقة باستخدام5 س
 التالية البيانات تمثلها والتي فيه الحديد محتوى وبين حديدية سبيكة معدن كثافة

/gm[ السبيكة كثافة يمثلX إن حيث cmفيها الحديد محتوى لاهو ]و 
.[ percent]

 ق2ا5ا لمذر٤أ١ ا٥ذ افذ اد عخ د خذ
 ت٤ا ا خ ا غ ااد٤ك ذ لذا5ت 1د

 طريقة مستخدما التالية بالنقاط يمر مستقيم لخط معادلة أفضل أوجد6 س

: الصغرى التربيعات

1-02,0),03,4), (4,10),(5,16)

2-(5,8), 00,6.9),015,62), 020,5)

3-09.6,1.0),(8.5,2.3),07,2), 00.7,7),(- 1.09.7)

210



T K الحرارة درجة مع يتغير الجرافيت لمادة  الحراري التوصيل معامل إن7 س
 التالية المعادلة وفق

k= k,+ aT

 درجة هيT و "ث( بال)مم. الحراري التوصيل معلل هوk إ حيث

: التالية البيانات تسجيل وتم(C) المطلقة الحرارة

٢». افا لو معد ر ة ر ة
 لحفداء»٨٢٤ ا وأد لعدا

. (k)  ل معادلة أفضل أوجد, الصفرى التربيعات طريقة باستخدام

 شبه طريقة مستخدما المعطى التكامل احسب ،5 إلى ا من التمارين في8 س
: المنحرف

،« Fsو ,n=
3' d

n=3»#ه » n=4, مم 4Hب  و

٨2 2٤,  م3+1
1،F r ت و-م، ,n=9[5) ةع
01+٢

 طريقة مستخدما المعطى التكامل قيمة احسب ،10 إلى6 من التمارين في9 س

• سمبسون
% dع 6 =ي]•=4 ٥٠+٢+]

 أرو نله.

 أ٠=

2 dx

7 ا;إ  ر+

,n=4
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,n=8

 تهزوا
 ر د

r 2ة

٥ م;» تتر '1+

,n=4

,n=2



dxو 
 إ ،ه ر

dy ر لا  ج٢
xdx

x=2

y=2

x=2.2

 التالي التكامل قيمة احسب10 س

: باستخدام العددية بالطرق
( نقاط9, نقاط3) المنحرف شبه طريقة-1
( نقاط9, نقاط7, نقاط3) سمبسون طريقة-2

.(2) و(1) من كل في المحصلة النتائج دقة بين قارن ثم

: أن أفترض11 س

: عندما أنه و

: فإن

: عندماy قيمة أوجد

: مستخدما

 بيكارد -طريقة1
 كوتا- رائج -طريقة2
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