
 والتكامل التفاضل ثالثا:
 الأول الباب

 النهايات
 قاعدة من بأكثر المعرفة الدوال نهاية

 عير المقدار أن ص="نجد بالمعادلة المعرف المنحنى ندرس النهايات مفهوم لدراسة

 ا من تقترب قيم نأخذ المنحنى هذا رسم ولمحاولة ا عندماس= معرف
 د

 اليسار جهة اليمين جهة
<٠,٩/٠,٩٩\١١٠٠٠١/١,٠١/١,١١٠,٩٩٩١ =

٢١,٩/١,٩٩/١,٩٩٩١<٢,١/١٢٠٠٠١/٢٠٠١ د)س(/ =

- اسر م مي ر. بد. ه ه (٣) العدد من المقدار يقترب وأكثر أكثر )ا( العدد من س تقترب كلما أن نجد الجدول من
 ا س-

: بالأتي جبرياً ذلك عن ويعبر واكثر أكثر
١'--.- س-ا. ٢ هو ا إلى تؤول س عندما ك المقدار نهاية ويقرأ =ا نهاس،

 س-ا س-ا

 ملاقت:
 النقطة هذه عند الدالة قيمة يعني لا نقطة عند دالة نهاية ا(

٩- س  )س(=٢ د ،٣ =س+ )س( در مثلا:
٣ س- ٩ س'-

٣ س- ، }-.
٣ عج اس

٣= س عندما

٦(=٢ )س+٣ =نهاء )س( نهادا'.٠

٦ د)س(=٣ نهاس،

٦ دم)س(=٣ ء نهاس

٦=٣+٣ )س(= ،دا

 معروفة غير ،د,)؟(=كمية

٧ دم)؟(=

.(٢ ،دم)(٢ تساود,) لا٣ غدماس )س( ،د- )س( د, نهاية.•



. واحدة قيمة إلي يؤول واليسار اليمين من الاقتراب كان إذا ما نقطة عند وجود لها الدالة نهاية(٢

٣s  عساس إد' مد:
= د)س(

٣ 2ج س عندما١ اس-

»« و د من أفتربت وكلما ه العدد من الدالة أقتربت اليسار جهة من٢ العدد من س اقتربت كلما: نلاحظ

.٦ العدد من أقتريت كلما اليمين جهة من٢ العدد

٦ ،٥ هما مختلفتين قيمتين من الحلة تقترب٣ العدد حول س تقترب كلما:.

. وجود لها ليس ا إلي تؤول س عندما الدالة نهاية.٠

1 عندماس<

 ا> عننماس

• ح كان إذا• الخلاصة

= )س( د ;ذ
 ق)س(

 قرس( ا د)ا(=نهاس+•• اتبد)ا( يمين علي التي الدالة نهاية فان:

 ل)س( =نهار+ا د)ا(.٠ أتكتبد)ا( يسار علي التي الدالة نهاية ،

 =ا عندس نهاية لها الدالة فإن =ل د)ا(=د)أ( كان وإذا

 =ل د)س( نهاس+ا••

٢= س عنلما
٢ س> عندما٢ س-

٢٠ عدما، .، درس(={ نهاية وجود ابحث مثال:
 سن< الي

 ي الى

٦=٤١٠=٤ س-٩٢ نهار(=2 د) اليمني النهاية
٦=٢-٨=٣ س'-٢ برء =نها د)؟( اليسري النهاية

٦=(2 =د)(2 د)٠:

٦ د)س(=٢ نهاس،••



 د)س( نهاس أوجد-
٢ س> عندما

٢ نماس<

٢- س٢+ س'
,٣

 س د)س(= كان إذا مثال.
 ن

١ا س-٢

 ألحل

(٢ )س+ )س-ا(
 ن

(1 )س+ )س-(
٢- س٢ س'++

٢٠ +=نهاس١ د)ا(=نهاس،
- ن

٤(٣ )س+
٢ ر== =نها ٢ )س+ا( س+

٢=١-٣ اس-ا=١ ء )ا(=نها د ،  ما

= (=د)(١ .د)٠

 د)س( ، نهاس، أوجد-
• س< عندما

 س>· عندما

 س4 حا
 ن

 ر»-{ د كن إنا مثال:
 +حثتا؟س٢

 الل
٤= حاس د)·(=نها  من د م ي

 من
٤=١+٣=٠ +حتا٣= اس +حتا ؟ م د)·(=نها •

٤ (=د)·(=٠ د)
4 د)س(= نهاس+،:'.

 د)(٧ (نهاس،4

١+ س
 مد-ا٢ در(-م كن ند مثا،

 س تبوء،» فخمة
 د)(٠ (نهاس+٣

 الخط

٢ ا>س>
 ا>س>ه

2> ه>س
 د)س(٠ ؟(نهاس،

٢ +ا=١=١+ نهاس' د)س(= نهاس،.ا )ا(

 =ه١-٦=١-٢٠ =نها )؟(د)؟(



٥ +ا=٤ س+ا=٢ م د)؟(-=نها  مد

 =ه(٢ (=د)٢ .د)٠ ه= د)س(٢ نهاس،••
٩=٤+٥=4 دس+ (د)ه(=نها٢) 4 مي

١٤ -ا=١٥=١ داس- (=نها٩ د) » فن

 ةد)ه( .د)ه(

 وجود لها ليس د)س( ه نهاس،.٠

١١=٤+٧=٤ س+٧٠ =نهاس د)س(٧ ء نهاس )؟(

, ب عدما اما ح حاه رد٩ ·• ان+ • غدس= من د)س(=ا كان إذا مثال:
• س< عندما حتااس+٣

 ألحى
٤ را=٥-٩ د= ونها د)(=نها جاس أس ٥"4 س'4 ما  س ر

 -د)·(٤=١+٣= اس +حتا٣ د)·(=نها

٤ د)س(=. نهاس، .،

= س ععد ط.
+ س> عندما
 مريه عدما

 حاس٣٢ ٤،
 ا جتس درم(={: مثال

 رس(
 ألحل

.- ط ١٧٢-٢ حاس=٢-٢ ع =نها د)=(
٣ س٢

- حار  ر د ، د ي در±(-١ )س( ر در±انها

٢ )ذ-س(»٢

 د)س(=ا م نهاس،.٠



 )ا( تمرين

1 س> عندما

١ س< ععدما

٢- س> عدما
 د)س(٢ نهاس،. فاوجد

٢ س<- عندما

 ا مريه عندما
 د)م( نهاس، فاوجد

 ا> س عندما

٢ ج س عندما
 د)م(٢ نهاس فاوجد

٢ س< عندما

 ا عج س عثما

 ا ة س علما
 >صفر س

• من=
• س<

٢ س+ ،
oدرس(={ كان: إذا 

٣

2 س'+..
 درس(={ كان: إذا(

٣ اس-+

 س-ا4
 م در(={ كن: إذا٢

3 س'-
 در(={ كان: إذا ر»

٣
 س-ا4

 درس={ كن: إذا(٥ ر
٣

 مر بغا،د«»-{»

 د)س(١ ج نهاس فاوجد

 نطاقها في نقطة أي عند الحقيقية الدالة نهاية ناقش)(

22 س2 ­ا
٣> ا>س

٣= سي
• س>>٣
2٧ س2 ه

 س'
١+ آس  ;؟

 دس١٢
1٠٣- حار.

٣= عندس ")نأ درس(=: كان إذا)»
/٣- اس

 س طاس­
 نحن :درس(ء{ كان إذا(0 ر

 ا "اس-
 س>· عندما

•= س عثد
• مس< عندما

٢ س> -ا> عندما

 ه2 س ج٢ عندما
 ·;إمن :در»-{ كن إنا0

 ا

٧ س-٣



 رالمستمرة( المتصلة الدوا
 فراغات. أو قفزات به ليس البياني شكلها التي هي: المتصلة أو المستمرة الدوال

 س س بثق

 مستمرة دلة
 مرا د)س(=}
( )المقياس

٦- س٢+ س'
٢ من-<= درس}

 مستمرة ليث

 مستمرة د)س(
 س= دس(

 )ئريبية(

 توضيجص: مثال
٢= تدماس الدالة هذه اتصال إبحث4 س+٥+ س٣ =س" د)س( كانت إذا

 ما د)س<
 مستمرة( )ليصت

 الحل

١٠=٤+١٠+١٢-٨(=٢ د) نوجد ا-

١٠=٤+٢٥٢('+2)٣(-٢ د)س(=)٢ نوجدنها-٢

٢ عندس= المتصلة الدالة:. د)س(=د)"( نهالى, ان نلاحظ

: الدالة اتصال شروء
 أ= عندس معرفة د)س( اء

. وجود )ا(لها اود الدالة نطاق د ا أن بمعني

 =أ عندس محدودة نهاية لها د)س(-٢

 د)س( نهارا·= د)س( ا٠ نهاس أي

 د)س(=د)ا( نهار.ا ا-

 نوجدد)أ(. ا.

. د)س( نهاسءا للدالة اليمنى النهاية نوجد٢

 د)س(-١ نهاء للدالة اليسرى النهاية نوجد-٣



 =د)أ( د)س( =نهاس+ا د)س( نهاس+ا كانت إذا
 ا= عندس متصلة تكون الدالة فإن

 المبينة.- النقطة عند الآتية الدوال من كل اتصال ابحث مثال:
 ه

١ د)س(= أ( =أ س عندما

 ا= س عندما س+ه٣ د)س(=س' ب(
 =ا عندماس د)س(=جتاس ج(
 =ا س عندما٢ د)س(=آس_ د(

 الحل

١٠ .د)أ(=٠ ١٠ )أ(درس(= =أ س عند

 متصلة. الدالة.٠

 متصلة الدالة..

 متصلة الدالة.".

 متصلة الدالة..

 ا٠ د)س(= نهاس+ا.٠

١٠ د)س(= د)ا(=نهاس+ا.٠
 عندس=ا اس+ه )ب(د)س(=س'
٣=٥+٣ د)ا(=ا-

٣-٥+٣١ د)س(=١ نها. 4 مي

٣ د)س(= نهاس+ د)ا(=:.

 =جتاس د)س( )ج(

 ا د)ا(=جتا
 أ جتا= د)س( نهاس+ا ،

 أ =جتا د)س(١ )ا(=نهاس .د٠

٥ عدس=٦_ »د)س(-\ن٩)
٦٢ \٥_ دره(=

٠٧-٣ س٠٠ ،نهار
٢٧ د)س(= ه نهار، :.د)أ(=

:- المتصلة الذوال من: ملاحظة ،



 س" ،T +نT- لكلس متصل ،د)س(=طاس٠ لكلس متصل د)س(=Vس
. المقام اصفار عند عدا ح في متصلا يكون ومقام بسط علي تحتوى التي المقادير ، ح في متصل

. متصلة غير الدالة

1 متصلة غير الدالة تكون تى ت
. معرفة غير الدالة فإن /ح كانت إذا )ا(

٢ عماس= =)_ة درس( مثلا:
 معرفة. عير -.+/ح٥٢\-٢ د)

 ا= س عندما نهاية لها ليس الدالة كاتت إذا(2)

 وجود لها ليس آ= نهاس مثلا:
•٢ س-

 اد)س( نهار د)أ( كانت إذا )؟(

 ا-د)س( نهاس اد)س( نهاس كانت إذا)(

 فقط. يسرى أو فقط يمنى نهاية للدالة كان إذا )ه(

 ر

• س=
٢+ س'

 م= د)س( حيث٠ عندس= الدالة اتصال ناقش: مثال
٥

 الحل

٢=٢+٠ -د)س(=س'= ،نهار
 د)·( د)س(. نهار لأن متصلة غير الدالة

٢=٢('+٠ .درس(=) نهار
 القرض من (=ه٠ ولكند)

٢+ +س س' س>-ا
{ د)س(= حيث =-ا عندس الدالة اتصال نقش: مثال
 بر3،

 الحل

٢=٢ (+)-ا(+١=)-٢ +س+ -س .ا د)س(=نهاس١. نهار

١-x ٣= س٣, =نهاس .د)س( نهاس

. متصلة ليست الدالة اد)س( نهاس اد)س( نهار

١ ه ٢ >م< نل حيا -
١
٢

-٣ ل-
 آ عدس-{درس-إ الدالة مد بث• مثال
 ن ؟ ،



٥١  ح من حي
٢

١ ٠- م<
 +ب -من و

٢ إ عدس=+درس الدلة اتصى ابحث: مثال
 ن

 س٣
 الل

١  م )س(=٢
١١ ٢= (=ب)٢ د ٢}

2 إ= )س(=٢ د+ نهاس+
 و

٣ + =-س در)س(

١١٣ ١=.+= دو)( ٢٢٢
.١٣  ا=+- ا)س(= ج ء، نهاس

٢٢

٣ عج س

٣= س

 د)س( نهاى-ري(# دا)س( نهاس-رج(-".٠
( )مستمرة متصلة ليمت الدالة.•.

- من م مج٢١ آس'+س-
، م, د)س(=م٣ غدس= الدلة اتسل ابحث مثال:

٩
 ألحل

 +د(-ليجي:" تهدء
٦١٣+٧(٧ ()س+٢ )س-  مد{أ} ب ح ح ح

٣٦+٣(٣ )س-؟()س+
٠٠١٣ (٢) د)؟(=٠ ،

٦

. مستمرة ليست الدالة.٠ (٣ د)٣ د)س(٣ ء نهاس..

 ا ج ندمان

٣> ا>س

٣< غماس

 وه.سزغة
 لأدل

٠٣ ٢• ب+ آس )س(= ا-د= س عند
٣٧ +=٢ د,)ا(=
٢٤



٣٧
 =-٤-٠+ آس(١ نهاس-ر نهادا)س(=

٣ سي٣ب

 آذه رم نهاء= نهاد،)س(
 و٣ بن

 مستمرة غير الدالة.•.

• إ
«

 -ه )س(=س :."دم ،
•. اء'٠.

 =)ا( عندس نهاية للدالة يوجد لا.٠

 وبم
 ا٠ ،س س )س(=٢ د

- ء,٣٣
٢;٣١ ا(=ب= دب)  بن ه +يم0 إيد( يعد_٢

 ي مم= د)من(= نهاس،»
٤=٥-٩ )س(= دم٢ نهاس+ر ،

٢= س عند

. مستمرة ليست الدالة.".  )س( د )نتر=بها{ههم د نهاهمج(.٠

:- نقطة.مينة غد الدالة، اتصال عم إزالة كيفية ،
٢ ج س٤ س مثلا.د)س(= 1 ر

 د

 اسسه«سقتم. من للذسد تلز ند»
٢4٠(٢ ()س+٢ )س- ٣ س+(٢ )س+ )س-؟( =ا• )س(=

٢= س السابقة الخطوة من الناتج في نعوض ؟(

٢٤+٠٢  د)ا(=ئ=...
٣٥+٢

 قر±ة من باكر مرفة رمش غ سدانة نضع(٣

٠(\).-

٢ '·س;
 ب

٢ س=

+_ س٩- س م٤. س'٤ :بد  _ي-{٤٠
 د



 متصلة تكون حتى المعينة النقطة عتد الأتية الدالة تعريف اعك• مثال
،

 در(-من'
 الحل

 س--ا لن,بط درس(=

١ -+س =لعا}إجج(

١ س=.

٣=-١ا-١-٧٢= د)س(.٠  =-ا س بوضع

 جا س

 -ا= س

 +س-ا س
1 س+- .. }-٤٠

1 و- س

١=- س

٢ +ن. ء
،

 حح س(=إ ع عتت إنا مثال:
٣ د

 الحي

٠٠٠-٢  البسط مرافق في والمقام البسط بضرب أ٣ا د)س(=

. ا )ش@ €ش+؟ د)سا٠,+r) س جيج/, جتج:٢ب٤ .ومى..

٥ د د د  «ممس- م 6ك -ر
 ٠ا٤-٦٦4٦٤ د)(-٠٠ دد د ج

 ي٢ ا٠+ى

, }-٤
٤

• ج س عند

• س



2٢ س عندما
٢ س= عند متصلة

٢ سه عدما

 أمن

،1" س(-إ د حيث د الدلة كقت إنا مثال.
 ن ا الثابت قيمة فأوجد

 الحر

 متصلة الدالة.٠

 د)س( رص( نهار د)س(= ر( نهار،..

٢'= =نهار+رم" نهادا)س(• ،
 ل

٤٤٢ مد _إ د٢ ه١= ا-س =نها..مر )س( نهادا ،
١ ب أ« ٢٢ ي ،

• ج من

• مي=

(١. "طد .راجا  ن

 مجج درس-{ عن اذا مثال:
9 تي د

•= عندس متصلة الدالة لتكوين ك قيمة اوجد

 الر

١. -٢ح جتا'٢ د)د(=نها نها · س ر ، يهم
 فن

 أ٢ =جتا جتا'أ-ا٢٠٠

 -اس =جتا -آس»٢ =جتا1 ط-آس. جتا"٢
٤٠٤٢

 -ي جتا س٦ ط

 فن

 جتا س٦ ذ-
. نهار+.=نهاء ،.

٣- تن± تعا-نهاء. عتا) نهاء..•
 صفر= س عند متصلة الدالة تكون لكى ،·.

1= ك ،. ٣-٢+ ك..  نهاد)س( د)·(= فإن



 )؟( تمرين

 س=ا عندما د)س( الدالة اتصال ابحث ما='
 ا س<

٢ -س+ س..
 درس(={ كان: إذا(

 اس

٣ لج س

٣= س

1- لمم من

 =ا س

٣= س عند الدالة اتصال ابحث(2)

 س'+س
 من ه ام-

 درس(-{ كتت إذا م
 ك'

٣ س- ;;بة"١٢+ س-لاس
= )س( د

٣ ج س

٣= س

4 نو

4 س=

 =-ا س عند متصلة د تجعل التي ك قيمة أوجد

٩ س
٣ سء

 درس(=م٣ غدس= درس( الدالة اتصال ابحث ر»
 ك

٢.٦4 قى
٤ ن.-  ، غدس=،د)(=م دس( الدالة اتصال ابعث»

٢= س النقطة عند متصلة د تكون بحيث ك قيمة اوجد(٦)

4 آس- %ا١
= )س( د

٢ عج س

٢= س

2٢ س
2 س= عند متصلة د)س( تكون لكى ا قيمة اوجد

٢ س<
' درس-{ً كتت إذا ان ه

٢ أس+

• س= عند  -[سا =س' د)س( ، س=، عند =طب د)س( الدالتين اتصال ابحث(8)
 ا[

• الدالة أن علم إذا ب ا، الثوابت قيمة اوجد(٩)
 ا س>

٧= د)ا( وكان عندس=ا متصلة
 ا< س

٢ ن++٦  د)س(=
 ن+



٣ 2ج س ،

 ا ح >س٣ ،

4 ،س<

٢ د)س(= رن الدالة. اتصال ابحث(10)
 -ن1

• الدالة أن علم إذا م الثابت قيمة أوجد(11)

٢٨..٦. س-م" = د)م( وكاثت ، س=م ثد متصلة مم د)س(
٣ -م مى

 الدالة. اتصال ابحث(١٢)

4- س٣ س- -ا= س عند  -ج د)س(=
 اس ن+


