
 الثانى الباب

 الإشتقاق
 د

 =ا عندس للاشتقاق قابلة الدالة تكون الاشتقاق: قابلية
 وجود لها ه(-د)ا( درا+٠ نهام» كانت إذا

 أ،
 وحيد( حقيقي عدد) وجود لها (أوذ)ا( ءص) كانت إذا

 فنيى-ا الفني المحقة
• ف< حيث ذ)ا( ورمزها د)ا( درأ+ه( نهام». هي

 عندس=أ السري المشتقة
 ه>· حيث ورمزهاذ)أ( -د)ا( درا+( نهاد. هي

،

 ه

-: الدالة ولنطاق =أ،أ م ه

 اليسرى المشتقة نوجد ثانيا: اليمنى المشتقة نوجد أولا:

 ----)ا( د)ا( نوجد )ا(

(٢)----- نوجدد)أ+ه( )؟(

 ----)ا( د)ا( نوجد )ا(

(٢----) نوجدد)ا+ه( )؟(
 جدا صغيرة كمية ه حيث
 أ ه عناس ه ه

)"( من )ا( (نطرح٣)(٢ من) )ا( نطرح(٣)
 د)أ+ه(-د)أ( د)ا+ه(-د)ا(

 )\+ه(-د)ا(• ر(ذ)أ(=نها د)ا+ه(-د)'(/ (ذ)ا(=نهار4)
 ج د3

= م

 ك= م كانت إذا للاشتقاق قابلة الدالة تكون-



1 س>

1 س<

 ك ة م كانت إذا للاشتقاق قابلة غير الدالة تكون
 عدد د)أ+ه(-د)أ(.

c ==  ه ، تهار(.ب كأن اذا

 للاشتقاق. قابلة غير الدالة.:.

٣ +س+ س
{ د)س(= الدالة اشتقاق قابلية ابحث مثال:
٢ س+٣ ن

 ألز

 ا عندماس= للدالة اليمنى المشتقة: أولا

 ا م عندماس ، هم ، منس ا+هبدلا س بوضع٢+ آس )س(= د

 ه٢+٥=٢ ه+٣4٣-٢ )ا+ه(+٢ .د)ا+ه(=

٥=٢4٣ د)ا(=

 ه٣=٥ ه-٢+٥ -د)ا(= '.د)ا+ه(٠
٥٣ د،)ا+ه(-دا ء.

،  --)ا(٣-.4 =نهار نهار<. ،.د)ا(

 ه١ عدس- للدالة اليسرى المشتقة: ثانيا

٣+ +س من= )س(٢ د

 ا ه عنلماس ، هم ا+ف س= بوضع

٥ ه+٢ =ه+٢ '.د)ا+ه(=)اه(+)ا+ه(+

 ه٣ ه'+
 ه

٥-٣ )ا(=ا+ام دم

 ه٣ د=ه+٥ ه+٣ -د)ه(=ه+ ه( د)ا+
 ذ)ا(=نهام».ر=نهام<... +ه(د)ه( د,)ا

(٢)----

 ا س= عند للاشتقاق قابلة الدالة

٣ ب
(٢ ه)هد

. ن، دنا
 أ ء و

 د)(=د)ا(٠٠

 لا أم ه عند للاشتقاق قابلة د الدالة هل بين مثال:

 ا هد
2١ س

1 س<

1+ س'٢

 ا ؟س-
 درس»-{



 ألحى

 ا س= عندما للدالة اليمنى المشتقة: أولا

٣ ا=١x٤(=١)١ .'.د -ا س4 )س(= در

• عندماسه ، هم د,)ا+(حيث

 ه٤٣ ه-ا=٤-+٤=١ ))+ه(-٤=

 +ه(-د)ا( د)ا ·د,)ا(نها
 د و لي٦ ،٠

} ت ر=ر-٠ =نهامة ه٣٤ هد.٤٣

 ا= عدس للدالة اليسرى المشتقة: ثانيا

٢ د)ا(='.٣x٠=١+١١+ س'1 )س(= دم

 ه٢ ه+٤+٣=١ )ا+هد(+٢ د,)ا+ه(=
٣ ه'-2 ه+٤+٣ +ه(-د)ا( د)ا ء  =نهاهم.ي-'=نهار+.ر د,)ا(

٤ ت= ،4 =نهار ه(٢+٤ ه)

١ ه= عند للاشتقاق قابلة الدالة.•. =ذ)((١ ذ,)٠٠

• حيث د الدالة تجعل التي ب أ، قيم أوجد مثال.
 د)س(={ مر
 +ب اس

 ا= س عند للاشتقاق قابلة ا> س
١ من<

 الل
١= س عند متصلة الدالة.•.١= س عند للاشتقاق قابلة الدالة.:٠

 (=د)ا(١ در:.٠

 .·.أ+ب=ا---)ا(

١= عندس للاشتقاق قابلة الدالة:٠ ،

 اس' +ب=نهاس أس١ نهاس+..

(1 .ذ)(=ذ٠
(١ ه(-د)+١ د) ,بي ه(-د)ا( د)ا+ ·نها

 د د ي، ع ي،٠ ه



١ )ا+ه('- ر=نهار». نهار»،.. أ))+ه(+ب)ا+ب(.

 أ+أه+ب-أ-ب
 ر نهار+،

 هد

1 ه-2 ا+ه+ =نها
 و٣ ه<

 ه
٢ هف+ .ا=نهار+. نهار-ه.٠

 )ا( في بالتعويض٢ .ا=٠

1 .ب=١٠ +ب=٢.•.

 ي عند للاشتقاق قابلة د)س(=إس] بالمعادلة المعرفة المطلقة القيمة دالة هل بين: مثال

 لا. أم=. س

 الحط

 يز: ظية
 د)ه( +ه(-د)و( د)·

3

• س<
 ن>·

 ه
>· ه كانت إذا

{ ر د)ه(.
١ .ذ)·(=٠ ه

 للاشتقاق قابلة غير.'. =ذ)·( .ذ)·(٠



 والاشتقاق الاتصال بين العلاقة
 للاشتقاق قابلة

 -زمم، متصلة الدالة )ا(
 للاشتقاق قابلة غير< متصلة غير الدالة(2)

 متصلة الدالة م للاشتقاق قابلة الدالة(٣)

 ».نابز،
 الدالة اشتقاق بحث

 و=رزام ر

 نوجدذ)أ((٣)
 ك كي= نهامه. -د)ا( ه( د)أ+

 للاشتقاق قابلة الدالة.•. ك= م كانت إذا

 للاشتقاق قابلة غير الدالة.•. ك عج م كانت إذا

 الدالة اتصال بحث
 ص

 نوجدد)ا( )ا(

 =ن م كانت إذا

 متصلة الدالة.:.

 ن= م كانت إذا
 متصلة ليست الدالة

. ملاحظة

 ذ)أ( نوجد )ا( =م اليمنى النهاية د)س( را( )؟(نهامة

 مم(-د)(-م٦أ{ نبا.ء ا البرء-ن د«دالوية٦ ا١ نهاء٣

. للاشتقاق قابلة غير الدالة فان ه ك= أ، م كانت إذا

٣> س
 غير ولكنها٣= ندماس متصلة دالة

٣ س<

 -س٣
 درس(={ ان اثبت مثال:

 مار": فةلعى



 )ا(----

(٢) -

 الحل

 الدالة. اتصال نبحث

٠=٣-٣-٢- =س د)س( نهاهم.

٠=٣-٣=٢ =س- د)س( نهاهم+

(٢ (،)١ من)

: الاشتقاق نبحث

٠=٣-٣(=٢)٠ د٣- =س )س( د

٣= عندس متصلة الدالة.".

 =ه٢ +ف(=ا+ه-٢)0 د

=) '=نهار،، }=نهار،،٢ د,) ه-· +ه(-د)؟(٢ در.  ه

٠=٣-٣(=٢)٢ د -س٢ )س(= د

 -ه=.ه٣٣(=٢ -)ه+٢ +ف(=٢ د,)

-
 أ د

(٢ +ه(-د)٢ در.,.  '=نهار<. د)؟(=نهار»،

(٣ ر٠ -ذ(٣)٠ ذ٠٠

 للاشتقاق قابلة وغير متصلة الدالة..

٣ 2ج س

٣ سه

 للاشتقاق قابلة غير الدالة.".

• ا، درس(={ كقت إذا: مثال -س٣ ه،

٩ س-
٣= س عتد الدالة اشتقاق قابلية ابحث ثم٣= س عند متصلة الدالة أن أثبت

 الحل

» =٩-٣ )؟(=٠ د ،

• الدالة اتصال نبحث

 -س٢ )س(= دا

٦=-٩-٢ د)س(= نهاس»ء

٦=-٩-٣(=٣)٠ ،د 9- =س )س( ،د,

٦=.٩٢ د)س(= نهاس+



 د)س( نهاس++ د)س(= نهاس+ب..
٣= س عند متصلة الدالة.•.

: للاشتقا الدالة قابلية ­فيث

• للدالة اليمنى النهاية
٦ +ه('=-٢-)٣ +ه(=٢ د,) -س،٢ )س(= دا

 هه٦=-٦ ه+ه'(+٦+٩-)٣(=٢) +ه(-د٢ د,)
1 د=نهار»،ر= =نهامة.ز ذ)؟( ه(1 ه)- )؟(٠ +ه(-د٢ د)+,٠

• للدالة اليسرى النهاية

٦=-٩-٣(=٢ د,)'.٠ ٩- =س )س( د,

٦ =ه-٩ +ه٢= د,)ا+ه(

 ه ا= =نهاو»، )؟(=نهار».عد د ه١ )ا(٠ +ه(-د٢ د)

(٦)٠ (=ذ٣)٠ .ذ٠

 للاشتقاق قابلة غير الدالة..



(٣) تمرين

٢ ج س عدما س١
 ب=" دس(-ا دعد اسددة عتت «»نا

٢ ه س عدما  م د
٢= عندس الدالة اشتقاق قابلية ابحث ثم ، أ الثابت قيمة فاوجد٢= عندس متصلة

٢> س عندما
٢ ة س عشنما
٢ س< عندما

 ا +أس- س'

• درس(-{ حث اسددةد عتت انن
 س أ+ب

٢= عندس د للدالة الاشتقاق قابلية ادرس ثم ب ، ا الثابتين قيمة فأوجد٢= عندس متصلة

١ عشلماسه

 ا2 س عندما

 +أ س
 )س(=م د حيث د الدالة كانت إذا١ )ه

 ن-٣

 ا= عندس للاشتقاق د الدالة قابلية ابحث ثم أ قيمة فاوجد عندس=ا متصلة

: حيث د الدالة تجعلان التين ب ، ا من كل قيمة أوجد(1٦)

1= س عند للاشتقاق قابلة
 ا س< عندما

 ا2 س عندما

 -ا س'
 .اس+ه{ د)س(=

: كالآتي المعرفة د للدالة الاشتقاق وقابلية الاتصال ابحث(1٧)

 ا2 س شدما

١ ة س عندما

١+ س'
 ا س+

 در-{
 ا2 س عندما

 <ا س عندما

 من

 +م ن'٦ج ، :در(-{ الدالة ان اثبت«»
 ا= عندس فقط واحدة مرة للاشتقاق وقابلة متصلة



1 س> عندما
 ، عندس=ا مرتين للاشتقاق قابلة

1 س< عندما

 كالتالي: المعرفة د الدالة كانت إذا(١٩)
 سن'

 {اس+ود++= )س( د
 ج ، ب أ، الثوابت قيم فأوجد

21 س عندما

1 س< عندما

('1 -)س-1
 درس(={ كانت إذا٢

('1 +)س-١
1= عندس للاشتقاق الدالة قابلية فابحث

 بالقاعدة معرفة »ح د:ح الدالة كانت إذا11)

21 س عندما

1 سيه عندما

٣ س'-٢  دس-{
 س- ؟

٦٣ س

٣= س

٣- س٩ س-س'.
٣- س

, در(-{ عن إنا»0

 للمنحنى العمودي معادلة وأوجد =؟ عندس للاشتقاق قابلة الدالة لتكون أ قيمة فأوجد

 النقطة هذه عند



 الضنى الاشتقاق- الضمنية الدالة

s،. الضمنية الدوال :
 ا

• ص(= )س، د الصورة علي تكون لتي الدوال هي

 ر =)س+ص( ص ،س+جتا٠=٤ ص+ -؟س مثلا:س

 و ماج س
»«

١٦٩

: الضمنية العلاقات  صحم

٢٥= +ص' س

: ملاحظات
. صريحة جعلها يمكن الضمنية والعلاقات الدوال بعض

 -س٢٥= ،ص'٢٥ :س'+ص= تلك مثال ا٥,-ن· ما=:

 استخلاص ثم "ا في ضربها يلزم ص تفاضل عند ولكن معا ص ، س تفاضل هو صن ع٠٠ ء م• ،٠٠٠
 س ء ءي

. الأيمن الطرف في

 الطيا: المشتقات
,•١ ءصص.٦٠٨٠١ م--  ص ا، ا،ذ)س(7 بالرموز:ج لها يرمز الثانية المشتقة

 ص- أ، رس( ا،د :ج بالرموز لها يرمز الثالثة المشتقة

٨= ص٢+ مص-" :س الأتية للدالة الأولى المشتقة اوجد مثال:
 الحل

 صز ء ءصن
=· اس(+،ص ص+x٢ أس-)

 س ء €ي

- ا- ءن +هر
٢ طي بالقسمة٠ رن== صن6+5ج -آس -آس آس

 صن ء ءمن
• أ=+ -ن ي-صن ه.  س م مس

 -من من ءن
 -س أض +ن

 صر م
- س(=ض )آص-

 نل+



٢٢ وضن• ج =.٧- اس ص+ س٥+ .ص المعادلة من أوجد متال.
 واسر د

 الحل
=.٧ س"٢ ص+ س٥+ ص'

 ض ء ،صل
 س=·1 لا+ص«ا]+ [س٩ أص+

 نر ء ءس
 صن ء ءن

 ص+أس=·٩+ س٩+ أص
 سن ء اس ع

 ض ء ءن
 ص+أس(٩=) س٩ اس+

 نر ء ءس

 ص+س(٩ س(=-)٩ راص+ ؟ما
 س ع

 -)ص+آس(_ ءص
 س(٩ )اص+ ءس

٠=٣ ص+)ص('+ ص أن أثت اس س'=3+ ص' كان إذا: مثال

 الخل
٢+ بالقسمة٢ ص+آس= آص

٠=٣ +ص«ص+ ص«ص.٠ س=ا٢ ص+ ص.".

٠=٣ ص+ +ص )ص('.٠

 فى )ص('=٢ ن+ :ص أن اثبت ص'٣= ص٢ كان إذا: مثال

 الدل
٦ بالقسمة =آس ص٦ =س ص ص'".٠

١= ص'x +ص «ص ص اص

 ص+ بالقسمة ا )ص(= )ص('+ص' آص

 ص=أ +ص ا)من('
 ض



 صفر=٩ ص+ :ص أن اثبت9= س'+ص' كان إذا مثال.
 ب ،

 الحك
٦ ي بالقسمة =س ص'ص.٠ • ص= اص+ آس

·= ص +ص ا+)ص('•
٢... س'  ض في بالضرب ،= ص )++ص
 صن

 صفر= ص +ص٩.·.

٠= ص«ص+ص«ص' ص٢..

• ص= ('+ص +)ا١
 صن

 صفر= ص ص' ص'+س'+..

(٣ عند)ا،=.٢٤- ص٦+ س4-٢ +ص٢ :س والعمودي المماس معادلتي اوجد مثال:

 الحل
=·٦٤ +آص. آس صن ه ،ص
 س٤ ءن
 -اس٤ +ا= اص صن ء ءض
 نر ء ،اس

 س٢-٤(=1 )اص+ صن ء
 اس+

 الودى

(٣ ،1) النقطة وعند

=-١ م

 اس٤ ءص
 د

٦-+ {ص ءس

 الما
٢-4

٦+٦ د=١ م
٢١

 )س-ا(٦(=-٣ ا)ص-٦-١٢-
٦ -ا( (=ي)س٣ )ص-.٠



 ص= ص س ان فاثبت' +ص( )س= ص س كان إذا مثال.

 الحل

• +ص= ص +س =س +ص' ص س٢+ =س' ض من

•= ص( )س-.. (=·٢ +ص ص +س٢ )س ض( )س-

 من ء
 س ع

 ص' =س ص..

 :.س"=ص"

 ص س=س

 ن لا بالضرب ؟مع± ص'٣ س=٠.٣
 ن ع

، =ص »من س' ،

 س ء
، ض٩ ص=س'

 س ء

 جاس ؟ +ص= ص أن أثبت س جتا -س جاس ؟ ص= كانت إذا• مثال

 الل
 س جتا -س اجاس ص=

 )س(]( +)-جاس س( )جتا -[)ا( =اجتاس ء +صن
 ر ع

 حاس +س جتاس= حاس +س -جتاس جتاس٢=

 «س] +جتاس =-حاس+[ا«حاس ص..

 س حتا =س حتاس +س +حاس =-حاس

 حاس٢= حتاس -س حاس٢+ س حتا =س ص+ص

• ص= +س ص٢ ص+ :س أن اثبت =اا ص كانت إذا مثال.
 مى

 الحل

 س جتا= ص س'٠· ،
 س جثا

 ر=
 امن

• +جاس= +س ن٠. صر ء ه
 نر ع

 صن ء
 =حاس ص+سx أ

 س ع

 ص=· ص+س +س ص ا

· -ا ه ءن ءصر  صفر= س]+جناس +صx +[ا
 نر م س ع

· م ءصن ءصن ، •= س +حنا #سصل+
 س ء ءنس



 ص ع
 ض٤

(4) تمرين

 أوجد١٥ ص=٣ س+٩- س'+ص كان إذا(١)

٠٠ا ه من٢٣ ه (٣ )، النقطة عد اوجد =ا صص +س س كان إذا )؟(  س ء'

 =-ا س عندما ص أوجد٥ س-٧+ اس -س-+ أ-س" ص= كان إذا(٣)
4٥

·( س< )حيث صفر= ص+ص'x ؟مى_ أن. اثبت أ ص"= كانت إذا)(
 ا1+ من

• أن فاثبت ثابت مقدار حيث-(' =ج)س ص كتت إذا )ه(

 صفر= ص'٨ ص+ ص س٣ ص=

١٢= ص" ص+ س: أن أثبت ثابتان ب أ، حيث +ب ص=اس' س كان إذا)(

 ا )ص('=٢ ص+ :س أن أثبت- س٣ ص'=٢ كانت إذا(٧)
 ص

• ن+ص=٣ من+ +من'(1) ان: أثبت-١ ي7س7\ ص كان إذا)»

• بالمعادلة ص عرفت إذا  أوجد(٩)

 صفر= -س" جتاس ص'٩ حاس+ ص٣

: للمنحنى والودي المماس معادلتي أوجد ا(0)

(٣٠2 ق) النقطة عند٢٠ ص'=4+ س'


