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{ »  الحلول الثالث: الفصل

7 و لا و صحيحة أعداد وجود نستنتج السؤال فرض من.1
 أن يقتضي .هذاc-1=r وb-1=r وa-1=r بحيث

ahc-1=(r +1)(ry +1)(rz +1)-1
=r'ryz +r'(xy +xz +yz)+r(+y+z)

.r labc-1  أن ذلك من نستنتج

 الآتية: الصيغ بإحدى كتابته يمكنn عدد أي.2
.4l, 4l +1, 4l +2, 41 +3

n كان وإذا.4In@n2+3) فإنn=4l كان إذا =4l  فإن1+
n =4l +3 'ln(n كان إذا.4 +3) 'n ثم ومن +3=16l2+81+4

n2 فإن +3=16/2 +24l '4ln@n) ثم ومن12+  كان إذا لكن.3+
n=4l+2فإن n+3=16l2+16l+7فالعدد لذا فردي، عدد 

(n(n'+3لذا.4 عل القسمة يقبل ولا2 عل القسمة يقبل 
.n ٦4l +2 ln(n2+3) كان إذا وفقط إذا4

 الأتية: الصيغ إحدى يأخذ أن يمكن« عدد أي أن أولاً لاحظ.3
5l, 51 +1, 5l +2, 5l +3,  أن فلابد513n-1 كان إذا.51+4

5l الصيغة علr تكون  إن .حيث2+
3n3-n2+3n-1=(3n و إذاً ،1+5١٨3 -1)(n'+1)

.2513m3-n'+3n-1

 العلاقة من مباشرة ينتج الإثبات.4
.5(3n+7m)-3(5n +6m)=17m
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6' +9I(6)" +@9")"  و73+81 )ذ@@+8 )ذ أن لاحظ.5
 أن يا.

63 +93 =(6+9)(36-54+81)=3'x5x7
73 +83=(7+8)(49-56+64)=5x9x17

.45١6"+7"+8"+9 ثم ومن45١7"+8" و45١6"+9" إذ

 أن نجد الحدين ذات نظرية باستخدام.6

n nn n ٠ ٣»-٠-٤-{١٠»٠٤;"}
36١7-"1-6 ،إنآ6 "]ا¥ا ا6 حية ءn/٠ ة

.M =@n3-1n@n3+1)  لنضع.7

 أن يقتضي هذا.8ln' ثم ومنn=2k فإن زوجياً عدداnً كان إذا
8M.كان إذا nًإما فإنه فردياً عددا n=4k n أو1+ =4k  في.3+
n حالة =4k+12 أن بسهولة نجدln3+14 وIn-1.حالة وفي 

n =4k  الحالتين كلتا في.2ln'-1 و4ln3+1 أن بسهولة نجد3+
.81M  أن نجد

n فإن =3k n=3k كان إذا +1 In9١M كان إذا.9  -ف1 فإن
n فإن =3k +2 91M. كان وإذا ln3+1 الحالات جميع في إذاً.9

 كان إذا.7ln" فإنn=7k كان إذا
n=7k +1,7k +2, 7k  كان وإذا.7ln3-1 فإن4+
n=7k +3, 7k+5, 7k  الحالات ججيع في .إذا7١n'+1ً فإن6+

.7١M
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7x8x91M إذ (،7,8,9=)1 أن با الآن  أن أي ،1
.50416n3-1)n'@n3+1)

 صحيحان. عددانn وm حيثba=n وa0=m .لكتب8
٢ ه7m م ب an تم ومنa== أن يقتفي هذا =bm.[أن ب albmو . a b

b أن ب أيضاً.alm إذاً (،a =)ط,1 laو a,b)=1)فإن bln.من 
m n  صحيح. عددc== أن نستنتج الحالتين كلتا ء
a b

-٠2٠ ء حث.a+b<2c أن نجدa<<b<c أن بملاحظة.9 ء٥-b ء
c أن ذلك من نستنتجa+b<2c وcla-+b إن =a+b.بدوره هذا 

b إن حيث.a+c=2+b أن يقتضي la+c، ًإذا b  يقتضي هذا.12
b أن c=a+b أن ذلك من نستنتج.2a<2 لأن2= =3a.ًإذا 

c=3n هي المطلوبة الأعداد ،b=2n ،a=nحيث nصحيح عدد 
 موجب.

 عند متحققة19١٨ +ف2n2+n+1 القسمة أن أولاً لاحظ.10
 صحيح، عددk حيث ،n=2+19k القيم بأخذ إذاً.n=2 القيمة

.19102+19k)3 +202+19٤) +02+19k)+1  أن أيضاً نلاحظ

 الآتي: عل نحصل٨-"1 المقدار بتحليل.11

M""-1=(n-1)(٨+"٨"٩+-٠٠٠+n+1)

 الآتي: الشكل عل الأيمن الطرف في الثاني الحد بكتابة نقوم
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M"-+٨"3+-٠٠٠+n+1
=(٨"-2-1)+(٨"-3-1)+٠٠٠(+٨-1)+[1+(n-2)]
=(٨"-2-1)+(٨"٩-1)+٠٠٠+(n-)+(n-1)

n يقسمn-l أن يقتضي هذا  من نستنتج ثم ومنn+"٨ +ا-"٠٠٠+1+
.٨--"1 يقسم-(1) أن الأولى المعادلة

.15f(n +1)@n +2)(n +3)٠00(2n)  عدد ان انثبت نريد. م

 عل نحصل ا» بالعدد مقامه و الكسر بسط بضرب صيح.

(n +1)(n +2)(n +3)00.(2n) (2n)!
2 2 ٠n!

(2n)!
2٠4٠6٠٠٠٠٠(2n)

=1٠3.5٠٠٠٠٠(2n-1)

 المطلوب. وهو

 العلاقة من.13

/3-'4 إ)م٤ي٨1 إ±م,«م@3,)
n n-1n (n-1)!(n+1)!nln!n

 أن نستنتج

2n2n n-1n :ا»أ:(. أ,

2n ٠2n nn ا'(ً//+». نان٠+»١-«.١٠٠ ا'(ً(+٥ اأ
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 أن بملاحظة.14

kn-1(kn-1)!kn(kn)!kn  ا،]٠٦١ -٠م٠٥٧'»٠-٠ -ه-م@ ا، .ح رح ه
n نيء"م((،

 و4=84 نكتب أن بإمكاننا فإنه(a,b)=g إن .حيث15
g =a +by ,b المعادلة الآن صحيحان. عددان b و4 حيث =gb,

+by ). تصبح ,y)=1 l1(y,) ثم ومن ax= أن يقتضي هذا.1

 ء م٩ وdd+bcca م٠
bdb- أن أي =+عدداصحيحا، ان .لنفرض16 d-٦

bd la +bcأ يقتضي هذا bd lb(ad +bc)=abd +bcثم ومن 
.dlb 1=(dc) فإن ] أن .d lbc bd ومنه Ib"e

bd أيضاً ld(d +bc)=ad' +bdcثم ومن bd ladومنه 
 أن اانتج ا»و من اة.4 نان=)«»1 بان.6 ها

b =d، ء- ء عددا -+ليس العدد إذا السؤال. مفروض يناقض وهذا - b d
 صحيحا.

"p المعطى من.17 labأن نستنتج p la.إما أنه يقتضي- هذا 
plaأو plb، لأن كليها ليس لكن (p/(a,b.ًأن نفرض أن يمكننا إذا 
p /a.أن يقتضي هذا p,a)=1)ثم ومن p" ,a)=1).ًأن ب] الآن أيضا 

"lab.p" و م Ib a)=1," أن نستنتج فإننا م(

 يحققانy و± صحيحان عددان يوجد فإنه(a,b)=g أن .ا18
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a +by =g.في المعادلة طرفي بضرب cالمعادلة عل نحصل 

acx +bcy =gc

 الآتي: نلاحظ

b lc= a lacط a lacxط=
alc =ab lcb =ab lbcy

ab يقتضي-أن هذا lacr +bcyأن نستنتج أعلاه المعادلة وباستخدام 
.ah lgc

k أن .لنفترض19  علل نحصلn=k بأخذ .إذا1ً<
k,2k)=k  إلى يؤدي بدوره هذا السؤال. في المعطى يناقض وهذا (،1=

.k=1  أن

 الأتية: الصيغ إحدى يأخذn صحيح عدد أي.20
.3k, 3k +1, 3k +2

.n" +n+5=9k' +3 +5 n=3k فإن  كان إذا٣

.n3 -+n -5=9k2+9k +7 n فإن =3k +1 w كان إذا

.n" +n+5=9k +15k +11 n فإن =3k +2  كان إذا٣

.(٨2+n+5,3)=1 n2. إذاً +n+5  يقسم لا3 العدد الحالات ججيع في

 أن أولاً لاحظ(.٨2+n+1,٨+n+1=)٤ .ليكن21
g n، لأن1 يقسم م فإن p و8 يقسم أولي عدد 1=(g,n): لون

 أن برا .الأنn'+n+1 يقسم
(n+1)=n٦6n-1+٨(-)gl(n3+n+1و g,n)=1،) ًإذا 
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.g ١(n3+n+1)-(n-1)(n2+n+1)=n+2 ln-1 أيضاً ع.
.g =3 g=1 أو & ثم ومن l(+2)-(n-1)=3  أن يقتضي هذا

g فإنn-1/3 كان إذا أنه نستنتج فإننا عln-1 أن بي  أما.1=
 إن حيث لكن أيضاً.3l6-1)+3=n+2 فإنn-1\3 كان إذا

n'+n+1=(n2-1)+(n+2)
n3+n+1=(n٩-1)+(n+2)

n3+n وn2+n+1 يقسم3 أن نستنتج فإننا .8 يقسم3 ثم ومن ،1+
 =ع.3 فإن3ln-1 كان إذا أنه يقتضي هذا

.(40n +13,28n +9)=1  أن نثبت أن يكفي المطلوب لإثبات.22

 علل نحصل أقليدس خوارزمية باستخدام

40n +13=1(28n +9)+(12n +4)
28n 9=2(12n +4)+(4n +1)
12n +4=3(4n +1)+1
4n +1=(4n -+1)1+0

.(40n +13,28n +9)=1  أن يقتضي هذا

 إذًاً(.n9+1,5@!9)+1)=(5,11)=1)2 فإنn=2 كان إذا.23
 ليكن(.n!)+1)=d>1)1,5!+26 أن لنفرض.n>3 أن نفرض

pيقسم أولي عدد d.إذأ p126n!)+1و p 156n!)+1.أن يقتضي هذا 
Pأي الفرق، يقسم !p \36nإما ثم ومن p13!أو pln.كلتا في 

.p \2(n!) n>3). أن يقتضي هذا ( لأن p <n  يكون أن لابد الحالتين
d =1 p1 أن يعني هذا مستحيل. وهذا p إذاً أيضاً. 12(n!)+1  لكن

.(2(M!)+1,5(n!)+1)=1  ثم ومن
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 وgla+b إن حيث(.a-+b,a-b,ab)=8 لنضع.24
.g la(a-b)=a-ah glb(a و +b)=ab +b" g فإن la-b

g أن وبسب lahث أن نستنتج g lbثه و l.أن يقتضي هذا ع 
(ahا) g.لكن b)=1)أن يقتضي b)=1.)ًثم ومن ي11 إذ 

.(a+b,a-b, g=1، =)طه1 أن أي

"ap)' .إذا٤ً>k أن لفرض.25 +bp' =p(+bpا"م 
pla t-k أن يقتضي هذا فإن ٦0 p. كان إذا \a+bp'  أن يقتضي

t-k يكون أن لابد إذاً(.p,a)=1 لأن مستحيل وهذا  أن أي ،0=
.p\a+b p""Iap أن أي +bp k ثم ومن =٤

 ثثبت متحققة.(a,b)=[a,b[ المساواة فإنa=b كان إذا.26
 الأولية عواملها إلىb وa العددين تحليل نكتب أن يمكننا العكس. الآن

 لجميع8>0 و&20 حيث ]]=اP? ]]=»وP; الصورة عل
 لدينا يصبح الحالة هذه .فيi<r>1 القيم

(8)=Ip٣٩4, ta,81=IIp ٦٨ د
i=1 i=1

 و /، و@, العددين بين الأصغر العدد يساويmin(6,,8) حيث
,(max(a,8كان إذا.3 و0 العددين بين الأكبر العدد يساوي 

]a,b)=[a,b،) القيم لجميع فإنه i <r>1لدينا يصبح 
,,,(min(@, ,3,)=max(6، أن يقتضي هذا.0,=8 أي a=b.ًإذًا 

.a=b [a,b]=(a,b) كان إذا وفقط إذا

b, وa=gr إذاً(.ab)=8 لنضع.27 =grو+٢ حيث 
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 أن أيضاً لاحظ(.r,r)=1 يحققان موجبان صحيحان عددان

a+b=٢(٢+r)
[a,b]=[gr٠8r;]=8[٢,r,]=gr;r,

 أن ب]].٢;٠r;]=r, أن يقتضي(٢;٠r;)r,,r;]=3;r, و(٠r,)=1 لأن

(a+b,[a,b])=(٢;+٢)٢,),gr٣;)=g(٢;+r,,r)
 لنضع+(.٢,,r;)=1 أن أثبتنا إذا يتم سوف الإثبات فإن

3r,)=h,,أن با+(.٢ ,r+٢\hو ,hlrفإن 

h١٢(٢-+٢-),٢٢,=h١٢٩
h١٢(,٢+٢;)-r٢, =h١r,

h. لكن ١(٢,r;) h١1 ثم ومن iإذ(.٢ ,r,)=1 r;)=1, أن يقتضي(٢
 الإثبات. يتم وجذاh=1 ثم ومن

 المساواة لإثبات.28

([a,b],[a,c],[b ,c])=[(a,b),(a,c),(b ,c)]

 لتكن الطرفين. كلا في الأس لنفس مرفوعP الأولي العدد أن باثبات نقوم
c b و a و p للأعداد الموجودة a العدد أسس هي7 و ث/ و  الأعداد

 من يغير لن أعلاه المساواة فيc وb وa الأعداد ترتيب أن با التوالي. عل
 أن نفرض أن بإمكاننا فإنه المساواة، جوهر

a>8>7>0
 مرفوعاPً العدد تحتوي]b,c[ و]ac[ و]ab[ أن يقتضي هذا
ahl.[a,c].[b)[ أذاً التوالي. عل8 و وa للأسس ,c)[يجتوي 

.8 للأس مرفوعاpً العدد
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 مرفوعاPً العدد تحتوي(b.c) و(a,c) و(a,b) الأعداد أيضاً
),(c).(ab[) إذاً التوالي. عل7 و8 و8 للأسس ,c[)يجتوي 

.8 للأس مرفوعاpً العدد

 هذا الأس. لنفس مرفوعاPً الأولي العدد عل يحتوي الطرفين كلا إذا
 الطرفين. تسادي يقتضي

 موجبان صحيحان عددان يوجد فإنه ,(،y)=7 إن حيث.29
r م بحيث لا و م =7xم و y =7y.المعادلة في بالتعويض 

x +8y  حلولها والتي8y+3 =ج35 المعادلة علل نحصل245=
(5y) هي الموجبة =(27,1), 09,2), 01,3),  أن يقتضي هذا(.3,4)
 هي المطلوبة الحلول

(٣,y)=098,7), 033,14), (77,21, (21,28)

 عددين يقتضيوجود هذا(.2-"1,2"+1£=) لنضع.30
 أن أي ،lg=1+"2 وkg=1"-2 واحيثk صحيحين

kg+1="2و Ig-1="2.أن نستنتج ذلك من 
2" =(kg +1)" =sg+1,
2" =(g-1)" =4g-1

m s المعلومة استخدمنا الثانية المعادلة )في صحيحان عددان ا و  حيث
g( -s)=2  المعادلة عل نحصل السابقتين المعادلتين بطرح فردي(. عدد

2+1 و2-"1 العددين كلا لأن=&1 ثم ومن ا&2 أن يقتضي هذا.
(.2-1,2"+1=)1 إذا فردي.

"a"-Bء ء 
 الأتية: بالملاحظة الحل ونبداT=, .نضع31

a-b
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a"-b" =((a-b)+b)" -B"
n ٠٠٠-+a-81 ة-»=١/}+\١

nn  'ا-\٥ م/+ -«-إ\,
.١ سنره-،لمرء

"-b"=(-b)""+n(a-٥-")٦+٠٠٠
a-b

n n-2 ؟(· -إ,٥«١٠ ا-ا«
 محتضر بشكل أو

T,=(a-b)L +nb"'...٠..٠.()
.g,=(a-b,n) (a-b,,٢)=,g و L نضع الأن صحيح. عدد  حيث

d, أذأً =)ط,ي(.d ليكن 1gو dlh.أن با la-hإذً ,ي 
dla-b.أن يقتضي هذا d (a-b)+bأو dlaثم ومن 

.(g,,b)=1 d، أن أي =1 dl(a,b)=1 ومنه

 أن نستنتج)( العلاقة من فإنه,&1a-b و ,عIT, أن با
"Inb.أن يقتضي هذا ,ع lnط,,1 لأن ,ع(= g.)أن بملاحظة 

, و8 la-b8أن نستنتج ,ln.8,l8, I(a-b,n), أن أي ي،

 أن نستنتج)( العلاقة من فإنه,&ln و,&la-b أن با أيضاً
(IT,،8,l@,,a-b, وIT,8, أن بملاحظة ع. la-b, أن نستنتج8

.8,18, أن أي

g,>0, من نستنتج الآن ،£,>0 ،g,l8, ،8,l 8,£=, أن8
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 المطلوب. وهو

 العلاقة باستخدام.t=a-b آخر:نضع حل
,(y +z,)=(z)علل نحصل 

a"-b" a-b "ا (اذ-ه،:٥+"4٦+٠٠٠+8"٢)
((=٤+٥ (+ا-")٤+٥"-")٥+٠٠٠+٥'-"٤)

(=٥ +ا-"B"-"6+٠٠٠+b ا-"٤)
=(nb"",٤)=(nb,t)
= (nb,a-b)=(n,a-b)

.(b,a-b)=(a,b)=1  لأن

a n. كان إذا a>1 للعدد الموجبة القواسم أصغر هو  ليكن.32
 يقتضي هذا.bsc<a>1 إن حيث =ه،bc كتابة فبإمكاننا مؤلفاً، عدداً

 هذا.n العدد ويقسمa العدد من أصغر موجب عدد هوb العدد أن
 أولي. عدةa العدد أن يثبت التناقض

 الصور إحدى تأخذp+1 فإن زوجي، عددp+1 إن حيث.33
,6k الآتية: 6k +2, 6k p+1=6k كان إذا.4+  فإن ،2+

.(k >0 p أن يقتضي >3) p أولي غير عدد +2=6k +3=32k +1)
p+1=6k كان وإذا p) فإن ،4+ =6k +3=3(2k  غير عدد1+

p +1=6k k). أن يقتضي التناقض هذا >0 (p>3 أن يقتفي  أولي
.6lp+1  ثم ومن

 عددn لأن.p -(=وn+1()1) إذاً.n+p٩=1" لنكتب.34
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 وp و< إ (.حيثn-1,n+1)=1 أن بسهولة نجد زوجي،
p =n-1 p+2=٥.n-1<n+1 أن نستنتج n-1= ثم ومن و  و

 حيث رم أولياً عدداً لنأخذ(.m,n)=1 أن أولاً نلاحظ.35
t>>كان .إذا1 ز i>>فإن1 ز lmر pيقتضي-أن هذا /رم.٨ و 

p, /m +n.كان وإذا t>>ز i+1فإن lnر pو m/ر p.هذا 
,p أن يقتضي /m +n.أن ذلك من نستنتج m +nللقسمة قابل غير 

.P,٠8,٠"٠٠٠P,  الأولية الأعداد من أي عل

P,8,,:··٠p,  الأولية الأعداد من منته عدد يوجد أنه فرضنا لو الآن
 غتلفp أولي عدد عل القسمة يقبلm+٨ أن تقتضي أعلاه المناقشة فإن
 فرض أن يعني هذا تناقض. وهذا ،٠p,,:··P,0P, الأولية الأعداد عن

 غير عدد يوجد ثم ومن صحيح غير الأولية الأعداد من منته عدد وجود
 الأولية. الأعداد من منته

 إذا.n>1 حيثn!+1 يقسم أولي عدد أصغر هوp ليكن.36
pl1 !pl(n'1)-n، أن أي !pln. أن يقتضي هذا p فإن <n  كان

 >م.n يكون أن لابد إذاً تناقض. وهذا

 نستنتج أعلاه المناقشة باستخدام.n>1 طبيعي عدد أي لنأخذ الآن
p يحققp أولي عدد وجود >n، عدد أي من أكبر أولي عدد يوجد أنه أي 
 الأولية. الأعداد من منته غير عدد وجود يثبت هذا معطى. طبيعي

 العام الشكل ذات الأولية الأعداد من منته عدد وجود لنفرض.37
6n+5، ولتكن ,p,=5,p,=11,p,,-··,Pالعدد .تعرف 
p,+5··٠,N =6p,p.أن يا N6 هي العامة صورته عددn  فلاد5+
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6n العامة الصورة نفس له الأولية عوامله أحد يكون أن  كانت ،)لو5+
6n هيM للعدد الأولية العوامل لجميع العامة الصورة  الصورة فإن1+

 الأولي العامل هذا لنسمي تناقض(. وهذا ،6n+1 ستكون٨ للعدد العامة
p, ,p,p,···P ا6 ,p و IN i> أن با .الآن2 <r i يحقق ,P، حيث

,p فإن ,p لأن تناقض وهذا ،15  عدد وجود نستنتج التناقض هذا من.5<
.6n +5  العام الشكل ذات الأولية الأعداد من منته غير

 كتابتها يمكن المعطاة العبارة فإن ،19=27-8 أن بملاحظة.38
 الآتية: بالصيغة

(%3"+3-')8(=3'+1(/)3""+3+')2(3"+3 )ه+)
 المعطاة العبارة إذاً ،1 من أكبر الأيمن الطرف في الحدين كلا إن حيث

.n >1  قيم لجميع مؤلف عدد

 المعطى: المقدار بتحليل نقوم.39

4n3+3n-7=4n3-4+3n-3
=4(n-1)(n +n +1)+3(n-1)
=(n-1)(4n+4n-+7)

 ثم ومن4n'+4n-+7 ة1 وn-1٦1 فإن ،n>3 كان إذا
n =2 n=1 و 'n القيمتين باختبار مؤلف. عدد4 +3n-7  فالمقدار

n كان إذا أولي عدد4n'+3n-7 أن نجد  فقط.2=

 الآتي: التحليل من ينتج .الإثبات40

n٩+n-1=(n٦-n+1)(n3+n1ث- )
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.n>1  عندما ا يساوي لا الأيمن الطرف في الحدين كلا

 ءn ليا() عدداً« كان إذا.R,=111...10 أن!-' أوة لاحظ.41

ah حيثn طه= فإن مؤلفاً، <n>1.ع نحصل بألتحليل 

R,=R,0لاا-'٧!_1-""!د@ y'-+@0١+٠٠٠+1٥+١99٨
 الطرف في الحدين كلا فإنb>1 وa>1 و9١10-1 أن با

 مؤلف. عددR, أن ذلك من نستنتج.1 من أكبر الأيمن

.R,±0'-142.9'·٠٠ ء٦ أن أولأ نلاحظ السابق، السؤال إجابة ق كا
 الآتي: عل نحصل6 مثال باستخدام

9@R,,R,)=(9R,,9R,)=00 -1,10" -1)
-10٩٣-1=9R,,

 المطلوب. عل نحصل9 عل بالقسمة

n بكتابة الحل نبدأً.43 =4k +r، حيث r=0,1,2,3.لاحظ 
 يأتي: ما الآن

R,=R,, =!l٠٠100-.٠9+11-..1y ٣ سرارا رة

-1-٠٠1x10  رة رة٤١٠٠1+

=1111x100010001...1000110'  مط11٠٠٠1+
k علل يجتوي100010001..10001 العدد إن حيث  من مجموعة1-

1٠٠٠1 يقسم لا101 وأن11x101=1111 أن بملاحظة الأصفار.  سيط»٠



106 الأعداد نظرية في مسائل
=1

 كان إذا فقط و إذا101IR, أن نستنتج فإنناr=1,2,3 يكون عندما
r=0.4\n، أن أي ,IR كان إذا فقط و إذا101

 عامة: ملحوظة
R =11٠٠٠1=11٠٠٠1x100٠٠٠0100٠٠٠01٠٠٠100٠٠٠01

Jt اة اة سرة را را
n-1n-1n-1nn

 مرة.m-1 مكررة90.-0 الأصفار مجموعة إن حيث
 ية٩ ع ج

N نأخذ أن يمكننا.44 =(k+1)kt+2أو 
.t =1,2,3,٠00 N حيث =[(k +1)!] +2

N p,>n موجب صحيح عدد يوجد أنه لنفرض.45  ث إن بحيث

 با.٨>M القيم لجميع "<ا أن يقتضي هذا>«.N القيم لجميع

 إتجي:يهن، إ,تزري،نادأثكة ا«اسية
 الإثبات. يتم التناقض وهذا صحيح. غير وهذا

 الآتية: الطور إحدى عل كتابته يمكنn>0 صحيح عدد أي.46
5k,5k +1,5k +2,5k -3,5k k حيث ،4+  كان .إذا0<

n=5k n) فإن4+ +6=5(k  كان وإذا أولياً. عدداً ليس2+
n=5k n+12=5(k فإن)3+  كان وإذا أولياً. عدداً ليس3+
n=5k n+18=5(k) فإن2+  كان وإذا أولياً. عدداً ليس4+
n=5k+1فإن (n+24-5(k  كان إذا أما أولياً. عدداً ليس5+

n=5kهو الوحيد الأولي العدد فإن n=5يكون عندما k  كان إذا.1=
k>1فإن n=5kتكون عندما أنه نجد بالتعويض أولياً. عدداً ليس 
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n=5أولية. أعداد5,5+6,5+12,5+18,5+24 الأعداد جيع فإن 
.n=5  هو السؤال شرط يحقق الذي الوحيد العدد أن ذلك من نستنتج

p"+1=x47.ث يحقق موجباً صحيحاً عدداً نجد أن نريد 

p عندما حالتين. ندرس  الشكل عل المعادلة نكتب2=
(x-1)(x (1-٦,3+1=)2 فإن فردي، عدد د إن حيث.2"(=1+
 و-1=2"" أوx+1=2 و""x-1=2 أنهإما يقتضي هذا.

 الحالة وفي(02,3,3=(,p,n) عل نحصل الأولى الحالة في+±.1=2
 حل. أي يوجد لا الثانية

 الشكل تأخذ فالمعادلة فردياً أولياً عدداp>2ً يكون عندما
(x -1, +1)=1 x فإن زوجي، عدد "p. إن حيث =(x-1)(x +1)

 و-p=1± أو"x+1=p و"x-1=1 إما أنه يقتضي هذا.
r+1=1.عل نحصل الأولى الحالة في (p,n,r)=(3,1,2)الحالة وفي 

 حل. أي يوجد لا الثانية

"p إذاً ,(2,3)=(p,n) عندما كامل مربع1+  فقط.(3,1)

 أولية أعداد توجد إذاً السؤال. ط شر جقق أولياً عدداpً ليكن.48
,P,>p,نحقق >,و4 و 

p=p,+p,, p=4,-4,
 أوp, إما أنه يقتضي هذا فردي. عددp فإن ،p,+p,>2 أن بيا

,Pأن نفرض أن يمكننا لذا زوجي. عدد4, أو4, إما وأنه زوجي عدد 
P=4,=2الآتي: لدينا يصبح ثم ومن 

p =2+p,, p=٩,-2
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p-2,p,p الثلاثة الأعداد أن ذلك من نستنتج  وهذا أولية. أعداد2+
 الأولي العدد إذاً للقارئ(. متروك )الإثبات =م5 كان إذا فقط ممكن

p=5وكمجموع كفرق كتابته يمكن الذي الوحيد الأولي العدد هو 
 آخرين. أوليين عددين

 فقط واحد أنه نستنتج الفردية و الزوجية الأعداد خواص من.49
 فإنr=2 كان إذا زوجياً. يكون أن يجب٣ ،p، 4 الأعداد من

23 =(p+و )(p-p٩+٩)
p"-pg لأن مستحيل وهذا +gو عددفردي 

p كان إذا أما.p-p٩ +)-م(='و+p >و1  فإن2=

23=(r-٩)(r3 +n+٩")
.r3 +r+و >l +r و فردي عدد ٢٧+٩ ث لأن مستحيل أيضاً وهذا

 تحقق أولية أعداد توجد لا إذاً.٩=2 كان إذا الاستنتاج نفس عل نحصل
.p' +g3=r ٩ المعادلة

 ي: صحيح عدد العلى الجموع أن نفرض.50

5 =]-+- -+- -+٠٠٠-+-
n2 3

k فإنn>1 أن )ياn>2 يحقق صحيح عدد أكبرk ليكن  ضع(.1<
(P=1٠3.5٠٠٠0.(2r+1، 2 حيثr+1<n.أن )أي Pيساوي 

S n) كان إذا  تساوي أو من أقل هي التي الفردية الأعداد ضرب حاصل
 ننإإجن يضا صمع عده2 .م"s نرن صيحا، عدا

P.S'.2، 2-٠- ،وهذا م الحد عدا ما صحيحة أعداد الحدود جميع
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 صحيح. غير عددS أن ذلك من نستنتج إذاً واضح. تناقض

:٥ صيع عدد المعفى النجوع ان لفرطن51

 ؟ إ[=-++٠٠٠
2n-13 5

k يحقق صحيح عدد أكبر k>1 ليكن n>1 فإن n-1 أن )ا3<2
 ضرب حاصل يساويP أن )أيP=1٠3٠5٠٠٠.•(2n )ا- ضع(.

 عدداSً كان إذا(2n-1 تساوي أو من أقل هي التي الفردية الأعداد
 المجموع في لكن أيضاً. صحيح عددP.S.3 فإن صحيحاً،

P.S".3، 3-٠- وهذا أد، احد عدا ما صحيحة أعداد الحدود جيع
 صحيح. غير عددS أن ذلك من نستنتج إذاً واضح. تناقض

k' أن لنفرض.52 =p+8،) ٣>1 و أولي عدد م إن حيث.
k أن با <n>2ًإذا، !k ln.أن يعني هذا 'n!+k =p)١kثم ومن 
'k =pحيث t <r>1٦ أن أيضاً .نلاحظrtعلل سنحصل وإلا 
"n!) +p' =p)أو n!)  أن يقتفي- هذا واضح. تناقض وهذا (،0=

،k =p'١n! ' م=!n) و -k=p'(1م1) إن .حيث'- <t <r
"p) إذاً Ip'(p''-1.عل نحصل بالتبسيط p''-1ا 'p، وهذا 

 الإثبات. يكمل التناقض هذا بسبب.t>1 وr#t لأن واضح تناقض

 من =,ه.5 إن بحيث" طبيعي عدد يوجد أنه لنفرض.53
 للعدد الأولية العوامل أكبر أن يقتضي هذا.n,>2 أن إذاً الواضح

٠٠٠4٠١,R,=1+a4أن أي ،5 يساوي 

P,=2%x34x5, a>0,8>0,7>1.
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 لا عددR, أن با أيضاً.a=0 فإن(a,=2 )لأن فردي عددR, أن يا
 أن ذلك من نستنتج.8=0 فإن(a,=3 )لأن3 عل القسمة يقبل

P,=5, 7>1
 يعطينا هذا

44··,4 =ر,,5'1(=1-5()5+'-"٠٠٠+1+5)
(a,=2)  أو

4·٠·4_,,=5-'1=2(5 ا"+٠٠٠+1+5)

 القيم لجميعa, ة2 لأن مستحيل وهذا زوجي عدد4·,4 ر. أن أي
i>2أن بسبب )وذلك Rالقيم لجميع فردي عدد i  نستنتج لذا(2<

.n>1  القيم لجميع ه#5 أن

 أن أي نسبي، عدد nه أن لنفرض.54
aR=b

b وa حيث  بتربيع =)ط,a(.1 أن أيضاً نفرض صحيحان. عددان0=
 يوجد فإنه كاملاً مربعاً ليسn أن يا ثه.=nb' المساواة عل نحصل الطرفين
k صحيح وعددP أولي عدد  المساواة من.p""Iln إن بحيث0<

r>1 a=p't حيث pla. لنكتب p ثم ومن la °nb= ث أن نستنتج ثه
a =n p. ط المساواة من إذاً /b 1=(a,b) فإن 1=(p). حيثإ  و

"p" أن نستنتج Ilaو °p""Inb، للحساب الأساسية النظرية يناقض وهذا 
 في القوة لنفس مرفوعاً يكون أنP الأولي العدد عل تم ه=nb' )المساواة

 نسبي. غير عددn أن يقتفي التناقض هذا الطرفين(. كلا

 صحيحان عددان يوجد فإنه نسبياً، عدداlog,aً كان .إذا55
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log,a=m بحيثn وm موجبان /n.أن يقتضي هذا ""a=bأو 
"a" =Bأن .ا a>1أولي عدد يوجد فإنه Pيقسم a.أن يقتضي هذا 
"p \bثم ومن plb.لأن تناقض وهذا ab)=1.)أن نستنتج ذلك من 

log,4نسبي· غير عدد 

٠٢٠٢72•m =sin1 حيث sin1 ولنكتب نسبي غير عدد  أن .نفرض56

.si1  المتسللة,')لا(ترد نستخدم صحيحان. عددان٨ ة0 و
-F(2k +1)!

.n l أويساوي من أكبر موجب فردي صحيح عدد أصغر2 +1  ليكن
2l ب! السابقة المتسلسلة بضرب  الآتي: عل نحصل(1+

(21+١٢"٨,+8,
n

 حيث

٨@=,2+٤ _'لا-(-
F(2k +1!

٥,=02+٤-4'٤=(2k +1)!
1 1=t٠ t٠٠٠

(21 +2)021 +3)"21+2)021+3)021 +4021 +5)
=±a, ٦a,±٠٠٠

 ء ء7p ء
2l-!) أن با  عدداB, يكون آن فلابد صحيحان، عددانA, و(1+

n2.ء 

 إما لأنه مستحيل وهذا أيضاً، صحيحاً

0<a,-a,<B,<a,<1
 ع

 او

-1<-a,<B,<-a,+a,<0
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 غير عددsin1 أن يثبت التناقض هذا عددأصحيحاً. ليس8, أن أي
 نسي·

n,n إن .حيث57 -+k)lk،) المعادلة فإن 
y nr ا=ج و2-=1 أن بملاحظة للحل. قابلة +(n+k)y =k

 الآتي: النحو عل معطاة الحلول جيع إذاً المعادلة، يحققان

x =-1+(n-+k),y =1-n٤
 صحيح. عدد ا حيث

 المعادلة عل نحصل ومنها م:، المعادلة" تكون.58
٦35 91 65

91x الخطية +35y 13r أو49= +5y  خوارزمية باستخدام.7=
r أن نجد القسمة =14,y  هي الأخرى الحلول.)الحلول أحد هو35-=

y 35 ء-- ر إ الكسران (إذا صحيح عدد لأي=+35-13,5+14-=
- المطلوب. متقان ذ3- 91•

 للحل قابلة المعطاة الخطية المعادلة فإن ،0153,119=)17 أن .يا59
 أن نجد ،1000=17(58+)14 أن بملاحظة.m+1711000 كان إذا

،m m. العدد جذا =3 m هو المطلوب يحقق  موجب صحيح عدد أصغر
9x تصبح المعادلة +7y  عددt هو) المعادلة لهذه العام الحل.59=

 صحيح(
x =236+7٤
y =-295- 9

ar المعادلة فإن(a,b)=1Ik أن .يا60 +by =kللحل. قابلة 
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 الآتي: النحو عل معطاة الحلول جيع إذاً للمعادلة. حلاً م(y) ليكن

r=٤٨-+b٤٠ y=y٨-d٤٠e2
y وx>0 الشرطان يتحقق لكي  الصحيحة الأعداد نختار أن لابد0<

 الآتيين طين الشر خقق التي4

r bt+ ج >0, y٨-at 20

 لحقق أن لابدt أن يقتضي هذا

 و-ء.،.ث:.،
 ا:٤I ب:ً"ت تق

 المعادلة فإن ،3 يقسم(5,22,18=)1 إ حيث.61

5r +22y+18 =3
 المتغيرين بدلالة معامل( أصغر عل )لاحتوائه٤ بكتابة نبدأ للحل. قابلة

 الآخرين
3-22y-18 4 {-- ،-[) -{-7ر جy-3 ب2-3

55

 عيدصحيح، ٤ة-لإة-د يكون لابدأن إذاً صحيح، عدد د أن با

:٤ أنه لنقل
3-2y-3zح [

5
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 الإشارة( تجاهل عند معامل أصغر عل لاحتوائه )أيضاyً الآن نكتب
 الآخرين المتغيرين بدلالة

1-t-z3-5-3z ,1.٠2 ٧ -ت ت-2٢-
22

 نتل مج، دد'-': بكرن صبب،إنا«بدان عدد و جية
1-٤-2

[
2

 أن يقتضي هذا
 ج=1-٤-2

y =٤+3
x =-3-+8t-  6ي

 المعطاة. الخطية المعادلة حلول تمثل وهي صحيحان، عددانw و ا حيث

 العادلة إذاً ،23 يقسم(7-,9,10-,11=)1 أن بي(.62

7٦ -9y +10z -1M =23

 علل نحصل السابق السؤال في المستخدمة الطريقة باستخدام للحل. قابلة
 الآني: الحل

x =2-+4٤-+٧-٧
y =-1+2٤+3-2
z =-٤-+2٨

٦=٦

,t,٦ حيث wصحيحة. أعداد 

{6, +d,m,:1<i <m,,1< {,m> ز  المجموعة أن با.63
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 قياس تام رواسب نظام تمثل المجموعة أن فلإثبات عددm,m, عل تحتوي
,m,mقياس متطابقين غير المجموعة هذه من عددين أي أن نثبت أن يكفي 
,m,m.أن لنفرض 

c, +d,m, =c, -+d,m, mod m,m,

c, =c, mod m, ,c أو +d,m, =c +d,m, mod m,  أن يقتضي هذا
,c ثم ومن =c٠٤-,,٠٠ ,ع لأن,cقياس تام رواسب نظام تمثل ,m.هذا 

 التطابق يعطينا

d,m, =d,m, mod m,m,
,d, يعطينا بدوره والذي =d, mod mثم ومن ,d, =dلأن 

 أن ذلك من نستنتج.m قياس تام رواسب نظام تمثلd,,d-,,٠ ,م4.
,4,m+,٥,=c, +d,m، المجموعة من مختلفين عددين أي أن أي 

 المجموعة إذاً.m,m, قياس متطابقين يكونا أن يمكن لا المعطاة
.mm, , قياس تام نظام تمثل}6 +d,m,:1si <m,,1< {,m> ز

 نظام يمثلان لا2.3,1٠2 العددين فإنn=2 كان إذا.64
mod لأن2 قياس تام رواسب  فإنn=3 كان وإذا.102=22.3
 لأن3 قياس تام رواسب نظام تميل لا3.4,2.3,12 الأعداد
mod  الأعداد فأيضاn>4ً حالة في و.2.3=33.4

(n+1)٠٠n,n(n-1),(n-1)٠(1٠2,2.3,3.4,000,6n-2تميل لا 
 لأنn قياس تام رواسب نظام

n-1)=n'-3n+2=2=1.2 mod n)٠(n-2.)ذلك من نستنتج 
 قياس تام رواسب نظام تمثل لا٠n,1٠2,203,3٠4,000(n+1) الأعداد أن

.n 2>2  صحيح عدد أي
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a=1,2,٠٠٠p-1 1=(p,') الأعداد لجميع  أن أولاً لاحظ.65
 فإنه عددP-1 عل تحتوي}1,2 ,ن0..(,p-1{') المجموعة أن با.

 أن ثبت أن يكفيP قياس حتول رواسب نظام تميل المجموعة أن لإثبات
b a و p. عددين لنأخذ  قياس متطابقين غير المجموعة في عددين أي

a,b إن بحيث sp-1>1و 

a3=b modp
(1<k <p-1) k p-1)=1, ضربي معكوس يوجد فإنه(3  إن حيث

3k أن أي ،3 للعددp ا- قياس =1 modp-1، أو 
(3k =1+l(p-1أن يقتضي هذا صحيح. عدد >ا0 حيث 

modp-"ا٣"- »ا{=٣@ modp =a=3 "ا
=a =b modp

 قياس مختزل رواسب نظام تمثل٠0٠,p-1,1,2 الأعداد لأنa=b ثم ومن
p.المجموعة أن يثبت هذا (}p  رواسب نظام تمثل}1,2,'٠(,.-1-

.P  قياس تؤل

 سبيل عل تتحقق. لا أن يمكن فالنتيجة(p-1)=1,3 يكون عندما
p نأخذ عندما المثال  والأعداد(p-1)=(3,6)=31,3 فإن7=

.1=21 mod 7  لأن7 قياس نختزل رواسب نظام تميل لا6,٠٠٠,1,2

 الآتية الحسابات بإجراء.66

72=4 mod 157" =1 mod mod15 د%7=151
82 =4 mod 15=8" =1 mod mod ج8"=1=15 15
92=6 mod159" =6 mod 159" =6 mod15

 أن نستنتج
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4٠7 +5٠8" +6.9" =4+5+36=0 mod 15
.15١4٠7+5.83+6.9 أن أي

mod أن بملاحظة.67  و25=214
4٩+53 =16x4" +5x25" =16x4" +5x4"

=21x4" =0 mod 21
.214+%5" أن نستنتج

mod أن بملاحظة.68 mod و36=342  نحصل2-='342
 عل

36" =2"=(2)" =(-2)"(2)=(-2)=4 mod 34
mod أن وبملاحظة mod و37=343  و3=345

mod  علل نحصل5=3413

37=3" 5" =5(13)=3013)=5(13)=3 mod 34
mod أن يقتي هذا  باقي فإن ثم ومن36"+37"=3+4=347

.7 يساوي34 عل363+37 قسمة

a=0,±1,±2,±3,±4 إن حيث.69 mod  الطرفين فبتكعيب ،9
.a" =0,±1 mod 9  عل نحصل وبالتبسيط،

a أن لنفر.70 +83+c3=5+99 قياس المعادلة بحساب.٨
 التالية الاحتالات عل نحصل السابق، السؤال وباستخدام

mod  أي كتابة يمكن لا إذاً خاطئة. ججيعها والتي ،5=±0,±1,93,2±
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9n الصيغة ذي عدد  مكعبة. أعداد ثلاثة كمجموع5+-

mod التطابق تحقق الزوجية .الأعداد71  الفردية الأعداد د.=20
,x=1,3 التطابق تقق 5, 7,9, 11 mod  كان إذا.12

،r=1, 5 mod 12 x=0. كان وإذا mod 3 ,r=3، فإن 9 mod 12
.x=1 mod 6 x=7، فإن mod 12 x=1. كان وإذا mod 4  فإن

mod الأخر الاحتال  هو. كا يبقى±=1211

 المطلوب: عل نحصل الآتية، الحسابات بإجراء.72

3° =279=10x9=5 mod17
3 =53 =8x5=6 mod17
33 =6"=2 mod17

 نكتب أن يمكننا أنه يعني هذا.mod31="10 أن أولا لاحظ.73
3k+1="10، حيث kنحصل الأتية بالحسابات موجب. صحيح عدد 

 المطلوب: عل

8x2=1x2=2 mod7=22 "ت

 بسهولة. المطلوب لإثبات الرياضي الاستقراء استخدام يمكننا.74
mod أن أولاً لاحظ أخرى. طريقة باستخدام نقوم سوف  إذا5"=250

mod إن وحيث.n>2 كان mod فإن5=41  القيم لجميع5="41
n>2.الآتي: النظام يعطينا هذا 

5" =0 mod 25
5" =1 mod 4
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x" بوضع  أن نجد الصينية، الباقي نظرية بواسطة النظام حل ثم ومن5=
.5" =25 mod 100 x، أن أي =25 mod 100  هو الحل

 أولأعل نحصل.23 قياس21 و!11! العددين بحساب نقوم.75

11!=11x(0x9)x(8x7)x(6x5)(4x3x2x1)
=11x(-2)x(0)x(7)x(1)
=(-22)x(70)
=(1)x(1)
=1 mod 23

 يأتي: ما نلاحظ أيضاً

21!=11b12x13x14x00.x20x21
=11!x(-11x(-10)x(-9)x٠٠.x(-3)x(-2)
=11k11!
=1x1
=1 mod 23

.21!=11! mod 23  أن يقتضي هذا

 الآتية التطابقات يجققإحدىp>5 أولي عدد أي.76
p=1, 5, 7,11 mod  المطلوب: عل نحصل الطرفين بتربيع.12

mod  =م1249,121,25,1
=1,1,1,1 mod12
=1 mod 12

p5 أن يقتضيp>2 أن لاحظ أولا.77 +2%  كان إذا.3<
p=2فإن p'+2  أولي عدد م أن الآن نفرض أولي. غير عدد8=
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p كان إذا فردي. =1 mod  فإن3

p+2 =1+(-1)=0 mod3

p" ثم ومن p كان إذا أولي. غير عدد2+ =2 mod  فإن3

p+2 =2+(-1) =0 mod 3
p2" ثم ومن p=0 كان إذا أولي. غير عدد2+ mod  يكون أن فلابد3

p=3لأن pالحالة هذه في أولي. عدد p2+2!  عدد17=9+8=
'p يجعلP=3 هو وحيد أولي عدد يوجد إذاً أولي.  أولياً. عددا2ً+

 .لنكتب78

N ٤ ب4٤···4,4,4,4,4=
=4٠٨٨٤4,, x100 +٠٠٠-aa,x100-+a,a,

,a حيث mod أن با.i القيم لجميع0<9>  فإن ،100=991

N =4,[,4٤+٠٠٠+a, +aa, mod 99

 المكونة الأرقام مجموع كان إذا وفقط إذا99 عل القسمة يقبلN أن أي
 على القسمة يقبل الآحاد، خانة من ومبتدئاً مثنى، مثنى مأخوذةN للعدد

 المثال سبيل فعل.99

546312=54+63+12=129=30 mod 99
396 =3-+96=99=0 mod 99

.991396 و99/546312 أن أي

27x37+1=1 أن أولاً ثلاحظ.79 mad  نأخذ.1000=27
 مجموعة كل مجموعات إلى له المكونة الأرقام وتقيمN صحيحاً عدداً
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 الآحاد: خانة من ابتداء أرقام ثلاثة من مؤلفة

N  ي٤,٨ و٤ ر4 و٤··"4,,44,4,4,4=
,٠0.+a,,a,X1000 +a,a,a+X10004 و٤ م4 و٤,_4 ي=

,a حيث mod أن ب].i القيم لجميع0<9>  فإن1000=271

mod 27N ,a,,+a,4a+ مإ4 ،و,4 إ,+٠٠٠,4=

 الأرقام مجموع كان إذا وفقط إذا27 عل القسمة يقبلM أن يقتضي هذا
 خانة من ومبتدئاً ثلاثية، مجموعات شكل عل مأخوذاNً للعدد المكونة

 المثال سبيل فعل.27 عل القسمة يقبل الآحاد،

6615=6+615=621=0 mod 27
573118=573+118=691=16 mod 27

.27/573118 و2716615 أن أي

 عدداn=2kً كان إذا.n لقيمة المحتملتين الحالتين ندرس.80
 علل نحصل فسوف زوجياً

mod50=5=1+("1)-4=1+4٠14 ح
n كان وإذا =2k  عل نحصل فسوف فردياً عددا1ً+

4٠143" +1=1٠(-1)+1=0 mod 3
n n كان إذا3١4٠14"+1 زوجياًو عدداً  كان إذا5١4٠14"+1 أن أي

 عدد هو4٠14"+1 الصورة عل عدد أي أن يقتضي هذا فردياً. عدداً
 مؤلف.

 أن نفرض لذاr=1 كان إذا صحيحة العبارة أن أولاً نلاحظ.81
r>1.كان إذا p  فإن2=
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2r
2 ي] -+-اa د-»

2rء ء ب 
r ثم ومن m«d •2 أن يا >م.2 أن نفرض الآن =ا"ا.2

mp p =ا'('/-م(٣-(١-2١٠٠٠»-(٥-١)
 و

(mp -1)(m -2)000(mp -(p-1))=(-1)(-2)٠٠٠(-(p-1))

.np •P ءنه٦ ";""ثر٠٠٤ ء4٠
mpء 

r م modم(.٠ -م(١9=1 =ا"الأن p

 أن بملاحظة.82

p'-1 'p!(p)!(p-1)٠'p" م
-[}]٤ غرة،ن ا}يبت٤ ، ي

 ا٠٤٤ 'م<1 باف {أ[;/ء و)" سعاا«عب
;%" :مر;: بي:يتؤلفاشرy0 نر-

 }اجو ا"ر_٤ ناله }ا&ونم ا""م منانفي
 أن ذلك من نستنتج صحيح. عدد

(٢{٢"{"'»٠-٥»٠ kk-1k

،a=1+mt a=1 نكتب أن يمكننا فإنه mod m  كان إذا.83
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 الآتي: يعطينا هذا صحيح. عدد ا حيث

a" =(1+m٤)"
mmm

-١١/;{٠0 ?أد)٠٠ ز٢/+-٠١ m21
=1 mod m"

 فإن(n,936)=1 و8x9x13=936 إن حيث.84
n,8)=(M,9)=(n,13)=1.)التطابق عل نحصل19 نتيجة باستخدام 

n" =n mod 13
 علل نحصل أويلر نظرية فباستخدام(»9=)6 أن بملاحظة
n"=1 mod n"=1 عل نحصل الطرفين بربيع.9 mod  بضرب.9

 التطابق عل نحصلn في الطرفين

n"=n mod 9
1 أن نجد الطريقة بنفس mod 8=""٨="n.ثم ومن الطرفين بتكعيب 
 التطابق عل نحصل« في الطرفين ضرب

m"3 = n mod 8

n"=n[ أن نستنتج أعلاه الثلاث التطابقات من mod  أو ،8,9,13]
.9361n"3-n n"=n، أن أي mod 936

n=-4 إذاً.19ln2+4 أن لنفرض.85 mod  يقتضي هذا.19
"n"=4 و(n,19)=(4,19)=1 أن mod  إن وحيث.19

mod191=5.4=4.('3=)4(.45"=)4، إذا 
n"=-1 mod19، فيرما) نظرية يناقض لأنه مستحيل وهذا 
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m"=1 mod .4/19+٨2 أن ذلك من نستنتج(.19

a إذاً زوجي. عدد -"هa أن أوً لاحظ.86 mod  نقوم ="ه.2
.a"=a mod 3 la فإن3 "a. إذاكان =a mod 3  أن بإثيات الآن

n ولنكتب(a,3)=1 أن لنفرض =2k k حيث1+  صحيح. عدد0<
mod أن نجد فيرما، نظرية باستخدام  ومنk الأس إلى بالرفع =شه.31

"a عل نحصلa بالعدد الطرفين ضرب ثم =a""=a mod  إذاً.3
a mod3صحيح عدد لأي ="ه aفردي عدد وأي n.ذلك من نستنتج 

a[ أن mod a أن أي "ه،=2,33] mod  ="ه.6

 )وإلاp/n يكون أن فلابد ،pI1+n+٠٠٠٤٨"٩ كان إذا.87
 يصبح فيرما نظرية باستخدام تناقض(. وهذا ،pll عل نحصل سوف
n""=1 لدينا modp، أن أي pln-1.أن با 

M"1-1=(n-1)(1+n+٠٠٠+٨)".......٠٠.()
 باستخدام.pl1+n+٠٠٠+n"• أو مln-1 إما أنه نستنتج فإننا

n-1 «.إ.""ا،ننتج١ -»ا1٠٣-٥١ أ تجد ،31 رتم السؤال
 نحصل سوف )وإلاp/n-1 فإن م،١ ا-" كان إذا أنه ذلك من

n-1ء 
 كان إذا إذا تناقض(. وهذا ،p\p-1 ثم ومن1,p-1-)pl) عل

٠٠٠-+٨٩+pl1+n، فإن n =0,1 modp.صحيح: أيضاً والعكس 
n كان إذا =0 modp، فإن n""=1 modpفيرما(. نظرية )بواسطة 

.pI1+n+٠٠٠+n" n=1، ينتج)( من فإنه modp  كان وإذا
 هي السؤال شرط تحقق التي الصحيحةn قيم أن ذلك من نستنتج

.n =0,1 modp
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،a%=-(p-a) modp p-2 فإن فردي عدد  أن ا.88
a2+(p-a) أو =0 modp.أن يقتضي هذا 

1٩-٥٢٥2٨-2+٠٠٠+(p-1)-٥
1'1٧- »a«١-+--٣١١٠+4-'[ ا[-م(ا+٠= 22

=0 modp

.A =22283"  لنضع.10 قياس111" بحساب نقوم.89
،A =0 mod 4 mod و»010=)4 و1117=7 10  أن أولاً لاحظ

A أي =4k، حيث kأويلر نظرية باستخدام موجب. صحيح عدد 
mod عل نحصل  ثم ومن7"=7=101

111" -1117"=7" =1=1 mod10
 ا. يساوي1117" للعدد الآحاد منزلة في الموجود الرقم أن يقتضي هذا

 للعدد العشرات و الآحاد منزلتي في الموجودة الأرقام لإيجاد.90
»(100=)40 أن .با100 قياس العدد هذا بحساب نقوم13"

.A =14" mod لنضع.13="1 100  أن نجد أويلر نظرية فباستخدام
:8 و5 قياسA نحسب

A mod -(=ف1")=4"14= 5
A=14"5=(-2)" =0 mod 8

A أن نجد الصينية الباقي نظرية باستخدام =24 mod  أن أي ،40
A =24+40kحيث kأن يقتضي هذا موجب. صحيح عدد 

13"" 13"=136 =13" mod 100
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 لكن
13% =169" =(31)"=961° =61% =3721 =21

=9261=61 mod 100
mod أن يقتي هذا  في الموجودين الرقمين فإن ثم ومن13=10061

.61 هها13"" للعدد العشرات و الآحاد منزلتي

0<b <1000 b يحقق  موجب صحيح عدد إيجاد هو .المطلوب91
B و mod  نظرية باستخدام إذاً »،01000=)400 أن .يا3"=1000

.3"=1 mod 1000 mod ثم ومن3="1 1000  عل نحصل أويلر

.27b =1 mod 1000 mod أن يقتضي هذا.3"=278 1000  أيضاً
 خطية ديوفانتية معادلة إلى بتحويله الخطي التطابق هذا بحل نقوم

27b +1000k  أن بسهولة نجد أقليدس خوارزمية باستخدام.1=
b =37 mod  هي3" للعدد أرقام ثلاثة آخر أن ذلك من نستنتج.1000

.037

n 1=(n,2). أن لنفرض  أن أولاً نستنج السؤال فرض من.92
mod التطابق عل نحصل فيرما نظرية باستخدام أولي. عدد n1-2 =ا.

mod المعطى التطابق بضرب n1°=2التطابق عل نحصل2 بالعدد 
mod n2""=2ثم ومن mod n2=1، أن أي nl1، مستحيل وهذا 

 مؤلف. عددn أن ذلك من نستنتج.n>2 لأن

 الأس إلى التطابق طرفي برفع فإنهmod1'=2 م كان إذا.93
p+1عل نحصل 'modp1°-أن لنفرض .الآن2 =ا 
 التالية: المتطابقة تكون م.3١2--'1 أن يقتضي هذا.mod1%'-=2 'م
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--'«1=2٢«-1(=2٥ -ا-1)02٣٢-٢٠٠+.2-«+2٦-+1)

 عل نحصل فيرما نظرية باستخدام

5»4-9 +...+2«٣-٣-' +1=1+٠٠٠-+1+1+1 modp
=p-+1=1 modp

 إن حيث (.الآن0%2"+٠٠+.p)=1,1'+2-+%-2 أن أي
p°12»'--1و p3)=1,1-+22+"-2+...+"224)فإن 

 الإثبات. يتم وهذاmodp1=2 أن أي °م،١2-'1°

 أويلر نظرية فباستخدام(2,5=)1 و(»2=)2" إن حيث.94
mod" التطابق عل نحصل mod" أي ،5"=21  هذا.5"=21

 موجب. صحيح عددa, حيثa"2+1=5, أن يقتضي

 أن وبملاحظةp\(p-1)H+1 ولسون نظرية بواسطة.95

٠=٠ ا-وa ء"إ%-= إ"م}
mod 2n n. التطابق.96 =3 n-3)!=0 عندما متحقق(2

 هذا(n>3 )لأن2n-3>n و2n-3>2 إذاً.n>3 أن لنفرض
 أن أي (،2٨-3!) المضروب في كحدين يظهرانn و2 العددين أن يعني

.(2n-3)!=0 mod 2n !nl(2n-3) ثم ومن2

p-1!=-1 ولسون: نظرية .نستخدم97 modp.)كتابة لعيد 
 الآني: النحو عل السابق التطابق
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1٠2٠3٠٠٠(p -k)٠(p -k+1)٠(p -k +2)٠٠٠
(p-k+k-1)=-1 modp

 عل نحصل ،P قياس الأخيرة الحدود قيمة بإيجاد

(p -k)!(-(k-1))٠(-(k-2))٠٠٠(-1)=-1 modp
 لدينا يصبح وبالتبسيط

(p -k)!(-1)"٠(k-1!=-1 modp
 المطلوب عل نحصل-(1) عل وبالقسمة

(p-k)!(k-1)!=(-1) modp

 أن نجد أولي، عددp>5 ،حيثn=p-4 .بأخذ98
n -+3)H1=(p-1)H+1)عى القسمة يقبل pنظرية باستخدام وذلك 

 ولسون.

 نظرية وباستخدام أولي، عدد م>3 حيث ،n=p-1 .أخذ99
 أن نجد فيرما،

nx2" +1=(p-1)2'+1=(-1)x1+1=0 modp
.٨x2" +1  يقسم م أن أي

 في متحققة(p-1H1=p المعادلة أن أولا نلاحظ.100
,(2,1)=(p,k) التالية الحمالات (3,1),  أن يلي فيا نفرض لذا(.5,2)
p>5.الشكل عل المعادلة بكتابة p-1!=1)-عل وبالقسمة 
p-1الآتية: المعادلة عل تحصل 

(p p+1+٩+p٠٠٠+ م=!(2-
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 الآتية: الصورة عل السابقة المعادلة كتابة لعيد

(p-2)!=(٠٠٠(+1(+)ام1 -"م- +(p-1)+k
p-1 !p-1(p-2)(١ -'م1 أيضاً(.24 مشال p>5 فإن  أن ب
.k>p-1 p-1lk ثم ومن si أن يقتضي هذا.1 <k-1  قيم لجميع

 لأن وذلك(p-1H1 م= المعادلة تحقق لنk القيمة هذه مثل لكن
p =(p-1)H+1<p"°+1م(1<)1 أو«- "pوهذا 

) .p >5 =p-1H1) كان إذا متحققة غير  م المعادلة إذاً مستحيل.
 التالية: العلاقة أعلاه ملاحظة:استخدمنا

((٨-١١=2٠3٠٠٠٠٠0٨-1<pP"P=p%
 رة

 أن نجد السؤال معطى من.101
+٥١1-»=111a[ ي-1٨! [p-1" +م+ج٠+ إ·٤ ج} ٤- k2 3

1<k <p-1 k"=1 حيث modp 1-=!(p-1) و modp  أن با

'k م أن نستنتج mad!=-لكن-(.١ (=!٠P.)إذا 

(p  لاmodp "٢-.ي٦!(!

k
 أن يقتضي هذا

 ء"-A»تؤد،٤٤="0m م»
k=1k=1 k

.88 رقم سؤال من ناتج الأخير التطابق إن حيث

mod أن ثثبت أن ثريد.102  أن با.3="1211
 نحصل أويلر نظرية فباستخدام(»121=)001-)11(1-1-)110
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=1

mod عل  العلاقة أيضامن3=""1211
3"=1 mod 121 x2+1=1 أن نستنتج3='243=121 mod 121

mod عل نحصل السابقين التطابقين بضرب 121 أن أي ،3"=1211
.3 لأساس أولي شبه عدد

mod أن تثبت أن ثريد.103 n1-'=2.مايي: أولا ثلاحظ 
 م2-"1.,1-42)42--'"102٢+'-1

 أ{ <ب د د٠

333
mod 3 modp و فيرما( )نظرية2=1  )لأنp-11=1°-2 أن ب]

mod فإن زوجي(، عدد 3p1'=°2لأن( p)=1,3.))أن يقتضي- هذا 
3p12°'-14 ثم ومنpln-1أو أعلاه( المعادلة )باستخدام 

2pln-1.2 إذاكان لكنpln-1أن با.2%-1١2-'1 فإن 
3n=23-13 فإنnI2-1ثم ومن n12"-1، أن أي 

mod n1"-=2المطلوب. وهو 

p إً .حيث104  أن ثثبت أن (.ثريد3,5p)=1 فإن#3
mod 5p1%-!=3بالحالة .نبدأ p=2.أن بسهولة نجد 

mod 103" =1 mod 10 x3x3=3x1x1=3 أن أي ،3="3
.3 للأساس أولي شبه عدداً ليس10 العدد فإن ثم ومن

 أن نجد أويلر نظرية باستخدام.p=5 الحالة الآن نأخذ
mod mod أن أي ،3""=251  أن يقتفي .هذا3="251

x3 =6x1=6 mod  أولي شبه عددا ليس25 أن أي ،%3=3'25
.3 للأساس

p أن نفرض الآن  أن نجد أويلر نظرية باستخدام أيضاً.5<



 الحلول الثالث: الفصل ي ا

mod 5p1=(3، أن أي mod 5p1"-"=3.طرفي بضرب 
 التطابق عل نحصل3" بالعدد السابق التطابق

3a1=3r" mad 5p

mod أن ثبت الإثبات لإكال 5p1±"3:كان إذا 
mod 5p1"=3فإن modp1"=3(19 نتيجة )باستخدام ثم ومن

3x3=1 modp.أن يقتضي هذا p 180=2x5ثم ومن p=2أو 
p=5لأن تناقض وهذا p mod .إذا5ً< 5p1=""3ثم ومن 

mod 5p13 ة%°
.3 للأساس أولي شبه عدداً ليس5p العدد أن أي

 عدداً نجد أن نحتاج كارمايكيلياً عدداً ليس م أن ثبت لكي.105
 العدد نأخذ.a =ا-modp1' و(a,p)=1 يحققa صحيحاً
a=p+1.أن الواضح من p +1,p3)=1.)ًالعلاقة من أيضا 

 ،٠٠٠١/٠ -ا٤ "ب{أ'١٠-٠ إ-;إلإ+
 الحد ماعداp" عل القسمة تقبل الأيمن الطرف في الحدود جميع أن نلاحظ
p'/(p أن ذلك من نستنتج الأول. +ny-'-1، أن أي 

"modp1"-1 =اy+.)أن يثبت هذا م 'pكارمايكيلياً. عدداً ليس 

 للتطابق وحيد حل يوجد فإنه(p)=1,2 أن با.106
2r=1 modp.الشكل عل السابق التطابق بكتابة 

2x=1=p +1 modp
p أن وبملاحظة  الحل علل نحصل فإننا زوجي عدد1+
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=1

+1++1٠٠٢ x =± modpأن .)لاحظ p>4>1.ء2١2 أن نستنتج ذلك من p-+
 ر(. العدد هو2 للعددP قياس الضرب المعكوس

 النظام يحقق موجب صحيح عدد أصغر إيجاد يكافئ السؤال.107

x =4 mod5
x=5 mod 6
x=6 mod7

x أن يقتضي الأول التطابق =4+5k.الثاني التطابق في بالتعويض 
k أن نجد حله ثم =5+6l.أن نجد حله ثم الثالث التطابق في بالتعويض 

 أن يقتضي هذا =ا.6+7٤

r =4+5k =29 +30l =209 +210e
 هو السؤال يحقق موجب صحيح عدد أصغر إذاً صحيح. عددt حيث

(.t =0 ( عندما r =209

 الآتي: التطابقات نظام تكون.108

r =0 mod p,
+1=0 mod p}
+2=0 modp

x +r-1=0 mod p'

 فإنه، مشنى، مثنى نسبياً أولية أعدادp},p,,p,٠00; الأعداد إن حيث

 قياسN ج وحيد حل أعلاه للنظام يوجد الصينية، الباقي نظرية باستخدام
'٠٠٠p}P=p,pي ه المطلوبة فالأعداد .لذا 

.N =N, mod pp}.0.p



} ا3  الحلول الثالث: الفصل

 ،31312 و31231 أن با.3x41=123 أن أولاً نلاحظ.109
 أن أي ،3 عل القسمة يقبلA=0231+312%)3 فإن

A=0 mod 3....٠..........(1)

mod أن با mod و231=4126  إذاً ،312=4125

A=(26"+25%3ق( mod 41
mod عل نحصل فيرما نظرية باستخدام  يعطينا هذا.26"=411
mod mod ثم ومن26"=411  .لكن26"3=4126

.26"=25 mod 41 mod .إذا26ً="°20=31=25 41

mod عل نحصل فيرما نظرية باستخدام أيضاً  هذا.25"=411
mod يعطينا mod ثم ومن253=411  .لكن25 ق"=25"41

.253 =4 mod 41 mod إذا.25"3=25010)=25010=)4 41
 أن ذلك من نستنتج

A =(25+4)"=29" mod 41
 على نحصل فيرما نظرية باستخدام

29x029") =29x1=29 mod  أن أي.29"=41

A=29 mod 41............(2)
 أن(2) و)( من نستنتج الصينية الباقي نظرية باستخدام

A=111 mod .111 يساوي123 علA قسمة باقي .إذا123

.1155=3x5x7x11 x. أن أولأ لاحظ =4""  لنضع.110
 أن بسهولة نجد
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=1

x=1=4 mod3
x =4 mod 5
x =4 mod 7
x =4 mod11

x =4 mod 1155 x أو =4 mod [3,5,7,11]  أن يقتضي هذا
.4 يساوي1155 عل4""" قسمة باقي فإن ثم ومن

r التطابق إذاً(.ab)=d .لنكتب111 =0 mod bللحل قابل ه 
 في الموجودة الأعداد عدد أن ذلك من نستنتج.d يساوي حلوله عدد و

 يساوي أ القسمةعل تقبل التي}a,2,3a,-0.,ba{ المجموعة
.(a,b)=d

 التطابق أن نستنتج ،11x13=143 أن .بملاحظة112
17x =2 mod  النظام يكافئ143

(،17٤ =2 mod11
[17x =2 mod 13

 هو الثاني التطابق وحل±=mod114 هو الأول التطابق حل
mod137.»=النظام بتكوين 

[,٣=4mad11
r =7 mod 13

.x =59 mod 143  هو الصينية، الباقي نظرية باستخدام الحل، أن نجد

 التطابق فإن ،3x8=24 إن .حيث113
2=0 mod 24-٤-r"+2x4النظام يكافئ 



3sا {  الحلول الثالث: الفصل

2=0 mod 3-٤-2x4+3[.ج 
mod  +قر]2٤ً -د-2=80

x ها الأول للتطابق حلان يوجد =-1, 1 mod  حلول وثلاثة3
,x=-2 هي الثاني للتطابق -1,1 mod  تعطيناستة الحلول هذه.8

 خطية: أنظمة

r =-1 mod 3, x =-2 mod 8
x =-1 mod 3, =-1 mod 8

mod 3, x=1 mod  ر-=81
·'x=1 mod 3, =-2 mod 8
x=1 mod 3,x=-1 mod 8
[r=1 mod3,x=1 mod8

 هي: الخطية الأنظمة هذه حلول

x=1, 7,14, 17, 22, 23 mod 24

 المعطى. التطابق حلول نفسها وهي

 التطابق فإن ،5x19=95 إن .حيث114
2x'+x-1=0 mod  الآتي: النظام يكافئ95

[.2x 3+x4-1=0 mod5
mod  رد]±3+1-2=190

 حل أي يوجد لا إذاً أعلاه، النظام في الأول للتطابق حل يوجد لا أنه با
.2x 3+x-1=0 mod 95  للتطابق

 النظام .في115
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=1

[,24'-+-1=0 md3
4r =2 mod 10

mod هو الأول التطابق حل  الحلان الثاني للتطابق بينا =،31
x=3,8 mod  خطيين: نظامين لتكوين الحلول هذه نستخدم.10

[،ax=1 mod 3,x=3 mod 10
mod 3, x=8 mod  =أ101

mod هو الأول النظام حل  هو الثاني النظام وحل±=3013
.x=13, 28 mod 30 r. هما حلان المعطى للنظام إذاً =28 mod 30

 للتطابق حل أي أن لاحظ.116

x2+1=0 mod 169 .......(1)

 للتطابق حل أيضاً هو

xr+1=0 mod 13 .......(2)

x=-5 هي(2) التطابق حلول mod r=5 و13 mod13.يقتضي هذا 

 الآتيتين الصورتين إحدى عل يكون أن يب)( للتطابق حل أي أن

[،x =5+13
 =لا]13+5

,t حيث e2.علل نحصل)( التطابق في الحلين هذين بتعويض 
 الآتيين الخطيين التطابقين

[26-130 =0 mod 169
mod  أ130+26=1690

 عل نحصل13 عل بالقسمة



} ا3  الحلول الثالث: الفصل

[,2-10=0 mod 13
[2+10=0 mod 13

t=8 هي التوالي عل حلوفا والتي mod u=5 و13 mod  أن أي ،13

(٢-6١١3
w =5+13l

 أن يقتضي هذا.k,le ة حيث

[,+ =99+169k
r =70+169l

x هي)( التطابق حلول فإن ثم ومن =99 mod  و169
.x =70 mod 169

x'=r أن أولاً لاحظ.117 mod7أن يقتضي هذا(.19 )نتيجة 
x"=x mod7.ًالتطابق إذا x"-2x-4=0 mod  يكافئ7

x-2x-4=0 التطابق mod  الوحيد الحل له الذي7
.x=2 mod7

a " الصحيحة الأعداد لجميع ه =a modp  إن .حيث118
x=0 للتطابق إذاً (،19 )نتيجة modpعدد -"تد pهي الحلول من 

.r =0,1,2,000,p-1 modp

x"=x أن بملاحظة الحل .نبدأ119 modpصحيح عدد لأي 
xأن نجد م الأس إلى التطابق طرفي برفع(.19 )نتيجة 

x"=x modp."=نحصل م الأس إلى السابق المتطابق طرفي برفع 
x"=x"=x التطابق عل modp.أن نجد العملية هذه بتكرار 
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=1

x modp"=تx.التطابق أن يقتضي هذا a modp"=تxمكافئ 
.x =a modp x، هو المعطى التطابق حل أن أي =a modp  للتطابق

 التالي: الشكل عل السؤال في المعطاة الحدود كثيرة لنكتب.120

f (±)=a,٦"+a,,٣+""٠٠٠+a,٤ +a٨
 كان إذا صحيحة. أعدادa,,4,,·,4, المعاملات وn>1 حيث

P f أولي عدد لأي للحل قابل (x)=0 modp a,=0، التطابق فإن
x هو الحلول )أحد =0 modp.)أن لنفرض لذا a,=0.الآن لنفرض 

f التطابق أن (r)=0 modpالأعداد من فقط محدود لعدد للحل قابل 
b,٠··P, العدد لتعرف.p,,p,,":·,p, الأولية =ap,p.يعطينا هذا 

f(b)=a,(+B)
 حيث

.B =aa,(p,·٠٠p,)+a,a}(p,٠٠٠p,)+٠٠٠+a,a;""(p,٠0.p,)"
 )لأن و/a و٩l1+B بحيث و أولياً عدداً نختار أن بإمكاننا

a,1+B)=1.))التطابق أن أولاً يقتضي هذا 

f (x)=0 mod 4
b و هو الحلول أحد) للحل قابل mod،)»= ًوثانيا ,p#4لجميع 

B+ و٩١1 i> )لأن1 <r i<r>1 القيم ,p= القيم لإحدى4
 التطابق أن من افترضناه ما يناقض هذا تناقض(. وهذا وl1 أن يقتضي

f (r)=0 modpالأولية للأعداد فقط للحل قابل ,P,0P,,:··,p.من 
f التطابق أن نستنتج التناقض هذا (r)=0 modpلعدد للحل قابل 

 م. الأولية الأعداد من لاهائي



} «ا  الحلول الثالث: الفصل

 أن(35 مثال حل )من أولاً لاحظ.121

F,-2=EEF,٠٠F.,
,E أن وملاحظة للطرفين3 بإضافة  أن نجد3=

F,+1=EEE,٠00R,+3=3E,E,٠00F,, +1)
,F أن نستنتج زوجي، عدد٠٠٠F,,+1,FF أن با +1=6kثم ومن 

.F,=6k-1

 فيرما لعدد العشرية الخانات عدد أن نستنتج ،36 مثال من.122
F, =2%  عدد إذاً.F,-1=2 للعدد العشرية الخانات عدد يساوي1+

F. 1og]. فيرما لعدد العشرية الحانات  ر2" +ا]1=631306 يساوي

 فيرما لعدد الآحاد خانة في الموجود العدد فإنn>2 كان .إذا123
 .نستنتجR=5 وE;=3 أيضاً(.36 )مثال7 يساوي٢,=1+23

 الأعداد لأن) كاملاً مربعاً يكون أن يمكن لا فيرما عدد أن ذلك من
 هي الكامل للمربع الآحاد خانة في توجد أن يمكن التي المحتملة

 لأس مرفوعاً عدداً يساوي أن يمكن لا ثم ومن(9,1,4,5,6,0

 روجي·

,F أن الآن لنفرض =xحيث mو x  إذاً فرديان. عددان1<

2 =٤"-1=(٤-1)(٤+-""٤-٥+٠٠٠+٤ +1)
m إذاكان  الفردي العدد أن نستنتج أعلاه المعادلة فمن1<

 أن لابد إذاً مستحيل. وهذا2 العدد يقسمx +ا"٦-"٩+٠٠٠+٤+1
 لأي قوة يساوي لا فيرما عدد الحالتين كلتا في أنه يعني هذا.m=1 يكون
 صحيح. عدو
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=1

"F,=2 أن ا.124  كتابته يمكن كان إذا فإنه فردي، عدد1+
2 الأولي العدد العددين هذين أحد يكون أن فلابد أوليين عددين كمجموع

 لكن.R,-2 هو الآخر فالعدد ثم ومن

F,-2=23-1=2-1)24 +1)
 يمكن لاF. فيرما عدد إذا.n>2 كان إذا2-1>3 لأن مؤتف عدد

.n>2  يكو عندما أوليين عددين كمجموع يكتب أن

mod, أن يا.125 F1=-"2، 23- الأس إلى الطرفين برفع فإنه
mod, عل نحصل F1=2، أن أي ,E2 للأساس أولي شبه عدد.

 للحل قابلmodp0=1+2 التطابق أن ثبت أن ثريد.126
 من لانهائي عدد بإنشاء نقوم سوف.p الأولية الأعداد من لانهائي لعدد

 لأي(F.,F.,)=1 لدينا35 مشا من ذلك. تحقق التي الأولية الأعداد
.n #m  موجبين صحيحين عددين

.F P يقسم أولياً عدداً  ليكن

.P,#P, 1=(,F,,F) فإن ;F. أن با  يقسم أولياً عدداً ,م ليكن

 فإن(,F)=(R,,F)=1 أن با.F, يقسم أولياً عدداPً, ليكن
.p, p, ,p و #p,

 فإن أوليايقسم عدداPً إذاكان وهكذا
,0P,0P"p #pلأن٠ R,)=1,,للقيم(٢ k  =ز.٠٠,1,2,.1-

 التي}p,,{, المختلفة الأولية الأعداد من لاهاثية متتالية يعطينا هذا
 التطابق فإنn>1 لأي أنه يقتضي هذا.n>1 القيم لجميعp,1R, حقق

,mod p0=1+2هو حل له يوجد n=، الإثبات. يتم وجذا 



{ ١»١  الحلول الثالث: الفصل

n>2 كان إذا.127 ،M,=2-1، ًفإن أولياً، عددا nعدد 
 أن يقتضي هذا فردي. أولي

M,=2"-1=(1)"-1=-2 mod 3
 فإن ،n>2 تكون عندما .لكن31M,+2 أ نستنتج ومنه

M,+2>9.أن يقتضي هذا M,+2مؤلف. عدد 

mod, أن إثبات هو المطلوب.128 M1-أن ب].2"٠ =ا nعدد 
1mod فإن2 للأساس أولي شبه n"=2أن يقتضي .هذا 

nk=1"-2حيث kيأتي: ما لاحظ موجب. صحيح عدد 

2٧٠--1=3-21=2 -1=02)% -1
 أن أي ،M,١2"٠-1 إذا ،M,=2-1@2"-1 إ حيث

.2"٠-=1 mod M,

 أولي شبه عدد أو أولي عددM, إما فإنه أولياً عدداً م كان إذا.129
 التطابق عل نحصل الحالتين كلتا في(.39 )مثال2 للأساس

,mod M1-٠ =ا"
 علل نحصل للطرفين ا العدد إضافة ثم ومن4 بالعدد التطابق بضرب
 التطابق

F,=5 mod M,
.(٢,,M,)=1 E إذا ،4,٢=),1 و =5  إذ حيث لكن

 المعادلة تحققانk>1 وn>0 صحيحين عددين إيجاد ثريد.130
,F, =M، أي 
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=1

2% +1=2-1
mod أن با.n1 أن أولاً لنفرض  و2"+1-(=١+"1=32

mod  فردي، أو زوجيk كون عل اعتاداً ،1-2-(=1-)1=30,1
mod إذاً  عندما2+1 ة2-1 فإن ثم ومن1+2=31-2

n>1.القيمة نختبر أن بقي n=0.أن نجد الحالة هذه في 
k ثم ومن1+2=1-2  الحل هو(0,2)=(n,k) أن أي ،2=

 عدد و فيرما عدد معاً هو الذي العدد أن يقتضي هذا أعلاه. للمعادلة الوحيد
 فقط.27+1=2-1=3 العدد هو مرسان

 أن أي ="،modp1 أن نجد السؤال معطى من.131

p la"-1=(a-1)("-ا٥+-"٠٠٠+ +a+1)
p ١a"-+a"-٩+٠٠٠+a+1 p أو la-1  إما أنه يقتفي بدوره هذا

 أن يقتضي .هذاpa-1 فإنh>1 أن ب] لكن.
a+1+-2٥-١٠٠٠"+p la، المطلوب. وهو 

 باأن.ord,(2)=h .لنكتب132
.23"=1 modF, R,(2-1)= فإن1-24(=%2+1@1-2

 يجقق صحيح عدد ز حيثh=2 ثم ومنhI2"" أن يقتضي هذا
n+1>>أن لنفرض.0 ز n>.أن يعني هذا ز ,mod F1="2ومن 

.F,-2<F,-2<F, ١2-1=F,-2,F، لأن مستحيل وهذا  ثم
.ord,,02)=2 h=2 و  أن أي ز،=٨+1 أن ذلك من نستنتج

 أن با.٤]=h٠k[ أن ثبت أن ثريد.ord.,,(e'=) لنضع.133
]mod [m,n1التطابقين عل نحصل فإننا ='ه 
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a'=1 modm; a'=1 mod n
.ord,(a)=klt ord,(a)=hlt و  أن يقتفي بدوره وهذا

.[h,k]lt  أن ذلك من نستنتج

k وhl[h,k][ أن بملاحظة أيضاً I[h,kعلى نحصل فإننا 
 التطابقين

mod m =a"=1 mod m1ه,ا'= 
a =1 mod n = mod #ا1=1 n

mod[ أن يقتضي هذا [m ,n1ا""ا= aثم ومن ]I[h,kإن حيث الآن.٤ 
t[ و]lt[h,k و موجبان صحيحان عددان]h,k[ و٤ l[h,kفإننا 

t[ المساواة عل نحصل =[h,k، المطلوب. وهو 

 أن ملاحظة من مباشرة يتضح هذا.2 هو المطلوب العدد.134
mod  أقلm موجب عدد لأيmod2"-11="2 و2="2-11

.m <n n عندما2-"1/2-"1 لأن وذلك  من

 لنضع =ه.mod1 و أن أي ،٩la"-1 أن لنفرض.135
ord,(a)=h.أن يقتضي هذا pا hإما أنه نستنتج ومنه h=1أو 

h=pكان .إذا h=1و فإن a=1 modثم ومن la-1.كان إذا أما و 
h=pو(٥-1 فإن(= p =h\4ثم ومن plعدد ا =ا-و،حيث 
 عدداً ا يكون أن فلابد فرديان عددان و وp أن ب] موجب. صحيح

 أن يقتفي هذا موجب. صحيح عددk =ا،حيث2k زوجياً،
.٩=2kp +1

 الأعداد فإنP قياس جذربدائي ج أن با.136
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"٠,'٠٠٠,٢g'قياس ختزل رواسب نظام تمثل٤٠٤ p026 )نظرية.
 هذا م. قياس نحتزل رواسب نظام تمثل٠٠٠,p-1,1,2,3 الأعداد أيضاً

 عدداpً قياس يطابقg',000,8,8"", الأعداد من عدد كل أن يقتضي
p الأعداد من فقط واحداً  أنن ذلك من نستنتج.٠٠٠,1,1,2,3-

g +g+g3+٠٠٠-+ g""=1+2+3+٠٠٠+(p-1) mod p

 لكن
-1 modp0"(.1(2) =م+)3+2+1+٠٠٠ -م
2

 أن نستنتج إذا

g +g'+gف٠٠٠+ + g=0 modp

 سوف(.a,p =)و1 يكون بحيثa عددأصحيحاً لنأخذ.137
 جذر يوجد لا أنه يثبت سوف هذا.ord,,(a)=40p )و أن بإثبات نقوم

 باستخدام(.a)=(a,p =)و,1 فإن(a,p)=1 أن با.P4 قياس بدائي
 الآتيين: التطابقين عل نحصل فيرما نظرية

a"-1ا= mod p, a"=1 mod 4

-(1/2 الأس إلى والثاني-(1/2 الأس إلى الأول التطابق برفع
 الآتي: عل نحصل

mod p, a«9-»-2 =1 mod q1٥ «-و٩-2 ب

 أي ،a -ع»٩-=modp1 و إذاً (،p =)و,1 لأن
a40٣9)2 =1 mod pgأن نستنتج ذلك .من 

.ord,,(a)# @0p ,ord )و ثم ومن .(a)<@(p9)/2<4(pg)
p4 p
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٠,2,2,23••,2 الأعداد فإن13 قياس بدائي جذر2 أن يا.138
x"=12 كان إذا.13 قياس نختزل رواسب نظام تمثل mod  فإن13

x",13)=02,13)=1)ثم ومن x,13)=1أن يقتفي (.هذا 
x=2 mod i يحقق صحيح عددi ،حيث13  نلاحظ أيضاً.1<12>

x"=12 mod 13 mod التطابق نكتب أن يمكن الآن.12=2 13  أن
mod الشكل عل 9i أن يقتضي هذا.2"=132 =6 mod  حلول.12
i هي الخطي التطابق هذا =2,6,10 mod  التطابق حلول فإن ثم ومن12

.x =23,2,2" =4,12,10 mod 13 x"=12 هي mod13

n=(p-1k، أن أولاً نفرض.139 p-1١n أن يقتضي هذا٠
 أن نجد فيرما نظرية باستخدام موجب. صحيح عددk حيث

i"=1 modp1 الأعداد لجميعsi <p-1.إلى التطابق طرفي برفع 
i"=1 التطابق عل نحصلk الأس modpالأعداد لجميع 

i <p-1>1.أن ذلك من نستنتج 
S,(p)=1 +2" +٠٠٠+(p-1)"

=1+1+٠٠٠+1=p-1=-1 modp
 الأعداد.p قياسg بدائياً جذراً نأخذ.p-1/٨ أن ثانياً نفرض

.026 )نظريةP قياس حتزل رواسب نظام تمثل1٠٤٠8,'٠0٠,٢"٩
P  قياس مختزل رواسب نظام تمهل1,2,3,٠0٠-1 الأعداد أن بملاحظة

 أن نستنتج
S,(p)=1" +2" +3" +٠٠٠+(p-1)"

=1+g" +g" +٠٠٠+g"-" modp
g"-1=0 فإنp-1/n إن حيث modpلوكان( 

g"=1 modpفإن ord,(g)=p-1lnالفرض يخالف وهذا 
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p-1/n)، بالعدد السابق التطابق طرفي بضرب g"-1علل نحصل 
 التطابق

(٢"-1S,(p)=g«-" -1
=0 mod p

 أن أي ،plS,(p) فإن /مg"-1 وp\(g"-1S)(, أن با
p)=0 modp.ى,) 

N و أن لإثبات.140 =p، و< إن حيث pأوليان عددان 
 يحقق صحيح عدد بإيجاد نقوم كارمايكيلياً، عدداً ليس فرديان،

.a"-1ا= modN 1=(a,N) و

 أن أي و، قياس بدائياً جذراً ء& وP قياس بدائياً جذراً,& ليكن
ord,(8,)=p-1و ord,(g,)=4-1.الباقي نظرية باستخدام 

 التطابقين يحقق ، صحيح عدد يوجد الصينية

a=g, modp, a=g, modg
.(a,N)=1 modN ومنه ="ه1 h. إذاً =ord,(a)  لنضع

,a=g و أن با =أه.mod1 و أن يقتضي هذا modأن نستنتج فإننا 
 -و.1lh ثم ومن =لإعmod1 و

mod أن لنفرض الآن N1"ا= a.أن يقتضي هذا 
(1(+)٩- p-1)٩=1و- hlN-1=p.1 أن باhفإن -و 
 أن با٠ -و1l٩(p-1) ثم ومن -و1 ا٩(p-1 -و(+)1)
 -وp-1>1 ثم ومن -و1p-1 أن نستنتج فإننا -و(1 =)و,1

 فإن ثم ومنa =ا"modN1 .إذاpً و< لأن مستحيل وهذا
pكارمايكيلياً. عدداً ليس=٩ 
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 بقيمة يتعلق فيا حالتين ندرس.ord,(a)=t لنضع.141
.ord,(a)=h

 =اهmodp1 فإنord,(a)=h إن .حيثh>1 الأولى: الحالة
"a أ يقتضي هذا. =1+kpحيث kنظرية باستخدام صحيح. عدد 

 أن نستنتج الحدين ذات

a" =(1+kp)" =1 mod p"
:t tlhp. لقيم التالية الاحتالات إلى يؤدي هذا  ثم ومن

t =1,h,p,hp ,r,mp (rlh,1<r<h)
t كان إذا a'=1' فإن1= modpأن يقتضي a=1 modpوهذا 
 أن يقتفي ="هmodp1' فإنt=p كان إذا.h>1 لأن مستحيل
modp1ثم ومن ="ه a=1 modpلأن مستحيل وهذا h>1.إذا 

a" فإنt=٣ كان =1 modpأن يقتضي a'=1 modpوهذا 
a"=1' فإنm=4 كان إذا.r<h لأن مستحيل modpأن يقتضي 

a"=1 modpثم ومن a' =1 modpلأن( a"=a modp)وهذا 
.t=hp h= أو٤ r<h. أن ذلك من نستنتج  لأن مستحيل

.a=1 modp ord,(a)=1 فإن h=1. إن حيث :  الثانية الحالة
k = sp+ ا k كتابة عند صحيح. عدد a=1+kp حيث  أ يقتضي هذا

 على نحصل ]<)(سوف<p حيث[-
"a=1+lp -+sp"=1+lp modpذات نظرية )باستخدام ومنه 

 الحدين(

a" =(1+l)" =1 mod p"
.t=p t=1 أو t ثم ومن p ا  أن يقتضي هذا
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.ord,(a)=t=hp ord,,(a)=t أو =h  الحالتين كلتا في إذاً

 وأن,(m)=1 أن نستنتج السؤال معطى من أنه أولاً لاحظ.142
x"=a التطابق mod mه صحيح عدد يوجد أنه أي للحل، قابل 

r}=a بحيث mod m.[أن ب a,m)=1،) فإن m)=1.)م, 
"{x علل نحصل أويلر، نظرية باستخدام =1 mod m.[أن ب 
a mod m=،[ فإن 

mod m1="(4=4«2 ج

 المطلوب. وهو

.٠2• 3mod كان إذا.143 p إن حيث ا. -=اي1 فإن =م8

٠٠ ا:٠٠ ر+ ج-;{: إ"ي p-

, أو.ة. {;ب/أي،!ج.زpp المماافلإ-ا-ا-ادانتك=ا ن ا44 Pppp-
pيحقق أن يجب p=1,4 mod p=1 و5 mod  الثانية الحالة وفي ،4
Pيحقق أن يجب p=2,3 mod p=3 و5 mod 5 فقرة ،29 )نظرية5

p- ونقط إذا ا اا= أن نجد الصينية الباقي نظرية باستخدام(.48 ومشال
.p =1,3,7,9 mod 20  كان إذا

 أن نجد للمقلوبية جاوس قانون باستخدام.145
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]٢{4 /"إ٩0"/٠ [;أ"0 4 6p+1 p p

p لنضع.146 =4"+l.أن نلاحظ p=1 mod  و4
p=1"+1=2 mod  الآتية: الحسابات من ينتج .الإثبات3

(:3,-:,(:;/2٦٤٢-١
p وكان =4n+1 p=1. كان .إذا147 mod ln و فإن و،

 أن نستنتج للمقلوبية جاوس قانون باستخدام

(٤),٤,
1<a<b< a= و وحيث  أن أي مؤلف، عدد و أن لنفرض.148

(a =bأن يا الآن تربيعياً.( راسباً ثه=و يكون وإلاسوف 

p -،3 )جإيج) ppp
dء bي ء ء ء 

--pp راسباغير اسيكون أو» أن --ا؟اأدا--ا؟ا،أي1 ما فإنه
 أصغر هو و كون يناقض وهذا ،4 من أقل وكلاهماp قياس تربيعي
 أولي. عدد و أن يثبت التناقض هذا.p قياس موجب تربيعي غير راسب

p أن بملاحظة=-"«.m1» م "افإن ا1 إذً .حيث149

(M) =n.٨%= n٠٨٩٨-2 = n.1=n mod p
.x4=n modp x للتطابق حل هو =n modp  أن نستنتج
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١n2-6n بحيث أولياً عدداً م>3 كان إذا.150 +90pلعدد 
n-6n افإن صحيح -+90=0 modpأو 

.(p,(٨-3))=1 1=(p,81) فإن 81-=(n-3). أن با modp
 أن يقتضي هذا

، "-،{;; ا;ي( ، ،

p p p p p

p ثم ومن =1 mod  المطلوب. وهو(29 لنظرية1 )ملحوظة4

.5 م٠3 ٠٩=-0 م»ء اأدا=افا،ثان ا)ف .ناكان151
Pp

x-5=0 أو modpالتطابق أن يقتضي بدوره هذا للحل. قابل 
x4-3)(x4-5)(x-15)=0 modp)للحل. قابل 

pp إي(،مرن أادا3ف --ا١٥ ااإاا
3 515·

٠-15=0 م»» اسابق فان شم ادمن ا-افافا-ا؟"
 ابق الط أن في قبكلسرماافأ
x4-3)(x4-5)(x-15)=0 modp)للحل. قابل 

m صحيح عدد لأي أنه ثثت.152  أولي عدد يوجد2<
p =4 mod  من منته غير عدد وجود يثبت سوف هذا.m من أكبر5

.5n+4  العام الشكل ذات الأولية الأعداد

m ليكن A لنضع صحيحاً. عددا2ً< =5(m!)-1.كان إذا 
p>2ًإن بحيث أولياً عددا plAفإن p p و5= >mوإلاسوف( 

 أن ذلك من نستنتج واضح.( تناقض وهذاpl1 علل نحصل
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p,5( 56m!=1 فإنplA أن أيضأب](.1=((! modp.هذا 
 أن يقتضي

 ن ، ن /0ما"إ;{هز!+ ز;-

ppppp

A =4 mod 5 ( أن بملاحظة(.48 مثال p =1, 4 mod 5  ثم ومن
 الشكل عل جميعها تكون أن يمكن لاA للعدد الأولية القواسم أن نستنتج

5k  لابد إذاً تناقض(. وهذا الشكل، نفس يأخذ سوف٨A فإن )وإلا1+
p يحققA للعدد الأولية القواسم أحد يكون أن =4 mod  وهوما5

 الإثبات. يتم بهذا ثريده.

 العام الشكل ذات الأولية الأعداد من منتو عدد يوجد أنه نفرض.153
8n+7.الأولية الأعداد هذه لتكن ,P,0P,,-·,p.عدد وجود بإثبات نقوم 

 التناقض هذا.p,,P,"··,P, عن ختلف8n+7 العامة صورتهP أولي
.8n+7  العام الشكل ذات الأولية الأعداد من منته غير عدد وجود يقتضي

A,٠٠.p -ث)2 العدد لنعرف =(4p,pًإذا. Aو زوجي عدد 
A=-2 mod  بحيث فردياً أولياً عدداpً ليكن.2lA الحقيقة .في8

plA.أن يقتضي هذا ,p =p1 القيم لجميعsi <r، وإلاسوف 
 أن نستنتج ذلك من مستحيل. وهذاp\2 عل نحصل

p,4p,p, ··.p,)=1.)أن أيضأبا plAفإن 
٠0.p,)=2 modp,4pp.)أن يقتضي هذا 

، ا(٩٨٥ )ج(إ/

pp

p ثم ومن =1, 7 mod 8n كانت إذا.8  لجميع العامة الصورة هي1+
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A =2(8k +1)=2 mod 8 A فإن  تقسم التي الفردية الأولية الأعداد
p=7 أولي عدد يوجد أن لابد إذاً واضح. تناقض وهذا mod ٨ يقسم8

 الإثبات. يتم بهذا.

mod أن أولاً .نرض154 2p+11="2وأن 

2n+1=Ipأن يقتضي .هذا ord,,,2lPإما ثم ومن 
ord,,2=1أو ord,,,,2=p.أن با لكن mod 2p  فإن2 ة11+

ord,,,,2=p.التطابق أيضامن mod 2p  أن نستنتج2"=11+
(p =ord,,,,214(2p  أن أي ،1+

,-١("٥IIم٥ 
٤=1

.plp,-1 i> تقق ،1 <r i، حيث  يوجد أنه يقتضي هذا

 أن نلاحظ صحيح. عددn>1 حيث2p+1=p,n لنكتب
 فإنn>2 كان إذا مستحيل. وهذا2l1 لدينا يصبح وإلاسوف#«2

,2p+1=p,n>2pأن يقتضي P>p,->p, -l2-،١ ثم ومن

p/p,-1، يكون أن لابد أنه نستنتج إذاً أعلاه. أثبتناه ما يناقض وهذا 
n=12, ثم ومنp+1=p، 2 أ أيp+1أولي. عدد 

2p كان فإذا العكس، أما p=4k و أولياً عددا1ً+  فإن ،3+
2 ء٠

7=7 mod 8+2n+1=8٦2 ثم ومن ا=ام-اً أن يقتضي هذا.٤p+1
mad 2p mod أن أي د"ة11+ 2p+11='2، المطلوب. وهو 

.g=1 modp P، فإن  قياس بدائي جذر ى إ .حيث155
 أن يقتضي هذا
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g(2-1(g'-"2 +1)=0 modp=)1ا-"ي- 
 الاحتال ="-»ي.modp1 أو "-»يmodp1=-2 إما ثم ومن

 على نحصل لذا.P قياس بدائي جذرg لأن ممكن غير الثاني

p -"ي،إذا اد ي اmod و حيثإذ الآن -="ي.١ هd و

--pp نردي، عددامي م اد ±اي ا.وبان -=ايmd١ م

=-p م. قياس تربيعي غير راسب ج أن #ا،أي ا-ا أن نستنتج

 هيS لتكن ا.A ا بالرمزA المجموعة عناصر لعدد لنرمز.156
 البدائية الجذور مجموعة هي1 وp قياس التربيعية غير الرواسب مجموعة

+p-1 + بم
T أن يقتضي السابق السؤال م. قياس gS.ا أن أيضاً نعرف=± Sا -- ٠--22

.Tا٩= p-1)  و
s أن طي يتن منا فلان صحيح السابق السؤال عكس كان ا5 إ <

S تم ومن =T.أن يعني هذا (=p-1)4، ء-2- و إذا صحيح وهذا 
p أي ،p-1=2 كان إذا فقط  صحيح عددk ،حيث2+1=

(21 )مثال موجب.

 و اS/2 ا-2 فإن" =م2+1 إذاكان
 أن با أ$ا.= ا أن يقتفي هذا =/٢}،٩ -م١=٩2=)2'

P T، قياس تربيعي غير راسب كل أن أي =S T يكون أن لابد إذاً cS
.P  قياس بدائي جذر هو

n>1 فيرما عدد ليكن.157 ،F,=23  نلاحظ أولياً. عدداً ،1+
F,=1 أن أولاً mod  جاوس قانون .باستخدامF,=2mod3 و4
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 عل نحصل للمقلوبية

 :ا:%+١٤٦
 السابق السؤال باستخدام.F, قياس تربيعي غير راسب3 أن أي

.F.  قياس بدائي جذر3 أن نستنتج

p أن لاحظ.158  يأتي: ما أيضاً نلاحظ.2+1=

 )سؤالp قياس تربيعي غير راسب هوP قياس بدائي جذر أي•
(155 رقم

p =3 mod 8 p لأن • قياس تربيعي غير راسب هو2 العدد
029 لنظرية2 )ملحوظة

p-1
--٠٠ ٠'2٠'-٠٠ و(28 )نظريةp قياس تربيعى غير =راسب=٥ يوجد•

1-٩(=p (27 )نظريةp قياس بدائي جذر(»1-

p-1=-1 modp ( لأن p p-1 قياس تربيعي غير راسب •
p=3 و mod 2 زتبثة )لأنp قياس بدائياً جذراً (وليس4

(p-1  وليس

P  قياس التربيعية غير الرواسب كل أن الملحوظات هذه من نستنتج
 غير راسب2 إن فحيث.P قياس بدائية جذور هي(p-1 )باستثناء

.P p قياس بدائي جذر2 فإن  قياس تربيعي

 علل نحصلm عل« .بتقسيم159

n =m٥+r, 0<٣<m

 أن نستنتج ذلك من
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l:/+٠ -ا٠l٤
 أيضاً و

١٠-٠١ -ا:١ -\٦-٤٠
[,1, mlnn-1n

[:L  ااء٠١٠

1<٣<m
r=0

 أن يقتضي هذا

 أن نجد[ الصحيح دالة خواص باستخدام.160

mx-1<[n ]smr

«]n>(1 و ]sn-٣)n، أو 

-nr <-n[٦ ]<-n(x-1)
 علل نحصل أعلاه المتباينات بجمع

-1<[m ]-n\٤]<n
nr[ إن حيث ]-n[rإذً عددصحيح، ا 

.0<[w]-n[±]<٨-1

 أن بملاحظة.161

33 <33 +3" +3<33 +2x3" +1=(3" +1)

 أن نجد
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3 3،< و,,5<1+3
 ]،5= اد+ -ا[5ا3" ان يتقي منا

eان ا؟إ?ا.ا««لى١ -دما-الد 
isp-1>٠1أن با r]<x>1،+- ٤ حيث]=x[إذا وفقط إذا 

 إذاً صحيحاً، عددا ليسp/i و صحيحاً، عددأx كان

٢-٠٢ إ
p عل بالتقسيم /iعلل نحصل 

il_[٥<١-' /ع

 اخ/-"ي،ً:د٠٠٠
 ملحوظتين: بذكر الحل .نبدأ163ً

•sr>[+]1,±-[±]=»عددا+ كان إذا وفقط رذا 
 صحيحاً.

•n +1 n+1١n!+1 كان إذا فقط و إذا ،  ويلسون نظرية بواسطة
 أولياً. عددا

 أن لاحظ

٥٦n-1!-٠٠ \٣إ/٠ إ٧و n1 n-+1



} ا5  الحلول الثالث: الفصل

 بضرب أولياً. عدداn+1ً كان إذا فقط و إذا تتحقق المساواة إن حيث
 عل نحصل ،n+1 بالمقدار الحدود

٠٠١ ا%\ء٠١١٤٠١١
 عل نحصل ،n+1 عل التقسيم ثم ومن الحدود جيع منn!٢ بطرح

«.(:2\··.';
 لنضع أولياً. عدداn+1ً كان إذا وفقط إذا تتحقق المساواة إ حيث

٠ \٦::]-·}٦
٨+1 كان إذا]0=[()A و أولياً عدداn+1ً كان إذا]A()]=1 إذا

 أن با أولي. غير عدداً

()=6-1)٠A@]+2
M+1 f كان إذا ()=2 n+1 و أولياً عدداً f كان إذا ()=n +1  إذاً

 أولي. عددf)( الحالات جيع في أنه أي أولي، غير عددا

 صحيحين لعددين قوتين بين يقع0>0 حقيقي عدد أي.164
 متتاليين:

٠ د، :ي:.تيب٢
 ع

mn <[a]<a<(+1
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» <«fa]<«<M+1 . أن يقتضي هذا [«ai]-»-\ ٩[ ثم ومن

 المجموعة إلى ينتمي فالصفر ثم ومن]a]=0 أن أولاً لاحظ.165
 متتاليين مضاعفين بين يقعn العدد موجباً. صحيحاً عدداnً ليكن المعطاة.
:0 للعدد

(m-1)0<n <md

 يقتضي هذا-.a>-1 فإن ،c<1>0 أن بيا صحيح. عددm>1 حيث

ma-1<n أن <ma، أو n <mc<n+1أن ذلك من .نستنتج 

.[ma]=٨

 .إذاn<5>5ً" يحقق صحيح عدد أكبرk ليكن.166

٠ إ;يو٤إ٤ ا
"n>5 حيثإ >44  )لأن]2/٨']>[٨/5 و23=

n/2 >n/5لأي i>1أن (نستنتج 

٠-s1/آلإ>212 لإ٠»/ l<2 /«]لإlلإ-.، ا» 
.e,>e  و أن أي

 الأعداد عدد(.n,2)=(n,3)=1 فإن(M,12)=1 كان إذا.167

 تساوي2 عل القسمة تقبل والتي1000 أوتساوي من الأقل

-/"%"] دبي اسسه، تل م»-ا"اراي
 الإ".نآ،لده»» سانادي3 ر2 مل النسمة تد دانتي

.166+333-500-1000=333 يساوي المطلوب
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(n>1  )لقيم نكتب أن يمكننا الحدين ذات نظرية باستخدام.168

P٨ (20+3 ةr ا$-{»'a.+8='2 ,ق,,
kة 
Pn (3-٠ةy 'اخ- "ثم2 ة١-'a,-8.0 ة

k .b فيها التي اخدود من ثجة ا )تيمة صحيحة، أعاد ,a و  حيث
 عل نحصل السابقتين المعادلتين بضرب فردي،( عدد

a;-2;=1
 التالية: الحسابات بإجراء نقوم

1+80Er]-]٠.+60[ق٤ ]-[:ة+.٠-[ ,+,-]
a-i]-«.+«.--2.-1+ا) -.

 فردي. عدد (ا22y+3 ا" فالمقدار إذا

,a ته< إن ملحوظة:حيث -1) <a;-1،) ًإذا 

[،١]-،.- ;٩
 قياس تام رواسب نظام تمثل٠0٠,m-1,0,1,2 الأعداد أن يا.169

mو a,m)=1)الأعداد فإن 

b ,a+b,2-+b,00٠,(m-1)a-+b

m m. عل الأعداد هذه قسمة عند  قياس تام رواسب نظام أيضاً تمثل

 علل نحصل

٠ai-+b.
١>»-0sه ا"-/-«+٠+٤٠ m
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 ربا لكن ،٠0,m-1.,0,1,2 القيم جميع تأخذ٢ البواقي إن حيث
 عل نحصل السابقة المعادلات بجمع ختلف. بترتيب

»$ -«،٤ ي.ا"±إ
i =i 0د ٢ iد 

 الآني: عل ا{نحصل لأ-rب أن وبملاحظة بالتبسيط

٠٤ إ -بز٠ ±اتز ا"٠ ز
i=0٢i=0i=0i=0

 بوا-»٠«٠ /ا-"[لإ
7i=i=0

٥٤771-٠+-١ م،-١ س مام٠ي -ا[" -/7٤
mi2

 المطلوب: عل نحصلm علل بالتقسيم

 د -»-[-=اخ١٠٠٠
2i= m

 كل طول يكون بحيث جزءاnً إلىr<1>0 الفترة .نقسم170

:, لقيم المحتملة الحالات ندرس ثم ومن جزء
7٠•

<٤<, i=1,2,٠٠٠,n
nn

.٠1 i كان إذا  فإن(x>0< أن )أى1=
٠7

١٠١-٠٠/-[:٠٠٤\--/٠٠-/'٠-٤٦
.ii-1 nn ،فإن<٦-< وisn>2 كان وإذا

.[nr ]=i-1 i-1snr<i ثم ومن
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 ا١-/-٠\-/!٠/--?٠٠ مد-[ج"
[٠٠-٤-"/-/٠٠-٧-٦\--\٠4/-١

 أن أي

٢٠-٠\/!٠[٠\٠+4'/-٠--١٠١
 المطلوب. يتم وبذا

k كان إذا أنه أولاً لاحظ.171  فإن فردياً عددا1ً<21+1=

 [:ا٢/\٠-;
 فإن زوجياً عدداnً كان إذا الآن

٤٤/٤-٤٠ ج/-/١//٠; ااج:٤
-2١+2 :ا±"++ 22

-:-٠١
 فإن فردياً عدداnً كان إذا أما

١٤;:٤/١٠١٠٠:٤t3l -{ا١٠
-2 ا١+2 ا:+.+ 2

 ا;"-
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k إذ /2]=[»/4li}[٣ الطبيعية الأعداد لجميع.

 إذا أنه لاحظ ا.A ا بالرمزA المجموعة عناصر لعدد لنرمز.172
i كان ,n)=d،) نكتب أن يمكننا فإنه d=ز iو n=mdو ز ،حيث 
mيحققان صحيحان عددان m)=1.)لدينا يصبح الملحوظة هذه ,ز 

 الآني:

\{i :1si sn, ( ,n)=d}ز}ا=ا d :1< d ز <md, (jd ,md)=d}
}m, (j ,m)=1>>ز d  ز}=1:

= ((m)

 );ه-
p) الأعداد ثرتب.173 +1)٠p,1٠2,203,3٠4,٠00علل 

 الأني: الشكل
1-2,203,000,(p-1)٠p,p ٠(p +1)
(p +1)٠(p +2),000,02p-1)02p,2p -(2p +1)

((i-1)p +1)٠((i -1)p +2),000,(ip -1).ip,ip ٠(ip +1)

(p" +1)٠٠p٠p(٠0.,(p -1(,p  -'م((1)p+1٠ -'م(1)2+
 في عددين آخر ماعداp عل القسمة تقبل لا الأعداد جميع أن نلاحظ

 الأعداد عدد فإن صفاً،p يساوي الصفوف عدد إن وحيث صف. كل
 أو -م،2p يساوي أعلاه المجموعة فيP نسبياًمع الأولية

 -م(م.2)



{ ،a  الحلول الثالث: الفصل

 لأن المطلوب تحقق ،k>1 ،حيثn=19 .الأعداد174
.«@n)=19-(19-1)=19-x2x9

 فإن مختلفين فرديين أوليين عددين عل القسمة يقبلn كان .إذا175
(4l@(nثم ومن n)#6.))كان وإذا c>1 ،n=2، فإن 
 فردي أولي عددp حيث ،n=2"٠ "م كان إذا أيضاً(».n)=2% ةا6
 أن ذلك من نستنتج.n)=6)4 ثم ومن4\4(n) فإن8>1 وa>2 و

nالآتيتين الصيغتين إحدى تأخذ أن يمكن 

n=p", n=2p", 8>1
 التالية المعادلة تكافى»(n)=6 المعادلة الحالتين كلتا وفي

p"'(2.3(=1م- 
p)٦6 ثم ومنp-1>6 فإنp>7 كان إذا  فالقيم ("م.إذا1ً-

 أن بسهولة نجد.7 أو5 أو3 هي م الفردي الأولي للعدد المحتملة

«- %إ;يلإإ اي"ي٩ د ادد،
=9, 18, 7, 14

.(n)=6  للمعادلة

 فإن مختلفين فرديين أوليين عددين عل القسمة يقبلn كان إذا.176
(4l@(nثم ومن n) #2x7)4.كان وإذا "a>1 ،n=2، فإن 
"2x7ة -n)=2%)4.ًم. كان إذا أيضا" n=2، حيث pأولي عدد 

 نستنتج.4(٨)٦2x7" ثم ومن4@(\n) فإن8>1 وa>2 و فردي
 الآتيتين الصيغتين إحدى تأخذ أن يمكنn أن ذلك من
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n =p", n=2p", 8>1
 الآتية المعادلة تكافىn)=2x7)4" المعادلة الحالتين كلتا وفي

p -1)=2x7م"-') 
 السابقة. للمعادلة حل أي يوجد لا أنه الآن كثبت

 مستحيل وهذاp=1+2x7" عل نحصل فسوف=/1 كان إذا
 أوليا عدداً ليس2x7+1" لأن

.(1+2x7" =1+21" =3=0 mod 3)

 أن تقتضي (""مp-1)=2x7- المعادلة فإن8>2 كان إذا
"P127ثم ومن p=7لأن Pيعطينا هذا فردي. أولي عدد 

x6=2x7"7شستحيل. وهذا3\7" ثم ومن 

«@n)=2x7"  للمعادلة حل أي يوجد لا أنه كله ذلك من نستنتج
.m >1  صحيح عدد لأي

2·  ثم ومن74Gn)=2n أن تقتضيn)=n)4 .المعادلة177
 نكتب أن يمكن لذا.7\٨ نان(7,2=)1 أن .يا712٨

٨=7]]p%,7>1, a>1,p, #7,1sisr
i=1

2
 المعادلة عل نحصل4 ز=)(r المعادلة في بالتعويض

7/-@-١II٨-,-%١-7w2II٨%
i=1

3II.-»-[\e

i=1

 بالتبسيط أو
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.1si sr P,=3 أ،حيث لعدوما ,lFlP ثم ومن3  أن يقتضي هذا
 القيمة عن السابقة المعادلة في بالتعويض.P,=3 نأخذ أن يمكن للتبسيط
P,=3المعادلة عل نحصل 

,Hy2 -د-«»إ{٠
 ،حيثi لعدوما8=,2 ثم ومن2 ا1lP, أن يقتضي بدوره هذا

i <r>2.نأخذ أن يمكن للتبسيط p,=2.المعادلة في بالتعويض 
 المعادلة عل نحصل السابقة

 إ]«±["-
 عدد عل القسمة يقبلn كان إذا أنه السابقة المعادلة من الآن نلاحظ

 المساواة عل نحصل سوف فإننا3,7,2 الأولية الأعداد عن حتلف أولي

 أن ذلك من -زوجي(نستنتج )فرديF[«E,-1=IIn, المستحيلة
n7,3,2 الأعداد عن غتلفة أولية أعداد عل القسمة يقبل أن يمكن لا.
n=2%x3 الصيغة تأخذ أن يجبn أن أي x7.ًأنه بسهولة نجد أيضا 

2
.«@n)=-n n=2x34٧7 فإن  كان إذا

77 ء ء

 هو2 ليكن الأولية. الأعداد من منته عدد وجود لنفرض.178
 عدد أي لأن»P)=1 أ أولاً نجد الأولية. الأعداد هذه ضرب حاصل
 أولية. أعداد ضرب حاصل أو أولياً عدداً يكون أن إماP من أقل

 الآتي: عل نحصل المعطى، القانون باستخدام

١ ه-e١-٢ ام-ا/ج٢-١
 الأولية. الأعداد من منته لا عدد وجود يثبت الواضح التناقض هذا
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 بحيثt>2 صحيح وعددP أولي عدد يوجد أنه لنفرض.179
١nوبالضد 'م( ١ سرورةnو)م n.إذًاً /""م 

(٨)١٩'(p-1)=6(p،م') أن أي (p 1@(n.لكن n-1لأن /م( 
plnو n,n-1)=1.))أن يقتضي هذا n)/n-1.«)التناقض هذا 
 الإثبات. يكمل

 ثم ومنpsn فإنpln كان إذا أنه أولا لاحظ.180

-=np اني، ماي و)إ-اا )إ-ا

٣;-٦٦'٦١ !-٤'{'-٣-
 أن أوً لاحظ.181

n=20القيم لجميع ه =rT]/1-3ا٠-»#» 
n>1 n-1>(n)» القيم لجميع  ه

 أن يقتضي هذا

«(n")+ 4((n +1)%)=n@(n)+(n +1)@@n +1)
<n(n-1)+(n +1)n
=2٨2

 الصيغة ذات الأولية الأعداد من لانهائي عدد وجود بسبب.182
4k العامة n فالقيم إذاً ،1+ =p =4k  المطلوب: الشرط تحقق1+

«(n+1)=٨(4k +2)=4(2)@(2k +1)
= ((2k +1)<2k <4k =@(n)
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G()=n  للمعادلة٤ حل أي فإن «>)(، إن حيث.183
 عدد هو المعطاة للمعادلة الحلول فعدد ثم ومن ،n>2 يحقق أن يجب

 محدود.

G(n)-n-1=4  الصيغة عل المعادلة أولاً .نكتب184:

 فإن و وP مختلفين أوليين عددين عل القسمة تقبلn كانت إذا

4=٥@n)-n-1>p +q
 أن لابدn أن نستنتج ذلك من٠p+٩>5=3+2 لأن مستحيل وهذا
n" الصيغة عل تكون =pحيث pو أولي عدد a>1.أنه نجد بسهولة 

 كانت إذا المعطاة. المعادلة تحقق لاn "م= فإنa=2 وa=1 حالتي في
a>3فإن 

4=G(n)-n-1>p +p
p لأن مستحيل وهذا +p°>2+2=6.ًالمعطاة للمعادلة يوجد لا إذا 

 حل. أي

d أن بملاحظة.185 lnإذا فقط و إذا n/d)ln،) يل: ما نستنتج 

aidd -ه٤A-٤ ±¥م="s ا$، k-kم ai4 ا٨
 المطلوب. عل نحصلn عل بالقسمة

 نحصلG() قانون وباستخدام ،n=]lp; كتابة عند.186
 الآني: عل
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 ',"-ه١إ-٠٣٠٤١
-IIM%!+إ٠+٥+ 

 ي;ا،٠ ز:ا»+
 الإثبات. يكملn عل بالقسمة

 أن بحيثn يقسمd عدد يوجد فإنه مؤلفاً عدداnً كان إذا.187

= أنه .بملاحظة1%<<٨ و٨ يقسم .؟ايضا أن يقفي هذا.1<4«< -d-d•
 فإن٧M>d كان )إذا٧n أويساوي من أكبر أوd إما

 ء -ء=٠ ٠' ء

nnء n
.d6)>n +d +->n +dn n= أن نستنتج فإننا( ز>:

n" d٤d

m لنضع.188 =3n+2.موجب قاسم لأي dللعدد mيوجد 
d=1 mod 3 m. كان إذا =de m يكون بحيث e للعدد  موجب قاسم

mod فإن ٠m=2 )لأن=32 mod d كان وإذا(3 =2 mod  فإن3
e=1 mod m=2 )لأن3 mod  الحالتين كلتا في.(3

d +e=0 mod3.أن بملاحظة 

2o«=ير,=عيلإ+لإ _ «+e١-0m«3
 نحقق التي@e) المرتبة الأزواج جيع عل يجري الأخير المجموع أن حيث

d>0و e>0و de =m، أن ذلك من نستنتج (m)3126.أن با 
3n)310. فإن(3,2=)1 +2) (lo@m أن أي ،3
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 الأعداد إذاً.n للعدد الموجبة القواسم٨,٠٨,,٠٠٠2 ر,, لتكن.189
,,kn,٠٠,,kn,,knللعدد قواسم هي knذلك من ا. من أكبر وجيعها 

 أن نستنتج

G(kn) > kn, -+kn, +٠٠٠-+kn,,1+-ر =kG(n)+1

 المطلوب: عل نحصلkn عل بالقسمة
G@kn)_ d@n) 1 c@n)

 ب د مب ف
kn n kn n

،@n)=30=2x3x5=2x15=3x10=5x6  أن با.190
 الممكنة الصيغ أن@n) للدالة العام القانون من نستنتج أ يمكننا فإنه

 هيr للعدد

n=٨,p٩r",p٩",p'4', ' 4'م
 فإن ،n للعدد قيمة أصغر عل للحصول أولية. أعدادp ,و,r إن حيث
 )أصغر2,3,5 تكون أن لابدp4,r الأولية للأعداد المحتملة القيم

 فيP,4,r الأولية للأعداد الممكنة القيم بتعويض الأولية(. الأعداد
 هو الحلول أصغر أن نجد أعلاه،n الأعداد

.n=p٩"r"=5x3%x2=720

 حيثn=p و أوn=p إما فإنه@n)=4=2x2 أن .يا191
Pم= كان إذا أوليان. عددان و و' nفإن G@n)=72أن يقتضي 

1+p +p2+p'=72= p=2,3= <'م72
,n=8 أن أي  الآن.0n)=72 المعادلة يمشق لا العددين وكلا27

 أن تقتيG@n)=72 المعادلة.p<4 وn=p و أن لنفرض
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(1+p)01+q)=72
 نحصل فإننا1x72=2x36=3x24=4x18=8x9=72 أن ب]
 ها حلين إلى يؤديان احتمالين عل

[,1+p =3, 1+٩=24
]1 =م+4,1+٩=18

 =و17 و =م3 وn=p٩=46 ثم ومن4=23 وp=2 أن أي
 المعادلتين يحققان طبيعيان عددان يوجد إذاً.n=p٩=51 ثم ومن

.m=51 n=46 و G@n)=72 هما معاً T(n)=4 و

4k إن .حيث192 6k و1+  فإن أوليين عددين1+
T(4k T(6k و2=(1+  الآتية الحسابات بإجراء.2=(1+

(12k +2)=T(2(6k +1))=(2)(6k +1)=2x2=4
(12k +3)=2(3(4k +1)) =(3)(4k +1)=2x2=4

.T(12k +2)=T(2k +3)  أن نستنتج

n كان إذا.193 =aإما فإنه a<7Mه< أوM b.أنه يعني هذا 
 العدد أن يقتضي هذا.n أويساوي من أقل قاسم يوجد« عدد لأي

 يساوي أو من أقل هوn أويساوي من أقل هي والتي« لقواسم الممكن
wm.أويساوي من أقل قاسم أي يقابل أعلاه، المعطاة بالملحوظة nقاسم 

.٦(٨)s2n n. أن ذلك من نستنتج  يساوي أو من أكبر آخر

 أن يمكننا فإنه زوجياً عدداnً كان إذا م. أولياً عدداً لنأخذ.194
 نكتت

n n "١ 3١n=-+-=٤(p2 )+(p2)
2 2
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 نكتب أن يمكننا فإنه فرديا عدداn>1ً كان وإذا
n-1 n-1 ٨-1 ٨-3n=+=٤(p2)+(p2)

2 2

 خن جي ع رة و أن يقتضي هذا.3/٨ و3ln فإن!=«11 ;;لإ11 كان إذا.195

(T(3)1(n.إن حيث T(3)=2، إذا (T(nزوجي. عدد 

 موجبة أعدادصحيحة أربعة أي ضمن .من196
n,n+1,n +2,n  فلو.4 عل للقسمة قابلاً أحدها يكون أن لابد3+

،n=4k n أو =4 ln يكون أن إما فإنه4  أن المثال سبيل عل فرضنا
n كان إذا صحيح. عددk>1 حيث  كان وإذا ،T@n)=3 فإن4=

n =4kالأعداد فإن k ,2k,4k,1,2,4للعدد قواسم هي nثم ومن 
 لا أنه نستنتج فإننا ثم ومنT@)#4 الحالتين كلتا في إذاً@.n)>4 فإن

 المعادلة حققn>1 يوجدعددصحيح
.@n)=٤(n+1)=٤(n -+2)=(n +3)=4

 أولي عدد أصغر هوP حيث ،٠p"n=p%٠٠٠p% لنكتب.197
 لأن.an)=r يعطي هذا.r يقسم

٨>p" .p"٠.٠p" 2p' = % م
 المطلوب. عل نحصل للطرفين اللوغاريثم بأخذ إذاً

 ذات الأولية الأعداد من لانهائي عدد يوجد أنه أولاً بملاحظة.198
6k العامة الصيغة  المطلوب: الشرط تحققn=6k فالقيم إذاً ،1+

.an -+1)= a{6k +1)=1 <(an)=a6k و a6)=2
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 يقبل2-"1 أن يقتفي هذا.a2"-1)>n أن لنفرض.199
 ولتكن الفردية، الأولية الأعداد منn عدد عل الأقل عل القسمة

.00P"٠,P,0P.أن ذلك من نستنتج 

2" -1>p,7p,x00.Xp,>2x2x٠0.x2=2"
.a(2" -1)<n  إذاً مستحيل. وهذا

 الأعداد أحد ،n عدد لأي أنه بملاحظة يتم الإثبات.200
n+7, n5, n-+2, nبدراسة يتم ذلك وإثبات.4 عل القسمة يقبل 

.4k, 4k +1, 4k +2, 4k +3 n وهي  للعدد الممكنة الصيغ

 يقسمa+b فإن فردي، عددn أن با أنه أولا لاحظ.201
"c"=a" +b.يقسم أولي عدد أي أن يقتفي هذا b+4أيضاً يقسم سوف 
"cيقسم ثم ومن c.أن لنفر الآن a +b)=0)4.جيع أن يعني هذا 

 الملحوظة باستخدام.1 للأس مرفوعةa+b تقسم التي الأولية الأعداد
a+b أن يقتضي بدوره وهذاc يقسمa+b أن نستنتج السابقة، <c.لكن 

.(c"<c" =a"+b"<(a-+b)" ( لأن c <a+b  لأن مستحيل هذا
a أن يقتضي التناقض هذا +b)=0.ر) 

«n) (@u و (F()=2u«d)@d. إنً حيث  لنضع.202

 ضربية دالةF)@ ثم ومن ضربية دالة(@an(n) فإن بيتان ضر دالتان
k>1 (Ftp و أولي عدد م حيث  أولاً نحسب لذا(.35 )نظرية أيضاً

 صحيح: عدد

F«8'=2/de4)=Yu('ep=1-1=0
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 فإن٨=IIp' كان إذا الآن
i=1

F@)=IIR;)=IIo=0
i=1 =1

.2ded)=0  أن أي

 دالتان م و س إذ حيث.F )%"/ح-)» لنضع.203
-(dأ@) ء-7 

 ه٠٠-٥٠٠٠".٠ لذا(.35 )نظرية ضربية دالة أيضاFً ثم ومن ضربية دالة" فإن بيتان ضر
k و أولي عددp حيثF )م( أوً نحسب  صحيح: عدد1<

F«4ا٤- t«)_y4'Te  ، د«٨' م

(d)' -م1 -م1 T-6(p@4اد 

 فإنn=IIp%; كان إذا الآن
i=1

٢٠-p٣«-i,-أ(خ 
١-/-: .

٢dln يتم\م+ دا يط ري ر«@ق ا' الافات. ذات )@ثر" أن•

 صحيح، عددa>1 و أولي عددp حيثn=٨ كان إذا.204
 فإن

a+1 1«(p")a(p")=p"(-1)٠2 =  حم<»م-"م
p-1

 عل نحصل ،n=[n; بكتابة فإنه بيتان ضر دالتان٥ و4 إن حيث
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 المطلوب:

8()a@)=[6p,%)a@p%) <]]p3" =٨
i=1 i=1

 هي٠0,n.,1,2,3 الأعداد جميع قواسم جموعة.205
}n.,1,2,3,00.{قاسم كل حساب تم التي المرات عدد بحساب الآن نقوم 

 المجموع في

(1)+(2)+(3)+0٠٠٠+(n)

 تم التي المرات عدد فإن ثم ومن الأعداد، جيع يقسم1 القاسم

 "ا -ا٨ أعلا،يساري الجمن في1 القاسم حساب
 الأعداد ضمن من الموجودة الزوجية الأعداد جميع يقسم2 القاسم

n.,1,2,3,٠0، في2 القاسم حساب تم التي المرات عدد فإن ثم ومن 

 اها م«د الجرع
 ضمن من الموجودة3 العدد مضاعفات .جيع يقسم3 القاسم

3 القاسم حساب تم التي المرات عدد فإن ثم ومن ،n.,1,2,3,00 الأعداد

 حيث ، القاسم إل نصل حتى وهكذا ا؟ا. يسادي أعلاء الجموع في

 -ا"ا.إذا1 يساري أعلاه الجمن في حسابه تم التي الرات عده إلأ
 علل نحصل

««٩٠٠١--١\-»٦/٠/;]٠;/ ;]
dImn 1=(n) و  كان إذا التالية: بالملحوظة الحل نبدأً.206
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d,3lm  يكون بحيث وه و ,ه وحيدان موجبان صحيحان عددان يوجد فإنه
 نأخذ الآن للقارى. ذلك إثبات نترك(.d,)=1,,4 وd=d,d, وd;ln و

 أن تثبت أن ونريد(m,n)=1 يحققانn وm موجبين صحيحين عددين

G(mn) =G (mXG(n)

 الآتي: بإجراء نقوم أعلاه الملحوظة باستخدام

G«»=2 «)
«w«-ي-د«ايج 

 يزاج-[{
ro«6«-«ي¥ا- لإد 

 ضربية. دالةG أن يثبت هذا

 السؤال باستخدام.G()=2n فإن تاماً عدداnً كان إذا.207
 أن نستنتج لذا(.kG<(kn)@ العلاقة عل نحصل189 رقم

G(n)> k G@n)=k (2n)=2kn

 زائد. عدةnk العدد فإن ثم ومن

 أن لاحظ (ه.2x11)2x11)>2x أن تثبت أن ثريد.208

(2 x11)=G(2)c(11)=(2" -1)x(1+11)
=2٦11+24"-12>2"x11
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k لأن وذلك2-"12>0 لأن صحيحة المتباينة إن حيث  ذلك من.3<
.k >3 x11 الصحيحة الأعداد لجميع زائد عدة2  العدد أن نستنتج

n) أن يقتضي السؤال معطى.209  وP حيث1-2°)'-"2=
 ومن312-'1 فإن فردي، عددp أن با فرديان. أوليان عددان2-"1
3k ثم  نحصل2 في بالضرب موجب. صحيح عددk حيث ،2=""1+

6k عل  المطلوب: عل نحصل9 قياس بالحساب.2=2+

n =2°-'(2/ -1)=(3k +1)(6k +1)=18k2+9k+1=1 mod9

 الآتي: عل نحصل (هp٩)' قيمة بحساب.210

٥ -رو'م»P-""١ -("او_ا-""و٥ ""و)""-٢ )""و-  ي،

p-1 -٩وp(-p-")1( او-1)٩
-(+)1-(+١)1 ، 'م=٩'x-2 -ر4

1 '-م-1 "و-

p فإنp>2 و< أن با  التالي: يعطينا بدوره هذا =و.5 و3<

1 "-م-<1,1-٥--1
1 3p>3=p-<3 >, =ا1 >"-م1-3 ج'

1-p 2
1 g-1 >و5 <و=5!1 >"-و-1-5 ا-<5 4

 أن ذلك من نستنتج

15o(pو ')<p2>و' p'و '
8

 ناقص. عددp 'و العدد فإن ثم ومن



 الحلول الثالث: الفصل ا

 تاماً عدداnً م=٩ يكون لكي أنه نستنتج السابق السؤال من.211
 يقتفي هذا زوجي. تام عدد« أن أي =و،2 أو =م2 يكون أن فلابد

p'4=2'(2-1)

 فإنp=2 كان إذا أوليان. عددان2-1 وr إن حيث
 أن أي و،=7 وr=3 أن غي يق2 =و2('-'1-2)

n =2x7=28.فإن =و2 كان وإذا (px2=2'(2-1يقتضي 
 مستحيل. وهذا ='م5 ثم ومن٣=2 أن

 الصيغة علل كتابته يمكن الذي الوحيد التام العدد هو28 العدد إذاً
 أوليان. عدداp و# حيث م4 العامة

٥02p02p) أن ثبت أن ثريد.212 +1))<2x2p02p  إذا1+
 إن حيث أوليين. عددين2p+1 وp>3 كان

٥02p(2p +1))=G(2)d(p)G(2p +1)
= 3(p+1)02p +2)=6(p +1)

p) أن أثبتنا إذا يتم سوف الإثبات فإن +1<2x2p02p  لكن.6(1+
 لأن صحيحة متباينة وهيp>3 -ث4p للمتباينة مكافئة المتباينة هذه

p-4p =p(p-4)>3x1=3:p>5.العدد أن نستنتج ذلك من 
(2p(2  ناقص. عدد1+

 لنفرض تام. عدة٩(٩+1=)6 العدد فإن =و،2 كان إذا.213
 زوجي عدد أنه فبا تاماً، عددا٩ً(٩+1) كان إذا أولي. عدة >و2 أن الآن
 و أولي عدد2-"1 أن بحيثP أولي عدد يوجد فإنه
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٩(٩+1)=2/-(22-1)

2=1 أو2=-"2" ثم ومن٩+1=2 و =و2-1 أن يقتضي هذا
 العدد يجعل4=2 وحيدهو أولي عدد يوجد إذاً مستحيل. وهذا

 تاماً. عدداً (و٩+1)

،G()=2n n=pgr أن أي تام، عدد  العدد أن لنفرض.214
 ع

 او

(p -+1)(٩ +1)(r +1)=2pgr

 غير أعلاه المعادلة فإن فردية جميعها٣ و4 وp الأعداد كانت إذا
 بينا2ll2pgr الحالة هذه في لأنه التحقق ممكنة

r p أو و أو l(p الأعداد أحد يكون أن لابد إذاً.8 +1)(٩ +1(r+1)
 تصبح أعلاه المعادلة الحالة هذه في.p=2 أن لنفرض زوجياً. عددأ

3(g+1(r +1)=4٥r

 أوليان. عددانr و و لأنr=3 أو و=3 ثم ومن3l٩r أن يقتضي هذا
 نحصل التبسيط ثم ومن السابقة المعادلة في التعويض عند الحالتين، كلتا في

 تاماً. عدداً ليسn=pgr العدد أن يثبت هذا مستحيل. وهذا1=0 عل

 نكتب أن يمكن السؤال معطى من.215

P=2٨-'(2 -1)
g =27'(21 -1)

،2<p<4 P<G> أن يقتضي6 p الشرط أوليان. عددان و و  حيث
 أن يقتضي- هذا.p>2-4 ثم ومن فرديان أوليان عددان و و م أن أي
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.2 >4x2%  أو242-21

 إن حيث .لكن2-1>42%-1 أن ذلك من نستنتج
(4x2 -1>402  أو2-1>402%-1) عل نحصل إذا1ً-

4 1-2 ر،
2٦-1

 الآن

2 و0 ر2 ده>!-  ي

2-1P
 المطلوب. وهو16P<9 عل نحصل ومنه

y) كان إذا.216 ,z,)فإن بدائي فيثاغورس ثلاثي 

r =r4-,y =2rs, °r+s= ج

 و زوجي، والأخر فردي أحدهما موجبان صحيحان عددان ى وr حيث
r>sو r,s)=1.)ث أن يقتضي- هذا r%-sو r'+s2فرديان عددان 

x ثم ومن y واحدهو احتيال يبقى.2=8 و#8 =2rs  أن أي ،8=
rs  يكون أن لابد أنه نستنتج ى وr يحققها التي الشروط بسبب.4=
r=4الثلاثي يعطينا هذا =ى.1 و (y ,z)=(15,8,17,2)وهو 
 السؤال. شرط يجفق الذي الوحيد الثلاثي

 فيثاغورس كثلاثية معطاة المطلوب الزاوية قائم مثلث أضلاع.217

(y,z,.)المثلث هذا مساحة Aتساوي A=yإن .حيث 
2 ه

A y المعادلة لدينا يصبح إذا ،30=  حلاً:12 المعادلة لهذه لا.60=
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(3 ,y)=(1,60),02,30),03,20),(4,15),(5,12),(6,10),
(60,1),030,2),020,3),015,4),012,5),00,6)

(x,y)=(5,12)  هو الزاوية قائم مثلثاً يعطينا الذي الوحيد الحل
 يقق واحد مثلث يوجد إذاً ،5+12=13 أن با زوجي. عددy لأن

.( ,y ,z)=(5,12,13)  هي أضلاعه الذي المثلث وهو السؤال

 فيثاغورس ثلاثية يكون المطلوب الزاوية قائم مثلث أضلاع.218
:(x,y ,z)

x =k(٢4- ( ى
y =2krs

(s5+٢)k=ج 
 موجبان صحيحان عددان ى او و موجب، صحيح عددk حيث
 المحيط قيمة أن (.باr,s)=1 و ،r ى> و زوجي، والآخر فردي أحدهما
y فإن ،30 تساوي +z  أي ،30+2=

kr(r -+s)=15

.k=1, 3, 5, 15 k ثم ومن  ا15 أن يقتضي هذا

k حالة في r المعادلة لدينا يصبح1= +s)=15)هي حلولها والتي٣ 

(r,s)=0,14),03,2),(5,-2),015,-14)

 المعادلة حل أن نجد ى وr تحققها التي الشروط بملاحظة لكن
r(r+s)=15هو (r,s)=(3,2).الحل ينتج بدوره هذا فقط 

.(٢,y,z)=(5,12,13)

k الحالات في أنه نجد مشاهه بطريقة =3, 5,  ثلاثي أي ينتج لا15
 هو السؤال شرط يحقق والذي المطلوب المثلث إذاً السؤال. ط شر يحقق
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.(3,y,z)=(5,12,13)  الثلاثية ذو المثلث

 فيثاغورس ثلاثية يكون المطلوب الزاوية قائم مثلث أضلاع.219
:( ,y ,z)

x =k(٢4- ( ى
y =2krs

(s5+٢)k=ج 

 موجبان صحيحان عددان ى او و موجب، صحيح عددk حيث
 قيمة كانت إذا(.r,s)=1 و ،r>8 و زوجي، والآخر فردي أحدهما

xy ج+- فإن المحيط، قيمة تساوى المساحة م٠1.. .و =x-+y، أو 
22 ء-=

ks(r-s)=2
k ثم ومنk\2 أن يقتضي هذا k أو1= k كان إذا.2=  فالمعادلة1=

 يعطي هذا(.3,2)=(r,s) هو وحلهاS(r =)ى-2 تصبح أعلاه
y) الثلاثية ,z)=(5,12,13,.)كان وإذا k  تصبح أعلاه فالمعادلة2=
s)=1وحلها -(ى (r,s)=(2,1.)الثلاثية يعطي هذا 

(y ,z)=(6,8,10,.)ًوهما السؤال شرط يجققان مثلثان يوجد إذا 
.(٠y,z)=(5,12,13), (6,8,10)  بالثلاثيتين معطيان

 إذا لأنه السؤال شرط يجقق الزاوية قائم مثلث أي يوجد لا.220
y) فيثاغورس ثلاثية كانت ,z,)فإن المثلث، هذا مثل أضلاع تمثل 

y/z x/z و sin60 القيمتين وكلا =y /z "sin60 أو =x/z
"sin60 بينا نسبيين، عددين يمثلان  نسبي. غير عدد3/2/=
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 أن بملاحظة.221

M,=2-1=(2)-(2'-1)
s و٣=2 بأخذ- فإنه  مثلث عل نحصل39 نظرية في ،1-'2=
y) بدائي فيثاغورس ,z,)حيث 

x =M,
y =2M,

,M%--2=ج 

r) كان إذا.222 ,y ,zيحقق فيثاغورس (ثلاثي y =k، حيث 
k  من.x'(1+k)=z تصبح سوف+«y °ج= المعادلة فإن ،0<

1+k3  يكون أن لابد أنه نستنتج(11 )نظرية للحساب الأساسية النظرية
 أي ،k=l+1 يحقق ا موجب صحيح عدد يوجد أن أي كاملاً، مربعاً

l)(k) أن -+k=)او0 أن با.1 -ا< k>0علل نحصل فإننا 
k=1او+ k=1او1 ومنثم -ا= k  لأن مستحيل وهذا0=
k>0.ًالسؤال. شرط يحقق فيثاغورس ثلاثي أي يوجد لا إذا 

y) كان إذا.223 ,z,)فإن بدائي فيثاغورس ثلاثي 

x=٣4-3ى ,y =2rs, ° ج=٣2+٢
 والأخر فردي أحدهما موجبان صحيحان عددان ى وr حيث

.(r,s)=1 r>s و >0 x و زوجي، =t ٦ أي كاملاً، مربعاً« نريد
 أو ،t3=r ى-' المعادلة ينتج هذا صحيح. عدد ا>0 حيث

٤2 +s=٣2



 الحلول الثالث: الفصل غ١ د«

 فردي( عددt فإن فردي عددx أن بي] أنه )لاحظ أن يقتضي هذا

t =m"-n,s=2mn, ٣ =m٦+n%
 و زوجي، الأخر و فردي أحدهما موجبان صحيحان عددانn وm حيث

( ,y ,z) 1=(m,n). الثلاثيات أن ذلك من نستنتج m و >n>0

 هي المطلوبة

 ا٣=6٨-٨٩١
{y =4mn(m" +n)

"z =m"+6mn'+nا[ 

 فإن بدائي فيثاغورس ثلاثي(,y,z) كان إذا.224

x =٣4- " ى
y =2rs
z =٣4+٢%

 و زوجي والأخر فردي أحدهما موجبان صحيحان عددان ى وr حيث
r>sو r,s)=1.)كان إذا z =y r'+s=2rs فإن9+  هذا.9+

(r-s أن يقتضي r=s ومنه(9= r>s ب]أن.±±3  فإن0<
s+3=أن وبا.٣ r,s)=1)يكون أن فلابد s,3)=1،) بدراسة وذلك 

,s=3k لقيمة المحتملة الحالات 3k +1, 3k +2 :s.ًثلاثيات إذا 
 النحو عل معطاة السؤال شرط حقق التي(,y,z) البداية فيثاغورس

 الأني:

x =6s +9
y =2s"+6s

6s-+9'+2ج=٢ 
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.(s,3)=1 s و >0  حيث

 كانن إذا أنه مبدئياx4+y°=4zً المعادلة من نلاحظ.225
x=2k+1و y =2l+12" فإن فرديين عددينllx2+yثم ومن 

°4zة y.++ًأو3 المقدارين أحد يكون أن يمكن لا أيضا yًو فرديا 
 إذاً فردي(.= )زوجي المستحيلة المساواة نحصل سوف وإلا زوجياً الآخر

.y =2y, x و =2x, y ولنكتب زوجيين، عددين  و± يكون أن لابد
 المعادلة عل نحصلx"+y°=4z° المعادلة في بالتعويض

x +y;=ج٩ 
(40 )نتيجة أن نستنتج

x, =k(٣-s"), y,=2krs,z =k(٢+s5)

 ثم ومن

x =2k(٣°-s%),y =4krs,٦ =k(٢٦+s)

k حيث  أحدهما موجبان صحيحان عددان ى وr و صحيح عدد0<

.(r,s)=1 r>s و >0  و زوجي، الأخر و فردي

،x d الأعداد من عددين أي يقسم  كان إذا أنه أولاً نلاحظ.226
y، كان إذا مثلاً، الثالث:) العدد بقسم فإنه٦ dlو dlzفإن 

d y ا d213y2. أن نجد ،8 مثال باستخدام d ثم ومن °z ا °d و °x ا
)=(,y)=(z,)=(y) أن ذلك من نستنتج ،( ,y ,z.)#,بحذف 

 أن نفرض أن يمكن المشتركة، العوامل
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(#,y)=(r,z)=(y,z)=(,y,z)=1

 عدد والآخر فردي عدد7 وy العددين أحد و فردي عدد ثانياً:
 فرديين عددين: و لا يكون أن فلابد زوجياً، عدداً± كان إذا زوجي:

4 قياسx+3y2 ج= المعادلة بحساب((.,1=(x,z)=(y )لأن
mod عل نحصل  يكون أن لابد إذاً مستحيل. وهذا ،31+0=)41

 زوجي. عدد والآخر فردي عدد ة و لا العددين أحد ثم ومن فردياً عدداً

 الصورة عل المعادلة لنكتب الآن

3y4=(ج -x)(z +3).٠٠٠٠٠٠......()

z ولنضع +x)=8,٦-zً٤ (.إذا-glz+8 وlz-يقتضي 
2zو اي l2r&ثم ومن g 1(2r,2z)=2(r,z)=2، إما أنه أي 

.g=2 g=1 أو

 زوجي عدد: و فردي عددx الحالة هذه في.l=8 الأولى: الحالة
 إما عل نحصل)( المعادلة من فردي. عدد و

z-x=3a%, z-+x =b٦
 ع

 او

z-x=b", z-+x =3a%

 الحلين التوالي علل يعطينا وهذا
B2-3a b+3a،±) ء 
 يمكننا فإنه>«0 أن يا(.,y,z ع"(=) رفة،/)

 واحدمو كحل اللين أننظرهني
°b2+3a3-82 ا%م

,--(bج, ،ا(=)،" x,y)حيث aو b22 فرديان عددان--
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.(3,b)=1  و

g الثانية: الحالة  و فردي عدد7 و فردي عددx الحالة هذه في.2=
yالصورة عل)( المعادلة نكتب زوجي. عدد 

2 و2 ):\:-أ 2 2

z إن حيث -x)/2,(z +r)/2)=1،)) الخطوات نفس اتباع فعند 
y ا(=)b°-3f/,2b,b+3) الحل عل نحصل أعلاه، ,z)+,حيث 

.(3,b)=1 a و زوجي والآخر فردي أحدهما عددان ط و

y) موجب صحيح حل يوجد أنه نفرض.227  للمعادلة(3 ,ج7,
7y1=z+3.أي يوجد لا أنه نفرض أن يمكن السابق السؤال في كا 

 أن أي ،2 م و لا٠ و± الأعداد من لأي الواحد من أكبر مشترك عامل

 ,ج(y ,ج(=)3(=)7)=(yZ ,ج37 =)ج1

 فإن3x3+7y3=z{ أن با الآن(.x,,7)=(z,,7)=1 أن يقتضي هذا
3r3=z} mod  أن يقتضي هذا.7

;H،777٦77 :(ي{ني±{ج

 لأن مستحيل وهذا

{%( {;"ا 'إ{ ا
 ،ت يجسأأ.ملذ.مملأر توي ت;
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y كان إذا أنه أولاً نلاحظ.228  عدد أي تكون أن ممكن± فإن1=
 موجب، صحيح عدد٣ حيث (،,n,1)=(y) أن أي موجب، صحيح

.٤ ع=y للمعادلة حلولا ثل

y أن أي ،y ة1 أن نفرض الآن  أولياً. عدداpً ليكن.2<

(.x' =xy ( لأن plx ply فإن  كان إذا

'p أن لنفرض:p اy فإنplr كان إذا Ilxاعدد1 حيث< 
 في بالتعويض(.p,x,)=1 حيث±=p'x, يقتفي-أن هذا صحيح.

"x المعادلة =xyعلل نحصل x; =p'x,yأو "م y-"م0 =;ج" 
ply y-1>1. ثم من  >او1 لأن

 الأولية: العوامل نفس لهاy وx أن ذلك من نستنتج

+=II%,=II»"e٦1,8,1
i=1 i=1

"x المعادلة في بالتعويض =xyعل نحصل ,+/y  أو@,6=

a,(y-1)=8,, 1<i<r

y كان إذا الآن y أن )أي1#1- y فإن(3< -1s8نحصل ثم ومن 

 عل

 ?إ]-لا إ[ذ23-2-22 و>ا
y أن ب] أنه واضح.)لاحظ تناقض وهذا  فإن1#1-

1>y+٠٠٠(+y  يكون أن لابد إذاً(.2(=-«1+1='-)1(+1-
x =2 x=2 ثم ومن y. المعادلة يعطينا هذا =2 y-1=1 ثم ومن

.(x>0 ( لأن
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x" =xy  للمعادلة الموجبة الصحيحة الحلول أن ذلك من نستنتج
 موجب. صحيح عددn حيث(,2,2),(n,1)=(y) هي

n كان إذا.229  عندما متحققة(n-1)H+1=n المعادلة فإن5>

n=5.أن لنفرض m>6.الشكل عل المعادلة لنكتب 
1-٨(!=n-1.)عل نحصل بالتبسيط n-2)!=n+1.)أن با لكن 

n>6فإن n-2)!>2(n-2)>n+1.)المعادلة أن يقتفي هذا 
'n-1)!+1=n)للقيم متحققة غير n  حل المعطاة للمعادلة إذا.6<

.n =5  هو وحيد

 و ط يقسان4 وc موجبين صحيحين عددين وجود بفرض.230
c +d=0 mod aنكتب أن يمكننا b =ccو 'b=ddو 

cd =kaحيث، k ،d،cيعطينا هذا موجبة. صحيحة أعداد 

d_1  _هka +ي_1
 ب سب ب ه د ،

'k8 ke' kdفخ 
 المعطاة. للمعادلة حل هو(,ke',kd)=(y)' أن نستنتج ومنه

 أحد هو(,y) وليكن للحل قابلة المعطاة المعادلة أ نفرض الآن
 الصورة عل المعادلة نكتب الموجبة. الصحيحة الحلول

ay =b(x+y)

 عددان» وc حيثy=4g وx=cg (.إذاx,y)=8ً لنضع
 تصبح السابقة المعادلة(.c,d)=1 و موجبان صحيحان

agdc =b(c-d)
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c,c فإن(d)=1 إن حيث +d)=1)السابقة المعادلة من نستنتج ومنه 
d لدينا يصبح مشابهة وبطريقة.clb أن lb.ًط(1 إن حيث و أيضا(= 

.c +d=0 mod a c، أن أي +d a يقسم  فإن

 نبدأً سالباً. كلاها يكون أن يمكن لاy و د أن أولا نلاحظ.231
 الشكل عل كتابتها يمكن المعادلة اا.s اy ا بافتراض

6x +6y =5ry ............()

 أن يقتضي هذا

+/6r /<ا12y ا 6y6 ا<اy+5 ا=ا6 تدyا 
y )لأن <ا]12/5 ثم ومن  هذه بتعويض±.=1,±2 إذًا(.0=

.( ,y)=(1,-6), (2,3)  الحلول عل نحصل)( المعادلة في القيم
 الحلول على نحصل ا،y ا<اx\ افتراض عند الطريقة، وبنفس

 هي المعطاة المعادلة حلول إذاً(=),(.6,1,)(3,2)

(3,y)=0,-6), (-6,1), (2,3), 03,2)

xy4+xy+y'+y المعادلة من.232 =yz-1نستنتج 
y أن I1ثم ومن 

(3 ,y)=(1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1)

 المقابلة القيمة عل نحصل الأصلية المعادلة في القيم هذه عن بالتعويض
 هي الحلول ج. للمتغير

(3,y ,z)=(1,1,5), 01,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,1)
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2xy المعادلة من.233 +3y=24أن نستنتج yزوجي. عدد 
y بكتابة  تصبح المعادلة ،2=

xw -3"=6
w ثم ومن«l6 أن يقتضي هذا =±1, ±2, ±3,  في بالتعويض.±6

 أن با•,±3=٦17,٦7,43 التوالي عل نحصل السابقة المعادلة
 هي حلول ثانية الأصلية للمعادلة إذاً ،=2

(w ,)=(3,±2), (43,±4), (37,16), (17,±12)

n كان إذا.234 s3أن بسهولة نجد (n,m)=(2,1)الحل هو 
 للمعادلة الوحيد

1!2!+34+٠٠٠+n!=m٦+2
 التطابق عل نحصل4 قياس المعادلة بحساب.n>4 أن الآن لنفرض

1!+2!+3!=m'+2 mod 4
m بالتبسيط أو =3 mod  أنه يعني هذا للحل. قابل غير تطابق هو و ،4

(n,m)=(2,1) n>4. أن نستنتج  عندما المعطاة للمعادلة حل يوجد لا
 للمعادلة. الوحيد الحل هو

 التطابق فإن للحل، قابلة المعطاة المعادلة كانت إذا.235

x"+3=y'+z' mod7
a'=0,1,-1 أن با للحل. أيضاً قابل mod  فيرما نظرية وبواسطة7

x%=0,1 mod7، أن نلاحظ mod  وy3 =ج+0,1,2-,1-,72
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r"+3=3,4 mod  أن نلاحظ الاحتيالات، جيع بدراسة.7
mod7+ج° r"+3=y.صحيحة حلول توجد لا أنه يعني هذا 

.٤' +3=y°+  °ج للمعادلة

2x'+x+5y المعادلة بحساب.236  نحصل5 قياس0=7+
2r+x4+2=0 التطابق عل md  هما حلان له يوجد والذي5

x=1 mod5و mod52.=-الصورة علل الحلين كتابة عند 
x=1+5tالأصلية المعادلة في« عن التعويض ثم ومن2-=2+5٤ و 

 كالتالي: معطاة الحلول.y قيمة عل نحصل

(#,y)=(1+5,-503-352-8-2),
(-2+5,-5043 +55٤2- 20 +1)

 صحيح. عدد أ حيث

4x"-2=y(y) المعادلة طرفي أولأ نضرب.237  ،4 بالعدد1+
 المعادلة عل لنحصل« المتغير في المربع بإكال نقوم ثم

(%16x"-7=(2y  الصورة علل كتابتها يمكن والتي ،1+
4x )-(2y  لدينا يبح بالتحليل(.7=°(1+-

4x-2y-1(4x'+2y  الاحتالات يعطينا بدوره هذا(.7=(1+
 الآتية:

(، 42-2y-1=±1, ±7
2y +1=±7, ]4 +"ه±1

 أن نجد أعلاه، الأنظمة بحل
(y)=(1,1), (1,-2), (-1,1),  الوحيدة الحلول هي,±(2-,1-)

.4x"-2=y(y +1)  للمعادلة
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x المعادلة طرفي بضرب.238 +y =x'+yثم ومن ،4 بالعدد 
 المعادلة عل نحصلy >و المتغيرين في المربع إكال

2r-1)+(2y-1)=2.)الآتية: الاحتالات يعطينا هذا 

[,2٤-1=±1, ±1
 ا2 و-1 ,ا±=٦1

 الأربعة: الحلول ذلك من ينتج

.( ,y)=00,0), (0,1), (1,0), (1,1)

2ry المعادلة بضرب.239 +5r +7y  ثم ومن2 بالعدد3=
 المعادلة عل نحصل للطرفين35 إضافة

4ry +10r +14y +35=41

2r المعادلة لدينا يصبح بالتحليل +7)(2y  ثم ومن(41=(5+

(، 2٦ +7=±1, ±41
 ا2 ر+±5=41,1±

 الحلول: يعطينا هذا

.(3,y)=(-3,18), (4,-23), (17,-2), (-24,-3)

r أن بافتراض الحل نبدأً.240 <y <z <wترتيب تغيير )لأن 
x كان إذا الأصلية.( المعادلة جوهر من يغير لن المتغيرات  المعادلة فإن1=

،r >2  يكون أن لابد إذاً مستحيل. وهذا ="+"+,،0 تصبح
w2y

z وy>2 ثم ومن w و2< w إذاكان لكن.2<  يصبح فسوف3<



{ ١oالحلول الثالث: الفصل د 

 لدننا

1١11.١ اي31١11.
٢٢٢ ا< 3eقر- قر٤«344 ه و 

 أن يقتضي هذا«.2 يكون أن لابد إذاً مستحيل. وهذا

2<x<y<zsw<2

w أن ومنهنتتج  أن أي ،=y =ج=2=
(y  المعطاة. للمعادلة الوحيد الحل هو(2,2,2,2,3)=(,2,

 فإنxHy!=z أن! با±.<y أن بفرض الحل نبدأ.241
!z!>yثم ومن y<2.أن يقتضي هذا a>y  ثم ومن1+

(!y  (>!ج1+

 فإنsy أن يا أيضاً

!(٣H+y!<yHy!=2(yج!= 

y)! أن نستنتج السابقتين المتباينتين من +1)!<2(y.)أن يقتفي هذا 
y  الفرض بسبب موجب. صحيح عددy لأنy ا= ثم ومن2>1+

syج.=2 أن يقتضي هذا=.1 أن نستنتج 

y أن نفرض عندما <xإذاً الحل. نفس عل نحصل سوف فإننا 
.( ,y ,z)=(1,1,2)  هو وحيد حل المعطاة للمعادلة

 موجبة صحيحة أعداد هي٣,,z,3 المتغيرات أن ب].242
"n المعادلة من فنستنتج +n' =nأن nفسوف )وإلا زوجي عدد 

n >n" n و >n  أن ي] أيضاً زوجي(. عدد= فردي عدد عل نحصل
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 لن ببعضهاy و المتغيرين موقع استبدال لأن >ج.y وz>x فإن
x أن نفرض أن فيمكننا المعادلة، جوهر من يغير <y.يقتضي-أن هذا 

"n =n'+n" <n' +n' =2nأو n"  أنه ذلك من نستنتج.2>
n إما n أو1=  وهذاn=1 أن تقتضي الأولى الحالة.2=

 يعطينا -ج.هذاy=1 وn=2 أن تقتضي الثانية الحالة مستحيل.
 حلول إذاً=#.y ثم ومن2=2-"«2=2 أو ،2+2=2

n,3,y) هي المعادلة ,z)=(2,4,1,t  موجب. صحيح عدد ا حيث(1+-

 هذه في.n>3 أً لنفرض.3+43=35 ا1 أو لاحظ.243
 الآتي: عل نحصل الحالة

5" =5%x5"-2=(3+4%)x5"-2=3x5"-٩ +4%x5"-2
>32٦37-+47x4-2=3" +4"

 المعادلة أن ذلك من نستنتج.n>3 كان إذا3"+4" ة5" أن أي
.n=3 " صحيح حل أي لها ليس3"+4=5

2-3-=7 المعادلة بحساب>«.3 أن أولا لنفرض.244
mod التطابق عل نحصل8 قياس  لأن للحل قابل غير وهو3=87

mod  حلول توجد لا إذاً.m موجب صحيح عدد لأي3"=85,1
 الحل أن نجدx=2 وx=1 القيم بدراسة.x>3 كان إذا للمعادلة

.( ,y)=(1,2)  هو المعطاة للمعادلة الوحيد

x كان إذا.245 y أو0=  هو وحيد حل عل نحصل0=
.y>1 x>1 و x) أ لنفرض.2-3=7 للمعادلة ,y)=(3,0)

mod التطابق عل نحصل3 قياس المعادلة بحساب  ومنه2=31
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x) زوجي عدد أن نستنتج  نحصل4 قياس المعادلة وبحساب(.2<
mod التطابق عل  هذا زوجي. عددy أن نستنتج ومنه-(1)=41

 الآتي: الشكل عل المعادلة كتابة من يمكننا

(2" -39")02 +3)=7
 عل نحصل إذا ،2+3>"1 و أولي عدد7 العدد إ حيث

 المعادلة

2" -3"1
x y، ت=4 أن أي /2=1 x/2=2 و  أن نجد68 مثال باستخدام

. (x,y)=(3,0), (4,2) y. هما حلان المعطاة للمعادلة يوجد إذاً =2  و

,n) فإنn=1 كان إذا.246 ,m)=(1,1,tحيث،) tعدد 
 للمعادلة حل هو موجب، صحيح

2" -x"=1
m كان إذا أيضاً x) فإن1= ,m)=(t,2'  عددt ,(،حيث1,1-

 حلول توجد أنه الآن لنفرض المعطاة. للمعادلة حل هو موجب، صحيح
 نستنتج ، قياس أعلاه المعادلة بحساب.m>l وn>1 عندما صحيحة

mod التطابق أن « يكون أن لابد الحالة هذه في للحل. قابلxت"=43
x لنكتب فردياً. عدداً  أن بملاحظة.2+1=

٠٣m 2ma «ed  ""ا=+ 'ا+=4
"x أن نستنتج =3mod 2ma=3 كان إذا وفقط إذا4 mod  أي ،4+1

ma=1 أن mod  المعادلة بكتابة فردي. عددm أن يقتضي هذا.2
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 الصورة عل الأصلية

(x+1-1()٤ -"ر-'-"٩+٠٠٠+=)"2

 وx )لأن فردي عدد -ا-"تد٦+-٠٠٠-٣+1 لأن تناقض لدينا ينتج
mللمعادلة صحيحة حلول توجد لا إذاً.1 يساوي لا فرديين( عددين 

 هي للمعادلة الوحيدة فالحلول لذا.m>1 وn>1 عندما المعطاة
(n,,m)=(1,1,t), (t,2-1,1)حيث tموجب. صحيح عدد 

 زوجيأفإن عدداً إذاكان.247
mod  هذا.mod31=1=19 بين] ،5+2='1-(+1")=31

 زوجياً. عدداxً كان إذا حلا2ً+5=19 للمعادلة ليس أنه يعني

 فرديأفإن عدداً±=2n+1 كان إذا
2x(1)" mod  نيا ،بي2+"5«=2 ر4"+5«=5

mod mod أن يعني هذا.19-(=1)5  ثم ومن2"+5 ز519
 نستنتج فردياً. عدداً د كان إذا حل أي لها ليس2+5=19 فالمعادلة

 موجب. صحيح حل أي لها ليس2+5'=19 المعادلة أن ذلك من

 إذا.y°=x -د3 للمعادلة هوحل(3 لا, )م أن لنفرض.248
،y}5=3-0ت= mod 8 x التطابق عل نحصل فسوف زوجياً عدداً  ج كان

mod لأن مستحيل وهذا  أن لأبد إذاً ه. صحيح عدد لأي =ه80,1,4
x,=1 إما أنه أي فردياً، عدداً ج يكون mod mod أو4  =ج.43

mod أن لنفرض  الآتي: الشكل عل المعادلة لنكتب.2 =ج41

y2+4=x}+1=(٨ +1)( (1+x٨- خ
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x,=1 أن ب] mod mod فإن4  هذا.2llx +ج1 أن أي ،x +ج1=42
4 اy}+4 لكن فردي. عددw3-x,+1 لأن2lx,+1 أن يقتضي

 أن يثبت التناقض هذا فردي.( إذاكان زوجي عددy )لأن
mod .3 ±م41

x=3 كان إذا mod mod فإن4  ثم ومن-{±x +م1=43
 يحققp أولي عدد عل القسمة يقبل-;«3٨+1 المقدار فإن

p=3 mod y}+4=0 أن يقتضي هذا.4 mod p، أن أي 
y}=4 modp.يعطينا هذا 

p ا أ( );اام«» ppp

 المعطاة. للمعادلة صحيح حل أي يوجد لا إذً مستحيل. وهذا

 إذا.y -°لا=°12 للمعادلة حل هو )لا,م( أن لنفرض.249
 و2r,=3, بكتابة أيضاً. زوجي عددy فإن، زوجياً عددً م كان

,2yج= yالمعادلة عل نحصل أعلاه المعادلة في بالتعويض و 
y} =2x,-3.أن يقتضي هذا ,yزوجي عدد ,لا ثم ومن فردي عدد (
y,=2k+12 أن يقتضيr,=y+3=4k2+4k  أو4+

r,=2k4+2k+2، المعادلة بحساب زوجي(. عدد3, أن أي 
y, =2x,-3عل نحصل8 قياس mod  مستحيل. وهذا1=83-0

 أيضاً. فردي عدد لا م أن يقتفي هذا فردي. عددx, أن الآن نفرض
 الصورة عل المعطاة المعادلة لنكتب

y}+4=r3-8=(x2ج- )(x3 +2x,+4)
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x,=2k أن با x3+3 فإن1+ +2x,+4=4أن يقتضي هذا.٤ 
x2 +2r,+4أولي عدد عل القسمة يقبل pيحقق p=3 mod  هذا.4

y3+4=0 أن يقتضي mod  السابق(. السؤال في )كا مستحيل وهذا4
 المعطاة. للمعادلة صحيح حل أي يوجد لا أنه ذلك من نستنتج

 للمعادلة صحية هوحل(), أن لنفرض.250
y°=x+16.كان إذا yًفإن فردياً عددا y -4,y  بكتابة(.1=(4+

 الصورة عل المعادلة

(y -4)(y +4)=x3

 يحققانb وa صحيحان عددان يوجد أنه نستنتج

 :.ممةاسهء اي-,
 فردياً. عدداً يكون أن يمكن لاy إذاً التحليل(. طريقة

 أيضاً. زوجي عدد+ أن يقتضي هذا زوجي. عددy أن لنفرض
y, بكتابة =2y2, وr=±نحصل الأصلية المعادلة في التعويض ثم ومن 

,y المعادلة عل =2x,+4.أن يقتضي هذا ,yوليكن زوجي، عدد 
,y, =2y.المعادلة عل نحصل السابقة المعادلة في بالتعويض 
 بالتعويض=,.2x وليكن زوجي، عدد,« ثم ومن2y د=;2+3

 فردي، عددy, أن يقتفي- هذا.y}=4x}+1 المعادلة عل نحصل
 المعادلة إلى .هذايؤديy,=2y,+1 وليكن

4y3+4y,+1=4٦3+1أو 

}r(=1و+ yولا) 
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 تحققانd وc صحيحان عددان يوجد فإنه ,و(y +و1=)1 إن حيث

 ما.سد.يتن::ث
(c,d)=(0,1),  الأني: يقتضي هذا التحليل. طريقة باستخدام (،1,0-)

c=0=y=0=y=1y,=2=y =4=x=0
c =-1y1و=- y1ر=- =y,=-2=y  د=40=

 ما صحيحين حلينy"=x°+16 للمعادلة أن أي
.( ,y)=(0,-4), (0,4)
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 المسائل مواضيع كشاف

 ،14،13،12،11 ،10 ،9 ،8 ،7 ،6 ،5 ،4 ،3 ،2 ،1 القسمة قابلية
111 ،72،67 ،66 ،43 ،33،25،18،17

 ،27 ،26 ،24 ،23 ،22،21 ،20 ،19 ،16،15 الأكبر المشترك القاسم
129 ،95 ،42،31 ،30 ،29 ،28

28 ،27 ،26 الأصغر المشترك المضاعف

 ،76 ،52 ،49 ،48 ،47 ،46 ،45 ،39 ،34 ،33 ،32 الأولية الأعداد
163 ،100،77

178،153،152037 ،36 ،35 منتهية غير

99 ،98 ،92 ،80 ،44 ،41 ،40 ،38 الوأفة الأعداد

62 ،61 ،60 ،59 ،58 ،57 الخطية الذيوفانتية المعادلات

 التطابقات

 ،75 ،74 ،73 ،72 ،71 ،70 ،69 ،68 ،67 ،66 مع حسابات
110 ،109 ،96 091 ،90 ،89 ،86 ،83 ،82،81 ،76

65 ،64 ،63 شتول( )تام، أنظمة

112 ،108 ،107 ،106 الخطية

 ،120 ،119 ،118 ،117 ،116 ،115 ،114 ،113 حلول
151 ،138 ،126

79 ،78 القسمة قابلية اختبارات

99 ،09394 ،92 ،88 ،87 ،85 ،84 أويلر و فيرما نظريتا
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101 ،98 ،97 ،95 ولسون نظرية

 ،132،130 ،129 ،126،125 ،124 ،123 ،122،121 فيرما أعداد
157
221 ،134،130 ،129 ،128 ،127 مرسان أعداد

56 ،55 ،54 نسبي غير عدد

195 ،43 ،42 ،41 واحدي عدد

104 ،103 ،102 أولي شبه عدد

140 ،105 كارمايكل عدد

141 ،135 ،134 ،133 ،132،131 الأعداد رتبة

158 ،157 ،156،140 ،139 ،138،137 ،136 البدائية الجذور

 ،148 ،147 ،146 ،145 ،144 ،143 ،142 التربيعية الرواسب
158 ،156 ،155 ،154،151 ،150 ،149

206 ،204 ،203 ،202 الضربية العددية الدوال

،165 ،164 ،163 ،162 ،161 ،160 ،159 [x]  الصحيح دالة
205،171 ،170 ،169 ،168،167 ،166

 ،180 ،179 ،178 ،177 ،176 ،175 ،174 ،173 ،172¢ الدالة
182،181

191 ،189 ،188 ،187 ،186 ،185،184 ،183 G  الدالة

205 ،196 0195 ،194،193 ،192،191 ،190 z  الدالة

199 ،198 ،197 o  الدالة



{ »  المسائل مواضيع كشاف

201 ،200 ع الدالة

215 ،214،213،211 ،209 التامة الأعداد

212 ،210 الناقصة الأعداد

208 ،207 الزائدة الأعداد

 ،222 ،221 ،220 ،219 ،218 ،217 ،216 فيثاغورس مثلثات
224،223

 ،231 ،230 ،229 ،0227228 ،226 ،225 الذيوفانتية العادلات
،242 ،241 ،240 ،238 ،237 ،236 ،235 ،234 ،233 ،232

250 ،249 ،248 ،247 ،246 0245 ،244 ،243
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5000 من الأقل الأولية الأعداد

2 109 269 439 617 811 1009 1201
3 113 271 443 619 821 1013 1213
5 127 277 449 631 823 1019 1217
7 131 281 457 641 827 1021 1223
11 137 283 461 643 829 1031 1229
13 139 293 463 647 839 1033 1231
17 149 307 467 653 853 1039 1237
19 151 311 479 659 857 1049 1249
23 157 313 487 661 859 1051 1259
29 163 317 491 673 863 1061 1277
31 167 331 499 677 877 1063 1279
37 173 337 503 683 881 1069 1283
41 179 347 509 691 883 1087 1289
43 181 349 521 701 887 1091 1291
47 191 353 523 709 907 1093 1297
53 193 359 541 719 911 1097 1301
59 197 367 547 727 919 1103 1303
61 199 373 557 733 929 1109 1307
67 211 379 563 739 937 1117 1319
71 223 383 569 743 941 1123 1321
73 227 389 571 751 947 1129 1327
79 229 397 577 757 953 1151 1361
83 233 401 587 761 967 1153 1367
89 239 409 593 769 971 1163 1373
97 241 419 599 773 977 1171 1381
101 251 421 601 787 983 1181 1399
103 257 431 607 797 991 1187 1409
107 263 433 613 809 997 1193 1423
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1427 1619 1873 2111 2351 2609 2801 3049
1429 1621 1877 2113 2357 2617 2803 3061
1433 1627 1879 2129 2371 2621 2819 3067
1439 1637 1889 2131 2377 2633 2833 3079
1447 1657 1901 2137 2381 2647 2837 3083
1451 1663 1907 2141 2383 5657 2843 3089
1453 1667 1913 2143 2389 5659 2851 3109
1459 1669 1931 2153 2393
1471 1693 1933 2161 239 و311928572663
1481 1697 1949 2179 2411 2671 2861 3121
1483 1699 1951 2203 241٦ 2677 2879 3137
1487 1709 1973 2207 2423 2683 2887 3163
1489 1721 1979 2213 2437 2687 2897 3167
1493 1723 1987 2221 2441 2689 2903 3169
1499 1733 1993 2237 2447 2693 2909 3181
1511 1741 1997 2239 2459 2699 2917 3187
1523 1747 1999 2243 2467 2707 2927 3191
1531 1753 2003 2251 5473 2711 2939 3203
1543 1759 2011 2267 5477 2713 2953 3209
1549 1777 2017 2269 9503 2719 2957 3217
1553 1783 2027 2273
1559 1787 2029 2281 2521 2729 2963 3221
1567 1789 2039 2287 2531 2731 2969 3229
1571 1801 2053 2293 2539 2741 2971 3251
1579 1811 2063 2297 2543 2749 2999 3253
1583 1823 2069 2309 2549 2753 3001 3257
1597 1831 2081 2311 2551 2767 3011 3259
1601 1847 2083 2333 2557 2777 3019 3271
1607 1861 2087 2339 2579 2789 3023 3299
1609 1867 2089 2341 2591 2791 3037 3301
1613 1871 2099 2347 593 2797 3041 3307



>5000 من الأقل الأولية الأعداد 2o ،
١

3313 3527 3709 3923 4139 4363 4597 4813
3319 3529 3719 3929 4153 4373 4603 4817
3323 3533 3727 3931 4157 4391 4621 4831
3329 3539 3733 3943 4159 4397 4637 4861
3331 3541 3739 3947 4177 4409 4639 4871
3343 3547 3761 3967 4201 4421 4643 4877
3347 3557 3767 3989 4211 4423 4649 4889
3359 3559 3769 4001 4217 4441 4651 4903
3361 3571 3779 4003 4219 4447 4657 4909
3371 3581 3793 4007 4229 4451 4663 4919
3373 3583 3797 4013 4231 4457 4673 4931
3389 3593 3803 4019 4241 4463 4679 4933
3391 3607 3821 4021 4243 4481 4691 4937
3407 3613 3823 4027 4253 4483 4703 4943
3413 3617 3833 4049 4259 4493 4721 4951
3433 3623 3847 4051 4261 4507 4723 4957
3449 3631 3851 4057 4271 4513 4729 4967
3457 3637 3853 4073 4273 4517 4733 4969
3461 3643 3863 4079 4283 4519 4751 4973
3463 3659 3877 4091 4289 4523 4759 4987
3467 3671 3881 4093 4297 4547 4783 4993
3469 3673 3889 4099 4327 4549 4787 4999
3491 3677 3907 4111 4337 4561 4789
3499 3691 3911 4127 4339 4567 4793
3511 3697 3917 4129 4349 4583 4799
3517 3701 3919 4133 4357 4591 4801
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