
 الأول الباب

 التفاضل





 لمنحنى المماس ميل

P , xم) y) (y=fx النقطتين وكان الدالة، منحنى يمثل  كان إذا
O(مx + x, y+ y)

 للمنحنى قاطعاً يكونPO فأن(1 شكل) المنحنى على واقعين

: m,  وميله
by
»= تج

X

٢
%- إ عه+-يد

 #:ت،"

y y الإحداثي في التغير
K x الإحداثي في التغير

(1 شكل)
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 د



 على تتحرك0 المنحنى،النقطة على ثابتةP النقطة أن بفرض

 المنحني،. على يتغيرP0 القطع ميل إذPً اتجاه في المنحنى
 لإ؟ القيمة فإنQ النقطة من كافياً قرباPً النقطة تقترب وعندما

P0 x ويصبح الصفر من اقتربت  حيث محددة قيمة إلى تصل

: m P المماس ميل أن أي  عند للمنحنى مماساً الحاله هذه في

٠ ا4 ر Bx  -+ء٠٥

: كان إذا:1 مثال

y =x3-3x+3
x=1،x=0 :  النقطة عند للمنحنى المماس ميل فأوجد

 الحل:

،(y ,مy أن)ة بفرض P(x+X, yم٠+ O(xعلى نقطتين 

.٠ Y=x-3x+3

4+y=(٢+٥)'-3x +Ar)+3
3xAr+3x,(A)" +(A)'  +م=3+

.٠.4 =3r4r+3r(A]' +(A) -3A)
٥ » ميج-=A/.3+3ب)-{+(3
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 للمنحى القاطع ميلm,: حيث.m, القاطع ميل فيكون

 /و من كل فيقترب المنحنى طول علىP من تقترب0 نجعل
4Y نجد ولكن محدده. غير Ax القيمة فتكون الصفر. من

Ax

3x-3-كمية ثابته 

3y٦٠- x-صفر 
 التاليين: المقدارين يساوي الأيمن الطرف

3x'-3 x تساوي الصفر من تقترب ه ,m عندما  نهاية أن أي
 الحالة هذه وفي

m= m,  يصبح
•. m =3x3-4م 

)P) عند للمنحنى المماس ميل هوm حيث x,y، ملا٠٠,( 

P( yالدليل نحذف أن يمكن فإنه المنحنى على نقطة أي هي 

: كالتالي وتكتب

 سد"ة سد مد -+&د٥ ن بشعا
 يساوي:
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m = 3(o)-3 =-3

: يساوي عندها للمنحنى المماس ميل يكونX=l عن بالتعويض
m=3(1)-3=0

:2 مثال

f(x)  للدالة( للمنحنى المماس )ميل المنحنى ميل أوجد

: حيث
f(x)=y=x2-2x-3

. بيانياً الدالة رسم مع أفقياً المماس فيها يكون التي النقط أوجد ثم

 المنحنى على نقطةP(x,y) أن بفرض: الحل
·: y=2ر"- x-3

٥y+ y=(x+٥x)-2(x+٥x)-3
=x°+2x٠٥x+(٥x)°-2x-2٥x-3

. ٥ y=2x٠٥x-2٥x+(٥ x)%
٥ ٥+2x-2ل= 
٥ x

Ax y هو للمنحنى المماس ميل أن وحيث تقترب عندما = mه 

 الصفر من

٠:.٥ m=(م.ر 
bx

=2x-2

١4

٥x



m =0  عندما أفقياً الميل ويكون
.. 2x-2=0

.٠ X= 1

210-1-2x  ا٠ ن [ر
٢ شكل يوضحه الذي بيانيا الجدول ويوضح
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2 شكل

:3 مثال

 ثم.x=2 عند مماساً السابق المثال في الدالة لمنحنى أن أثبت

. معادلته أوجد

: الحل

: y X=2 قيمة لإيجاد  عن المنحنى معادلة في بالتعويض
f(x)=y=(2٦)'-2(2)-3--3

f) الدالة لمنحنى أن إثبات هو المطوب ويكون (xعند مماس 

I6



 حيثm هو المماس أن فرض وعلى ،P(2,-3) النقطة
m = 2x-2
=2(2)-2=2

 بالنقطة ويمر2= ميله مماس الدالة لمنحنى يكون هذا وعلى

(P(2,-3هو المماس هذا ومعادلة :

y-(-3)
 د

x-2
y +3 =2(x-2)
y-2x+7=0

:4 مثال

: الدالة لسحنى أن الأولية بالطريقة أثبت
fTx)=x3+1

 معادلته أوجد.x=-1 عند مماسا

: الحل

 يكونX=-1 عندf(x) الدالة لمنحنى مماس يوجد أنه لإثبات،

m =2  عن بالتعويض

: كالأتي محددة معرفة0 م/x عندما

١7

 را
 Aت

 قيمه أن بإثبات



f(x)=x3+1
f(x+/x)=(x+٥x)3+1

=x'+3x.bx+3x.(bx)+ (bx)+1
by=f(x+/x)-f(x)

=3x. 4x+3x. (Ax)+{bx)'

٥ (4x+(Ax3x3+3xلا٠ 
bx

yط 
bx

 قيمة هيX ل قيمة أي عند المماس ميل قيمة

٥< [x  عندما

٥  )ي-، د««-
 xا م-ع

 الحقيقية الأعداد لجميع تنتميx أن وحيث
 الأعداد لجميع ومحددة موجودةf(x) الدالة منحى مماسات..

. الحقيقية
: هو الميل يكون.x=-1 عند.

2m =3(-1)
= 3

.. f(-1)-  +ر١=1٥-)
A(-1 f(x) بالنقطة ويمر3 ميله مماساً  الدالة لمنحنى أن أي

,0)
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: هي المماس معادلة

y-0_.4ولا 
 د

x-(-I) /x
.٠ y =3x+3

:5 مثال

: للمنحنى المماس ميل الأولية المبادئ باستخدام أوجد

 »,=لا
: الحل

: المنحنى على نقطة أيP(x,y) أن بفرض

 ٢ا,=لا
P O(x من جداً وقريبة المنحنى على واقعة +/x , y+Ay) ،

٧٠+٥y=ا,+
«-٢٠-٢-٠٨٠

٥y ٧هس٢-٢5
 ن،

Ax Dx

: البسط مرافق في وبالضرب
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 فم٨٥+٥'٧٠
 د،ا،

٩٥+٢٥+٠»ة
٢

4٧٧٦٧٠-_4٧٨٠٢
AAx

٦٠٤-٠٤4-٨- ا ­ب،
 ح٢{{{{ ،ب

 لا=\٠""٥٨٠٦٠٠٠٠٠٩٤٠

: المنحنى على نقطة أي هيP(x,y) أن وحيث
،- ٥/٢

 تمارين)ا(

y

 المعطاة النقاط عند المعطاة الداله لمنحنى مماس هناك أن أثبت-1

:- يأتي لما معادلته اكتب معرفا المماس كان إذا. حالة كل في

-5xfx)=1-1( د(0,1

» (2,4)fx)=2-

3- ffx)= 3 (0,0)X

fx) = ٢٠١ (4,3)

fx) = /2x-1 (1,1)
2x-1 } x<1

fx) =
x 1٦+] -}

(1,1)

4-

5-

6-

: المنحنى المماسات ميل -أوجد2
y =-x%+5x-6
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. المحور مع تقاطعه النقطة عند

y =x2+5x-8 :  كان -إذا3

yا 
Ar

 فأوجد

:- كالانيx تتغير عندما
X12م1 =ر= >
=] X,=08  ج

: للعلاقة وفقا سقوطا السكون من يسقط -جسم4
S= 4.9 {4

4s t(s) فأوجد بالثانية الزمن ، S المسافة ( m)  حيث
٥t

:- كآلاتيt تتغير عندما
t,=3.5>t=3
t,=3.1>t=3

 فيها يكون التي والنقاط المماس ميل الأولية بالطرق -أوجد5
: حالة كل في المنحنى رسم مع أفقيا المماس

(a)
(b)
(٥)
(d)

y=2x-٦-1
y= ٦"+ 4x+4

3y= x-12x
3y= x-34ر+ 

 ص

 ات



 المشتقة
 تعريف:

 الها: على ل بالنسبةY)= الدالة مشتقة تعرف

 موجودة. النهاية تكون ان بشرط

 انه: أي للمنحنى المماس ميل تساوي الها المشتقة تعريف من انه نلاحظ

 النقطة. نفس عند المشتقة قيمة هو نقطة عند المماس ميل

 الاولى المشتقة تسمىX ل بالنسبةY=R) للدالة المشتقة ان الى الاشارة ويمكن

 الرموز:- وتاخذX ل بالنسبة للدالة

(٢')٤,٢,'٢D,4(٢)ه٢ 

 مثال:

 كانت:- اذا

Y =f()=،/X-1
 التعريف: باستخدام الأولى المشتقة قيمة فاوجد

 المنحنى علىPG,Y) ان بفرض: الحل
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=,/٤-1
+٥Y =٠٤0٥F-1

٠.٥٢-٠+ مه تز-
٨٧ ٤ا١هنت تند-

Ak

HX-٥-٥٨Y  د ة٦± =معز;
X +٥٢-٢

AX
 البسط مرافق في بالضرب

l +٥k +/k

- )د،،ثءج
 مم$٠..- مر ا مثو

 المنحى: على نقطة أي هيPcxY أن وحيث

1. ٥Y
• سد)تزه« iكو

4 !م
،

x  ه27

2.3



 الجبرية الدوال مشتقات
 تعريف:

 نفس عند مشتقة لها كان اذاX م= عند للاشتقاق قابلة ألها ما لدالة يقال

 من نقطة كل عند مشتقة لها كان اذا ما فترة في للاشتقاق قابلة أنها وأيضا النقطة.

 الفترة. هذه نقاط

 الجبرية: الدوال مشتقات صيغ

 صفر يساوي ثابت أي مشتق[-
d. o_ ح

 د ،

dr
 ثابت مقدارC حيث

 البرهان:

: ان بفرض
Y=C

X Y المتغير على لاتتوقف  قيمة ان يعني وهذا

.·Y +AY =C
AY=0

٥{٥
Ak

 المشتقة تعريف من
٥٢٠a}

l4/, ٥ra
 ء0

d • ع=0 • xه
 ه: للاس مرفوعX مشتق-2

١"-MX=«د مر 
dX
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 موجب صحيح عددn حيث

 البرهان:

 ان: بفرض

Y =}"....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.........(1)

 هX مقدارهاX في زيادة يقابلهاA{ مقدارهاY في زيادة أي

,n=1X+AX
,n=2٢٩+2X.AX +(AX)°

.:.Y +AY=(X+AX) ={X343X3.AX +3X.4AX)° +(AX) ,n=3

X" +nX" AK +٨٢"(AX)° ٠n

٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....(2)

(2) من)( بطرح
bk......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......,n =]

2k.Ak +(AX)....٠....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......,n=2
AY ={3X2.AX+(3X +Ak)+(Ak).......,n=3

mX"-' + Aل (Ak, n...(AX)( حدود
٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....(3)

AX  على(3) بقسمة

AY
 تند

،]....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....،.،,A ]

2X + Ak....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠......,n=2

= «3X+(3X+AX)+Ak.......,n=3

»X"-ا +(AX, K)(AX)%.....  د
٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..,(4)
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11...٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...,n2x٠٨-2
Y .. 3X%..........,n=3{=ه m-=زإ 
dX  -م٥&

nX"-'...٠٠٠٠٠..٠٠٦

d ٠}= n}"-'
dX

 خاصة: حالات

n=1 ( أ(عند
Y=X

 ته4٣١

n=2 ( ب(عند

٢=X٩
d}=2X

dX
.... وهكنا

 فان:x ل بالنسبة للاشتقاق قابلة دالة كانت اذا-3
dd--Cu =C٦

dkr
 المشتقة تعريف استخدام معY=O بوضع وذلك الصيغة هذه اثبات بسهولة يمكن

 اثباته. الطالب وعلى
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 مشتقات وطرح مجموع يساوي منتهيتين دالتين وطرح مجموع مشتقة4

 الدالتين:

 فان:X ل بالنسبة للاشتقاق قابلتين دالتينv,٥ وليكن
ddd

=""x'arayة بt ز عدt ز
Y= + ٧ بفرض وذلك الصيغة هذه اثبات الطالب وعلى

:X5ل بالنسبة للاشتقاق قابلتين دالتين ضرب حاصل مشتقة 
ddd

t  رلإ لإلا= ير+
drdXdX

Y= ٧ بفرض وذلك الصيغة هذه اثبات الطالب وعلى

:1 نتيجة

 كان: اذا
a=١=f

. d a4 =ة٩2. ٠ أة

:2 نتيجة

 اكثر. او دوال ثلاث لتشمل السابقة الصيغة استخدام الممكن من

:3 نتيجة

u" n فعندئذ موجب صيحح عدد X وان  ل بالنسنة للاشتقاق قابلة ن كانت اذا

 وان: للاشتقاق قابلة
dd-٦"=٣'-"٦

aXه 
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٠٠٧Y =-,٧ = 0  كان -إذا6
٧

. ر.ك4٥
 د ،،

dXvdk
au d

 ب3ي

 د ك بلى

: سالب صحيح لأس المرفوعة الدالة -مشتقة٦
٠-١dd ,  ي ي)=
dkak

 سالب صحيح عددn حيث

 عدداm حيثn=-m ان: بفرض وذلك الصيغة هذه اثبات الممكن من ارشاد:

 موجبا. صحيحا

 محلولة امثلة

:1 مثال

 التالية: الدوال من لكل الاولى المشتقة اوجد
(a) Y=5
(b) Y=7ز °
(c) 3X3+7٢2-5٢+4 =Y

: الإجابة
(a) Y=5

Y'=0
(8) Y=7٢'

Y'=7(5)X" =35Y٩
(c) Y=3X'+7X4-5٢+4

Y' = 3(3)X2 +7(2)X-5
=9Y+14X-5
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Y = 3i

=x? , ٧=F
١ .3 ٠ ]،=3x9. »=±x= 2 =ز X

} = 1٧

Y' = n٨' + w'

-4',}+٠7x)
2. X

Y =(3X-١)°

w =(3k-1)
..Y =2

dت ٥٤، ر ,و 

dk
= 203x-1)(3)
= 6(3-1)

Y=(3X-)'

29

 للدالة: الاولى المشتقة اوجد:2 مثال

 الحل:

:3 مثال

: للدالة الاولى المشتقة اوجد

 الحل:

:4 مثال

 للدالة: الاولى المشتقة اوجد

 الحل:



 الحل:
Y=(3k-1)3X-1)°

Y'-0X-١١"(3٢-١+0x-1)"(x-١)dY ak
=(3X-1)6)03K-1)+(3X-1)'G3)
= 603X-1)% +3(3k-1)°
= 9(3X-1)%

: التالية لدالة» اوجد:5 مثال dk-

 ر5 ر
X3+1

 الحل:
(Y (X3+1)10X-5X%(2Xه 

 دم

ak (X٩+n)°
10X3 +10X-10X°

(X°+n)°
10X

(X'+١)٩

:6 مثال
dY-= -dX الاتية: للدالة اوجد
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K+1ر 
 ه.ج

٠١-
-Io-+,2٠X-١Y ،

(X-١)x
20X-٢(-١+1)
 د

2٤-٢-(١
-3
 د

3

2X -n)7

: الحل

(2) تمارين

 الاتية: الدوال مشتقة اوجد التعريف باستخدام1
(a) ٢=٢2+5X
(b) Y=X'-3X°-5X

« ٧-٠٤i٠7
(d) }=

K-2
() ٧=٠5٠٤
) ٢=٠٤

١(g)}=٢-
-: من لكل الأولى المشتقة -أوجد2
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(a) Y=10٢٩+9X-4
(b) Y=(X3-7\2X٩ +3)
(c) Y=15-5+42 -5s

(d) Y=
8٢2-6+11

X-1
(e) Y =/(3X +4)2X-)

1 1(f) }=1++X X5

(g) ٧-٠٠٤+٤٠5

 الحركة: قانون وفق مستقيم خط على جسم -يتحرك3

s =t -4٢2-31
 السرعة-العجلة اوجد:

 العجلة فيه تنعدم الذي السرعة-الزمن فيه تنعدم الذي الزمن

: ه ارتفاع إلي م/ث160 بسرعة لاعلى راسيا جسم قذف-4

s =160t-16t°
 العجلة و يلغه ان يمكن ارتفاع اقصى هو ما أ-

 صاعد وهو م٢٥٦ ارتفاع إلي يصل عندما سرعته ماهي ب-

 السكون من يسقط جسم يقطعها التي التقريبية المسافة تمثل )(ء كانت -اذا5

t : قدره زمن خلال بلأمتار حرا سقوطا =s وكانت ثانية 4.9R

- من:t تتغير عندما فاوجد: كا ،
 يا

1 =34,=3.5
1=3-4 =3.1
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 ،- العكسية الدوالل
-٠dX٠ الطريقتين: باحدىX=g02) تعطى عندما لايجاد -

x أ( x ل بالنسبة اشتق ثم ممكننا ذلك كان اذا ( ل بالنسبة المعادلة حل

: العلاقة استخدم ثمY ل بالنسبةX=g08) اشتق )ب(

dy/dx=1/(dx/ dy)
:1 مثال

٢=٠٦٠ة: كان أنا أوحد
dk

 أ: الطريقة الحل:

٢°=Y+5
Y=X2-5

dY -  ر/=2
 ب: الطريقة

X_  ه1
،

r  ه2٠45
«r  د ح و٥٦ ة
 Xه

=2X

 الدالة. دالة اشتقاق
dY- : الطريقتين باحدى على الحصول يمكنu=g08,(Y) كانت اذا X-

X Y في صريحة ( عبر أ(

: السلسلة(الآتية )قاعدة العلاقة استخدام )ب(
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dY dY dxa'ةK
:2 مثال

. dY· : كان اذا ب اوجد
dX

Y =٨/2+3
w=2k+1

 أ: الطريقة: الحل
Y = w°+3

=(2X+١)+3
= 4٢2+4k+4

dX ه٢٤٢+٩

 ب: الطريقة
dY aY d

 د ، ،

dk ddk
«r_ 1، و
d

.٥٢ ر.2 - لإلا،
ak

«  د5
dk

= 4٥
= 4(2X +1)
=8k+4

 العليا: المشتقات
 بالمشتقة مشتقتها تسمى حينئذX ل بالنسبة للاشتقاق قابلة دالةY)= كانت اذا

 للدالة. الاولى
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 مشتقتها فانx ل بالنسبة للاشتقاق قابلة الاخرى هي الاولى مشتقتها كانت فإذا

 التالية: الرموز باحدى لها ويرمز للدالة)الاصلية( الثانية المشتقة تسمى حينئذ

٢'X) d"2'ax ر  ق
 تسمى مشتقتها فانX ل بالنسبة للاشتقاق قابلة الثانية المشتقة كانت اذا وايضا

 التالية: الرموز باحدى لها ويرمز الثالثة المشتقة
a Y د
aXد Y,/-)

..... وهكذا

 الضمني: الاشتقاق
 المشتق على الحصول ويتمfX,Y)=0 الصورة على تظهر الضمنية الدوال ان نعلم

 الافي:- باتباع٣'

 الناتجة العلاقة مx ل بالنسبة المفروضة العادلة واشتقx في دالةY اعتبر

.٢ ل' بالنسبة

:1 مثال

 كان: إذاY' اوجد
٢3+٣7+XY=5

 الحل:

x x في دالة ر اعتبار مع  ل بالنسبة الاشتقاق بعمل

.'2X +2YY'+X٢'+Y=0
Y'(2Y+K)=-٢-2X
y2-}-ا k

2Y +X
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:2 مثال

: ان علمت اذا

4X٩ 43Y=12
، -ر3 عد،» فا,جد

aX2
 الحل:

X Y في دالة  اعتبار مع ل بالنسبة المعادلة )اشتقاق( بتفاضل
: 4(2X)+3(2Y)Y'=0

..yهY  ي8٢-

a6ن Y
-3. ->2- الاصلية. المعادلة في التعويض يتم1-= عندY قيمة لايجاد

12=3yر±+٩ 
4

3Y°=3
Y=±ا 

 ر@ة-
.•٣ {ه ي2'2  -تة)

- )ذه
2'2'd2د ، م ر٠ 

a٢ 6-1)

(3) تمارين
 حث:٢)( للدالة عليه والعمودي المماس معادلتي -اوجد1

(x)-  ذ
٩+١

A(2,2)  النقطة عند
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y » 1
 د،

a/+1
«= &75+2

٢-٥/5,

 ان: بفرض٢' اوجد-2

٢=X%-4:3كان -اذا 

,/2= عندY' فاوجد

Y =2-61
X =٢+2

 للمعادلات: وفقاً مستوي على نقطة تتحرك-4

t=0,2,5 'Y عند  اوجد

: من كل فيY' لايجاد السلسلة قاعدة -استخدم5
1-](a) Y=,٦=aF
٦+1

(b) Y=٦3+4,u=2
(e) Y= ,٠١+٥=, ٦

 من: كل في الثانية المشقة -اوجد ا6

٧ ن-ا- X}
٠٤-١ و

 من: كل فيY'Y -أوجد٦
(a) XY-٢Y+٢3+Y3=0
(b) X-3XY+Y=1
(c) +XY+Y-2

 من: كل فيY' مختلفتين بطريقتين -اوجد8
 ر

}=
2+Y

=(1+2Y)

X= ٠١ر كان: اذا Y  -اوجد9

. Y {X=Y2-4 الحور مع تقاطعه نقطة عند  المنحى ميل -اوجد10
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 المتناقصة الدوال و المتزايدة الدوال
 المتزايدة:- الدوال أولا:

٠ و-+٠ ا٠ يصه4 م٣;% ه؟, ام
 أي موجبا للدالة المماس ميل ويكون تزايدية الدالة تكون

r'(X)0,X,2X >X,:  ان

(3 ر شكل ذلك ويوضح

 د

!٢ رت  د/"٠ االا٦
 إ ج =م: [ولا -:ا- دءإ+

(3 ر شكل
 المتناقصة:- الدوال ثانيا:

,K[, الفترة في ومتصلة معرفة» الدالة كانت إذا -K[:وكان 

K,)X٠٠٢(٠()٢(٢٠)
 أن: أي سالبا للدالة المماس ميل ويكون تناقصية الدالة تكون

٢('٢)(0,K,2 X > ٢,
(4) شكل ذلك ويوضح

38



 إلا
,٢'3%1

٢٠(a,١

 د
 الم ؟

٢م لرر
(٩ ر شكل

 ى الصغر والقيم العظمى القيم
 فانه:I(a,b) الفترة خلال معرفة دالةfX) كانت اذا

-:F(م ))F(X), eI  -عندما1

. F'(X)=0 k=± عندها ويكون  عند نسبية عظمى نهاية لدالة تكون

(5) شكل

 و٣,
 ر١.Fz هF١ ا٢ «جن

,F8»!١١
i١{

}

(5 ر شكل
-: F(م )(F(X),k eI  -عندما2

X =k )'F ج عند نسبية صغرى هاية للدالة تكون  )ج=0 عندها ويكون

(6 ر شكل
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y

a 7

(6) شكل

 ط
 لا

 الاولى: المشتقة اختبار
 الحرجة القيمة على للحصولF'(X)=0 المعادلة -حل1

 الفترات من عدد بذلك مكونا الاعداد خط على الحرجة القيم مواضع -حدد2

 فترة كل فيF'(X) اشارة -حدد3

:- فيكونk=k, عند الحرجة بالقيم مارة الفترة خلال تتزايدX -اجعل4

- إلي+ منF'(K) تتغير عندماF)( عظمى قيمةF ل )أ(

+ -إلي منF'(K) تتغير عندماF )ج( صغرى قيمةFCX ل) )ب(

 تغر م اذا=k, عند صغرى او عظمى قيمةF0 ل يكون لا )جب(

(F'(Xإشارها 

 ان معF(k), صغرى او عظمى قيمة لها يكون انY=F) للدالة يمكن )د(

 موجودة. ليستF )ج('

 المنحنى: انحناء اتجاه

 عند مماسه فوق المنحنى قوس وقع اذا نقاطه من نقطة كل عند مقعرا المنحنى يكون

(7 شكل نقاطه كل
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 ر4

/

 ا
07 ر شكل

 مص

 فإما:x وبزيادة

(X(s (8) ()'F بالشكل كما تزايدية وتكون إشارتها على  تحافظ -ان1
R

(8 ر شكل

c( .(8) F'(X) بالشكل كما الموجبة إلي السالبة من اشارقا  تغير -ان2

FX))o ، F'(X) متزايدا  يكون الحالتين كلا وفي

 النحى قوس وقع اذا نقاطه من نقطة كل عند محدبا المنحنى يكون-١

(9) شكل نقاطه. كل عند بماسه تحت
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yl

(9 ر شكل

: فاهاx قيمة وبزيادة

(8) شكلs((c الفترة في متناقصة وتكون اشارا علىF)(' تحافظ أن-1

(8) شكلa(X@8. السالبة إلي الموجبة من اشارقاF'(X) تغير ان-2

٢'(o (F'G وتكون متناقص  الميل يكون الحالتين كلا وفي

 الانعطاف(: )نقطة الانقلاب نقطة
 فان التقعر إلى التحدب من او التحدب إلى التقعر من المنحني شكل يتغير عندما

c,s,  م النقط.(8) بالشكل كما انقلاب نقط تسمى هذه التغير نقاط

X عند انقلاب نقط للمنحنى ويكون = k:اذا 

F'(X,) -كانت1  معرفة. غير الها او0=

 م عبرx بزيادة اشارتهاF"(X) غيرت-2

- الثانية:(: المشتقة اختبار) الصغرى. و العظمي للقيم الثاني الاختبار

 الحرجة القيم لايجادF'X)=0 العادلة -حل1

 يكون:=X, الحرجة القيم عند-2

F'( )F )ج0 كانت اذا (@F )ج تساري عظمى قيمة  ل

F'(X,))0 F(X,) كانت اذا FG تساري صغرى قيمة  ل



 وفي محددة غير تكون اوF'(X,)=0 كانت اذا الاختبار ويفشل
 الأولى. المشتقة طريقة استخدام يجب الحالة هذه

 المنحنيات: رسم في المتبعة الخطوات

 للدالة الحرجة النقاط لتحديد وذلكF'X) الاولى المشتقة ايجاد -يتم1

 والتناقص. التزايد فترات وكذلك
 العظمى النهايات لتحديد وذلكF'(X) الثانية المشتقة ايجاد -يتم2

 الانقلاب. ونقط النسبية الصغرى والنهايات

X=0  بوضع )وذلك الرئيسية المحاور مع المنحنى تقاطع نقط ايجاد يتم-3

 وذلك( المحور مع التقاطع لايجاد ه=لا ،Y المحور مع التقاطع لايجاد
 المستطاع. بقدر

 المناظرة. ر قيمة ونعين للمتغير أخري قيما نختار4

 المطلوب. المنحنى ونرسم جدو في النقاط هذه كل نرتب-5
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 محلولة امثلة
:1 مثال

 للدالة: الحرجة والنقاط والمتناقصة المتزايدة الفترات اوجد

f(X)=٢3-3X+3
 الحل:

X)=3X'-3ي') 
: الحرجة النقاط لإيجاد

}()=٥
:: 3X°-3=0
3(X3-1)=0

(K-1)(+1)=0
.=1,k=-1

 فترات: ثلاث إلى الحقيقية الأعداد خط تقسيم يتم

(-o,1-), (1-,1),(1 (o و
r'(X)  إشارة تكون فترة كل وفي الثلاث الفترات في )('ي اشارة نوجد ثم

(.10) الشكل في كما(1-),(X+1) القوسين إشارتي ضرب حاصل هي

f(x)=-1  ر
٢

٢+1 ر .+

٢٢٢

(10 ر شكل
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 الأني: الشكل من نلاحظ

J'(X)0  لان تزايدية الدالة تكون

f'(X)(0  لان تناقصية الدالة تكون

r'()) ٥ لان تزايدية الدالة تكون

-1)k)-o

1)X)-1

X)1ه( 

 الاولى الفترة

 الثانية الفترة

 الثالثة الفترة

f0)=()' -3(1)+3=1

(-1)=(-١)-3(-1)+3=5

: الحرجة النقطة احداثيات

A(1,1) :  هي الأولى الحرجة النقطة

B(-1,5) :  هي الثانية الحرجة النقطة

:2 مثال

 النسبية. والعظمى الصغرى القيم حيث من التالية الدالة اختبر

fX)="٢٩-2٢٩+3X+١
3

 الحل:

/'(X)=٢٩-4X+3
٢=)('0 تكون والصغرى( )العظمى الحرجة القيم وعند

.:.X2 -4X+3=0
(-1)X-3)=0
X=1 , X=3

 الاولى: المشتقة وباستعمال

: )1,X(1 x=1 قيم اخذ يتم  عند أولا:
1-X(٢'()=(-)(-)=+

2-K)1-٢'(X)=(+)(-)=-
- إلى+ من اشارتها غيرتf'X) أن أي
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 وقيمتها:X=1 عند نبية عظمى قيمة لها الا.الة ان يعني وهدا

 -'=)(ي3+2+١=2!
33

 هي: النسبية العظمى القيمة احدائي:.

.2 رط
3

8)3, K0
1- (3f')=(+)(-)=-

2- K)3/'(X)=(+)(+)=+

: قيم اخذ يتمX=3 عند ثانيا:

+ -إلى من اشاريها غيرتr'(X) ان أي

 وقيمتها:X=3 عند نسبية صغرى قيمة للدالة يكون ذلك وعلى

F(3)=±(27)-2(9)+303)=1
3

(3,1)

 للدالة: المنحنى فيها يكون التي الفترات أوجد
f(K)=X-2٢٩+X+1

 اسفل إلى تقعر له فيها يكون التي والفترات أعلى إلى تقعر له

 الحل:
f'(X)=3X٩-4X+1

 المطلوب. وإيجاد الانقلاب نقط لإيجاد الثانية المشتقة نستخدم
f"(X)=6X-4

J"(X)=0 :  الانقلاب نقط عند

46

 هي: النسبية الصغرى القيمة احداثي.

:3 مثال



·.6k -4=0

 ي2-٠

3

 التقعر او أعلى إلى التقعر عن للكشفx ر4 (ر,4 عندK)'r) إشارة نوجد
33

٥و

F t7د 
±
 د

 اسفل)التحدب: إلى

(11 )شكل

"(=-rر) 3

 رم4 +=)(ر
3

1,(o,4) :  هي التحدب :فترات ان الشكل من ويتضح

1.)<,$(, هي القعر فرات

 العكس او اعلى إلى اسفل من تقعره المنحني عندها يغر التي النقطة تسمى حيث

 الانقلاب. بنقطة

:4 مثال

 الدالة: لمنحي الانقلاب نقطة أوجد
f(X)=٢-3X٩+5X+1

 الحل:
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Y'(X)=3X3-6X+5
f"(X)=6-6

J"(X)=0  يكون الانقلاب نقطة عند
.·.6٢-6-0
=1
٢« .:."X)  سلة
X)1 .:.J"(X)  موجية

: f1) X=1 وقيمتها .. عند الانقلاب نقطة تكو
f()=1-3+5+1=4

(1,4) هو النقلاب نقطة احداثي ان أي

:5 مثال

 للدالة: والصغرى العظمى القيمة اوجد الثانية المشتقة باستخدام
f(X)=X3-6٢2+1

 الحل:
f'()=3X3-12X

J'(X)=0  تكون الحرجة القيم عند
.·.3X2-12k=0

3X(-4)=0
X=4,X=0 .. عند تكون الحرجة القيم

f()  في الحرجة بالقيم التعويض يتم والصغرى العظمى القيم لاختيار
f"()=6X-12
f'(C;=  سالبة كمية

(f0 ان وحيث (X) قيمتها عظمى نهاية فيوجد سالبة كمية1
f(0)=0-0+1=1
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A(0,1):  هو العظمى النهاية احداثي
f()=  كميتموجة

(»4) قيمتها صغرى نهاية فيوجد موجبة ('}كميةX) وحيث
.. f(4) = 64 -96+1=-31

B4,-31):  هو الصغرى النهاية احداثي

:6 مثال

f(X)=(X- ١:) للدالة والصغرى العظمى القيم اختبر

 الحل:
f'(X)=3(-١)٩

=)('٥ الحرجة القيم عند
(K-1)'=0  ب=1
f"(X)=6(٢-١)

(X)  في الحرجة بالقيم وبالتعويض

•. f"(X)= 601-1)=0
 الثانية. المشتقة استخدام شد صغر؟. او عظمى نهاية الدالة لاتعطي ذلك وعلى

: الأولى المشتقة استخدام فيجب
k(1  جب
K)] »

r'(٢ )ر٥
f'(X))٥
),X0 r'(X) عند اشارفا لاتغير  الاولى المشتقة فان وبالتالي

 المذكورة. للدالة صغرى او عظمى نهاية توجد لا.

:7 مثال

: للدالة النسبية الصغرى و العظمى القيم أوجد

Y =f()=x+إ 
X
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 الدالة. رسم مع

 الحل:

 به ا
y?X

_'-1(-20+٦
3Y?

d"r  ،لا در ى2«

x °x ذ
»{٥ الحرجة للقيم -X

.·X=1,X=-1
(12 )شكل ت الفترا اشارة نحدد ثم الاعداد. خط على الحرجة القيم نوقع

(X-])
{٦])

f\(w)= (x-1)

(x+1)

+ ب}+++ و ي+

+ + { + + +

 إ+++٣+

+

+ + + + + + + + +

Y=}+  {و

(12 ر شكل

 الرسم: ولتسهيل

: منحنيين من تتكون الدالة اعتبار يمكن
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 اY: حيث ا=«
Y,=

(1 )جدول الآتي الجدول عمل يمكن وبالتالي

(13 )شكل بيانيا الدالة رسم يتم الجدول ومن
y"YYY2Y ملاحظات

--17/4+، أسفل إلي القعر 41/4

2-+« أسفل إلي التقعر ١-1٨2/-2١-5/2
1-2-20- عظمى قيمة ١-1-1
/5n2-1/2- ن، أسفل إلي التقعر -2 /-1

-1/4١-4-/١٥ -إ17/4، ن أسفل إلي التقعر

17« إ أعلى إلي القعر /41/4 ا4/1/

،21n2 ا٢5٨21٨ أعلى إلي التقعر

11 ا202/1 صغرى قيمة

21٨2١2 ا٢٢5/2 أعلى إلي التقعر

/٢1/4 أعلى إلي التقعر ٩/17/44

(1 جدول)
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 ر لط

 يمج

(13 ر شكل

4 تمارين
f(X)=3X°-X1-ف كانت إذا: 

 فيها تكون التي والفترات متزايدة الدالة فيها تكون التي الفترات فاوجد

 الصغرى. و العظمى القيم أوجد ثم متناقصة. الدالة

/(X)-±٢٩-3٢3+4X+10 :  الدالة منحى -ارسم2
2

: fX)  للدالة الانقلاب ونقط الحرجة النقط -أوجد3

f(X)=3X°-6X-9
: R)  للدالة الانقلاب ونقط الحرجة النقط أوجد-4

f(X)=X'-12k
: MX  الدالة لنحى والصغر العظمى القيم أوجد-5
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_ 8Xr0)  رد+»)
 حيث:f) المنحن -ارسم6

f()=±(X-6٢+9X +6)
6

 الانقلاب ونقط والصغرى العظمى القيم اوجد و

: f ١ للدالة الانقلاب ونقط والصغرى العظمى القيم -اوجد7
J()=X' +X-5X

 الصغرى والقيم العظمى والقيم التناقص و التزايد وفترات الحرجة النقاط -اوجد8

: FG)  للدالة الانقلاب ونقط

f(X)=4X3-3X2+2
4 للدالة الانقلاب لقط وكذلك والصفرى العظمى القيم -اوجد9

 ه»J=) رر+رز

() f(-±(X-9yx-  ر
8

 والصغر العظمى النهايات على تطبيقات
:1 شال

 السائل سطح بعد ة بدلالة يعطى٧ حجمه سائل على عتوي راسي وضع في اناء

5h2 بالمعادلة: العليا بالحافة المار الافقي المستوي عن -5h+3=كان فإذا ،٧ 

 مكعبة/ثانية وحدات10 بمعدل السائل منه يتسرب ثقب(14 )شكل الاناء بقاعدة

 اللحظة. هذه فيh اوجد مكعبة/ثانية. وحدات3 يساويh زيادة معدل وكان

 الحل:
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٧ =5}% - 5h+3

 "ا» ي١٥٨-5٠(.
dh
d _d٧ا du

،، ،

h dl dh

=(-1o)(2)....م( )
3

.. 30h-15=-10
30h =5

5 1==-
30 6

١

(2) بالمعادلة(1) العادلة بمساواة

:2 مثال

bبطرفه يرتكز قدم50 طوله منتظم سلم ة aوبطرفه راسي حائط على bعلى 

 /دقيقة قدم3 مقدارها بسرعة الحائط عن مبتعدا الطرف تحرك فإذا افقية. ارض

(15 )شكل فاوجد:

 قدم14 بمقدار الحائط عن ا الظرف يبتعد عندما م -سرعة1

 طبه من كل سرعة مقدار تتسارى عندما الحائط عن ن -بعد2

 /دقيقة قدم4 بسرعة اسفل إلىa يتحرك عندما الحائط عن ا بعد-3

 الحل:

=X٩+y?

 للطرفين: بالنسبة للطرفين التفاضل وباجراء

.2.4 ر«-٠٥٣4٢4 رم dt dt dt"

«o-a»4=-2505,4ر }
dt dl
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dX
=3

dا 
• dY _ 1403) _ 14

،

dl 48 16

dk dY
 ل د

dt d١

0=28) +25o=y
.:٩=503-X?
2x3=503

 مر50
2 م

٠٤

b

 غ

Y

(15 ر شكل

(1) رقم المعادلة في بالتعويض..

X dY -iii-3=,4 )ا(عن في بالتعويض=dt dt -
٠0= X05)+,so5,م )
9X"so= x%

16
25X2=503(6)
X2=100(16)
X=40

:3 مثال

 ينصهر الجليد كان فإذا الجليد. من بطبقة مغطاة سم8 قطرها حديدية كرة

 فاوجد:10cm'/s بمعدل

 سم.2 السمك هذا يكون عندما الجليد م تناقص -سرعة1

 اللحظة. نفس عند الخارجي الجليد سطح مساحة تناقص -سرعة2
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 الحل:

 يإ· فداج0 م. هه العدم،ه فذ سمد ا٨
3
4=-n(٢? +3r3 +3r%x+ ( فر
3

٧, الكرة حجم كان فإذا
4

V, =-mr٩
3

:V,=(٧-V)  الجليد حجم فان
4V, =-n(3r3 +3r3r+rق )
3

 الجليد انصهار معدل

.("zyoy2 رود ريه ao4ب 2رعا ب{٢ د اه4 (م 
dtdtdt3dt

e4» رجه «s، "ح٣' إه إ ب ا٥ 
d1dta13

3o4ج« o30 ر  ب د د ، ه ب

dt 132mdt4m

:٨ هي السطحية المساحة ان بفرض-2
. 4=4m(٣+r)%

A d..= 4n(2)(r +r)
dl dt

30 10 ٠= 4n(2)(6))= cm-/s
132m 3
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:4 مثال

 بسرعة غربا تتحرك سفينة جزيرة في واقف شخص شاهد صباحا الثامنة الساعة في

60 بسرعة نتحرك اخرن سفينة شاهد ساعتين وبعد بحريا/ساعة ميلا15 مقدارها

 شكل صباحا. عشر الحادية الساعة عند تباعدهما سرعة فاوجد بحري/ساعة ميل

.16

 الحل:

a0

(16 ر شكل

 ساعتين بعد الاولى السفينة موضعa وان الاصل نقطة هي0 ان بفرض
..0a, = 205)= 30

 الثانية السفينة مرور من الساعات من ا بعد السفينة موضع ه ان نفرض

 اللحظة: هذه في الثانية السفينة موضع ن وان ،٠ بالنقطة
0a = 0a, +4a

=30+151
0b = 60t

=ab = ١ اللحظة عند السفينتين بين البعد كان فإذا
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2-} -3
.. ab =0a +0b

٢°=(30+15/)3 +(60)°
= 3825/3 +9001 +900.............()

 التفاضل: وبإجراء

•. ا»رج_٦650+/900
dr
dl _7650 +900
،a- 21

 )ا( رقم المعادلة في =ا1 عن وبالتعويض
.:. ٢2 = 3825 +900 +900 = 5625
.٠ 1=75
. 4l _ 7650+900 _ 8550
4 2075) 150

=57 milh

(5 تمارين)
 مايمكن. اكبر ضربهما وحاصل20 مجموعها عددان -اوجد1

0.032m'  تتسع اعلى من ومفتوحة القاعدة مربعة علبة نصنع ان -نريد2

 التمنيع. الناء يتلف وما المادة هك اهل المادة من كمية اقل تتطلب التي العلبة ابعاد اوجد

 سم6 قاعدته قطر ونصف سم9 ارتفاعه قائم دائري مخروط هيئة على قمع-3

 سائل القمع في يصب لاسفل المخروط وراس راسيين محوريهما يكون بحيث

 ثم القمع ارتفاع نصف إلى السائل سطح ارتفاع معدل اوجد25cm'/s بمعدل

 اللحظة. تلك القمع في السائل قطر نصف به يزداد الذي المعدل اوجد
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 الصفيحة هذه تستعمل م ضلعها طول الشكل مربعة القصدير من صفيحة4

 من ركن كل من صغير مربع منها يقطع بان وذلك ،على من مفتوحة علبة لصنع

 كل من المقطوع المربع يكون ان بغي كم الاطراف تثى م الأربعة. اركانها

 للعلبة. ممكن حجم اكبر على نحصل كي ركن

 ما100cm' تتسع قائمة دائرية اسطوانة شكل على علبة تصنيع -المطوب5

 المادة من كمية اقل تستهلك كي العلبة ابعاد هي

 دائرة شكل على الأولى نثني قطعتين إلي نقطعه ان نرغب+ طوله -سلك6

 مجموع يكون كي السلك نقطع ان ينبغي كيف مربع. شكل على الثانية ونشي

 يمكن. ما اكبر القطعتان تحددها اللتين المساحتين

 رأسية وجدرانه القاعدة مربع اعلى، من مفتوحاً مخزنا نبني ان -نرغب٦

 نحصل كي المخزن هذا ابعاد تكون ان ينبغي كم بين البناء مواد من معينة بكمية

 البناء. اثناء يتلف وما المادة مك اال مع ممكن حجم اكبر على

 المثلثية الدوال اشتقاق

 ندرس سوف والان بها المرتبطة والتطبيقات المثلثية النسب سبق فيما عرفنا
 لها. الاشتقاق قواعد

 الاشتقاق: قواعد

 فان: في للاشتقاق قابلة دالة كانت اذا
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0)

(2)

(3)

d . du
-$In 1 =COSt
dX dX
d . du
COS1 =-Sln
dX aX
d dtanu =sec

dX aX
d d(4) cotu=-cscu

dX aX
d du(5) secu =secu tanu

dX dk
d du(6)cScu=-cscuCotu

aX dX
:1 مثال

.. ء sin0
lim=1:  ان اثبت

 مدة8
: الحل

 دائرة قطر ونصف وموجبة صغيرة٥ مركزية زاوية ذوAoB الدائري القطاع نعتبر

٠(17 )شكلoA-١ القطاع

6

0

017 ر شكل

A

: ان يتضح الشكل من

 مساحة من اكبرc في القائمOAB٥ مساحة من اكبرo ه القطاع مساحة

 المساحات: بمقارنة يكون صغيرة زاوية ان وحيث.ocD الدائري القطاع
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COB 2OCDج AOBمساحة 

1 1٠ 1-62-sin 0cos0 2-0cosB%
2 2 2

:8+0 عندما النهاية واخذ'8cos0 على وبالقسمة
2

. 1 . sin0 .
lim 2lim im اج cosb
8-0 cosB 6-0 D 0-0

. sin
]2 lim>1

 -ه٥١٥

 تكون: ان يجب وبالتالي
. sin6 '
LIm=]

 ه٥0
 من أي٥=0 جهتي من الاقتراب بطريقة النتيجة هذه إلي يصل ان للدارس )مكن

(6=0 يسار جهة ومن0=0 يمين جهة

:2 مثال

 ان: اثبتx ل بالنسبة للاشتقاق قابلة دالة كانت اذا
dd .(sin u) = cos

X dkه 
Y = sin v

Y +٥Y = sin( ٦+٥u)
٥} = sin( w -+Au)- sin u

1 . 1
= 2cos( ٧-+٥٧)sin -٥٧

2 2
. 1

٥Y 1 sin-٥u2= C0S(  +-لا٥ )لا ت
x'٨ د  ه2

2
٥٠r٥Y
 تمهh د ج د

= coS ٧
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dY _dY d
 -إة ة ته

d ٠ d
$1n1/ =C0SX aX

Y= 3sink +4cosk

٣'=3cosk+4(-sink)
=3cosk-4sink

: السلسلة قاعدة وباستخدام

:3 مثال

 للدالة: الاولى المشتقة اوجد

 الحل:

 محلوله أمثلة

 الآتية: للدوال الأولى المشتقة أوجد
]-

XY =4cos
3

2- ٢=tan33X
3- Y= tan (cosK)
4- Y=(csck +cotX)
5- Y=٠eoCr
6. y cos4x

1-sin 4x
7- Y=sin(X +Y)
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 الإجابة

X
]- Y=4cos

3
. ٢ 1 4٠ XY' sin-=-٠(sin-) ب4

3 3 3 3
2- ٢=tan@3X)

= (tan3X)"
Y'= 2(tan3K).sec3 3x.3

= 6tan3k.sec23X
3- Y= tan'(cosX)

= (tan(cosk))
Y' = 2(tan(cos ))(sec(cosK)).(-sinK)

= -2sin K tan(cosX).sec(cosK)
4- ٢=(cscK+cotX)%

٣'=-2(cscK +cotK)(cscK cotk +csc'X)
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5- ٧-٠aoCX
csd-مر 

2aمeK
6- y cos4k
 د د

1-sin4k
(sin4}}(-4sin4R)-cos(-4cos4-1)ر 

(1-sin4RY
4(-sin4X+sir 4X)+cos 4X)

sin4rY)ا- 
4(1-sin4X)
 بج

(1-sin4R}
4
 د

1-sin4k
7- Y=sin(k+Y)

٣ =cos(+P)@+Y%)
Y(1-cos(+H))=cos(+P)

(cos(+Yمر 
 د

1-cos(+})
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0 تمارين

] -

2-

3-

4

5-

6 -

7-
8-
9 -

10-

11-
12-
13 -
14 -
15-
16-
17-
18-
19 -
20-

Y = sin "X
Y = 3sin 2k

3} =cos
X

1Y=5cos -X
2

1Y=-se'X
3

Y = tan 3X
Y = w nه (3X-2)
Y= cot 8k
Y =X- tan K

1
{ ةsec ب
3X

Y = cos(1-X3)
Y= cos(1-X)
Y =se?- tan'X
Y= c t'(3Xم -1)
Y = csc(X'-4)
Y =  ما3/5 ز6-
٧ -si r م لد + <ai٤
Y = (tan 2k -see 2X)
Y =X٩see?4X
Y = tan '(K)

Iالاتية: للدوال الاولى المشتقة -اوجد -

21- Y= tan'see'
22- Y=4x'- ٢٩ رك(٨٥ه X
23-

24-

csc3Xر 
 دج

 +°ر1
y se2k
 د،

tan 2K+1
25- sinY+cosK=1
26- f()=sin cos 3k
27- sink = cos 2X
28- XcosY =sinK +Y)
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1-
2-
3-
4-

5-

D-التالية للدوال الثانية الشقة اوجد -:
Y = sec 3X
Y = sink-kcosk
Y= aaمi
Y= cot5X

cosk-1ر 
،

cosk+1

 العكسية المثلثية الدوال

Y تكون: العكسية الدالة فانx=si مY كانت اذا =sin- k(.18 )شكل
-1sks1 :(  )الحيز المجال فيكون

. الحقيقية الأعداد مجموعة والمدى:

 العكسية. المثلثية الدوال بعض(2) رقم التالي الجدول وييين
FTY)-X

 التريف
 المجال

 ددى

Sin' r Cosx Tan' r ] Cot K

X =sin y X= cosy X= tan y X=coty
-1<٤<1 -1<٤<1 -0<Y<o -0<K<o
-F2<y< Dl>y>0 -I/2<y<I2 [[>y>0

(2) جدول
-

-  عر٠- -د

٢----- م\٣

،

 ة&

(18 ر شكل



(19) شكل.y.=Cos! ر: الدالة

(19 ر شكل
=.y هs ء: الدالة (20) شكل.1

. ٣٢/٥  ، ، ي ، ر

-T٩ -=< =ء مي ا ا ء1 ،--== ---ت٠=----

(20) شكل
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:021 )شكلa.8 بين العلاقة

sina =k=cos/
•. a=sinX

B = cosk
ma+8=-
2
٦B=-c
2

- ٠٦٤-cos-'k=-sin ""X
2

cor' X="-اan"2
- 1sec'K=cos()

X
()'٠cscX=sin د1

X

(21 ر شكل

 ان: اثبات يمكن الطريقة وبنفس

X

 حيث: السابق المجدول من 4لم الخاص والدى

0<sedKsm , m>cotX>0
msdxs«>ع 
22

68



1-

2-

3-

4-

5-

6-

 العكسية: المثلثية الدوال مشتقات
 فان:x ل بالنسبة للاشتقاق قابلة دالة كانت اذا

d1d .-١
1 <ح ٥ت ع Fة50-ب

d1-١d
- ،33ي د-ا

 ٢ه-xa 5ه
d1-١d

]{{ لع ع ax+ق"مر١ 
1 d-d

- أ@( حع
1+٦dkdX

d1.-d
P@ = 2ي ar-٥5[بنه إ 

d1-١d
 xه7a-١5 ب ،S0 ي ج

: المشتقة استنتاج طريقة
sinY= :  ان بفرض

ddر٢ .،C0S ،=
 Xdه kه

1 daY
 د،

x cosY Xه
: أن وحيث

sin -w=Y
d ٠-١ d٢.".-$lN tl=

dX Xه
1 du

cosY dX
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(22) شكل

d1d  -و١
(R[$ ي ه

٠ax-/٢ه٠ 

.. secY = w

u
 ايجاد يمكن الشكل هندسة ومن

a? v .النكل ه  قيمة
-<}s- : 22- ا وحيث

 الرابع أو الأول الربع فيY الزاوية فتكون

.:.cosYسالبة غير 

:5 القاعدة لاثبات

Y = sec-' w:  ان بفرض

 المعادلة طرفي بتفاضل
Y d

.. sec} tanY=
 kه Xه

d1Y
 د

dX secYtanY dX
tanY  قيمة ايجاد يمكن الشكل هندسة ومن

.23 شكل
u

1

(23) شكل
7٥



.:.1aR=±،F
m 2Y 20:  ان وحيث

.·:.1anv=+A ,

«ani=-A- ,

m
 >{ح-0

2
mm2Y>
2

: يكون عامة وبصفة

du1dY
 د د

A-i)ax،ه فk 
1d

-$@C 1=

-aA٢ه ا" 
 محلوله أمثلة

 الاتية: للدوال الاولى المشقة اوجد

1- Y=sin'3X-cos'3X
2- Y=tar'X?
3- Y=tam'(sin)

14 Y=
sin"X

5- Y=@seevnyn
6- Ysink+Y=tan'Y
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 الإجابة
1- Y=si-'3X- cos-'3X

 هؤ-" زج
:-٩ر

2- ٢= uan-'٢°
2X٣ ا  م

1+٢
3- Y= tan -(sin )

، 1Y'(cosK)1+sin
1

{& م
si-'٢

٧»--' رج«'
--aaz-4

5- ٢=(se-'a/7»Kj
1
 د

، - 1 2٠x•,٣0-٠ ع38 ج00 -حززت 2٢٢-1
se-<٤ 1

 د د
2٠4٤ 27-I

6- Y3sin+Y= tan-'
. 12YY'sin +Y3cosX+Y'=و 

1+
· 1Y'(2Y sinK+1)=-Ycos

1+
1-(+٢)YcsX
 د

1+٢°
Y°csX(٢٩-)+1دم ار 

(2Y sin X +I)1+X°)
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7 تمارين

 الاتية: للدوال الاولى المشتقة قيمة -اوجد٢
1- ٢=sin'(8X+3)
2- ٢=(cor'@3X+1)
3- Y=Xcse'5X
4- Y=tan(sin2 K)
5- ٢=X٩+Xsin'
6- ٢=(1+cos'3X)'
7- ٢=secY?
8- Y=cos'5X
9- Y=tar(3X-5)
1٥-٢=see@

,1+X
11- ٢=cot

1-٢

12- ٧=xeseم1_ر 
X

1 .113- Y=(--sin")"
X X

X+1]4- }=tan
X-1

15- ٢=tan'(nX?)
16- ٢=Xsin'(3X)
17- ٢=tan'  ق
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18- SIn.-١ ا -
2

19- cot-'1
20- tan(-1)
21- csc'1

-322- cos-()
2

23- . .٠٤
$l1

2

 من: كل قيمة احسب-١

 اللوغاريتمية و الآسية الدوال اشتقاق

Y =log,
,٢=log,K=LnX

 ان: نعلم

'a ةa>0,1 كان اذا-1 =K,aفان :
Y =Iog, k =logX

(24) شكل يوضحه ما وهذا الآسية الدوال معكوس اللوغارقية الدوال-2
٧4

13= a

(25 وشكل)

(24) شكل
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)I

•

 iر
 ج

D)

I

HN

IW

(25) شكل
: الاشتقاق قواعد

 فان:x ل بالنسنة للاشتقاق قابلة دالة كانت اذا

d 1 dulogu=-loge
k w dkه 
d,, 1d

{Tl1{=--
dk ud

u«.،4 أ {ldxة'-' 
d ، ر du

e-ع 
x" yة
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 محلولة امثلة
 يأتي:- مما لكل الاولى المشتقة -اوجد1

(a) Y=log,(3X -5)
(b) Y=1n( +5)°
(c) Y=In(X'+2)(X"+3)

«a) ٢=u(X=٠/١,ر)
 الإجابة

dY 1 d 2=log e-(3} -5)
X 3X°-5 '° dXه 

1=(og, e)(6K)
3X -5

d 2 d(b) }=(X+5)
5dX+ه ،٢X 

2
 ج

+5
(c) Y=lntX? +2)(X+3)

= Ln(X3+2)+LnX+3)
dY 1 d .3 1 d ]= ر2إ ]ا++3{ .د
7 R+2' " 'F +ر3 ة »)

3X2 2
 د ب

X3+2 X°+3

(a)

(d)  ه١٧{+٨+x5 ر2x)٢-٠١,ر
 ج٠ د

x-4م\+ x+,٤
٢-٠٢٠X+xx)-x

X2-(+x٩)
°xة 

-٠٨٤٠٢ ج ب د« 1+٢٩

76

 د



 ان:- -اثبت2
d dua" =alna­

 kه Xه
d , ,، dجع ع ب 

dX d

(a)

(B)

 الإجابة
 الطرفين لوغاريتم وباخذ={a" ان بفرض

ln} =wlna)ه( 

X  ل بالنسبة للطرفين الفاضل وبإجراء

 ان بفرض

.1 ,ميrه ه
•• ي({2ا

X dX٢ ه
d،dY .nd]=ع' 

X dه 
Y=e"(b)

ln} = w

: X  ل بالنسبة للطرفين التفاضل باجراء
r _ d1 ه.

 ،د د

·YaX d
r aه @ر_

,، dع 
d

'rY=e±--: يأتي مما لكل الأولى المشتقة -أوجد3

Y = ' ء
Y = ٥٣

Y= LX"
Y = i/> ما

 )ه(

 )ن(

(c)
(d)

(e)
(f) ٢=X"

7٦7



(a)

 الإجابة
!1Y=eة 
.4.. ! Y» درم1 مه-. ٣ بع ، د مع ،

2d٢ 2r
Y = ' د

 Yه ر,_ ر.»33 '«?ر
 د ة 'مع د ع

dXX
(c) Y=٥"

lnY = nKlna
1 aY =٢lnd
٢ kه
aY=Klna= na" lna
dX

(d) Y=1nX"
= mlnk

Y  ه1
 {رج

X Xه 
(e) Y=١٨dF

aY 1 1 1
 در

72i 2x٢ه 
() Y=x

lnY =XLnk
١1 ٥Y = +)(إn لإ

KY  ٢ه

 ه ءه٢0٠٥٢١
= ٢(١٠ »K)
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 الطرفي لوغاريتم بأخذ

 الطرفين لوغاريتم باخذ

: ر بالنسبة الطرفين بتفاضل

(B)



8 تمارين

1 ١
2 ¥ر

3)¥
4)Y

5 ر

6 )}

7 ر١

 ه

Int

Ln(

Ln

 وه«

٨ ة+2: الآتية للدوال الأولي المشتقة أجد
(bn A)»
ln(cos
٨ - Lم

1 - X
(nlnا 

0١٧,"-٠٠ ٠رو٠4ولي
 و١٧- .جر٨ رد-

10

1١

12

 ر٢
)٧

 ر٢

'
 ع4

٥ ±له

13 )Y = 6 ke ٢ ر-ة

14

15

16

17

١8

19

)Y

)٤

)Y

)٢

)٢

)٢

- ع ع

 م ه ا

٥ و{وله
X1٠٢ لاe

3 م٥ لا'·

20 )}

21 )}
-2 ١٢
2 )Y

ln(cos ٥ د ر
=٢ و٢« (cos )e

ln( r si
Ln(tan 3 X )

24

25
26
27

28
29
30

)٢

)٧
)١
)Y

)Y

)٢
)٤

،

5 X
1 - X ٦

ln(se 1

log( 4X - 3)
n Ksin kم 

(٢٩-١ ك±ر
ln( ' ر cos 2
Ln@ln Y )

79

= ln



 المتوسطة القيمة قانون
 رول: نظرية

b الفترة في متصلة دالةFGx) كانت اذا >k 2aوكان للاشتقاق وقابلة 

f(a)=f(b)=0:فانه 

a. )'٥f بين± واحد عدد الأقل على يوجد  )ج=0 فيه تكون

 البرهان:

 مختلفة تكون ان او(b>k>a{) قيم لجميع للصفر مطابقةRX) تكون ان اما

 المجال. هذا فيX قيم لبعض الصفر عن

 الحالة. هذه في صحيحة والنظرية للصفر مطابقاf)'( يكون الاولى الحالة ففي

 اما فهي المجال. هذا فيx قيم لبعض الصفر عن مختلفةnX) تكون ا حالة في اما

 العكس. او سالبة الاخرى المواضع في وتكون موجبة

ab  بين الآمرين كلا أو سالبة صغرى قيمة او موجبة عظمى قيمة للدالة ان أي

'(k X =)ج0 يكون عندها =a,b x بن  ل قيمة الأقل على يوجد اذا

(26) .شكل
٢(8٥ =ر ه

 إر

١

 يد
x,a ط2

(26 ر شكل
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: نتيجة

 ايضا تكونf(a)=J(8)=0 ولكن رول نظرية شروط»x) الدالة حققت اذا

(27) 0٠٠y1.f'T,=0٤ شكل

a =٠  ط=

(27 ر شكل

 المتوسطة: القيمة قانون

 كل عند موجودةm8) وكانتasksb الفترة في متصلةf) كانت إذا

 الاقل على يوجد فعندئذ الاكثر. على الفترة نهابتي باستثناء الفترة هذه في موضع

 عندها: يكونK=K; واحدة قيمة

f@8)- (,x (ي٥) م
 دد

٥b-a

 إ رف رمز'
 لا

(28 ر شكل
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(:28 ر الشكل ففي

 نقاطه :هيع عند مماس له متصل منحى)»

 المنحى. على نقطتين3,2

 ه، عند الميل مساويا22 ميل يكون

 القانون: صيغ
1- f@8)=f(٥)+(6-/(K)

I١- f()=f@٥+)٢-a(K)
, b>k>a
, K>K>a

IIL- J(b)=f(٥)+b-\f(٥+8b-٥)) ,
I٧- f(٥+h)=f(٥ (٢/+)٥+٥)
٧- f(٢+4)=f(8)+4٢K+@)

0<8<1
b-a=h

:1 مثال

 ياني:- ما لكل رول نظرية في الواردةX, قيمة أوجد

@ fHk-2, /cK ه
@8 fCi , @

 الإجابة
(٥)٢'(X)٠ 3٢-١2

 ('إ٢-)٥
3 X٥-12ة- 

X 4 - 4  د٥
٢ < ±2
X -٢- 2

)±((/٢-) هiم٢
Kت (-kي') 

 ('إ٢)٠٥
M 22 ٠ (2n+1)٤٠٨
2

Rء{ م ه } 2•
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:2 مثال

:- من لكل المتوسطة القيمة قانون في الواردةx, قيمة أوجد

() f0=R,0sXs6
(b) f0)=lnk,1sks2e

 الإجابة
(a) a=0 ,b=6
f'(X)=3x°
J'(٠)= 3X3
f(a)=/(0)=0
f(8)=f(6)=6  ذ
b-a =6
f(8) = f(a)+(b-a)f'( (٢ ج
•. 62= 0 +6(3X3)

٠=2 3ه
(b) a=l , b=2e
•. /(a)=f()=0
f(b)=f(2e)=1- nا 2
b-a=2e-1

r'(x)-  إ
X

r'،)=X٠
f@6)=/@(a)+(b-af(k)

1+1n2=0+02e-p٩
K

2e-1ر ،
٥ 1+2In2
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:3 مثال

/]5 التقريبية القيمة لحساب المتوسطة القيمة قانون استخدم

-: الحل
b=15 , a=16

/«١-٠٢
4 تؤو=٠({

٧

 #ة-»{
J'0,)=,0١25م= 

2. '16

f(b) =f(a)+(٥-a)r'(ج )
 =5/م100.125-4)

= 3.875

9 تمارين
 ان: بفرض رول نظرية في الواردةK قيمة اوجد-1

(a) f(X)-٢5-4X+2 , 1sXs3
٠ 0<Ksa(b) J()=sinX

 ي< رء"3

 الأبين.- الدالين على رول نظرية تطبيق يمكن -هل2

r) '-4X)ح )ه ]

X-2
(8) JGx). ±"-4kد 

k+2
 كانت: اذا المتوسطة القيمة قانون في الواردةK ج قيمة وجد -ا3
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(c) f()=cosK



, b=3a=١

f(K)=3X2+4X-3
: من لكل التقريبية القيمة لحساب المتوسطة القيمة قانون استخدم-4

<15,03,0o),-,465

 وعمقها وريم قرها سعدية قطعة في دائري لب توسع -الطلوب5
 القطعة. من تزيله الذي المعدن كمية احسب10.3 قطرها ليصبح سم30

 ان: لاثبات المتوسطة القيمة قانون -استخدم6
X<ln(1+K)<

1+k
X>0 عند وذلك k<0> وعند1

 ان: لاثبات المتوسطة القيمة قانون -استخدم7

٠٤<1+x
2

0< -وعندX<0>1 عند وذلك
 من: لكل المتوسطة القيمة قانون في الواردة ج قيمة اوجد-8

(a)
(8)
(c)

Y=X2
Y = aX°+bX+c
Y= lnX

0<ks6
٠ X,sksk,

1<ks2e
 ان: لاثبات المتوسطة القيمة قانون استخدم-9

X -<tan'}<K
1+٢2

0<k  عند وذلك
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 التفاضلات
 تعريف:

 فمثلا: بالفاضل الضرب حاصل يسمى {ه في المشقة ضربنا ما -اذا1

 الفاضل المشقة

dc =0

acu =cd

de
 ب

dX
dac
dkdه

 وجود يستدعى المعادلة من الايسر الطرف على مثلاdY تفاضل وجود-2

 المعادلة من الايمن الطرف في ه تفاضل

dX= AX : X بالعلاقة r تفاضل المسماة ه  -تعطى3

dY =f'(XyX : Y بالعلاقة Y تفاضل المسماة ه  تعطى

:1 مثال

{ عن فيها والاختلاف٥Y اوجدY=X": كان اذا

 الحل:
dY = 2Xdk.....٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........()

٥Y =(+AX)-X°=2kAk+(Ak)°
= 2Xdk +(dX)...٠.....٠٠٠٠/٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...........(2)

 )kه( بمقدار ن٧ عن تزيدAX ان نلاحظ(2 (و)1) من
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-: بالتفاضل التقريب

{d كان اذا = AXفان لر بالنسبة نسبيا صغير aYمناسب و جيد تقريب 

Arل 

:2 مثال

٢=٢+%٢+1 كان: إذا

x1.01 إلي1 من تتغبر

 بينهما والفرقAY,dY أوجد

: الحل
Y +AY=(+AX)3+(+AX)+1

٥Y =(X+AX)+(+AX)+1-(٢٩ +X+1)
=2XAX+(٥X) +Ak
=20)0.01)+00.٥1" +0o.0)
- 0.0301...٠٠٠٠0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠........(1)

Y =YaXه 
=(2X +1)dk
=(20)+0.0٥1)
= 0.03......٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠-٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....(2)

dY ان تجد(,)(12) بمقارنة =AYبنهما الفرق لان متساويتان اعتبارهما ويمكن 

.(0.0001) جدا ضئيل
:3 مثال

 من: لكل القريية القيمة لحساب التفاضل استخدم

( ٩لا
(b) sin 60°1'

87



 الحل:

،) Y=X3

 مراi ر
3

X =125
dk =-1

.:. aY=,(0.0133ا(=- 
305 قر

.:. <5٢ =Y +٥r
= 5-0.013 = 4.9867

(b) X= 60°
'dk  ه1=

Y = sin k
= sin 60 = 0.86603

dY = cos kdk = (cos 60)(0.0003) = 0.00015
sin 60°1'=Y +AY

= 0.866031 +0.00015 = 0.86618

10 تمارين
(a) Y=X-3X2+5X

(b) Y=03x?+1اوجد1 ق- dYيأتي مما كل في -:

(c) ٢?Y=4-٢٩

(d) y 2k،
1+X%

«٥) Y- -٢٠ ٤
() Xر -ا٢-٩ 
 د

1-X
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 ياني:- لما معقولة قيم على لتحصل التفاضلات -استعمل2
() ,٩5, (2١' , 47 , 36IN6

@») «soق +@so-  بمرج
 زيادة عن الداتع .aد منه مرل مكب حجم في الفرني العم اوجد ة-

%1 ب اضلاعه أطوال

 في: للتغير التقريبية القيمة لحساب التفاضل -استخدم4
(a) X3,X=5 X=5.01 ج

 )ن(=,١=098

 من القطر نصف يزداد بحيث الحرارة تاثر تحت دائرية صفيحة تتمدد-5

12.5cm12.65 إليcmالمساحة. في التقريبية الزيادة اوجد 

pv كانت اذا-6  فوجدت:P وقيست20=
p=5±0.02

.٧ فاوجد
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 وحلولها اختبارات نماذج



1 اختبار نموذج
 للاتي:- الاولى المشتقة اوجد التعريف باستخدام1 س

1- FTX)=3X-5X+4
2- Fn-٠X

 الآنية:- لدوال ه أوجد2 س
dk

1- Y-x?-ور 
X?

2- Y=sin" 3Xcos"3X
3- Y=02X2-1tan' 5X

X°°-1
-4 تم ق ٢=ln

1
5- Y=(X2+1)"" +1o»١
6- ٢=tan' ٥34

 للدالة: الثانية المشقة اوجد3 س

٣+3Y-4X=5X+
Y-K -2X+ :  للمنحنى العمودي معادلة اوجد4 س

Y =K-+ :  المستقيم مع تقاطعه نقطتي من نقطة كل عند
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1 رقم اختبار نموذج إجابة
1- f0٨-3k5ث٢­ 
fTX+٥h-3X+}-X+٥P)+4
fTX+4-=3K+2N+(pf)-5X-5k+43K5ث+ X­

=6N+3rf5k
=٥6k-53)

fTX+٥h)-f_4(6k-5+3)
 د ر

٥k٥k

 يي-م ي{±ا"ا
=6X5

2- fT=x
fxي= ضX 
.،J(+h)8=XK
TX٩-f +k Xiد

 د م رد،

٥٢ i٥٢ ب
rw-4,(31_1+ ر،ر مXAن ذ»ةAةاة 

 ء
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1-

2-

3-

4-

5-

6-

«r ax? x ر2! 2  ه3 د د د ر

4X ٢3 X٩
dY 3 3 6

 د ، د ج٠

 ٢ه٠٨-٠٨٥I-٨5٤-ةر
dY - ٠-=(2k -1)3(an3 5)(5)sec 5X +4k tan' 5X
dk

= 15(2٢° -1)tan 5Xsee 5k +4Xuan'5X

Y- °X) ما)4 -1)-١(X"+1]
3

d٥Y 1 2٢ 2X
K ا-أ+i" دد،لد د  ة3

1,2X(٩ +1)-2K(٢٩-١)
 د،م

3 X'-1
4 ٢
 د،د

3(٢'-1)

4} 1ox٩ +1"2x +1o"""2X.M10
 kه

= 20X(X٩ +1)% +2(ln1o)1o'+
aY 2e3

 ج

dX 1+٩
4yY+3Y-12X=5

r(4K +3)=5+12X
 ير.12+5

4ر+3

«٠3en-ء anمي ب3+ ?%جلإ" 
(4 +3)"

(4 +3)024)-17(5+12Ky
 مندد

(?y+3)ه 
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4ج

X+1=X2-2X+3
0=٢2-3X+2
0 =(-2)(X-1)

.:X,=2,,=1 :  ما القاطع نقطتي
dY -1m, ==2k-2=
dX 0

Y,=H,+1=1+1=2
 هي: المماس معادلة.:.

Y-2--٢-١)0
.:. =1

m, =1

=[, ب[, ب[= -"% -إي/h ة-«-ر«-«-
 kة

Y,=3=1+2=1٢ +و

 رأسي المماس

 هي: العمودي معادلة

Y-3- '(-2١2
2Y+X-8=0
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2 رقم اختبار نموذج

 الأولية: المبادئ باستخدامnx) للدالة الأولى المشقة أ-أوجد1 س
f(8-5y,

%Y٠.٠ °X• كان:- اذا ب-اوجد
Y=22+32
K=23+22

 التالية:- للدوال الأولى المشقة اوجد2 س

1- m XY = ln[sec(- +-)]
4 2

X2- ٢= tan-'
Y

3- ٢=٥-cseaF
4- ٢٦Y+sمi '(eosX)= ٢,y ة

٨2.2) النقطة عندY ,تي= للدالة: والعمودي المماس معادلتي اوجد3 س

 اوجد:-f(X)=X3-12X الدالة كانت إذا4 س

 واحداثياتها. والصغرى العظمى -النهايات1

 والتناقص التزايد فترات-2

 الثانية المشتقة باستخدام والصغرى العظمى النهايات اختبر3
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2) أختباررقم حل
 )أ((1 جر

٧-,5٤5,

Y + ٥Y= +X) 3/م ٥X)>-1

١ ء٤١ ,-ر5,-

١٤F٢+A  =ض5د7د, اتنه

٥»-5C٠ -٢-7ر٥٨-٢
4{ وإذ} ، ا-ارمة5٧5-٢

٥k ٥
: البسط مرافق فى المعادلة بضرب

 ،هي يي حذ،5، ي ايو.،.-٠٨٠ها-٠٠٥١٠ ٠-

 رج جمهتئ 'جم: ورزأ" ي
٥X(6X+3l)

٥٠٤(3١٤/٩+٥٧ ر7-١ -7ر٨/-١ ر
: النظرية بتطبيق

d Y
dX

٥Y= ]١m
٥X٥X-0

3  وممه, لهث،.
96



d}

a2

a}

d1

2Z+3

d) , d\
d2 d2

22+3
32°+2

d
d2

aY٩
aر 

= 323+2

d 22+3
2 ا2+325'

d2
dA

 )ب(

Y
a2

2(323+2) -1222-182
٢(322 +2)

4-182-62°
 ي

((322+2)

32°+2

:2 ج
'=Y1 -ا ٨ K ٦ I  ل] ي/٩٤ +=(ء)=1٥« د=(+(1

٣ ر22424
4 2

1 m X
--()--+anا {(

2 4 2

Hd1-،2} =..()
٢dرأ(+ر٤٠ 

 ر
Y-١٩'٨٢

y٩١٥ +I

٢٤ Y - ٨١'
٤٩+١٥

٢'(Y٦+٢٩+)٢٢-'٢

١' 1
١٥+١٥+١
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-]٤٠ ء٠١٠٤٥١ ج١ه -,{ل-[٠'٤٠٤٠/ ب «ي ه-٠ ا د و

-٤٥١٠/٦١- --٠٠٤ أ<٠ /الجزز"ا1

٠-٠٠٥٧٠ ٣اذ-ل»-ابإا-١-٠٠٠١٠٩٠١٠١٠٠ ، ر
3'{{·{+= -ا2[[.

3(15٨١ ر

2I+3(١+-١)٩-6١١'٨١+-١١٠

3(1>+١)

. )'

«١
d.\

2.I+١)6٨١-5٦٢١٩+١ ر

 و٢5١٢+١ ر

(١٠١١5-5١٢2١)
(١٠+١)

-١.5 ذ+-
(١٠+١١

+ )ا

:3 جب

X عن بالتعويض =  الميل لايجاد2
-5]-- د وي 2()+ 5a١

 د

\.(5) و-٩٣ ر  لاء

 هي المماس معادلة..

 -ر2 /ذ--١
٩

5Y-10 = -3X+6

5  )ن'
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.:.3X+5Y-16=0
( m  ر العمودى ميل حيث) العمودى معادلة ولايجاد

m=  ي
 -لا23(١-2١

3Y 65x-10
5X-3Y-4=0

F()=3x3-12
3x-12=0
X-4=0

F' (X)=0  تكون الحرجة القيم ا-عند4 ج

..X=±2 :  عند الحرجة القيم

: الأعداد خط على الحرجة القيم توقع

] • • + +(X-2)
(X٩2) د إ-٢-٢-٢- إ-]٢-+-

X2-2
٢ ٢- ٢-+٢•-+F'(y)-= +

 الفترات -,ه-(2)(2,2-)(2,2)
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X=-2  عند
 ي

-X= f عند عظمى نهاية تكون وبالتالى)-( الى)+( من اشارتها تغير (x)

: قيمتها2
f(-2)=(-2)-١2-2)=16

A(-2,16) :  العظمى النهاية أحداثى
X=2  عند
 د

X = f عند صغرى نهاية تكون وبالتالى)+( الى)-( من اشارتها تغير (x)

: قيمتها2
f2)=(2-1202)=-16

%
f (x) =6X

f(-2)--

٨
f (2)=١

B (2,-16) :  الصغرى النهاية إحداثى

(2,2),(-c, -2):  التزايد -فترات2

-(2,2:) التناقص فترة

: الثانية بالمشتقة النهايات إختبار3

X=-2  عند

 سالبةF)( لأنX=-2 عند عظمى نهاية توجد.
X= 2  عند

 موجبةFx) لأنX=2 عند صغرى نهاية توجد
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 فى عامة تمرينات

 التفاضل





 رم رقم تمرين
: الأتية للدوال الأولى المشتقى قيمة أوجد

Y=(x-1)tan' (5X)1-

2- Y-3x3+  إ

3- Y=(tanX"+ cse' x)#

4- Y=3٠i٨-' y3

5-

6 -

7-

Y =
sec 2k

tan(2 X + 1)

Y =
X ١n x +ln(1- )
1- X

٧= ر5
]+ r)

8- e Y s "١٨ د

= x22X
: حيث ا" لايجاد السلسلة قاعدة -استخدام9

dX
Y= u+- 4

: لدالة الثانية المشتقة -أوجد10

Y=٢١ ٤-٤
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0.5m m وعرضه2 [ طوله مستطيلات متوازى شكل على -حوض ا
 يرتفع سرعة فبأية900cm's' بمعدل فيه ينساب الماء كان فإذا1m وعمقه

.25cm 0.09) الماء عمق يكون عندما الماء سطح cms")

Y- ٢٥٠250  الدالة -إختبر12:

. والصغرى العظمى والقيم الانقلاب نقط وتحديد الانحناء إتجاه لمعرفة
: قيمة لتحسب المتوسطة القيمة قانون -استخدم13

(3.0o)  ذ و

: للدالة الأولى المشتقى قيمة أوجد التعريف -من14
٧ =أ/ه- و

: للمنحنى والعمودى المماس معادلتى -أوجد15
Y=x-2X٩+4

A (2,4)  النقطة عند
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]-

2-

3-

4-

5-

6 -

7-

 م2) رقم تمرين
: الآتية للدوال الأولى المشتقى قيمة أوجد

Y=(X+1)(X-1)(X+2)

{- د = } +
Y

Y=( sin )%os

Y=(3+X+x  ر

Y= sin'( sin5x)

٢'+Y }{[ ح ذ
c٥sxY +

٧ 44ه-

u=x(3-2x)

: حيث لا» لايجاد السلسلة قاعدة -استخدم8
dX

Y=  ٤ى

: للدالة الثانية المشتقة -أوجد9

 ج
 عن مباشر بشكل مبتعدا1.2msً" بمعدل1.5m طوله رجل -يمشى10

. الشارع ارض عن6m يعلو الذى الشارع ضوء

1.6) الرجل؟ ظل رأس يتغير معدل أ-بأى ms')

(0.4ms)  ؟ الظل طول يتغير معدل -بأى ب
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]٢= 3x+(٨+2 -١ الدالة: إختبر

. الانقلاب نقط وتحديد الانحناء إتجاه لمعرفة

 أن بفرض المتوسطة القيمة قانون فى الواردةXo قيمة -أوجد12
X sX<X,Y=aX2+BX+c ر

: للدالة الأولى المشتقة قيمة أوجد التعريف -من13

٧ ٤=٦٩ه-
A) النقطة عند المماس معادلة -أوجد[4 ( 2, : للمنحنى2-

X-y=16
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(3 ر رقم تمرين
: الأتية للدوال الأولى المشتقة أوجد

١١٠ ي=,-;
2-

3-

s ± +y'
٢Y

،٠5- ./٠٥٢
4-Y =(csc ٤°)٩٤٠

5-

6-

7-

Y 1٥٤(+ 2 +S0+2 ر+

2 3
Y X 1an 4 د

٢ -1 2e = tan r

: أوجد متزل جدار على5m طوله أب سلم -يستند8
 من3m بعد على السلم اسفل كان إذا لأسفل السلم رأس حركة معدل

• 0.5ms"  بمعدل عنه ويبتعد الجدار
ms)(

8
Y=x(12-2 x}%:  الدالة -اختبر9

. الثانية المشتقة طريقة مستخدما والصغرى العظمى القيم على للحصول

: أن لتبين المتوسطة القيمة قانون -استخدم10

x>0,-1<x<0  عند ل,٢( ر4 ر'
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f(x)= -/5 : a=1,h=x)( إرشاد I ٧ الصيغة واستخدم
•4{ لايجاد السلسلة قاعدة -استخدم١

dX
y = ٢-3٤+5
x=!f٢+3

2

: للدالة الثانية المشتقة -أوجد12
١ ء -5له ترو

: للدالة الأولى المشتقة قيمة أوجد التعريف -باستخدام13
٧-٠-٤و

: للمنحنى والعمودى المماس معادلتى [-أوجد4
X%+3XY 4+ Y=5

A(1,1)  النقطة عند
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