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 التكامل





 التكامل
. للتفاضل العكسية العملية هو: تعريف

»4٧ ر  لح

dX
: المشتقة أعطى أنه نفرض

(Y=f(x:قيمة ايجاد طلب وأنه 

[ بالرمز لها ويرمز المشتقة على تكامل تسمى المشتقة منY قيمة إيجاد فعملية
 تمهيدى مثال

: عندماY قيمة أوجد
Y
d

= 2 x (1)

: أن نجد بالمشتقات المعرفة خلال من
Y=  شر
Y=1-2ر 
Y=4ير +c (cثابت )

 ك ولذا صفر( تساوى الثابت )مشتقة الأجوبة من نهائى لا عدد يوجد حيث

: العامة الصورة فى الحل نضع
(2)

 تفاضلية معادلة(1) المعادلة تسمى
Y=x%+c

)»(Fا 
d٢

 أ ة٤

 هكذا وتكتب التفاضلية للمعادلة حل(2) ،المعادلة
= F(x)+c

=Y - c

»{ ء3٠: كان إذا1لانم

 اسنية( اسعنة )حلY قيمة اأفد

١11



 ن التل

Y «}  ر
dX
3-d  د

: أن نجد بالتفاضل السابقة الخبرة ومن
d(٢ )'

 لرح

dX
3x

d(3٢ =)دx -ak

3xax'ر=[ xه) ]

= ٢٩ + c

:- أن أى الجديد الأس على والقسمة واحد الأس بزيادة يتم الحل أن ونلاحظ

X 5-١
]٢-٥٢-٠٢ m - ج ]
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: هندسيا التكامل ثابت معنى
»{ ر هو: لمنحنى المماس ميل كان اذا

dK

٠0٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.٠(١)• Y=X+C
: مثلاً ولتكن(X,Y) ولتكن المنحنى على نقطة اى فعند

 لا=0
(1) المعادلة فى بالتعويض

» C=0

Y= 0
(1) المعادلة فى بالتعويض

» C=-1

Y=0
(1) المعادلة فى بالتعويض

C=-2
Y=1

}

9

(1) المعادلة فى بالتعويض
C=1ر 

Y=2
(1) المعادلة فى بالتعويض

» C=2

(a) X=0

.:. 0=0+C
•. Y=X

(b) X=1 9و

.·.0=1+C

.. Y=X-1
(c) X=2 9

.:0=2+C
(d) X=0

..1=0+C

.•. Y=X+1
(e) X=0 9

• ٩ 0 -٢ Cو٠ 

.:. Y=X+2
..... وهكذا

 الميل نفس لها السابقة المعادلات جميع أن نلاحظ
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"%} ء ا لمعادلة حلأ منها أى يكو أن وممكن '؟ ا- أ أى

 يمر التى(X,Y) النقطة على الحل هذا ويتوقف(29) بشكل هذا ويظهر

. المنحنى() الستقيم بها

Y=X+2
Y

X

29 شكل

(1)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....٩٢ ي2X يكون: عندما ايضا وبالمثل d -
Y-[2X aX- ٢-٠C

Y المنحنى أن أى =X%+cالشكل فى المبينة المنحنيات إحدى يأخذ والذى 

,X) بها يمر التى للنقطة وفقاً(30) رقم Y)فيها المنحنى ميل يكون وكلها 

.(1) للمعادلة حلاً يكون أن ممكن المنحنيات هذه من وأى2K هو
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(30) شكل
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:1 مثال

A) بالنقطة يمر الذى المنحنى معادلة أوجد  أى عند له المماس وميل2,4)

3X'-2X+1 :  هو نقطة
dY
dk

Y =

3٢-- 2٢+1

[(3x-2٢+1)dx
c+٢-+٢3م =

 معادلته تحقق فهىA(2,4) بالنقطة يمر المنحنى أن وحيث
4= 23-2٥+2+c
4=8-4+2+c
c=-2

٤- 2Y = ٢-٢5+

:2 مثال

-°3r+5 هو لمنحنى المماس ميل كان اذا  يمر المنحنى هذا وكان2٤
. y A(1,1) المحور المنحنى فيها يقطع التى النقطة قيمة أوجد  ب

• الحل
dY ٠= 3r-- 2٢+ 5
d
Y=[(3٤-- 2٤+5)dx

c+r-+5ج٤ =}

: معادلته تحقق فهىA(1,1) بالنقطة يمر المنحنى أن وحيث
]=]-1+5+c
c=-4

.: Y=x-x%+5x-4
x=0 Y نضع  المحور المنحنى فيها يقطع التى النقطة ولايجاد
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B0. -4) : .. هى{ المحور المنحنى فيها يقطع التى النقطة

(1) تمارين
 يساوى وميلهA(0,0) بالنقطة يمر الذى المنحنى معادلة -أوجد ا

2 r-٤-

 إ- يساوى وميلهA(1,1) بالنقطة يمر الذى المنحنى معادلة -أوجد2

 القانون كان اذا(t) والزمن(s) المسافة بين يربط الذى القانون -أوجد3

: كالآتى معطى(t) والزمن(v) السرعة بين يربط الذى
t=0),(s=3
t=])و (s=4
t=1)و (s=3

٢-

)A) بالنقطة يمر الذى المنحنى معادلة -أوجد4 3,  له المماس وميل6-

 -ةر10x يساوى عليه نقطة اى عند

١١7

V=2+3t
٧-٢+4t-5
٧=2 ا-



 التكامل ملر
 فإن التفاضل عملية عكس أنها على معرفة المحدد غير التكامل عملية أن بما

 ان بحيثF دالة إيجاد تكافئ]٢(٢)d٤ تكامل قيمة حساب مسألة

 كيثرد.نف أ:شير دامر م. دير٠
 الأسلوب هذا إنقاص أجل ومن المطلوب التكامل قيمة على للحصول
 التكامل صيغ على يحتوى نمطياً جدولا أنشأنا الحل فى( والخطا )التجربة

 عملية لتسهيل وذلك دراستها السابق التفاضل صيغ عكس طريق عن المخلفة
. الحل

 ومضاهاته عليه التكامل عملية إجراء يراد مقدار أى إرجاع يمكن وبالتالى
(3 )جدول الجدول صيغ من بأى

 وملاحظاته خيرته على يعتمد التكامل عملية إجراء فى الطالب تجاح ولعل
 بالاضافة بالجدول المذكورة المختلفة الصيغ مع وتعامله التمرينات حل أثناء

 الطرق هنا نتناول وسوف التفاضل عمليات إجراء من التام التمكن الى
. التكاملات حل فى المستخدمة
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 ملل

1 جدول
 صع

 والتكاملات التفاضلات فى قياسية قواعد
 تكاملات تفاضلات

2

3

4
[٠a  "م

١٦-
n= 0

R ,ه ،» ١-٠ ث
dr

a =c dه 
(t +) = d+ dw

d()" = "'d

[d= ١+c
[«d = d] ه
[«d١+4)=[d+[d

5

6

du =ln\ا +c
t

e"d= e"+e[ه- 
alna d١ ="هdة ،]٥% ر "ه- 

C+/ع =٨' 
ln

: المثلثية الدوال

d(ln w)=- du
٧٧

d e" = e" d

7 [[cos du= sinn+c

8 [[sindu =- cosu+c

sec wd= tanw+c9 [ر

1١٥]csc wd=-cotu+c
11 ١]secn tan» du= sec w+c

12 ١] cscu cot d =-csc ٧+c

dsinu =cost du
d cos u =-sinu d
d tan w =sec u d
d(cotu) =-csc u du
d seca =sect tan t t
d cscu =-CSccott dt

١١9



·.-] ddsi = لا /i

-١ -du
d د د cos ]-=

- dd tan'u=
١ +w-

- -dud cot" ٧ ري=

-١ duمىه d see " [ ٧ا -٨٦' ا-[ر
-1 -d

d «se " [w= ر٨و] a- l

Jn ، .-1 '3م'٩  -ا٥2

cot' u+cء 

-  ا٢ 'ا٥-
- cot" ue

-dn  'ه-ج.'٤١٠٤
- csc' [] +e
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 التكاملات حل فى المستخدمة الطرق
: بالتعويض التكامل -طريقة1

 غير مركبة دالةf(x) وكانت]٢(٤)a٤ إيجاد المطلوب كان إذا

 أن يمكن الحالة هذه فى فإنه بسيطة دوال بدلالة تحويلها ويمكن واضحة
 أخر متغير الىx المستقل المتغير تغيير طريق عن مفيدة نتائج على تحصل

. المعروفة التكامل بصيغ مضاهاته يسهل ا

 السابقx بدلالةu عن تعوض ذلك بعد فإننا التكامل على حصلنا ما واذا

. المطلوب التكامل على نحصل وبذلك تبديلها

: الآتى التكامل قيمة أوجد:1 مثال

] -٤ذله٥٠٢
: أن نفرض الحل:

u=2x-1
d=2dx

2 -ر، رت:"٠٠

١ ،&
 ع ب}

2 3
2

٥1 C+، ب ي 
3

 ٠١١-=إ-٠٠
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:2 مثال

1= [(3٤+1)d ٤ قيمة: أوجد
: الحل

: أن نفرض
u=3x+]
du = 3dx

1١=[ ،"da3
1 u'

 ح ه٢,
3 5

1=(3x+ 1)٩+ c
1 5

:3 مثال

١ د٨/د]-٤٥٢ قيمة أمد
: الحل

: أن نفرض
u=x-1 و

du = 3x% dx
1 ! dw=[1 خ
3

3

] w2
 ب٢,

3 3
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٠5 د
([ د٦ ف + له C'=(l'

{ صد :٠ل-٨١٠-
:4 مثال

١ -م.]= .ة: قيمة أوجد (x- 4x+3)%
: الحل

: =u أن نفرض x-4x+ 3..٠٠٠٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.......(1)
du 2x-4=2(x-2)٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠...(2)
du dx الى ,x  تغيير بمراعاة الأصلى التكامل فى(2) ،(1) من بالتعويض

, u
.٠-.٢4-2) d

w 2(-2)
1 1=-[ d2 w-

1
=-()+C

2 -2
1 ١-() +G
4 ١°
1 1

=-(}+4 (-4x+3)
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=٩/٢+1
2 ا,=ه ٢

a)٠١ إ= د.
a

-+ dr = 2,/r d

:5 مثال

-'1 ,ج عه, قمة: اجد
: الحل
: أن نفرض

1-
=2(-)+c

-2
1

 }ت
ar"

 ري.ح1

(٢+١-
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2 تمارين

 التعويض باستخدام الآتية التكاملات قيمة أوجد

١ -

2-

3-

4-

5

r، "5ر+١ s)[م 
2 3 2 dx(١-3r[تد) 

;: ه
٢] dr

 ر١2

Y2
[dx

2x3 +3

6- إ٤٢ ٢-٥٤
7-

8-

9 -

10-

١1-

12-

[»(٤- r)به 

 ر2+ و أ -"ج به

a١±+١)]١
x. ر2

ar[٢-٣١٣
 لميج:«
١ ج{
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 بالتجزئة التكامل-2
: فإن للاشتقاق قابلتين دالتين٧,u كانت اذا أنه نعلم

u١=d١-+٧١
n d »=d٦١-١d w

d ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٦()•. [ »d١=٧٧-]١

: الآتى مراعاة مع التكامل من النوع هذا حساب فى(1) القاعدة تستخدم

. dv ,u  هما جزئين الى المعطى التكامل أ-فصل

. مباشرة للتكامل قابلاdً« الجزء يكون أن -يجب ب

[ wd ١ من تعقيداً أكثر ا] d »  يكون الا ج-يجب

[ cosr dx :  قيمة أوجد:1 مثال

: الحل
u=x du=dx

sinX d=cosXdX=ر 
[x cosdx = xsinx -[sinx dx

= xSinX+ cOSX+c
:2 مثال

 ر]si مdx٢ قيمة: أوجد

: الحل
u=x du=2xdx
١ =-cOSX d١ =sinxdx

2 2
..[x sinrdr =-r cosx-/-cosx (2r) dx

2
=-٢ cosx+ 2[r cosx dx
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[٣ cosx dr  قيمة ايجاد فى أخرى مرة القاعدة نستخدم
du=dxu=x

sinx =cosxdx=ا 
..[ cosx dr =٣ sinx-[ sinx dx

= xsinx+c0Sx+C (٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ؟(
(1) رقم المعادلة فى(2) المعادلة من نعوض

2
=-٢ c0Sx+2(x sinx+ cosx+c,)

٠2=-٢ COSx +2(YsinX+ cosx)+c

:3 مثال

]=[lnx dr :  قيمة أوجد

: الحل

2
.. [٢ sinr dr

u = ln ٧
 وي

X
)

2

du=-  ه٤

١=xdx
2

x 2  ر
.١= 1nx-[x () dx

2 2 x

2١2١
=٢ /nX-- ٢+٤

2  أد
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3 تمارين
: الآتية التكاملات قيمة لايجاد بالتجزئة التكامل إستخدم

1- [٢secx dx
2- [xcos 2rdr
3- [٢e" dr
4- [xcos2r dx

5-]٢ "ء +ه
6- [٧e"d٢

7-]١٨٣٢ ه
8- [ecosx dx

r9- م]٤/٠ ة

١nx dx[10- "د

r11-]٠(٣+١ ه
12- [١ (r+1) r ه
13- [(٨»)' ax
14- [sin-'٢ dx
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1-
2-
3-

4-

5.

6 -

7-

 الثثية التكاملات
:sin أ التكاملات هذه فى التالية المتطابقات تستخدم  بي+«

1+ co1 - csc٢٩

tan- =٢ ا+ sec x
.٠ ]

sin- x=-(]--cos 2r)
2

- 1cos- x=-(١+c0s 2x)
2

1 .
$1nx cOsx =- SIn 2r

2
1 ، ،s1n4 ، cosy= [sin (r-y)+ sin(x+ ( نر [

2

8- S1nr. S1n) =
 ر

[c0١٤١٢)٠cos(٢-١) ]
2

9- cos٢ . cosy= [c0s (٣-y)+cos(+y) ]
 مكك

 محلولة أمثلة

[ sin- » d+ : قيمة -أوجد

: الحل

. ٠ 1] sinxdr=-[(- cos2x) dr
2
١ 1=(1-- S1n 2x)-c
2 2

[ cos:3٢ ax :  قيمة أوجد-2
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: الحل
. 1

[ cos 3rdx =-/(+cos6x) dr
2

1 1٠=(r+-sin63)+ C
2 6

[ sin ' r dx  قيمة -أوجد3:

: الحل

[ sinrdr = [sin .sinr dx
=[(1- cos sin )د٠ r dr

1
- COSX+-C0S' X+C

3

: إرشاد
[ cos xsin ٢ ux :  التكامل إجراء عند

== c0SX  ضع
d u=-sin dx
.. [ cosxsinx dr =-[٩ dn

٦٧---٠١ -C
3
1

=-COs٢-C
3

 ]=اcos'dx٠ قيمة: -أوجد4

: الحل
]= [cos"٢٠ cos ٢ dx

=[(١- sin- r) cosx dx
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=[(١-2sin- ٣-+sinx)cosx dx

du= cos x dx

.١(]=١-2٨+٨١ ه١
2 ا ،

- [/- [/ ٧/ +t'
3 5

2٠ 1٠٠- S1nX--S1n ٢+-S1n -+C
3 5

: ارشاد
٧١ =SIX  ضع

١=[ tan ٢ dx :  قيمة -أوجد5

: الحل

1)dx-٢sec)٢tanا=[ 

d٢dx- [tan٢٢sec٢an=[ا 

=[tan ٣ sec:r dx-[(secx- 1)dx

u = tan X du= sec x dx
: ضع: إرشاد

a٠[٠f٠٠-400أ-ا 
=-tan ٢- tan٢+٢+٤

]=[tan'٢ dx  قيمة ­أوجد6:

: الحل

tan (sec r- 1)dxا=[ 
= [tan ٢secxdx-[tan ٢(sec" x- dx ا

٠٠١٠١=-tan x--tan٢+ln/sec٢/+
4 2
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 الأول الجزء فى السابق الارشاد نفس استخدم: ارشاد

=[sec ٧r ه :  قيمة -أوجد7
: الحل

 و2
tan 2r) dx+١)sec 2rا=[ 

2 2 2=[ sec 2rdr+] tan 2٢٠see 2٢ dr

- ± :an 2x + " tan 2x+c
2 6

١=[cot 2٢ dx :  قيمة -أوجد8

: الحل
cot 2x (csc 2-2)dxا=[ 

=(cot 2x csczrdx-[cot2x dx

=-'cot+-١n\csc2ا+٥ 
١ 2

 التكدمل من الأول الجزء حل يتم
u = cot 2x  بفرض: ملحوظة

du =-2csc 2x dx

cota هr: قيمة -أوجد9 csc5ا]=٧ 

: الحل

 ر

Ct-ت 
]

3--- cot
 ا2

3r -+C
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cs¢ 5r dx(cot 3١+٢)c٥t  ]=ا5

= [cot 5٢ cs¢ 5٢ dx+[cot٩٢cs٢٥ d٢



]-

2-

3-

4 -

5-

6-

7-

8-

9-

10-

11-

12-

13-

4 تمارين

[secx (secx + tan x)dx

[sin 2x tan 2x dx

[(tan 3x + sec 3x) dx

[tan٣- sec dx

sinx cosr drا 

٢ "ا2r ر  ل
sec 2x

، ٥iأ -ا]٣٤ 
٢-+C0SX
«٥8٠٧]dx
cscx

"-- y، ل 
٢ee"+ ٢٢، ت

tan ٢

sec x
 {ت

١»+-2aل 

xe"[x dxcos -
[sinx cosx dr

: الآتية التكاملات قيمة أوجد

١4- [٠١4٤٨s ٢ إ
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 المثلية التعويضات

)( الجدول في كما التكاملات بعض اجراء لتسهيل التعويضات بعض تستخدم

 الاقي:

 الدالة
(a)٦a3 -B%٥/2

(٥)٦a3+b°%

»٠٥5٤-رق

 المناسب التعويض
a .

w =-SIn٥
 ن
aw=-tan8
 ن
aa =-sec8
B

 التعويض بعد الدالة قيمة

a63١-وأ = aeos8

a٠46?مى = asee8

asaمiه-I=atan6

X= 2tan0
dk =2secd8

 محلولة امثلة

+٠--dX ٢4٩ ر ا=[ قيمة: أوجد1
 الحل:

: التعويض نستخدم

(31 )شكل: المثلث رسم ويتم

2

31 شكل
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X.، tan8 =
2

2sec8d6ر-" 
»-٥ ممe 'ر٩4»ايمة

2٤ee' ٥ .ور./! %ج ءو ى(]إ٥ ،) ٥ء ao= - S1]} ،0S4tan-8.2sec8 4 tan'e 4
١ ٢

4sin 8

،7y  ي{ب

4k

 در٢ فج ة، د-أوحد
٢--4

: الحل

 ضع:
k=2sec8
dk = 2sec8 tan8 d8

X (32 )شكلsec0 التعويض:== مثلث رسم مع

٨,-

2

32 شكل
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 ر-.4مةع@2ع0 س، ور&
٠٨٤٠٥ر-,

 اe٤٩4 %)se6.0أ٢
2 tan 6

= 4/sec3٥ 46 = 4I, .(1)

40seeا٥,=[ 
= [sec 8 sec8 48

1 =secb
 بالتجزئة: التكامل نستخدم

d =secB tan8 d8
»= tan6 d»=sec6 d8
..1, =sec0 tan8-[sec8tan6 d0

= sec8 tan8-[sec8(sec' 8-1d8

= sec8 tan8 -[sec' 8 d8 + [sec8 d8

= sec8 tan8-1, -+lnlsec8 + tan c+ 8ا
..2/, =sec6 tan8 + llsec6+tan82)ا٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠+ )

(1) المعادلة في(2) المعادلة من بالتعويض

1=4l, =2sec8 tan6 +2ln/sec0 + tan6 c+ ا

 التعويض مثلث من المثلثية النسب عن بالتعويض

٠-٠ إ±8٢-, ر4ي٤/-٤  و (٥} أ"
2 2 2 2

4٢-9--- ء X-٠ لآدم, ء لمة، ه-اوعد
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 الحل:

 ان: بفرض
3 .K =Sun 0
2

3
dk =cos 0 d0

2
. 2XS1 8 =

3
(33 )شكل: التعويض مثلث برسم

2x

 دة-و
33 شكل

33cos0.-
s0 d0ا. هة=] 

sino

sinD ،6بيدًر،
=3[cse0 d0-[sin0 d8

= 3(lnlcsc0 - co 6/+cos6+c

٠ ي2إ ر,+.تم±  د,]{,- ح

 م_06- 'ه٨إ
 ر6
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 قيمة: أوجد-4



 الحل:

: التعويض ضع
4 .K= sin 0
3

x "٥s ٥ d03
· 3XSin B =

4

(34 )شكل التعويض مثلث

3x

\16-٩i
34 شكل

u=cot٥ d4cot Bcs&8d0
v=-oB dvcsd0db9

2-7 ا7٢- أمهj44e«&ea-0- لإبجماةj رلإلإ
16 16 24

24369y_ر243 م,٨. 
 أ)}(ج ح

80 80 243

1٨69 رر
 د

80 X
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 التكاملات: في العكسية المثلثية الدوال
11d ٠-٨٧ ٠SIN  د٢;٢إ;:-()

 ٠لج د
٠-١٠٦d ، ٥)'"(+si,=·:أ aa-٨٨2

11-٧d{an()=•
 هa ر"+ر

a
a
»

2+4
d 1 , wtan(")+c,=-ا 

a +٧ a a

:1 مثال

X 1ه ،4aa٣
٠-١٦dudk
« وسي د  "انا;=ه(/"تتو-ة(ا0 ء

w=  إ
dn =dk
a =4

 قيمة: أوجد

 الحل:

،
• ٠

.2
C]إز=بم;·+ 

4
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:2 مثال

zi،s،٢! ي Xه قيمة: أوجد
 الحل:

2X+5=(X+1)°+4ر<+ 
=(٢+١)%+2٩

a=2d: أن بفرض =d ,w=k+1,
d 1 _٨٦..]=]=-tan-'(')+cn2+a a ث a

1 X+1=-tan-()+c
2 2

:3 مثال

k 1ه قيمة: أوجد -14-
 الحل:

du
-  يي:ج!'2/
w=2X

du=2k
a=5

1 . w..1= siج "(')+c
2 ن

1، 2X=-sin()+c
2 5
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dk١ ،/٨٠٤-
ak

$  ٢ا-ا-وبل
dX5
 ٤٦ب/،

XaX٦  m٠+ل
X٩+4 و٢ ه

 سمم!"
13. ٢ sin 2 ¥ه
- أفة
 ا5.٢ ه

i+4 رة)
 dل

]] 1»٤ :#ء
١ex)+١ ٠و٢

٠5٤-٦
KaX21 1٠٨٤ ة=أ.ا،

2 .و٢sec¥' kه
1+1an2X

5 تمارين
 التالية: التكاملات قيم أوجد

2-٨٠٥-#
،٢.4 ه

 فرةر-و(
dX6 /،٩-

 ء ف±م

 ستهي:.
dX

 #٠ومهرا
dX

 وة-و٨ا،ل أ4[
dX])تن-لبرا ز 

(X-Idk8
{ ب  ت#-أ٠يا»،ل

d
 ل٠4اةن= )(ل
22. ٢42X+3Mak

4٢٩+4٢+5

 هه%,ا-مة،

]41



 الجزئية: الكسور باستخدام التكامل
 عش عبارة هو حقيقي الغر الكسر أن وعرفنا الجزئية الكسور سبق فيما درسنا

 المقام على البسط قسمة حاصل من وينتج الحدود. كثيرة حقيقي+دالة كسر

 المقام(. درجةs البسط )درجة

 اقل فيه البسط درجة وتكون الحدود كثيرتي قسمة حاصل هو الحقيقي الكسر وان

 المقام. درجة من

 هنا ندرس وسوف الجزئية، كسوره إلى الحقيقي الكسر تحليل طرق ودرسنا

 الجزئية: الكسور باستخدام التكاملات

 ومختلفة:- الأولى الدرجة من المقام معاملات: الحالة

 قيمة: أوجد

١ ر[- ه. k -4
 الحل:

 الجزئية: كسوره إلى الحقيقي الكسر تحليل يتم
BAا 

 د بر

٢2-4 K-2 X+2
-(2+)2) ليصبح المقام وبتوحيد

..1= 4(X +2)+B(X-2)

 الطرفين: في المختلفةx قوى وبمساواة
1=24-28......0....٠..()
0= 4+B....٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠..٠.(2)
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: أن ينتج(2) و)( المعادلتين وبحل
=!A٨ اد

44
111

(a(-2) 4(X+2·"و-?ر 
aXaXX

!4٠٦ ة-ا»/- ةن»أ د
١1=-ln(k -2)--In(k+2)+c
44

1 X-2
=]p+C

 ومتساوية، أزنر رجة من فقتم امد بعن: ه لجة

٢ -د٢-k+1 زد، ةتبج ء
 قيمة: اوجد

 الحل:
3X+5 3X+5

X3-x3-x+1+nX-i
4 B C

 د,لي" ود د د د

٢+1 ٢-١(٢-١)
X') إلى المقام وبتوحيد  ان: ينتج(1-(1+

3k +5= A(-1)3 +B(X-1)+1)+C(k+)

X=1  نضع

8=2C C=4 ب
X=-1  نضع

1
2=4A A م =

2

X=  نضع
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..5= A-8+C
1=--B-+4
2

11B =45-
22

4113X+5
 د د

X٩-٢٩-٢+1 20X+) 2X-١) (X-)

٩rد، ي3يب±ؤ ء4٢»( م، 
(-١20X-1)2(X+٦)X3-X٦-X+١

411=-hn(k-1)--)n(X-1)- +c
K-122

41  ع+م[ت1+

 و«يتن، مثانية نرمة من فمقر امل عو بعض: قحدة
:3 مثال

 قيمة: أوجد

 ييجدم, ةج
٢٩+3X5+2

 الحل:

X+X3+X+2 AX+B CX+D
 د دمي ،

X٩+3X°+2 ٢٩+1 ٢°+2
 الطرفين في المقام توحيد بعد

.:.X٩+٧٩+٢+2=(AX +B)(X-+2)+(CX +D)X"+1)
= (٨+C)X8ف+) +D)X5 +(2A+C)X +28 +D

 الطرفين: في المختلفةX قوى بمساواة
28 +D= 2...........()
24 +C=1....٠......(2)
B +D=1.٠٠٠0٠٠٠....(3)
٨+C=1٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠....(4)
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 ان: ينتج(4) و(2) المعادلتين بجل

A=0C=1
 ان: ينتج(3) و )ا( المعادلتين بجل

B=]D=0
 الثوابت عن وبالتعويض

 ن د -٣ب"#م. -ه2-ب٢-.» ب.aيإ
X+1 ٩+2X' +3X+2

= tan'X+In0' +2)+c
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1-

2-

3-

4-

5-

6-

7-

8-

9-

6 تمارين

 الجزئية: الكسور باستخدام الآتية التكاملات قيمة أوجد
dk
X ،;جء ل٦ ة-= و +10X+21

7i  مر[6+5+
 4ج±ر
(X-2)
X dX
 ل٦-5 أ،

 ٠إ-±ر
X+1

aXة (i-2-3-ل ا 
 ة.بي3بو٩بر
(-1)X٩-1)

٢ لإبر2ج4 ر
(°+1X-1)

٢٠٥ ا٣م٠ X (X-١)

11- dX
 ذ7«-=

X ا٥- وبي (X +9)
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 التكاملات: في اخرى تعويضات
 بدالة عام بوجه الحدود كثرة النسبة" تسمى في دالتين «,ن كانت اذا

 قياسي. كلمة بمثابة نسبة كلمة تكون حيث قياسية

 مسالة إلىcosX,9inx في قياسية دالة أي تكامل مسالة تحويل يمكن انه كما

 بوضع: وذلك المعتادة، بالطرق ذلك بعد تحل ثم2 في قياسية دالة على تحتوي
X

Z = tan-
2

 ان: نعلم
,X

cosH =2cos-1
2

2
 بح أب

sec  ل
2

 ب أ
1+1an"4

2  بح]
2+1 ة

1-2٤
..Z3٠٠٠٠٠٠٠٠+1 ب

٢. ٢.Sin} =2s1n-cos-
22

sin : cos
 ب

cos
2tan
 د

sec" 4

،.()

22
5٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠.....(2)-١+z  ذ

 المسائل. من كثير حل في2 و1 المعادلات تستخدم
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[secX aX

I=[seeX x=]-'ax ه
cosk

2Az2ام٩+ 
،

١-2° ١+2°
 م24
١-2:

2 A B
 د د د

1-2- (-2) (+2)
2= A(+Z)+B(-2)

.٠٨=B=1

 د د د د ر.٢a47. ح»م

1-١٦٥-Z ١+7
=-١n/ - ا Z\+١n/+Z/+c

1+2 +=[p
1-2

, tan1 ،.لإ،- جثإ م.جز- tan tan5tan- ج!1  لإ

m K
= ln/tan("+<ا) +c

4 2
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: مثال

 قيمة: أوجد

 الحل:

 المتطابقة: وبحل



 منوعة محلوله امثلة
 الآتية:- التكاملات قيمة أوجد

١- ة+(٥
2- [١o ٩x ه
3- [sin 4Xcos3X dk

٨- رو] 1+sinX

5- [-'axKInX

sin°X -ة «-لإو

٦-2إل-! 4٢+1
8- [ sin3 X xه

 أ٦١i# kها
[sin' Xcos X aX

] ا٢ (X+5)5
١2- [x٩١n Xه

9-

10-

11-

13-

14-

15-

16-

[uم -'x ax

 aر
(3+X°)  ذ

d}

 -»ل٨ ا
dk

 ل٦ @ء+7
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 الإجابة
1- w=٢٩+5

dn =2X dX
1 ١1 =-[a d أ
2

1 ه
c=-ق-+ 

2
1 د c(5+٢4 +ق=-)

2

fea _  .ألإ ء-
2ln10

 ]=ا٩n4٠eosX ه
=-/(sinX +sin 7X)dX

2
1 1

=--(cosk+-cos7X)+c
2 7

٩- ء٢ جع- ره 1+sink
w =1+sin k

du =cosk dk
du

I=[' =ln٩+e
t

=1n/] +sin H/+c

5- I=[-aX+ »=lnkXlnX
1d =dX

X

 مء٥
1

=lnا/ا +c
= In/ln /+c
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: أن بفرض

 أن: بفرض

2-

3-



٦ =cotk
du =-cse'٢ dk
١=-[d +[d

1
C+-أ-=٦+ 

2
١= --cotl+cotk+c
2

7١٠-%/١  ع ر د«

4k+1
2X -dk ا dk=ا 

4k+1 4X+]

 إ']ء رمx إ[- ه٢
2 2(4X+1) 4X+1

X 1٠ 1n/4k +1--ln/4K +1/+cا =--
2 2(4) 4
X 3 n/4k +1/+c=---ا 
2 8

8- 1=[sin'X ax
= [sin° k.sinX ak

cos" X)sinX ak=أ)- 
=[sinX dX-[cosX dcosk
=-cos +[cos'kdcosk

cosk+-cos-=1 و }+c
3

]- }iة/٢٢ 
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9-



w=1+InK

aX"ف= X

١=[oa
=«1+٥=٠٢٠١٨ Y+  ء

10- 1=[sin 'Xcos'X kه

=[('si2xdx
2

2x aء]!ى' 
4

eos4xaxى٢ -(لإ! 
4 2
1 1٠=-[k--sin 4k]+c
8 4

١ ا]=٢ (x?+s)  ث
=/5 tan8

aX ={/5 sec 8 d8

5see8 d8ر لا 
،

s«eso:.6ممو sل 
١=-[cos0 d8
5
١ .=-S1 0+c
5
1 X

 ب ع

 و#ا,؟
12- 1=[X٠1ax ax
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 ان: نفرض

11-



n = InX

2 ا ا٧ د -٩

aXه=-" 
dv=}  ذ

 ان: نفرض

٢±.٢0-[!x٨٨xر-± 
4 4 k
٢٩ 1X"

= [n} +C
4 4 4

= ر1 (lnk-)+c
4 4

13- 1=[tan-'k aX

a = tan-

١=K

1d =d}
1+X

dw =dX

: بفرض

14-

15-

١-٢ »م;م,]-«"» 1+X-

=1an' k--١n\ +X\+c

 ±-، أم
(3 +X5)

u =3+Y2
d =2k d

1 د- d=[»1 أ
2٠
3 ! 3 .٥

=٨+c=-(3+})٥+c
 ك4

«k
1 أ= م (١-X5)٦
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: أن بفرض



k = sin 8
d} = cos 6 d8

1=[ cos646
(sin  -ا(8?

= [ d٥
- 8+c
= sin-'k+٥

dX]=16- -ا
2 + sin k

XZ = tan :  التعويض باستخدام

22
SIn} = ١+25

1-2°COg } =
1+25

X =2 tan-'2
2 d2

°2+1 إ=

dX ١+2' 2d2
F م٨هد د،، 5+7z+57 1+z+٥ ء

]= ه2
(2 ر++٠3

4
١N =2+-
2

 ع=5
2

d1=[٨+a
2n]-= ا-٧ --+٤'

a 4

2 22+
6 أ<=222{}+ 5

2 ,2uan+١
 }ي<=R) ع+

5 ٠
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: أن بفرض



 التكاملات في اختبارات نماذج

 وحلولها





(١) رقم اختبار نموذج
 التكامل(:- طرق )باستخدام التالية التكاملات أوجد-1

[e cos22 Xه

 رة-بلإقوأي.ر
(X-1)٩+١)

٢eax

]-

2-

3-

- التالية: التكاملات أيوجد-1

1-

2-

3-

4

5-

[e"(+cose»ak

٢ ياء-إ ه +cosk
X(X-2)

٥i43غر- /
(٠K+1)K له,لمي,م]

+»]4 ر xه
 )ً(ً رقم اختبار نموذج إجابة

/=/ecoedX1-1-

d=cosk dk

=e du=edX
1٠v=-S1nK
2

٢ إ-simzx-'[e اx siXه
2 2
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u = e
1

cos2kلا=- 
2

d =edk

d = sin 2k dk

1 1[sin2X dX=--e cos2X+-[ecos2k kه
2 2

1 ٠٠ 1 1 ٠ 11 =-esin 2k--(-- ecos2k+-٢)
2 2 2 2
1 ٠ 1٠ 1= sin 2k+-ecos2k--1
2 4 4

5 1 . 1 ،-/=-e sin 2k +-ecos2
4 2 4

41 ,٠ 11 =-(e sin 2X+-ecos2X)+c
5 2 4

2- لإ3"رد، ومد-
(X-1)٢ +1)

X٩+3X-2 ٨ BX+Cه بد د 
(X-١٢٩+1) ٢-1 ٢٩+١

X:+3٢-2=A(٢٩+1)+(BX +CX-1)
=(٨+B)X'+(C-B)X-C+٨

 المختلفة:x قوى معاملات بمساواة
1=٨+B...٠..٠٠٠٠..0)
3=C-B، ٠(2)
-2=٨-C٠٠٠٠٠٠٠..(3)

(3)(+2) بجمع

.1= A-B.......٠..(4)

(1)(+4) بجمع
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2=2
.·.A=1
B=1-A=1-1=0
C=3+B=3+0=

=]".R+]-ق ه xK-1 ٢+1
=lnX-1/+3tan'X+c

3- ١/=٢eax
w =X" du=2k dX

dv=e-"X»=ج- 

١=-%e+2[xeة 
u=5 d=2Xdk

}dv=ed»=ا-ج 

.:[x٤ =-Xe"+[e-ax
c-+٥-e=-ز 

1=-٢%e-+2(-٢+)---٥
= -X%٥- -2Xe" -2e-+٥

l]-1- 1=[e(+cose »ak
=[eaK+[e coe'ax
= +sine+c

٥-١ م-!رد +cosk
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2-2٨
..A=1
B=]-٨=1-1=0

C=3+B=3+0=

X-1[= ا إ+ تم xه +1
=lnk-1/+3tan"X+c

3- 1=[xeهx
٧=X2 du=2Xdk
v=-ا dr=edk

1=-Xe-"+2[xe"uX
u =X3

y=-
du=2X dX
d=edX

.:.[٨e" xةe"+[e د-=
=-Xe--٥-+c

1 =-Xe- +2(-Xe--e-)+c
=-X%e--2X٤-2e+٤

I١-1- 1=/e0+cose')ak

 له"ء]= ء]+ xه'ايو»ه
= e'+sine'+c

2-١ سد-ا- إ K +cosk
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u=}+cosk

du=(1-sinHMdk

 لدر،
2

=lnu/+c

=lnX +cosl]+c
=[ ]ح2-  -قل7 ن3

w =X3-4X+3
du=(2-4)dk=20k-2)X

du1ة ز -/«
1١٥1=()-٢c= +٤2-2 - 4٠

1 1
٠ }د

4(X3-4X+3)

 بفرض:

 بفرض:

3-

4  اة}!] ه
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=,X +  ر

2 هم=ه X

X ههي-ة

١=2]-d
٦-٦-

=2-+c
-2

1
 ع{دب

٩/2

 بفرض:

5-

1
 مع

(/7+١٩
aر? o+4ا=[ X X°

 بفرض:
1

4=]-+-
X
1d =-d}

X-
dk
x٦- ر3' س

.:٠1=-[٠a٨
1--1"+c
3
1 1 c+(+1ت--) 
3 X
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(2) رقم اختبار نموذج
 الآتية:- التكاملات أوجد

1- [ tanXsee' aX

2- [x٤'٥٧

٠ "»
15 ه, ده ا، 4-X٥

6- ["x4+25X2
7- [١nx ak

(2) رقم اختبار نموذج إجابة
1- 1=[ankse&Xd

 بفرض:
w= tan k

du = secX dX

 أ=ا ،
I  و

C+1إ=
2

 ز

= tanl+c
2

a=/2-١ '-د
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.2a = e-

 بفرض:

du =-2xe-aX
d»  ب= ع« جر
-2

 د الر،
-2

1
=1 ع+

2
1 ر-7

C+-ع-ت 
2

3-  -ر٢ ا4 لا+
(K+1)

=ln(X +1)
 بفرض

1a=dk
k+1

، d=[1 ا
1 و

=-٦٤ +C
2
1=-(١n(K+1)) +c2

4- I= ١ axلا 
°Xو/م- 
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١ ك9-٢٩

d}"du =-2

-du = إ{

- جي/أ 2-٨
-#١

 ،.+و:» ب،د ع
 !ىI هه,ج د

k=2sin8
dk = 2cos8 d8

4sin?8 ٢eos0 d8ي ::/=]
4-4sin 8

=4[sin28 d

= 4[-(- cos20)d8
2

1 ١٠= 4(-)(٥-sIn 20)+c
2 2

٢= 2(sin'-sinBcos8)-+c
2

a٠. -2 ,- لإ٢ =5[{[٠٢ ع
2 2

6 إ=١ sل7٠ لا 
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 بفرض

 بفرض



5X
t/ =

2

ax<ىف 
2

kإ{ء، ,ه ه- 
4 ١+(-)

2

 [ري(!-'»
4 5 ]+w

1 -= tan"٦-+c
10

X1 ت= tan'(')+c
10 2

7- ١=[ln kه

dX
=ln} d ر =

X
»=٢<d=dX

1=Xا x-[x!xX
=KlnX-+c

I66

 بفرض:

 بفرض:



 عامة تمرينات

 في
 التكاملات





(1) رقم تمرين

1- [uan- X ا ax : الآتية التكاملات قيمة أوجد

2- [esinX dk
3- [«a-X%a a>k

4-  ا]k anXه
5- [ cscu du

6-  yltة١
 -°ر4

7- X ،مas'- ه

8- [x4e"ax
9- [ R(3 ax
10- [XtanX° dk

11-  ه;ي.
12- [see4 e3 aY ما

13- [sin22 tan2X k ه
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]-

2-

3-

4-

5-

6-

7-

8-

9-

10-

11-

12-

13-

(2) رقم تمرين
: الآتية التكاملات قيمة أوجد

[sin-'X x ه
[Xsin X X

[٧'٥"ax
[sec (seck +tanXMdk

[cota du
X1}/تم-ب 

 ز٩
١-٠}' {ح

3X4+5  ا-تد(لI?- ب {)م
xا] م 

Iog

٢ «s ٨ ه
2-cos2X

[x""ax
 وى--ي لإة
2X٩+cos2X

[ecosX dk
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(3) رقم تمرين
 الاتيه: التكاملات" د

-٢1 ه

 هيمه اوجد

1+cosk
(}=cotk +csk +c : ( الجواب

[ cek -k2ه

1=lnا an/:2( الحواب

، X dk3-
X+3

( Y- t xر an+C:ر لجو ات 

d، 4 +،ل٠

٠5 )

1(}=ta-الجواب: أ( e +c[23 ي

-r [5ه
X2+10X+30

1 X+5(}=tصa ٤ [+c:5 الجواب 5

-6 ه
/20+8X -X°

• k-4(}=sin'

٢, 4ه

++c:6( الجواب

7-
X--4X+8

1 3 X-2(}=In ( الجواب:X2-4X+8/+-tan-"+c ا
dk

#/ ٠-#ة"٠ yب

١7١



 بل٨ -و٨+2 بر،

2X-3+ بجرز بي
11- [(sinXE°'aY

+'sim={. ي6 : -٠·( الجواب -8

X-2 2--٠ =سaYRi +--ا رهوا.

10-

12-

13-

 يدر

 6a-ا,"
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 المحدد التكامل
 المحدد: التكامل

 فترة م إلى الفترة هذه تقسم ،asksb الفترة في مصلةm() الدالة كانت إذا

35 شكل موضح هو كما. ,آر,, {,بل,ز النقاط بواسطة جزئية

0 X  ا

b٥
X٨

٥X2، 4و 

(35 ر شكل
 حيث:Aل الجزئية الفترة بطول ويرمز

 عند الدالة قيمة في ,ك الفترات من كل ضرب حواصل مجموع أن نفوض

 ان:- أي, قيمتهF بالرمز له ويرمز ,ر

$.=5,f0» =f(82A+1T:)A+....+r0)Ak,
 الصفر. من تقترب ,طط ان أي نهاية مالا إلى يزداد الجزئية الفترات عدد نجعل

 متسلسلة: مجموع هاية إلى تصل المجموع نهاية ان نجد

,IimE,4,A=؟. 
 كام-م

 تقسيم طريقة اختلفت مهما معينا عددا تساوي أي وجود النهاية هذه كان فإذا

 فان:]a,8[ المغلقة الفترة

liبp4,1لا x,1=[-r3@»
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 المحدد التكامل وتقرا»x١ للدالة المحدد بالتكامل يسمى(]"Ak).(X) حيث

 وتسى التكامل دالةr ر@ الدالة وتسمى لا=لا إلىX=a من ل بالنسبة ل)»

b ,aللتكامل. الاعلى والحد الادن الحد الترتيب على 

 المحدد: التكامل خواص
 فان:]a[«, الفترة في متصلتين دالتين (عX)f,(X) الدالة كانت اذا

١- [r(ar=٥
٥

a--jn١aً[ -2
a 8

3- [ca = rax[ ء
 ه٥

٩- [(±e(» =[r(1ax ±[g(Pax
٥ ث  ن

s nax=[ax+f(4r أ
a 4 c

b>c>a :  ثابت حيث

 التكامل: حساب في الأساسية النظرية
 عدره عر تكاملا اد،ادكت»» اهرة ي مصه "<»دالة

b

[JXax = FUX)} =F@8)-F«)

 في الاساسية النظرية باستخدام المحدد التكامل مسائل بجل هنا نكتفي وسوف
 التكامل. حساب

174



:1 مثال

[(2x٩-xr :  قيمة اوجد

 الحل:

fex-٢'w-  م2" ر"
 ا-43"

41212
 نا- وام٨ و=ا، ،د د

:2 مثال

 ،أ+ ه نمة، اود
2

 الحل:

 لأ١;«»-

-٢ إ-٠5-o %!±-ر
22

:3 مثال

x قمة: أوجد ar[ا» 

 الحل:

 م]٢ ه٢=٢٢١٨٢-٦٢
=[ehne-e]-[lnl-1]
=[٥-e]-[٥-١]
-1
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7 تمارين
 التكامل: حساب في الأساسية النظرية باستخدام الآنية التكاملات أوجد

ax2 -ا أ٧-  أ rه
0

3- [(3x+2-X
0

،- [xax

s- x أ٣ ه

7- j- ٨ ٢ه
0

 -و] ر'+
X١

 ا; ك
+2

 اj-3 ٦ب له»
-5

 وk '15-[7-25ه

١, م٢٢ت ،
Xر 

176

6-

$-

10-

 د-12

14-

16-

18-

[+n٤
2

j-2-٢
j,,  إ ابي

X2, قر

2 aY

 »ل »د
• ٢aX
 إ٠-٦٠
:٦٦[si X -م ه

2:

 ذ Xه
 ،د

 إ5 نهء+



 التكامل استخدام على تطبيقات
 المساحات -حساب1

:1 مثال

X=1X=3 X والمستقيمين  والحور7= المنحني بين احصورة المساحة أوجد

 الحل:

 مهشرا بالرسم يظهر والذي لبمقرب بالمستطيل الممثل Aا مساحة عنصر باخذ

(.36 )شكل
YAX=4ا 

 إر
 ر

 ر د

36 شكل
 المساحات هذه مجموع فان لانهائي عدد إلى المساحة عناصر عدد يصل وعندما

 حيث:A المطلوبة المساحة تساوي

a٨ أ-٧٧

a'أء٣ 
 ذ-"٤٢'

 (ا3 د در-2% مدسساحة
33

١77



:2 مثال

x -Y=4X المحور فوق الواقعة المساحة أوجد ٢ المنحنى وتحت

 الحل:

:Y= X نضع  الحور مع المنحنى تقاطع نقط لإيجاد
..4k-٢٥-0

}(4-K)=0

" فعر:و ولهتر،ير به ماة عمر احا

37 شكل
.• 4٨=٢AX

 «أ-م
-[٩2-wr
=2x  ±-ة٢2 ي

3

=[26)--(64)]
3

64-13296. قمسا، - ه اخو وحده
3 3
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٧ وضور-+٩-a- الكافى القطك ين عمورة ر-أمحه

(38 )شكلY=1,Y=3 والمستقيمان

 الحل:

X  الحور يوازي محوره حيث(38 ر الشكل يوضحه المذكور المكافى القطع

:- نضعY الحور مع القطع طع تقا لإيجاد
..8+2Y-y°=0
(2+Y)4-Y)=0

 ث= لهوري، القرب انسطل المحل مه مساحة عمر حذ

5

 ه٢,
١

٥/
،،

 ر

-{

(38 ر شكل
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٥Y.ما= 

•.] »أ=٤+2٧-٧

=[8Y +Y33را ,
3 -

-[(83)+(3)3-'(3)")-(8-)+(-١٩('-١')١]
3 3

92  وحدساحة.
3

:4 مثال

 واسسقمين« واطور٧--7٢٠6 يا اقك المددة ة لإلإ""

(39 )شكل
 الحل:

X -Y: الحور مع القطع تقاطع لايجاد ٥ نضع
.:٢2-7X+6=0
(-6)k-١)=0
..K=6 . K=١

y

39 شكل
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: بالرسم المهشر/ مساحة عنصر نأخذ

٨=}.Ak

.:.٨]=٧dX

 أ-6+7
46xr+2ء٢ -#إ 

3 2

(o-'(«o)-((2'-'(2462-[إ 
3 2 3 2

- وحدتمساحه.56
3
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,]XTo0 ر شكل)
2

:5 مثال

Y =3+2sin :  المنحنى تحت المساحة أوجد

١{7 ن

(40) شكل
 بالرسم: المهشر المستطيل من ما المساحة عنصر مساحة عسب

A =}.،Akه 

•. A=[Yهx

2sw+6-أ 
=[3k-2cosX]5

=[(3(") -2eos")- (360)-2cos0)]
2 2

3m  د و
2

:6 مثال

Y=4X,}=k3 :  المنحنيين بين المحصورة المساحة أوجد

 الحل:

(:41 )شكل بينهما القاطع نقط نوجد
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X-4X
.X-4X=0
RX-4)=0
XX-2)0+2=0
.·-0,=2,k=-2

41 شكل
 مساحة عنصر بأخذ الاصل. نقطة حول متماثلة فردية دوال المنحنيين أن نلاحظ

(dA,)Ydk = A مستطيل شكل على التي بالمساحة الممثل بالرسم كما ه

aXax .٠ ,٨ه]=4٢]=
Y =k'  المنحني تحت بالمساحة والممثل ,هه المساحة عنصر باخذ

a =[ xax=]}هه. 
: 4له )المظلل( المطلوب المساحة عنصر.:.

d4=هل,-d4,

a-أ» aأ=م» 
"2 م» ر =ور'كم2٩-4=4 ودسساحة ٩"

 التماثل: منA المساحة ضعف تساويA4, المطلوبة والمساحة

A4-24)=8  وحدتمساحة
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& تمارين
 والمنحنى:X اتمحور على الواقعة المساحة -أوجد1

(a) ٣=X٨٦
X=8,X=3  بين

)(-2 ر!-
2

X=1,X=-2  بين

 بين: المحصورة المساحة -أوجد2
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
()

(a)
(6)

(c)

٢=X,Y=X3
Y=4k,Y= K

Y2=4X,X2=4Y
Y=٢-8X2+16,k  المحور
Y =+2,Y=٢2-1,}  المحور
k=4,Y2=X3

1
Y= }=-] }-](2X-1)?' '

,X=9 بين المحصورة المساحة أوجد-3 X=0من: وكل 
Y=2-3ر 
Y=2٢-٢5فر- 

1}
1-٢

 حيث: مBc المثلث مساحة أوجد التكامل باستخدام
C(3,4),B7,0),A00,0)

 المنحنيين:- بين المحصورة المساحات احدى قيمة أوجد-4
Y = sin k Y =cosk
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 بين: المحصورة المساحة -أوجد5



4X+3--٢=Y)ه( 
X  اتمحور مع تقاطعه ونقطة

Y= seck
Y=  ز٩-4
٢=X٩

(8) Y=2tan"X
(c) Y=٢°-4
(d) Y=X

 الدورانية الأجسام حجوم حساب2
 فان كاملة دورة المحور حول هBcD المستطيل دار اذا(42-٥) الشكل في نرى

x ABc المحور حول  المثلث دار واذا اسطوانة. يكون الدوران من الناتج الشكل

 دار واذا.»٩2-b مخروطا يكون الدوران من الناتج الشكل فان كاملة دورة

 يكون الدوران من الناتج الشكل فانx المحور حولABcD المنحرف شبه

.(42-c)  شكل ناقص قائم دائري مخروط

 '-ان٢!٤
 إ

'٥ا42 ط١

(42 ر شكل
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 حول مساحة دوران من ينشا الدوراي الجسم أن يتضح سبق مما

. الدورات عور يمى ثابت مستقيم

 الدوراني: الجسم حجم إيجاد

 القرص:- -طريقة1
 من )قطعة شريحة رسم يتم السطح. حدود من جزا الدوران محور يكون

 دوراها. من الناتج الحجم ويحسب الدوران. محور على عمودية السطح(

 الاساسية النظرية استخدام يتم لانهائي عدد الى الشريحة هذه اعداد يزداد عندما

 المساحة. ايجاد في استخدامها سبق التي و التكامل حساب في

:1 مثال

 والحورYX بالمنحنى والمحددةM المنطقة دوران من الناشئ الجسم حجم اوجد

Xوالسقيمين 
X=3,X=1

 الحل:

 حجمها يكون الدوران عور على عمودية السطح( من )قطعة شريحة رسم يتم

(:43 .رشكل٥٧
.. ٥Y = A.Ak

=mY3.Ak

٤٥٧-٤ar'تبه 
'fw=ه rء fء 

43 شكل
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-5(xi;-3 "
 ء دوى(" ر

3
26

 ٤م=

3

:2 مثال

 والحورY=sinX بالمنحنى المحددةM المنطقة دوران من الناشئ الجسم حجم أوجد

X=و Xو =%X.44 شكل

-j  ء به
24x-ء[»»' 

os2xax-2، إ[ء­٨
xarدم je)ى5 -أ 

2 ة
1.m=[--sin 2k];
22

٤٢٠-٥-[٢٥-0٥]2
2 = وحدتحجم
2

44 شكل

:3 مثال

X Y=cosX والمحور  بالمنحنى المحدد المنطقة دوران من الناشئ الجسم حجم أوجد

(45 )شكلx المحور حولX=%,X=0 و

 الحل:

187



٨4, ءto ر:,
2

mTM, e[-,m]
2

,M, منطقتين إلىM المنطقة تقسم ,M:حيث 

45 شكل

 هو:X المحور حولM دوران من الناشئ٧ الكلي الحجم ويكون
٧ =V+٧,

M, ,V دوران من الناشئ الجسم حجم هو  حيث

M, ,V دوران من الناشئ الجسم حجم هو

Y- +r أ ه a» أ
O  و٣

 ان: نلاحظ التكامل خواص ومن

jar+=أ aأ» 
r- r ءأ rه

2a«أ= و+ 

sxwxم e5 +(أ
2،

m 1٢]-=٠+-sin 2K];
2 2
r
2

 وحدتحجم
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 السطح: قطعة حدود من جزءا الدوران محور يكون لا -عندما2
E ,F  في الدوران محور لتقطع المستطيل اضلاع مد حيث(.46) الشكل في كما

 هو حجمه حلقي شكل يتكون الدوران محور حول المستطيل يدور وعندما

. X ECDR المحور حول , EABF  المستطيل دوران من المولدين الحجمين بين الفرق

 السابقة. الطريقة بنفس الحجمين بين الفرق حساب يتم

 ا٠
 -ا

46 شكل

 المنحنيين: بين المحصورة المنطقة دوران من المتولد الجسم حجم أوجد:1 مثال

Y,=3-k,٢-Y,=6-3Xالمحور حول x.47 شكل.

 الحل:

47 شكل

 جح-.د
 لا--٤-٢٩1١١

189



 فنؤمم" الهي ما يتم فننين ننافك وجه
٢2+2X-3=0

(X-1)(X +3)=0
..K,=1 , k,=-3

Y, =3-1=2
Y, =3-(-3)=6

٧٠٠ أ=٩-٧١4

-[«6-3X-٧٩١-(3-Xa٢

=m[(36-36X-3X3+6X'+X')-09-6X+X5)dk

6x3-4X"-30X+27ak=أ)'+ 

',5x+27xمر&,"±م4 ا-دبر 
35 4

-1792
 ٢م= وضحجم

15
:2 مثال

 المنحنيين: بين المحصورة المنطقة دوران من المتولد الجسم حجم أوجد

4Y=Y5=4X,X48 شكل.٩

2٩

48 شكل
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 الحل:

 المعادلتين: حل يتم التقاطع نقط لإيجاد

y-  د تمهده

4
٢" = 4(6)k
٢-64k=0

XX-64)=0
X(X-4)(٢2+4X+16)=0
.K=0 Y=0 ر

k=4  ر={4

(48) (.شكل4.4) و(0.0) ما: التقاطع نقط..:

rwr=٠٧ -;»«أ

 ء-f«x-4 رر-
 ن16

-°Xم 
= m(2k-)19.2ز= m  وحدقحجم

80
:3 مثال

 المحور حول الأول الربع في الواقعة السطح قطعة دوران من الناتج الحجم أوجد

Xالمكافى بالقطع محددة القطعة بان علما Y2=8Xالعمودي البؤري والوتر 
x=2.ر,.إ«7 د.م.49 شكل 

 الحل:

 د
 عج

49 شكل
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 حيث٥ آ حجمي عنصر بأخذ

٥٧ = A.Ak = mY °.Ak
 حيث: المطلوب الحجم ينتج لانهائي عدد إلى العنصر هذا وبتجميع

+ =Ea: A

a وتعجم =4aX'; Y أ«=168= 'aX=[ء 

:4 مثال

Y°=8X  الكافى بالقطع المحدد السطح قطعة دوران من الناتج الحجم أوجد

50 شكل. البؤري الوتر حول=(2) العمودي البؤري والوتر

 الحل:

Y، ,±( )ما
 رد

 ة.،
١١١

/
 هه-را2

50 شكل

 يدور وعندما(50 بالشكل) كما جدا صغيرة افقية شرائح إلى السطح نقسم

(8-2 قطوه نصف قرص ينتج الشرائح هذه لاحدى الممثل(a2-8) المستطيل

:٥٧ حجمه ويكونdY وارتفاعه
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d٧ =m(2-X)3aY

٦ »أ=٩-٩٢+٤٦
4 2 4 ١a2 ر(-»]م ي"ء-

 ة648
y3 Y9

= 2n[4Y-4-+-]}
24 5(64)

4 256 .=2m-32 =m  وحد-تحجم
15 15

:5 مثال

Y٩=8X  المكافى بالقطع المحددة السطح قطعة دوران من الناتج الحجم أوجد

(51 .)شكلY الحور حولx=2 العمودي البؤري والوتر

51 شكل

 حو ادارقا وعند الرسم في المهشر بالجزء والممثلة السطح على شريحة توخذ

.2 الخلرجي قطره ونصفX الداخلي قطره نصف حلقي قرص ينتجY المحور

 مفرغ قوص طرح حاصل من الشريحة دوران من الناتج الجزء يكون ذلك وعلى

 حيث:A{, وحجمهX قطره نصف
٥٧,= MX1 ٥Y
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 حيث:2 قطره نصف والذي ,آه المجسم القرص من
AV, =a@2) AY

AY =  المهشرة الشريحة حجم

= ٥Y,-Aآ,

»a»-[ a٧- ««أ
64, "أء-،أءه- «ه

 ه=ay ر"±!-
64 5'
1 ٣= 8a[Y-]}

64 5
32 =٤ وحدقحجم
5

1 4و



 لأ تمارين

:Y  المحور حول الاتية المساحات من كل دوران من الناشئ الحجم -أوجد1

2=٢,0=٢,٠F=Y)ه( 
Y=X3,Y=0,=1(b)

,Y=2lnX,٢=2Y=0(c)

(d) Y=-/i,Y=  در
 والحيينv ٥- بين اخصورة الساحة دردان من الفاشن الحجم -أوجد2

 مد دارة ع فوما ا الصورة لدمة يروه لا شذيى ور
 المماسين. احد حول نهايتيه احد عند له والماسينr قطرها

 والمنحىX الحور بن المحصورة المساحة دوران من الناشئ الحجم أوجد-4

:X-1 Y والمستقيم X ء

X - المحور حول

Y - المحور حول

 المنحنى بين المحصورة المساحة دوران من الناشئ الدوراني الحجم أوجد-5

X-1 X=1,Y=1 المستقيم حول ٢٩-Y=1 والمستقيمين

 المنحنين بين المحصورة المساحة دوران من الناشئ الدوراني الحجم -أوجد6

.x =Y=X,Y المحور حول Y
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