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 أهم من كواحدة(matrices) المصفوفات الباب هذا في ندرس

 ومن عشر. الثامن القرن في ظهرت التي الرياضية الموضوعات

 لأول(atri) مصفوفة الرياضي المصطلح عرف قد أنه المرجح

 سيلفستير المعروف الإنجليزي الرياضيات عالم يد على مرة

(Sylvester J. J., 1814  في المصفوفات علم ساهم وقد(.1897-

 العلوم إلى بالإضافة نفسه الرياضيات علم في مذهل تطور إحداث

 علم بمثابة المصفوفات علم اعتبار ويمكن هذا، الأخرى. التطبيقية

 مرتبة نحيا الذي الكون هذا في الموجودة العناصر فكل الترتيب،

 وله العظيمة المعان من الكثير له ترتيب وكل الدقة. في غاية ترتيباً

 معين ترتيب لكل يكون بحيث آخر ترتيب أ عن تمييزه التي قيمته

 كما الأخرى الترتيبات من غيره عن ها يتميز جبرية( )غير قيمة

 المميزة والمتجهات(Eigemvalues) المميزة القيم باب في سنرى

(Eigenvectors.)ًمن الإنسان مكن الذي المصفوفات لعلم شكرا 

Algebriac) الجبرية المعادلات نظم ترتيب Systems)بالطريقة 

 سنرى كما ويسر بسهولة حلولها على الحصول على ساعدته التي

 والسادس. الخامس البابين في
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Matrices·-- ء: ه البات and Determinants  والمحددات المصفوفات3 بب

 المصفوفات عن مقدمة3.1

 المختلفة وأشكالها المصفوفة، معني على نتعرف الفصل هذا في

 العمليات وكذلك، ، نوع كل وخصائص وصفات وأنواعها

 والضرب. والطرح الجمع مثل لها تخضع أن يمكن التي الرياضية
 د ،،د،،،،،،-د،،،،،-د،،،،د،،،،،،،،،

١

Matrix - · ة المصفوفة

 شكل على الأشياء من معين ترتيب ألها على المصفوفة ثعرف

.(columns) (rows) وأعمدة  صفوف
AAA

 كما ]، أو[( القوسين) المصفوفة على للدلالة ويستخدم

 المصفوفات عن للتعبير(Bold) والثقيلة الكبيرة الحروف تستخدم

 كما المصفوفة عناصر عن للتعبير فتستخدم الصغيرة الحروف أما

 فإن فمثلاً سنرى.

a12 ٠٠٠ 8١٨811
22 ٠٠٠ 8٨81A='

«٨٨1 "m2 ٠٠٠»٨٨n

 منn وعدد الصفوف منm عدد من تتكون مصفوفة هي

 في المصفوفة هذه تكتب أن يمكن مختصر رياضي شكل وفي الأعمدة.

 الشكل

١1



Matrices and Determinants  والمحددات المصفوفات ه3 الباب

،

A-/«, m,٦=i ا٠ً , i٠٨= ز
 لرقمi يرمز بينما (،entries) المصفوفة عناصر إلى;;» يرمز حيت

 العناصر عليه تقع الذي القطر العمود. رقم عن فيعبر ز أما الصف

٨١n11٠0220433٠٠30«١٠ ،١ "ا يسمى

 القطر "عناصر القطر هذا على تقع التي العناصر تسمى كما

 للمصفوفة". الرئيسي
 المصفوفة رتبة

. grderofaMatrix
 عدد في مضروبا الصفوف عدد أنها على تعرف مصفوفة أية رتبة

 الأعمدة.
Aط A

 .اما2 لا3 هي °إأ- أ" الصوفة رتا فإن فملأ
0 0 -1

 ىااه «ساميد،}« سردا
 ترتيب أن إلا عناصر6 يساويA,B المصفوفتين من أي عناصر

 وبالتالي.B المصفوفة عناصر ترتيب عن مختلفA المصفوفة عناصر

 مختلفة. فالرتب
 --ي المتساوية المصفوفات

ualMatricesو Eز 
 وفقط إذا مساويان٨ .)ر«(- لا )رف(= فبين الصفو أن بقال

 له
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 ص

 ا،

 لكلa ز;=b; وكان الرتبة نفس كانتامن إذا
.٤- I.m n, ز=1&

A AA
 هع يمكن لا فمغلاً متساوية. تكون المتناظرة العناصر أن بمعنى

 الرتبة في اختلافهما بسب3.2 تعريف في كما ,،8 المصفوفتين

 تساويهما بسبب وذلك مثلاC,2 المصوفتين هع يمكن بينما

 أن فنجد3x2 هي منهما أي رتبه حيث الرتبة في

١ 21 20 0 0 باء إلإ:.• :ا 10 20 -1

Types of Matrices -  المصفوفات أنواع3.2
 الصفات في بعضها عن تختلف المصفوفات من كثيرة أنواع توجد

 لاحقاً عليها سنتعرف كما(rank) والمرتبة والرتبة، والخواص

 الفصل. هذا في بعضها نقدم الصفات، من وغرها

 س»»ق]e دة»» بصدفة {ة
 إذا أنه أي أعمدقا، عدد يساوي المصفوفة صفوف عدد كان إذا

m كان =nفإن المثال سبيل على مربعة. المصفوفة أن يقال فإنه 

0 9 ٠٠
C 2x2. 'ا ام المصفوفة  الرنة من مربعة مصفوفة هي

٢1
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(Row Matrix)  الصف مصفوفة

m) فقط واحد صف من تتكون المصفوفة كانت إذا  بغض (،1=

 فمثلاً الصف. مصفوفة تسمى المصفوفة فإن الأعمدة عدد عن النظر

l الرتبة من صف مصفوفة ]في١x48212 المصفوفة

(c0-٥١ س w»0a { اسس مصفوفة يي}أ
n) فقط واحد عمود من تتكون المصفوفة كانت إذا  بغض (،1=

 فمثلا عمود. مصفوفة تسمى المصفوفة فإن الصفوف عدد عن النظر

 ابداءه•• و سرية ى بإ" اصرة
(٥a ona1 و Mae»)  القطرية المصفوفة

,،

، أ ه دددددب»د،، د، ،د، د،٥ ،د»د د،٥٥ ،د ي ،د »، دد» ب،

 أن أي صفرية، القطرية غير عناصرها كل مربعة مصفوفة هي

 أي أصفار. الرئيسي القطر أسفل أو فوق الواقعة العناصر

 يعبر الأحيان معظم في أنه إلى الإشارة تجدر.i٧a,=0 أنزة

 الصورة في القطرية المصفوفات هذه مثل عن

,,@(...,A=diag(a,05,43القطر عناصر هي;@ حيث 

 كلها الآتية المصفوفات فإن المثال سبيل فعلى.A للمصفوفة الرئيسي

 قطرية: مصفوفات

 تنه
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 ا«

0 :.ل٠" 80 ا0
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

\0 20 0 0
0 0 0 0

 رو/000٥
4 0 0 1

 ا0000

 قطرية غير كلها الآتية المصفوفات بينما

-2 1
0 0

: ا":٠٠
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

١2 20 0 0
0,0 0 0

4 ا0080 0 2 1
'0 0 0 0

{3(Zero Matrix)  الصفرية المصفوفة

 أصفار. عناصرها كل تكون أن بشرط رتبة أية من مصفوفة هي

 مختلفة: رتب من صفرية مصفوفات هي الآتية المصفوفات فمثلاً

0 00 0 0 ا::ا}:ا:،00 00 0 00
 ،، ،، ،،د، ، ،،،،،،،، ، ، ،د ، ،،

,١
١

 ر

 و
١

١ Unit) ل: Matrix)  الوحدة مصفوفة

 منها وكل متساوية كلها القطرية عناصرها قطرية مصفوفة هي

n  الرتبة من الوحدة لمصفوفة يرمز وعادة الوحدة. يساوى

 وحدة مصفوفات هي الآتية المصفوفات فمثلاً.1 بالرمز

 لها،
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1 0 0 0
1 0 0

1 0 /0 1 0 0
I = I= 0 1 0 I 0 مة ا"٠٩٠'٠٠١٠= 0 1

 ا1000

(Augmented Matrix)  الموسعة المصفوفة

 مصفوفة أنها على]A/B[ بالرمز لها ويرمز الموسعة المصفوفة ثعرف

m) الرتبة من x(n  الرتبة منA المصفوفة من تتألف و1+

m xnالمصفوفة يمينها وعن Bالرتبة من m x1كمصفوفة 

 فإن المثال سبيل على إضافية.

3 2553 2 2 :ا-ه ا:٠ ا-=:-3{ أ 0l662 0

«3(Transpose Matrix)  المصفوفة مدورة

 بجعل أو أعمدة الصفوف بجعل عليها نحصل التي المصفوفة هي

 الرتبة من مصفوفة مثلاA كانت فإذا صفوف. الأعمدة

m xnالمصفوفة مدورة فإن Aبالرمز لها ويرمز 'Aمن تكون 

n الرتبة xm.أن بمعنى 

2 3 ٠ و- ::ء}4 1 0 9
4 9

٥٥٥

4اخت
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 ر «««٣ه««٣٣«٣ عع<<عه-، --<-ه٥"٠ -«ا±

 المصفوفات على الجبرية العمليات3.3
 جبرية. لعمليات تخضع آخر رياضي كائن أي مثل مثلها المصفوفة

 العمليات عن تختلف المصفوفات على الجبرية العمليات أن بيد

 الدوال أو المثلثية الدوال مثل الأخرى الرياضية للكائنات الجبرية

 وغيرها. الأسية

 على نجرى التي الجبرية العمليات بعض نقدم الفصل هذا في

 عدد في المصفوفة وضرب والضرب، والطرح الجمع مثل المصفوفات

 قياسي.
 د، ،د،،،، ، ،،،،،،،،،،،د ،،،،د، ،،،،،،،،د

١

Scalar Multiplication - } القياسي الضرب
 ، ، د،،، ، ،،،، ،،د،، ، ،،،،، ،،،،،،،

 المصفوفة لنعتبر

411 «12 ٠٠٠ "1M

 الرتبة منA'= ه2٨02221»

 مما:ه.، رم: -,لم
aالمجال عناصر من عنصر أي هو R، فإن إذن 

0 81٨a a12a a11
a a2و٨٠٠ a20 a21

0 A=

0 4)٨n٥٠«0 0 ه4٨٨2٨1

 عنصر كل ضرب عن تنتج التي المصفوفة هي»A المصفوفة أن أي

٢
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.0 العدد فيA المصفوفة عناصر٠
، ،،، ، ، ،د،،،،،،،،،

 المصفوفات وطرح جمع
 ،،،،،،د،،- د ، ،،،،، ، ، ، ،د،

 أن إلا )الطرح( الجمع لعمليات شروط توجد لا الأعداد عالا في

 آخر شرط يوجد المصفوفات عالم في المجال. نفس من الأعداد تكون

 )طرحها( جهعها المراد المصفوفات تكون أن وهو الشرط هذا بخلاف

 كل في المتناظرة العناصر بجمع الجمع عملية وتتم الرتبةز نفس من

 المصفوفتان هناك كانت إذا أنه أي منهما.

 حيثmx٨ الرتبة منA,»/= ا٠B ا=6, ا
R.1=&ز Im-ء]= [ً المصفوفة وكانت ،٤, Cحاصل هي 

 المعادلة فإن إذن.A=[a, ,اB=/b, المصفوفتين[ً جع
C=A+Bأن تعني 

+b;; ٧i=1,m nC, =ز1, ٦ ز ز»=

 من٨ ر»/= ,]Bً ,ا]= [ً المصفوفتان هناك كانت فإذا
i& ز M,آ= حيثmx الرتبة =1,m، المصفوفة وكانت 

 »/-د،,[٥ ً\=٥ المصفوفتين[ طرح حاصل هيc [ا-
 أن تعنيC=A-B المعادلة فإن إذن

C ;;b-٦ ز=4٦ ز ٧i=1,m  =ز1٠٨,

 تيه
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 ،;%.:": خاء
1 اد/:ا;، الإل 3 24 -٦ 5

51

 بز-ء،
5

 كد.

! 1-1'

 او٨-
١٦3 --1 8

-4 3

 الل

-10

٠٠٠ لتكا-/إ%"  تا، ازز:.
 «ممه بم،لأم.أيع.ب بد و الفل

C.3x2 هي رتبتها P هي x3 المصفوفة رتبة بينما3

 كر

 المصفوفات لجمع التالية والخصائص {الصفات
 بسهولة إثباتها ويمكن صحيحة {كلها

.(Commutative) [ تبديلية عملية هي المصفوفات جهع عملية]1

 فإن الرتبة نفس من مصفوفتانA,B كانت إذا أنه أي

A+B=B+Aكان فإذا 

 اخا
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3 0 9 -1
A= B= :]3 ::ا

 فإن

12 -19-13 0A •=++R=f::: /- ٠٠ ا"
٠٠-٢ إ//!٩;/ إ٨-٠ 4 84 80 0

 أي(.A4ssociative) إدماجية عملية هي المصفوفات جهع عملية]2[

C=A+(6+C)+(A+B) أن

 كان إذا ذلك على وكمثال
2 1 5 -1 0 1

A= ,B= C=4 ٦" 0 ٦' 9 7

 فإن

7 0 0 1 ٦ 1A-+B +Cا= + = »«: :، أ:: ا،
 أن كما

1«/A+(B+C)= 2 1 ٢ 5 0 7
4 ٦ 9 14 13

<٨ --مؤ .رت""
Muإ tiplicatiogfMatrices

 كما ليس ولكن البعض بعضها في ضرها يمكن أيضا المصفوفات

4 ا
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 أيضاً المصفوفات ضرب أن غير أخرى بطريقة وإنما الأعداد تضرب

 نفس على مصفوفتانA,B لتكن تنفيذه. من يمكن لكي شروط له

 أن بشرط المجال

B  المصفوفة صفوف عدد=٨ المصفوفة أعمدة عدد

m حيث xnالمصفوفة رتبة هي A، بينما nxpرتبة هي 

B A المصفوفة في . المصفوفة ضرب عملية فإن إذن B  المصفوفة

m الرتبة منC المصفوفة ألها على ثعرف xpأن أي 

A x B = C
m Xn nxp m xp

 المصفوفات، ضربه عملية خطواك
 ركلB من الأول العمود فيA من الأول الصف ضرب]1[

 في له المناظر العنصر في يضربA من الأول الصف في عنصر

 رقم الخطوة في الضرب حاصل جع يتم]B.)]2 من الأول العمود

 من الأول الصف في الأول العنصر مكان في الناتج ويوضع]1[

 الثاني العمود فيA من الأول الصف يضرب]C].3 المصفوفة

 العنصر في يضربA من الأول الصف في عنصر )كلB من

].2[ رقم الخطوة نكرر]4[(.8 من الناني العمود في له المناظر

 الصف في الثاني العنصر مكان]4[ رقم الخطوة ناتج يوضع]5[

 يتم حق السابقة الخطوات نكرر]6[ المصفوفة€. من الأول

 فحصل ،B من الباقية الأعمدة فيA من الأول الصف ضرب

 ته
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 الثاني الصف ضرب يتم]7[ المصفوفة€. من الأول الصف على

 آخر حتى وهكذا الثاني العمود في ثم ،B الأول العمود فيA من

. المصفوفة€ على تحصل حتق السابقة الخطوات نكرر تم عمود

٠+/٠٠--/[EE]
٠:}٠ ا:ا 0 4

 هي« المفوفة وربة ،3 هىء٨ المفوفة رتة أا نلاحف االكل
B A في الصفوف عدد يساوي x2 في الأعمدة عدد إذن ،2

 على محصل حيث الضرب عملية إجراء شرط يتحقق وبذلك

 إذن.3x2 الرتبة منC المصفوفة

:16
-6

11x1+2x0 1x2+2x4،م.مبًاء» ارير 
٦7٦1-5x0 7x2-5x4

 كد.
} لمصفوفات لضرب التالية والخصائص {الصفات

{ بسهولة إثباتها ويمكن صحيحة كلها أ

 الضرب كان )طام تبديلية عملية ليست المصفوفات ضرب]1[
 أن أي ممكنا(،

AB # BA

 ته
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 ممكناً( الضرب كان )طالما ادماجية، عملية المصفوفات ضرب]2[

 أن أي

(A8) C=A (BC)
 -/ب

 الجمع لعمليات قابلةA,B,C مصفوفات ثلاث لأية]3[

 فإن والضرب

A(BC)= AB+AC, (B+C)A =BA+CA
€3€€3

 المختزلة والمصفوفة البسيطة الصف عمليات3.4

 بعض عن عبارة هي المصفوفات على البسيطة الصف عمليات

 صفوف على تجريها والضرب والطرح، كالجمع، الجبرية العمليات

 تبسيطها. بغرض لها مكافئة صف مصفوفة على للحصول المصفوفة

 مصفوفة. لأية الصك غلى رياضية عمليات لثلاث الآن نعرض

 استخدامات في هاما دورا تلعب الرياضية العمليات هذه

 بأي صف أي تبديل]1[ هي: الثلاث العمليات وهذه المصفوفات،

 غير(scalar) قياسي عدد أي في صف أي ضرب]2[ صف.

 غير(scalar) قياسي عدد أي في صف أي ضرب]3[ صفري.

 آخر. صف أي مع وجهعه صفري

 لها
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 كانت إذا

61-2
211

A=/
310

 ه النوية عى سنة بجة عش عيد سفيي بكن فء
B,C,W  المصفوفات مثل لها المكافئة المصفوفات على لنحصل

/-2 ١ 6١ 6]٥ 1 3l
 م176١211211

،W-CB=  إ:::{: أ: أب;إ
[2 -3 4/[4 682 3 4]

 الثالث مكان الأول الصف بتبديلB المصفوفة على حصلنا حيث

 من عنصر كل بضربC المصفوفة على وحصلنا ،A المصفوفة في

 على حصلنا كما ،2 العدد فيA .المصفوفة في الرابع الصف عناصر

5 العدد فيA المصفوفة في الثالث الصف بضربW المصفوفة

 مصفوفة تسمىA المصفوفة فإن سبق مما الثاني. الصف على وجمعه

.B,C,D  للمصفوفات مكافئة صف

 ولكنها الأصلية المصفوفو تكافيء المكافئة الصف مصفوفة أن لاحظ

 تساويها. لا

 لقا
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 المكافئة الصف مصفوفة
RowEquivalentMatrix_

 الصف عمليات بعض إحراء بعد عليها نحصل التي المصفوفة هي

. عليها البسيطة
Aهد 

 ، كلها المقافنة للمصفوفات الأتية الخصائص
 أ بسهولة إثباتها ويمكن صحيحة

 إذا]2[ لنفسها. مكافئة صف مصفوفة هي مصفوفة كل]1[

 هيB فإن ،B للمصفوفة مكافئة صف مصفوفة هيA كانت

 هي٨ كانت إذا]A.]3 للمصفوفة مكافئة ص مصفوفة

 صف مصفوفة هيB وكانت ،B للمصفوفة مكافئة صف مصفوفة

 مكافئة صف مصفوفة هيA فإن ،C للمصفوفة مكافئة

.C  للمصفوفة
€3€3€3

 سد

Reduced Form of a Matrix -  المختزلة المصفوفة3.5

 عبارة وهي المختزلة المصفوفة يسمي ما المصفوفات علم روائع من

 تكافيء وهي وحدات. أو أصفار عناصرها معظم أخرى مصفوفة

 الأصلية المصفوفة تساوي لا المختزلة والمصفوفة الأصلية. المصفوفة

 تركيبتها على أولاً نتعرف دعنا عليها؟ نحصل فكيف تكافئها. وإنما

 لغا عليها. الحصول علينا يسهل حى وشكلها
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 المكافئة الصف مصفوفة
_: ز٠. ز يف: RowEguiyalentMatrix  از3.5 تعريه،

 المصفوفة" تسمىmxn الدرجة من التي٨ م المصفوفة
 ا،

 جي٠ ، الآتية: الأربعة الشروط تحقق كانت إذاA للمصفوفة" المختزلة

 وهذا الصحيح الواحد هو صف أي في صفري غير عنصر أول]1[

Leading) الدليل يسمى العنصر Enry].)2[عنصر أول كان إذا 

 فجميع إذن ع، رقم العمود في يقع" رقم الصف في صفري غير

 الذي الصف]3[ أصفار. هي ع رقم العمود في الأخرى العناصر

 غير عناصر على يجتوى الذي الصف أسفل يقع أصفار عناصره كل

 يقع ا' رقم الصف في صفري غير عنصر أول كان إذا]4[ صفرية.

n  رقم الصف في صفري غير عنصر أول وكان"1 رقم العمود في

.٥١ ى<3 فإن إذن ،٢<r بحيث وى العمود في يقع
AAA

 المختزل الشكل في كلها الآتية المصفوفات فمثلا
1 0 0 3 1

0 1 3 2 0 0 1 0 -2 4 1 -4 1 0
0 0 0 0 1 ،' 0 0 1 0 1' ٥ 0 0 1
0 0 0 0 0!  ل00000

1 0 0 1 0 0 1 2 0
0 1 0,0 1, 0 0 0 1
0 0 1 0 0

 المصفوفات اما٤

 لهه،
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1 01 2 0
0 4 2 0

٨-/١٥ /w-\o 0\. ٢""- ا" 0 0 0 1
0 10 0 1

 في صفري غير عنصر أول فإنA المصفوفة في مختزلة. كلها فليست

 كل ليست الثاني العمود وهذا الثاني العمود في يقع الثاني الصف

 عناصره كل الثاني الصفB المصفوفة في أصفار. الأخرى عناصره

 أولC المصفوفة في صفري. غير صف الثالث الصف بينما أصفار

 الصحيح. الواحد وليس4 للمصفوفة صفري غير عنصر

 إ%· ما: [خم±]+
 إا،:٠ از

 ،اه. لدبج.بزية
 مع والجمع ا، في٨ من الأول الصف ضرب ، الأولى العملية

 على فنحصل الثاني الصف

1 -3 1 ٦  ي{ا ا::.:4
10 1 -4 0

٥و1
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" العدد في فقط الثاني الصف نضرب الثانية، العملية
6

 المصفوفة على فنحصل
1 -3 1 -7 4

0 1 4 7 4
5 5 5 ي

0 1 -4 0 1

 مع والجمع ،3 العدد في الثاني الصف ضرب الثالثة، العملية

 -،1 العدد في أيضا الثاني الصف ضرب تم الأول، الصف

 على الترتيب على فنحصل الثالث الصف مع والجمع

٤
5

14
5

2
5

1 08
5

7 14
 د ،

5 51 0

 الإ-١٠١٥
1

7s
0

0 1 -4
5

0 1 -4

4٦4  د

555

0 0 -٤67 9

 على فحصل فج العدد في اندين الف هرب الرابعة، العملية

1 0-2 14 8
555
40 1 4 2

555

 :ي.،د .لو"لأث بو
 مع والجمع يمي، في أيضاً الثالث الصف ضرب ثم الناني،

 على الترتيب على نحصل الأول الصف

 لها
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1 0 7 14 8 1 0 0 35 13
5 5 د 5 16 16

0 1 0 7 5 0 1 0 28 20
4 4 د، ' 16 16

0 0 1 7 9 0 0 1 7 9
16 16 16 16

 المصفوفة هيA٨ أن نجد وهكذا

1 0 0 35 ١3٦
16 16 ر

٨٨ =/0 1 0 28 20/
16 16

0 0 1 7 9
16 ١6/

 كد.

 الحل
2 0 0

 بز:"
2 0 0

0 1 1

1: بث 0

2r-٣50/21 ا" ر
4

٠٠٠3"%3 ثمق/."/٠-  :ا.. إ:0 از الإ.إ:
0 3 1 1 2 0 1 0 1 -4 0 1

2 4  ي، ،ه0
0 3 1

1 2 0

0 ا٠٠ 3 1
13 1

١10

 ،٠'ابي
١01

 اها
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1 0 0
5 1 0 0 5
2 2

0 5 3r5 -٣3 0 51 0 ) 1 0 A4 =ا 4
0 3 1 1

0 0
-19

1
4

@@@
1

0
0

، -٢٥+٢35 1
0

13

-٣ -و٣ 1
B 2- 1  ر10

1 0 0

1

0
0 : ٢٥+٢١ 1

0

1

-Xr2
3 1  ر10

0 0 0

-٢3+"٥ 1
0

0  ر10 ا:٠

0 0
G@

0 إ، 3 1 -7

4 1 اء.ا:1 0

-3 1 7

4:2 -1 0 5 -2 5
1 -4 0 1 -4 0

1 0 -1 -14 8
1 -3 1 -7 4 5 5 5

1 1 ج /د0 -2 7 -4 3r5 +٣٦ 0 1 -2 7 -4
5 5 5 5 5 5

0 1 -4 0 1 0 1 -4 0 1

 تقها
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1 0 -1 -14 8 1 0 -1 -14 8
5 5 5 5 ي 5 5

-٣٥+٢ ج 1 -2 7 -4 -5 0 1 -2 7 -5 5 5 ١٤'3 5 5 د 5

0) 0 -18 -7 9 0 0 1 7 -1
5 5 5 18 2

1 0 -1 -14 8
5 د 5 5 د

2$r3 +rد /" 1 0 14 -1
9

0 0 1 7 -1
18 2

1 0 0 49 3
18 2

1 1 هr د/+0 0 14 -1/-CR9

0 0 1 7 -1
18 2

 كم.

-٠٠ "ل  مصفوفه ا مرتبه
Rank of a Matrix

 ر

 ،،،،، ،، ،،، ، ،،،،، ،،، »د،،،

rank (A) A بالرمز لها ويرمز (rank) المصفوفة  مرتبة ثعرف

.A  م المختزلة مصفوفتها في الصفرية غير الصفوف عدد أنها على
AAA

 ملة
 المصتوفات في الصفرية غير الصفوف عدد أن نجد السابق المثال في

 فإن إذن3 العدد هو المختزلة

rank (A)=3,rank (B)=3تعه 
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 الوحدة ومصفوفة المختزلة المصفوفة بين العلاقة}

 ،،،د،، ،،،، ،،،،،د،د،،،،،،،،،،،،،،

،n A الرتبة من شاذة غير مربعة، مصفوفة هي  المصفوفة كانت إذا

 الوحدة مصفوفة هي المختزلة مصفوفتها فإن إذاً ا،A/٦0 أن بمعنى

 أيضاً هي مرتبتها أن كما.1,, المصفوفة أي الرتبة، نفس من

.rank (A)=n n أن أي

 ب د.
Determinants  المحددات3.6

 وبعض أنواعها وبعض المصفوفات على السابق الباب في تعرفنا

 المصفوفة، عدد يسمى ما على نتعرف الفصل هذا في صفاقًا.

 وسوف الجبرية. قيمته حساب كيفية على ونتعرف خواصه وندرس

 لها ليس والتي المصفوفة عكس على جبرية قيمة للمحدد أن نلاحظ

 العناصر. من ترتيب مجرد هي بل جبرية، قيم أي
 د ،، ،ي ، ، ، د ، د» ج ،، ،،دد، ،د،د،

 إ"atacinar إ_المد-
 جبرية قيمة له رياضي كائن أنه علىA المربعة المصفوفة محدد يعرف

 ا.A الرمز/ أوdet(A) بالرمز له ويرمز
AAA

 عده فإن إأ٨، از الربعة الصفونة هي٨ كات إذا فمحلاة
 ء10

 ته
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 ا

. ٠4 3,
. اA ا=/ =ا4ً هوA المصفوفة 0 1

 المحددً رتبة
Order of a Determinant ١

١

،،،، ،،،،،،،،د،،، ،،،د،، ،دد،،، ل-.-­

(Order)  رتبة فإن إذن فقط المربعة للمصفوفات يعرف المحدد أن بما

 الأعمدة. عدد أو الصفوف عدد هي المحدد
AAA

n الرتبة من مصفوفةA كانت فإذا xn، ٨ تكون المحدد رتبة فإن.

 هذا، فقط. وعمودين صفين من يتكون الثانية الرتبة من المحدد فمثلاً

 في إحداها نقدم كثيرة بطرق للمحدد الجبرية القيمة حساب ويمكن

 آخذين عمود( )أي صف أي استخدام على تعتمد وهي الباب هذا

 لاحقاً. سنرى كما الإشارات قاعدة يسمى ما الأعتبار في

4 د«د د د،، د،د، ا د »د»د،4 - ة د

.٨=2 حالة في أي الثانية الرتبة من المحددات قيمة حساب ، أولا

d٠٦a١
 الأول الصف بستعدم ""ًأ.""3 النابيةا الرنة عدد لفرط

 أي٤»nr@-6> القداد هي الخدد هذا الجبرية القيمة أن نجد

«11 «12  ه=ا0121-114٦2
«21 «22

.٨=3 حالة في أي الثالثة الرتبة من المحددات قيمة حساب ثانيا،

 توا
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 باسايي:ي:.ب.، برما
 يلي كما تحسب المحدد لهذا الجبرية القيمة أن نجد الأول

«11 «12 «13
«22 023 «2١ «3

«23 =4١١ - 412 a33«21 022
432 433 «31

431 432 433

022«21
+a13/

432431

 بنفس الجبرية قيمتها تحسب: العليا الرتب من المحددات ثالثا:

 مراعاة مع الثالثة أو الثانية الرتبة من المحددات قيمة حساب طريقة
 التالية: اشارات قاعدة

٢  -،،--،،،،-د-د،،،،،-د،،--د،،،،-،،ب-،د،،

 بشرط عمود أي أو صف أي باستخدام المحدد قيمة حساب يمكن

: الآتية الإشارات قاعدة مراعاة

٢٢
 سد٢ إ

 ب٢

 ب٢{

٨٥٥

 لم
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4 إ،1
1 4 -9

(2x1)-4(275-2x-3٧5)1/=+232/=ا٨ ا 
 العل

 او+0 ا٥-/±± إغ
I ا٠;٠ 1

1 5

4 1 5

-9(281-3x4)-95
4 3[B=4'ا =ا x1-3x1-1
1 1

 كد.
 بنا«ر««««س««م

 المددات خواص?{
Properties of Determinants

 الصفات من الكثير تمتلك آخر رياضي كائن أي مثل مثلها المحددات

 خواص بعض نقدم يلي فيما تميزها. التي الرياضية والخواص

 حساها عملية تسهل الصفات هذه معرفة أن الحقيقة في المحددات.

 والوقت. ايجهد توفير في كبير حد إلى وتسهم
 باستخدام قمته تقيين أو المقند فق {ي
 أ عمود أي أو صف أي ز

 يعطى عمود أي أو صف أي باستخدام قيمه تعين أو أخدد فك

 الحدد فمثلا الإشارات. قاعدة مراعاة بشرط القيمة نفس

 لعقا
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 ا2-8
 يعطى الأول الصف باستخدام حسابه تم إذا اأ=إ](
 -ا82

((X/=8x(0x3-(-3)x8)+2x(1x3-(-3)(-2ا 
+4x(1x8-0x(-2))=218

 نفس على كصل الثان العمود باستخدام الحدد قيمة زباب

 أن نجد حيث النتيجة،

31 ا'48\48
 اx/=-(-2 ا«) /ءه\ً -إ8/"« -ا]218

-2 3/ /-2 3/ '1 3

 أعمدة أو صفوف على المحدد احتوى إذا يحدث ماذا ""بي' ا"
 أصفار؟ عناصرها كل فم،إيجة

- ،،، ،،،،،،،، ،د،،، ،،، ،،،، -د،-،،،-د،،،--د،-،،،،-د،
 هذا عناصر كل وكانت عمود أو صف على المحدد احتوى إذا

 فمغلا صفراً. تساوى المحدد قيمة فإن أصفاراً العمود أو الصف

1-52ا/090

» ه ة.»-أ«»-»٥
984 ا08١4

 في بينما أصفار عناصره كل الثاني الصف الأول المحدد في لأن وذلك

 أصفار. عاصره كل النا العمود النافي اخدد

 مقويةً صنوف طي المه اجتوي يناً ينث ما {ةي}
 أ. متساوية؟ أعمدة أ.أو٨

 تساوى قيمته فإن الحدد في عمودان أو صفان عناصر تساوت إذا

٥ نيو

4/
 اد-
3/
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1 2 3
 لتساو وذلك ا،865 =ا0 فإن المثال، سبيل على صفراً.

1 2 3

 والثالث. الأول الصفين عناصر
 ،د،،، ،،،،،،،،د،،،،،،د،،،،، ،،،-د،-،،،،-­

 الصوف تبديد عند المدد قيمة تغر هن أي} ؤم
 العكس؟ أو أعمدة إلي أ
 كل أو أعمدة إلى الصفوف كل تبديل تم إذا اخدد قيمة تفير لا

 مدور هوA' حيث اA ا=اA ا' أن أي صفوف. إلى الأعمدة

 فإن المثال سبيل على.A المصفوفة

b2 ب٤ بي;إن c21 b  و ا3 وا=

 إ نيثش:شاسب}5
 الحدد قيمة فإن قياسية كمية في )عمود( صف عناصر ضربت إذا

 القياسية. الكمية نفس في مضروباً الأصلي المحدد قيمة تساوى الناتج

 فإن قياسية كمية8 كانت إذا المثال سبيل فعلى

«426 a١4420٦
b b و 8 و b b ر 6 ر\ وb و
c3c28 cc3e2c١

 كان اذا فمثلا
٤

 لها،
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 ن

 ان

-4
0

20 1

١9 -49 -4 1

 ا٨ ه «-أهs ء
4 14 1 0

،- هد،،د،،،،،،،،-،،،،،-،،،،،،،،،،­،،

 يعني قياسية كمية في المحدد ضرب المحددات،فإن حالة في ;أنه

 واحد! عمود ضرب أو صف( )أي فقط واحد صف أضرب

 وليس القياسية الكمية هذه في المحدد من عمود( رأي أفقط

 إ المصفوفات. حالة في كما عنصر كل أضرب
4

 ،،،،،،،،، ،،،، «،،،،،،،د،،،،،،

-٢ --د،،،-،،د،،-،--،،-،،د،-،،-، ، ، ،،،د،، ،« د،د،،د،

 أ الد؟ قيمة إشرة تغر عيف {ةلإأ

 أو آخر صت مكت ف وضع تتر آدا قدة قمة شارة نهر
 فمثلاً آخر. عمود مكان عمود

١2 0 09 -4 1

»i-ود «
014ا01١4

 النافي. الصف مع الأول الصف لبديل وذلك
 صف مضاعفات جمع تم إذا المدد قيمة تتغير هل {تكةأ

 آخر؟ )عمود( صف إلي ز)عمود(
 عمود رأو صف مضاعفات طرح أر جع تم إذا اخدد قيمة تتغير لا

4-2 2
010 =ا2 المحدد لنفرض فمثلاً آخر. عمود( )أو صف إلى

1 -3 1

 لها،
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 الصف إلى الناتج ونجمع3 العدد في الثاني الصف نضرب والآن

• مدر،-او
 سنمر، ق:
 الأولى المصفوفة خدد يساوى مصفوفتين ضرب حاصل محدد

 فتان مصفرA,B كانت إذا أنه أي الثانية. المصفوفة محدد في مضروبا

 فإنnxn الرتبة من مربعتين

/AB /A//B/= ا

 كان فإذا

4 0 ،ز،2- 0

2 0 1 2 1011 ا0 :اسر ب=:.4-
AB=8,2ا= A/=4,/Bا 

-1 0

 أن نجد فإننا

 يجب دص

Inverse of a Matrix  العكسية المصفوفة3.0
 ما أو عكسها على تتعرف أن فلابد المصفوفة عرفنا قد دمنا ما

 لحساب طريقتين نقدم الفصل هذا في العكسية. المصفوفة يسمى

 باستخدام والثانية المحددات باستخدام الأولى العكسية. المصفوفة

 توجد مصفوفة لكل فليس حال أية على المختزلة. المصفوفة مفهوم

 تهيا
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 توجد لكي المطلوبة الشروط بعض أهنالك إذ العكسية مصفوفها

 مربعة تكون أن للمصفوفة بد فلا ما. لمصفوفة العكسية المصفوفة

 لها توجد حت الصفر يساوي لا أي صفري غير محددها يكون وأن

 عكسية. مصفوفة
- العكسية المصفوفة

lnverse of a Matrix

a الرتبة من مربعة مصفوفةA أن لنفرض xnيساوي ومحددهالا 

\A) الصفر  يرمز وA للمصفوفة العكسية المصفوفة تعرف ا(.#0

 الشرط: تحقق التيnxn الرتبة من المصفوفة بأنهاA بالرمز' لها

AA'=1,=-أ٨ 
 الوحدة. مصفوفة هي ا حيث

Aط 

 ،,ز مر، سقا بر مر٨ أن
 أن أي المقلوب،

 ي د،،، ،د،، ، ،د» دب

٨ أية

 القسية للمصفوفة أزية النظريات
 صحيحة كلها

 أن هو معكوس للمصفوفة يكون لكي الكافي و اللازم الشرط]1[

 وجد إذا]2[ ا.A/=0 الشرط يتحقق وأن مربعة، المصفوفة تكون

 لها
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 أنه إثبات يمكن]3[ وحيد. المعكوس هذا فإن للمصفوفة معكوس

 فإن ا،A إ جB,/0 =ا0 بحيثA,8 مربعتين مصفوفتين لأي

(AE)'=E-٨-
€3c33

 والتق٨ المربعة للمصفوفة٨1 العكسية المصفوفة على للحصول

 طريقتين. لدينا الصفر يساوي لا محددها

 الأولى. الطريقة

 المرافقة العوامل مصفوفة تسمى ما أولا نكون]1[

(Cofactors matri)المصفوفة في عنصر كل يستبدل بأن وذلك 

Aالإشارات. قاعدة مراعاة مع له المرافق بالعامل 

 المرافقة العوامل لمصفوفة(ranspose) المحورة المصفوفة نوجد]2[

A adjoint) للمصفوفة matri)  المرتبطة "المصفوفة تسمى والتي

. Adز (A)  بالرمز لها ويرمز

 الشكل فيA!- العكسية المصفوفة على نحصل]3[

(٨4i ٨ »إ=8) A

 ل(



Matrices and Determinants  والمحددات المصفوفات ه3 الباب

./]E[بد بدا. بب: دبا 
 ،ب. ا:

 يوجد با ر، رسممةم،٨ لمنو، ا4 الحل
"A.بالرمز لها ولنرمز المرافقة العوامل مصفوفة نوجد C، إذن 
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 ان اي ، الصفوية عورة وهي )ه(لأم الربطة الصولة يكون
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- بن٠ يس٠ إ٠ 5]إ-ا [خا
 /%/-، -ا«ا["0

 لأم.ر"يدم عد مرمة ه لمبرة اذ4 الى

 لرية "ا/ب مي،ا%م ا«اننا الرمل سمونه

 فهي المرتبطة

-٥d
421- -ر«سه"[" 411

 مميزي المداح بد
٨ "-ج-«»+م--/" 41-Aر»١١ 

 كه.

 العكسية المصفوفة على للحصول أنه السابق المثال من

 علينا سريعة، بطريقة الثانية الرتبة من مربعة لمصفوفة

 الآتية الثلاث الخطوات اتباع

 تغيير يتم]2[ الرئيسي. القطر عنصري موضع تبديل يتم]1[

 عناصر من عنصر كل قسمة يتم]3[ الآخرين. العنصرين إشارتي

 ا.A المحدد[ قيمة على الناتجة المصفوفة

 الثانية، الطريقة

 ه
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 ومفهوم الموسعة المصفوفة مفهوم مفهومين. على تعتمد الطريقة هذه

n xn A الرتبة من  المربعة المصفوفة الآنن لنعتبر المختزلة. المصفوفة

 هيI ، حيث ]،A[,/ الموسعة المصفوفة نكتب ا،A ةا0 حيث

 الصف عمليات نجرى تم ،nxn الرتبة من الوحدة مصفوفة

 الشكل علي لها المختزلة المصفوفة على للحصول عليها البسيطة

 المصفوفة مكان ظهرت الوحدة مصفوفة أن نجد حيث ا،A/l م]

Aأن أي العكسية المصفوفة وبجانبها 
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 أن تجد الأولى الطريقة باستخدام

 الند،
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 ا
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٠±' %-«ا» -إ", أو
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 مسائل3.9
A,3A,A أوجد]1[ -B,A +2B-كان إذا 
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,AB احسب]3[ AC, A+4BA,2c-' - 2Bأن علمت إذا 
0 0 1 01 1 1 02 1 0  بء:ربي«{:ز.، إب::

٨1 إ;-/213-22٢3

 فات للمقو وجودعا» حانة ري العكسية المصفوفات أوجد ا""

4ا
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321 ا33
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 كان إذا ،AX=B المصفوفية المعادلة حل]5[

٢1 42 3 ٠ و /إ;٢٠0٢+ ;ج
 به رء سأشر.ارميرا: ا,ن

[1

1 -1 3

2 3 1 0 ا٥٠3١٠٥-٥١ 0 0 0]
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.،3 0 5 =83 أن فك بدون اثبت]7[
-8 3 11
1 a b +-c

.،1 b a-+C - 0  أن فك بدون اثبت]8[
1 e a -+b

 ش،
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 أ المحددات خواص باستخدام إثبت]9[

f»/ ا2 « ١
-«(s-٥ ه()وه=-)«-«ثم ر١ ()ه 

3[n1«ق و 

 الخطة العادلات -نظم وجوه حالة -في الحل أوحد ا""ا

 +ر±-٥+٢3=3
2x- 3x5-2=5د 
3٤, +25-٢=1
-5٤\+٤٥+٤3=0
2x-32=٢5و- 

2x3 ٤ ر+9=±3-
±-١++٢ =و1

2x-3=-2
4٦, +2x5-٤3=  ا

+±­ =ج+0
-3x -٢3=٥

٤\- 3x5 +٢=1
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x=1+5٢ -ر3 د

2x,=0
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 ي

3x +x=1
2x, +±=0

٤+٢+ ب بي ، =0
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