
 الخطية الجرية نظمالمعدت5
LiearSystens ofAlgebraic Lquations

 نظم وهو ألا جداً، هام موضوع على الضوء نلقي الباب هذا في

 أن حقيقة في تكمن الموضوع هذا وأمية الخطية. الجبرية المعادلات

 النهاية في تؤول رياضية أو هندسية مشكلة لأية العلمية الحلول

 الجبرية. المعادلات من أنظمة حلول إلى الأحيان معظم في

 الخطية النظم هو الأول النوع نوعان. منها يوجد الأنظمة هذه

Linear System،) الثاني النوع أما الباب، هذا موضوع وهو 

.(Non-Linear System)  الخطية غير النظم فهي

 مثل الخطية النظم من مختلفة نوعيات على نتعرف الباب هذا في

 غير والنظم (،Homogeneous) المتجانسة المعادلات نظم

Non) المتجانسة Homogeneous،) المعادلات )عدد المربعة النظم 

 لايساوي المعادلات )عدد المستطيلة والنظم المجاهيل(، عدد يساوي

 المختلفة، الحل طرق على أيضاً نتعرف كما المجاهيل(، عدد

 نظام. كل تناسب التي

 لأنظمة الحلول لإيجاد مدخلان يوجد أنه إلى الإشارة وتجدر

 الطرق باسم يعر، الأول المدخل الخطية. الجبرية المعادلات

Direct) المباشرة Methods،) بالدراسة إليه نتطرق سوف ما وهو 

 التكرارية الطرق باسم يعرف الثانى المدخل الباب. هذا في
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(iterative methods)هذا، السادس. الباب في له نتعرض وسوف 

 المقدمة الطرق معظم أن أيضاً بالملاحظة الجدير ومن

 مفاهيم على تعتمك المعادلات نظم حلول على للحصول

 معظم عيه تعتمد الذي الزاوية حجر اعتبارها يمكن التي المصفوفات

 ا-لول. طرق
 جrن..يو@يye وgmeeا ااشاةgلاy.3/m تسيي«زجوهنسنتير سامتنعتاياد بالهةي ج#يينةيي

 الخطية الجبرية العادلات نظم٤.5

 المعادلات من عدد عن عبارة هو الخطية الجبرية المعادلات نظام

 فةا معر هو النظام حل ويكون المجاهيل، من عدد في الخطية الجبرية

 مجهول كل أن تعني هنا الخطية والنظم المجاهيل. هذه قيم

(Unknown،) ,كما فقط الأولى للقوى مرفوعاً يظهر ،٤ 

 ±،٤ د الشكل على التي الحدود، من أي النظام في لايظهر أنه

 لنظام العام الشكل على التعرف ويمكن هذا،• ز= يكون حيثما

 في خطية، معادلةn عدد من يتكون الذي الخطية، الجبرية المعادلات

 الرياضية الصورة في كما مجهولm عدد

411-٤ +«12٠t2+
021-1 +622t2 +

«٨1-1 +4٨2-!2+

+ 41٨٨-,٨٨ =b  ر

+ 42٨٨٠٤٨٨ =b

+ «٨٨٨--٨٨, =b,ر 

(5.1)
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،i=1,n ,»، حيث ، (Coefficients)  العامات فإن بالطبع

، (Free Terms) m, المطلقة أو الثابتة الحدود وكذلك ا=ز،

 فهي ز=m,1 حيث٤ أما معطاة، تكون-1٠٨ حيث ;ا،

 لهذا المطلوب الحل ويكون قيمها. على الحصول المطلوب المجاهيل

 كل نحقق التي أ±،+2.. .ا٨ ر المجاهيل هذه قيم إنجاد هو النظام

 النظام. معادلات

 المعادلات أنظمة حل على للحصول طرق عدة توجد الحقيقة في

 معظم في أساسي بشكل المصفوفات وتستخدم الخطية. الجبرية

 في البدء وقبل لكن الخطية. النظم حلول عن تبحث التي الطرق،

 الشكل في(5.1) النظام أولاً نضع الطرق هذه مع التعامل

(Matriv Form)  المصفوفي

AX= B
 حيث

«1٨«12b ٤ ر ر 611
«2m422b x tR= =x,, "؟ ? :A  ، و21'

«mn4٨2ا٠. /ا٠٠ 
 المعاملات" "مصفوفة تسمىxm٨ الرتبة من والىA المصفوفة

(Coeffrcient Marix،) يعبر حيث nبينما الصفوف، عدد عن 
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 فتسمىnx1 الرتبة من المصفوفة أما الأعمدة. عدد عن١ يعبر

 تسمىnx1 الرتبة منB والمصفوفة المجاهيل"، "مصفوفة

 تسمى وأحيانا المطلقة، الحدود مصفوفة أو الثوابت" "مصفوفة

.(Target Matriv)  الهدف مصفوفة

 مصفوفة لشكل طبقاً الخطية الجبرية المعادلات نظم وتنقسم هذا،

 إذا المتجانسة النظم هو الأول النوع النظم، من نوعين إلى الهدف

 غير النظم هي الثان والنوع صفرية، الهدف مصفوفة كانت

 صفرية. غير الهدف مصفوفة كانت إذا المتجانسة

(5.1) الشكل على التي النظم تلك بأنها المتجانسة غير النظم وتعرف

 واحد عنصر الأقل على يوجد أن بشرط(5.2) المصفوفي الشكل أو

 المعادلات ونظم هذا، الصفر. لايساويB الهدف مصفوفة من

 الحالة حالتين، إلى تنقسم نفسها هي المتجانسة وغير المتجانسة

 إذا والثانية المجاهيل، عدد لايساوي المعادلات عدد كانن إذا الأولى

 المجاهيل. عدد يساوي المعادلات عدد كان

 -ور، ي».:-ا.
. أفه نبط المتجانسة للنظم بالنسبة
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 مصفوفة وكانت المجاهيل، عدد مع المعادلات عدد تساوى إذا(1)

 لايوجد الحالة هذه ففي]A/=0 أن بمعنى شاذة غير المعاملات

.(Triwial Solutions)  فقط الصفرية الحلول إلا للنظام

 مصفوفة وكانت المجاهيل عدد مع المعادلات عدد تساوى وإذا(2)

rank (A)<n 0=[A] كان إذا أو (Singular)  شاذة المعاملات

rank ،) النظام معادلات لعددn يرمز حيث (Aالمصفوفة رتبة هي 

Aبالإضافة الحلول، من لانهائي عدد له الحالة هذه في النظام فإن 

 الصفرية. الحلول إلى

: انه فنجد المتجانسة غير للنظم بالنسبة
 مصفوفة وكانت المجاهيل، عدد يساوي المعادلات عدد كان إذا(1)

 وحيد حل يوجد فإنه (،A ة[0 يكون أن بمعى شاذة، غير المعاملات

(Uniaue Solution.)عدد يساوي المعادلات عدد كان فإذا 

 حل فلايوجد اA =ا0 شاذة المعاملات مصفوفة وكانت المجاهيل

 الإطلاق. على

 ففي المجاهيل عدد من أكبر أو أقل المعادلات عدد كان وإذا(2)

 رتبة أن بشرط الحلول، من لانهائي عدد يوجد فإنه الحالة هذه

(rank)المصفوفة Aرتبة تساوي (ranl)الموسعة المصفوفة 
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(A/B[ (augmented mariv[أن يشرط أي 

)،( A/B]-rakا rankسنرى. كما 

 الأقل )على حل يوجد دائما المتجانسة للنظم أن

 والتي المتجانسة، غير النظم عكس على الصفري(. الحل

 دائماً. حل لها يكون أن الضروري من لير

 امم د و، .س.ة {؟
 المباشرة الطرق وأفضل أهم من تعتبر طريقة باستخدام الخطية للنظم

 حد على المتجانسة وغير المتجانسة الخطية المعادلات أنظمة لحل

 عدد تساوي حالة في للاستخدام صالحة الرائعة الطريقة وهذه سواء.

 تسمى وهي التساوي، عدم حالة وفي المجاهيل عدد مع المعادلات

 الاختزالية" جوردان جاوس "طريقة
 ه

(Gauss - Gordan Reduction Method،) العالمين إلى نسبة 

,Gauss) جاوس الجليلين C.F.,  وجوردان(1777-1855

(Jordan, C. M.,  بالاختزالية الطريقة سميت وقد(.1838-1922

 يتم إذ الاختزالية. المصفوفة على بالأساس تعمد لأها

 بالنظام مثلاApX=B المعادلات نظام استبدال
AX=-B، م المصفوفة حيث Aلمصفوفة الاختزالية المصفوفة هي 
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 لمصفوفة المختزلة المصفوفة هيB, والمصفوفة ،A المعاملات

. B  الثوابت

Gauss- Jordan  جوردان- جاوس طريقة5.2
 المتجانسة النظم لحل جوردان جاوس طريقة استخدام يمكن

 خطوات عدة من تتكون وهي سواء، حد على المتجانسة غير والنظم

 التالي: النحو على

A A( المعاملات مصفوفة اختزال يتم(1  م المختزلة المصفوفة إلى

. Aم X=0 AX=0 النظام حل يكافيء  النظام حل فإن وعندئذ

 أي في والموجود الصحيح الواحد أي الدليل، العنصر كان إذا(2)

 المصفوفة في ز رقم العمود في يقع ،A٨ المختزلة المصفوفة في صف

،(ependent variable) A٢، تابع متغير يعتبر;± المتغير فإن

.(independent variable)  المستقل بالمتغير يسمى ;د فإن وإلا

 وتوضع المستقلة، المتغيرات بدلالة تابع متغير كل يعبرعن(3)

 مصفوفي. شكل على الحلول )عمود( مصفوفة
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 ان

 تم ومن أختيارية، قيم أية تعطى المستقلة )المجاهيل( المتغيرات(4)

(.3) رقم الخطوة باستخدام النظام حل نوجد

 مصفوفة هيA حيث اA/B[ الموسعة المصفوفة اختزال يتم(1)

 المختزلة المصفوفة إلى الثوابت مصفوفة هيB بينما المعاملات

 النظام حل يكافيءAX=B النظام حل فإن وعندئذ]A/B م[

. ٨٨X=B٨

(rank) A رتبة تساوي (rank) المصفوفة ( رتبة كانت إذا(2

 فإنه يتساويا لم فإذا حل يوجد للنظام فإن]A/B[ الموسعة المصفوفة

.(no solution)  حل للنظام لايوجد

 أي في والموجود الصحيح الواحد أي الدليل، العنصر كان إذا(3)

 المصفوفة في ز رقم العمود في يقع ،A م المختزلة المصفوفة في صف

،(dependent variable) ;x تابع متغير يعتبر Ap، المتغير فإن

.(independent variable)  المستقل بالمتغير يسمى ;د فإن وإلا

 وتوضع المستقلة، المتغيرات بدلالة تابع متغير كل يعبرعن(4)

 مصفوفي. شكل على الحلول )عمود( مصفوفة
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 يsa-يدععععسسعeaauنe¥s.. سسيسيمaسيrsدeد

 .عم•eg ا:tصاaيeتmهج،٣-

 تم زمن أختيارية، قيم أية تعطى المستقلة رلجاهيل( المتغيرات(5)

(.3) رقم اخطوة باستخدام النظام حل نوجد

Homogeneous Systems -  المتجانسة النظم5.3
 من عدد عن عبارة هو المتجانس الخطية الجبرية المعادلات نظام

 الثابتة الحدود أن بيث اجاهيل من عدد في الخطية الجبرية المعادلات

 النظام فيB المصفوفة أخرى بكلمات أصفار، المعادلات جهيع في

 المتجانس النظام لنعتبر صفرية. مصفوفة هي المتجانس

(5.3)

+4١٨٨-,٨٨, =(

+02٨٨ ا-٨٨,=0
«111 +0122 +
421١ +022 +

+4٨٨٨٨-,٨٨, =0«٨11 +4٨22 +
 الشكل يأخذ فإنه مصفوفي، شكل في النظام هذا وضعنا وإذا

 والجميل المختصر

(5.4)AX=O
 حيث

 ب

«12411
1٨»٤1 ا0٠

, 0=2, X=02٨«22
٠ ا%"0

l٠ ا٠٨«mm«٨2«٨1
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 اد

 مصفوفةX المصفوفة المعاملات، مصفوفة هي٨ فإن بالطبع

 صفوف عدد أن كما الثوابت. مصفوفة هيO والمصفوفة المجاهيل،

 الأعمدة عدد يعبر بينما النظام، معادلات عدد عن يعبرA المصفوفة

 هذه قيم إلا هو ما للنظام العام الحل ويكون المجاهيل، عدد عن

 النظام. معادلات كل تحقق والتي ،٧١-٠٠٠٠٨٨٧2 ر المجاهيل

 الأولى الحالة لحالتين، هنا نتعرض(5.4) النظام حل على وللحصول

 عندما أي ،m المجاهيل عدد من أقلn المعادلات عدد يكون عندما

m> n، عدد مع المعادلات عدد يتساوى عندما الثانية والحالة 

. m = ٨ عندما أو المجاهيل
، ،،،، ر د ،، ،، ،،، ،،، ،،،،،،

 غدد من أقل المعادلات غدد
 المتجانس النظام نيي المجاهيل

 التي الحالة في المتجانس الخطية المعادلات لنظام العام الحل لإيجاد

 يكسون عندما أي المجاهيل، عدد من أقل المعادلات عدد فيها يكون

m>n، حيث nبينما المعادلات عدد هو mالمجاهيل، عدد هو 

 تضمن والتي الاختزالية، جوردان جاوس طريقة نستخدم فإننا

 لكن الصفرية. الحلول إلى بالإضافة الحلول، من لانهائى عدد وجود

 يجب عملياً الطريقة هذه تطبيق في البدء وقبل حال أية على

 الأتية. النظرية على التعرف
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 ان

 د،،-د،،--د،،،-،،-- هد،،،-،،،،،،د-،،،،،د--،--،

١

 المتجانسة النظم حل عن
 -،،د،د--،،،د-د،،،،،-،،،،د-،-د«،-،،،،

 ا«

Ap nxm، وكانت A الرتبة من مصفوفة ( كانت (إذا1

 يكافيءAX=0 المعادلات نظام حل فإن إذن المختزلة، مصفوفتها

. A٨X=0  النظام حل

 الحلول عدد فإن إذن ،nm الرتبة منA المصفوفة كانت إذا(2)

Fundamental) الأساسية Solutions،) المرتبطة غير أو المستقلة 

Linearly) خطيا lndependent)عدد أخر بمعنى أو 

A4rbitrary) الاختيارية القياسية الكميات Scatars،) تكون والتي 

 يساويAX=0 المتجانس النظام حل في اللانهائي الحلول فضاء

m) حيث٢ العدد ،r =m -rank (Aالنظام. مجاهيل عدد هو 

 خاء-":
4xg=0+3x5 ٤ ر-3-7٢٥+

(i)0=3 وr-25+٤ إ
-4x3 +٤5 =0

3 وعددm5 مجهول5 عدد)( النظام في يوجد أنه الواضح من الجل

 نضع المجاهيل. عدد من أقل المعادلات عدد أن أي ،n=3 معادلة

 على فنحصلAX=0 المصفوفية المعادلة شكل على)( النظام
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 ا

 اد

(ii)٤
 حيث

0·[0

1 -3 1 -7
1 2 -3 0

 :ا٠٠٠
0 إ/٢3 بم

1١ ا٤١

•. ي} ه ودا
٢41

-3 1 -7
2 -3 0
1 -4 0 إ0

 أن فنجد

35 13
1 0 0 I6 I6

28
16AR=١0 1 0

9٦ I60 د، 0 1 I

A  م المختزلة، المصفوفة في الصفرية غير الصفوف عدد أن وحيث

 أو ،3 العدد هوA المصفوفة مرتبة فإن إذن ،3 العدد ي يساو

rank فإن بالأحرى (A)=3.من الثان الجزء وحسب 

r هو الأساسية الحلول عدد فإن(5.1) النظرية  حيث3=

.r =m -rank (A)=5-3=2

 النظام حل أن نجد(5.1) النظرية من الأول الجزء وحسب الآن،

 النظام حل أي ،A مX=0 النظام حل يكافيء المعطى



Linear Systems -  الخطية الجبرية المعادلات نظم•5 الباب

1 0 0 35، 13  ز+
16 16 +2 0

0 1 0 28 20
16 16 = 0

0 0 1 7 9 4 0
16 16 ٢s

 أن نجد جوردان جاوس طريقة من(2) الخطوة من

 ومن مستقلة. مجاهيل(x )جد,و تابعة، مجاهيل ,ج+,إ(3)

 )ؤد,ر±(،إذن بدلالة ,ر±(62,3) عن يغبر(3) الخطوة

13_35
35 لا1= ج16 د5 د د، 13-s=0جi43-1 دج.

(iii)
 -و»ه$-».ه+»0 =إ٠ ه-٤٤ »ه%+

9٦7+3=-i٤4i٤59٦ s=03+3٤-3٤4 د

 وقمنا =و،٢4+٢g+0=xs,0 أن الآن اعتبرنا إذا

 يمكننا فإنه(iii) المعادلات من )ودوز( المجاهيل عن بالتعويض

 الشكل في د(r4,3,,1 دs) المجاهيل لكل مصفوفة تكوين

٦ -ب٤ /إ١٤\٠ iا i 16i65 ا
22028
5¢٩1¢1 أ أ١,٠

9
16
0

1

8
6

 د5+\٦/٨±=

16
1
0

٤1
32



Linear Systems  الخطية الجبرية المعادلات نظم•5 الباب
 ان د

 تعطي الاختزالية جوردان جاوس طريقة من(4) رقم الخطوة

 مثلاً فرضنا فإذا (،x )جد,ي المستقلة للمجاهيل اختيارية قيماً

 الشكل على تصبح المصفوفة فإن =بلا،0 د,g=٨ أن
35 13

31 16 ١6 / ٢ 35٦ ٢-13
v2 28 20 -28 20

16 16
X= 0= 3وx ا 7، +8 9 =٥ -7 -١-٥ (iv) و ا

4 16 16 ر 16 0
1

0٥ م 0 ١3g 16
0 1

 له

 حيث

1 1a=-a, b=-/
16 16

a, ٥ فما قياسيتين اختياريتان كميتان هنا توجد أنه الواضح من

 من لانهائي فضاء هو بل وحيداً، حلاً ليس الحل هذا فإن هذا وعلى
 يتغير اختيارية، قيماً لتأخذa,b قيم تغيرت كلما أنه إذ الحلول.

 الحلول، من لافهائي عدد على النهاية في لنحصل لذلك، تبعاً الحل

.(space ofsolutions) "  الحلول "فضاء يسمى ما مكوناً

 عدد الواقع في هو(imension) بعده الحلول من الفضاء هذا

 بعد مثلاً، المثال هذا ففي.a ا, الاختيارية القياسية الثوابت

.2 العدد هو الحلول فضاء

 د.
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 و«« صد يد

 ،،،،،،،،،،د ،،،د، د،،،،

 الشكل على يصبح الحل فإنa ا==1 كان إذا ما حالة في

 مي،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،،--،،

-1335
20-28
9-{X=/-7
016

160
 ل

 )المصفوفتان( العمودان

35-13

-١٢9 , -7
160

 ا،، ه
 لنظام الأساسيين" "الحلين يسميانX الحل لمصفوفة المكونان

 غير مصفوفتان بالتأكيد وهما المعطى، الجبرية الخطية المعادلات

 دغ.:..
2g=0+٤٨+3+إ­ 

٧3 +3x3 g=0 د4+
x;+2x3+3+٤4+0٢ =ج
-3x,+٢٥ -+4rg=0
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 ان اان

 وعدد مجهول،5 عدد يوجد أنه التجانس النظام هذا في الواضح من الطل

 نضع المجاهيل. عدد من أقل المعادلات عدد أن أي معادلة.4

 إذن ،AX=0 المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولا

٢٦10 ا0 21-1
\0+2

40310
٢3 =

1121 1 ا0
 ا0

 و±
4013 0

٢s
 أن نجد حيث
90001 82110-1
5 د

0010  د

40310 8-»A٢=A=] 9010011121
8
240013

1000 8

Ap  المختزلة المصفوفة في الصفرية غير الصفوف عدد أن وحيث

rank فإن إذن ،4 العدد يساوي (A)=4، الثاني الجزء وحسب 

 فضاء في الاختيارية القياسية الكميات عدد فإن(5.1) النظرية من

.m -rank (A)=5-4=1  يساوي المتوقع الحلول

 النظام حل أن نجد(5.1) النظرية من الأول الجزء وحسب الآن،

 النظام أي ،A مX=0 النظام حل يكافيءAX=0 المعطى
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 الوحيد المجهول هوr ج بينما تابعة، مجاهيل هي٢١٠٠2٠-٠43٠

 المجاهيل على تحصل أن يمكن ،3 رقم الخطوة وبواسطة المستقل.

. ج المجهول بدلالة ,إلا2,3,-4

 مصفوفة فإن أختيارية قياسية كميةc حيث ،٢ =جc وضعنا إذا

 الشكل عندئذ تأخذ الحلول مصفوفة أو المجاهيل كل
 و

9
٤ ر8 ر ا9 5 -53

1 e=;٠8-او 
8

=٨9=CX= ± ا
8 2

22٨
8825

1

--[Eت±] ٠٠٥٠٠-٠٠ بد٠ ا
 د.
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 هد

 مجهول،3 عدد يوجد أنه المتجانس النظام هذا في الواضح من الل

 نضع المجاهيل. عدد من أقل المعادلات عدد أن أي واحدة. ومعادلة

 إذن ،AX=0 المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً

١٠0 ب٠
 إجاد الآن يكن العاملات، مصفوفة هي٨]-12[ حيث

 المصفوفة أنها لنجدA للمصفوفةA م المختزلة المصفوفة

]1 2 1=[Aفإن وبالتالي ،٨ rank (A)=1.النظرية وحسب 

 الحلول فضاء في الاختيارية القياسية الكميات عدد فإن(5.1)

-m يساوي ranl(A)=3-1=2.من(2) رقم الخطوة من 

 الوحيد المجهول هو٤ إ المتغير أن نجد جوردان جاوس طريقة

3 رقم الخطوة ومن مستقلان. مجاهولان ماv ,و٤3 بينما التابع،

 يمكن أنه وبما ودوود، المجاهيل بدلالة إ± المجهول على نحصل

x3 أن اعتبار  أختيارية قياسية كمياتa,8 حيث =و،8,4=

 هي الحلول مصفوفة أو المجايل مصفوفة فإن إذن

1-2 -و3

2333 ااز«٠

-2a-8 -2 -1

0a+8 :ا إز«إلا} 0 1
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 د

3 :.:ل::· 0 1

.٥
 عدد يساوي المعادلات غدد

 ،،،،د،،،،،،،،،،،،،،،،، ،،،،،د ،
١

١
٤

 المتجانس النظام فيى المجاهيل
 ر ي ي

 ، د، د٥ د و٥٥ ب٣ ب د

 يكون فيها والتي الحالة، هذه في المتجانس الخطي النظام حل لإيجاد

 هوn حيث ،m=n أن بمعنى المجاهيل، عدد مساويا المعادلات عدد

 نستخدم أيضا فإننا المجاهيل. عدد هوm المعادلات، عدد

 جوردان. جاوس طريقة

 نقدم الأمثلة، بعض على الطريقة هذه تطبيق في البدء قبل ولكن

 وطبيعة ماهية تحديد في كبيرة أهمية من لهما لما الآتيتين النظريتين

 الأمثلة. بعض حل في ذلك سيتبين كما الحالة هذه في الحلول

 سنمت د>ابرية
 وكان ،nxn الرتبة من مربعة مصفوفةA كانت إذا

rank (A)=n، المتجانس النظام حل فإن إذن AX=Oالحل هو 

.n O الرتبة من الصفرية المصفوفة هي X=0 حيث  الصفري
€3€3G3
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 اخرى بكلمات
 كان إذا أو ا(A/=0) شاذة غيرA المربعة المصفوفة كانت إذا

٨=/Aالمتجانس النظام حل فإن.٨ AX=O0 الحل هو=

. الصفري الحل أو البديهي بالحل يسمى والذي

،A ٨ ,ا= فإن إذن ،rank (A)=n  أن لنفرض

 النظام حل نفسه هوAX=0 النظام حل ويكون

.Aم X=0

 حل نفسه هوAX=0 النظام حل فإن إذنl=A٨,, أن بما

AX=0. النظام X=0,, أن يعني وهذا ،1

 الصفري الحل هوAX=0 النظام حل كان إذا وبالعكس،

X=0، ومن صفرا. يساوي القياسية الكميات عدد أن يعني فهذا 

m-rank أن نجد (،5.1) النظرية (A)-0=فإن ومنها ،٢ 

.m= n ramk، لأن وذلك (A)=n

 كد.

 إ ترترةتسنة ز±د
 كويها إلى بالإضافة ،nxn الرتبة من مربعة مصفوفةA كانت إذا

،rank (A)<n A=0 كان إذا أو ا،  أن بمعنى شاذة، مصفوفة
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 ان ا

 غير حلولAX=0 المتجانس الخطى للنظام يوجد فإنه إذن

.(Non-riwial Solutions )  صفرية
€33€3

 للنظام العام الحل أوجد

-٢+23+4٢ =ب0
 و-+3x =ر0

2٤±+٥+3; +7x0ر= 
6x\+2x5 +10x; +28x0=ر 

 وأربع مجهول،4 عدد يوجد أنه التجانس النظام هذا في الواضح من االلجطل

.(m=n)  المجاهيل عدد يساوي المعادلات عدد أن أي معادلات.

،AX=0  المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً نضع
 ء اذن

 د

0 -1 2 4 ٤1 0

0 0 -1 3 0 لا2

2 1 3 ٦ ٢3 0

6 2 10 28 ±4 0
 ء

 ان وبما

0 -1 2 4 1 0 0 13

0 0 -1 3 0 1 0 -10
A=\ =٨ A٤=

2 1 3 7 0 0 1 3

6 2 10 28 0 0 0 0
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 هوAR المختزلة المصفوفة في الصفرية غير الصفوف عدد فإن إذن

،rank (A)<4 rank. فإن وبالتالي (A)=3  أن أي ،3 العدد

 وحسب ا،A =ا0 أن من التأكد يمكن أيضاً.n=4 لأن وذلك

 الحصول يمكن الحلول، من لانهائي عدد يوجد فإنه(5.3) النظرية

 النظام أو ،A مX=0 النظام بحل عليهم

13001 ا+٢0
10010-2 ا0

8

3100-٢3 ا0
0000 ا٨ ا إ0

 القياسية الكميات عدد فإن(5.1) النظرية من الثاني الجزء ومن

 حيث٣=1 هو الحلول فضاء في الاختيارية

m -rank (A)=4-3=1=طريقة من الثانية الخطوة من.٣ 

x  ي وأن تابعة، مجاهيل هي وووور± أن نجد جوردان جاوس

 المجاهيل على3 رقم الخطوة من نحصل إذن مستقل. مجهول هو

 أن نجد وهكذا ود. المجهول بدلالة ±,إد±2,3

3 +13x,=0
33 +10r0=ي 

٢ و-3x =ي0

٢y=-13٤٥
=«٢ -=ر10٤ ي

٢3 =3xر 

 اختيارية قاسية كمية ء حيث ء-و، نعتر أن يكن أله رخا

 ع

 أيونه
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1 -13 -13

+2 10 10
= ±4 =C

x3 3 3

r 1 ١
 وعلى.a هي واحدة اختيارية قياسية كمية يوجد أنه الواضح من

 إذ الحلول. من لانهائي فضاء هو بل وحيداً، حلاً ليس الحل فإن هذا

 في لنحصل الحل يتغير اختيارية، قيماً لتأخذc قيمة تغيرت كلما أنه

 الحلول. من فضاء بذلك مكوناً الحلول من لانهائي عدد على النهاية

 في الاختيارية. الثوابت عدد يساوي النظام هذا(Dimension) بعد

.1 العدد هو الحلول فضاء بعد أ نجد مثلا، المثال هذا

٠ ،.%3/ لخننا/ء
4x x3 -و10+ =0
4x, +9x3-6x0=و 

 د.

 وعدد مجهول،3 عدد يوجد أنه التجانس النظام هذا في الواضح من الل

 المجاهيل عدد يساوي المعادلات عدد أن أي معادلات. ثلاث

.(m=n)
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،AX=0  المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً نضع

 علىAp ها المختزلة والمصفوفة ،A المعاملات مصفوفة فنجد

 الأشكال في الترتيب
I 0 03 -11 0 إ. ب ازا::15 0 [694

rank (A)=3 n=3، هي ومرتبتها  هي المصفوفة رتبة أن وبما

rank فإن إذن (A)=n.فإن(5.2) النظرية فحسب وبالتالي 

 أيضاً نلاحظ فقط. الصفرية الحلول هي المعطى النظام حلول

 لا1 ,و3 أن جوردان جاوس طريقة من الثانية الخطوة من

 الإطلاق. على مستقلة مجاهيل أية توجد ولا تابعة، مجاهيل هي

 المعطى النظام حل أن تجد(5.1) النظرية من الأول الجزء وحسب

 النظام حل يكافيء

 .:ا٤
 إذن

x=0 ,x3=0 ,x =0
 كد.
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 ا ان

 المتجانسة غير النظم5.4
Non-Homogeneous Systems

 من عدد أنه على المتجانس غير الخطية الجبرية المعادلات نظام يعرف

 واحداً حداً أن بحيث المجاهيل من عدد في الخطية الجبرية المعادلات

 هيع في المطلقة( )الحدود الثابتة الحدود من الأقل على
 عنصر هناك كان إذا أخرى بكلمات صفرى. غير يكون المعادلات

 غير النظام فيB المصفوفة عناصر من الأقل على واحد

 متجانس. غير يكون النظام فإن للصفر مساو غير(5.2) المتجانس

 المتجانس غير النظام لنفرض

AX=B (5.5)

 عناصر في صفري غير واحد عنصر الأقل على يوجد حيث

 هو(5.5) النظام لهذا المطلوب الحل(.8.5) النظام فيB المصفوفة

 معادلات كل تحقق والتي ،1 و٠٠٠2٠ د,٨٨ المجاهيل هذه قيم

 نظاماً يسمى فإنه النظام لهذا حل وجد إذا أنه المعروف ومن النظام.

 غير نظاماً يسمى فإنه حل يوجد لم وإذا (،Consisten) متوافقاً

.(Inconsistent)  متوافق

 عدد له يوجد ربما أو وحيد حل له يوجد ربما المتوافق والنظام

 المتجانسة غير الخطية النظم حل على وللحصول الحلول، من لاهائي
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 ،ا ا

 ويعتمد مباشرة". "طرق المسماة الطرق من طريقة من أكثر توجد

 من المتجانسة غير النظم نوعية على الحل في المستخدمة الطريقة نوع

 أم المجاهيل( عدد يساوي المعادلات )عدد مربعة نظما كونها حيث

 مربعة. غير

 فيمكن((A/=0) شاذة وغير مربعة، المعاملات مصفوفة كانت فإذا

 امر" كر "طريقة هي الأولى الطريقة طرق. بثلاث النظام حل عندئذ

(Cramer's Rule،) الحددات فيها تستخدم والتي 

(Determinats،) العكسية المصفوفة باستخدام الثانية الطريقة 

(Imverse Matrix،) طريقة باستخدام فهي الثالثة الطريقة أما 

 الموسعة" "المصفوفة يسمى ما على تعتمد والتق جوردان جاوس

.(Augmented Matriv)

 طر من لنا يوجد فلا مربعة غير المعاملات مصفوفة كانت إذا أما

- جاوس طريقة على تعتمد والتي الموسعة، المصفوفة طريقة إلا الحل

 عندما الأولى الحالة للحالتين: الآن نتعرض وسوف جوردان،

 أكثر أو أقلn المعادلات )عدد مربعة غير المعاملات مصفوفة تكون

 المعادلات عدد يتساوى عندما الثانية والحالة (،m المجاهيل عدد من

 مربعة(. المعاملات )مصفوفةm=n عندما أي المجاهيل، عدد مع
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 سهند

 المربعة وغير المتجانسة غر النظم بعلول

 هامة نظرية على التعرف يجب الحلول طرق تطبيق في البدء قبل

 حل، المتجانس غير للنظام يوجد لكي توافرها الواجب الشروط تبين

 الحلول. من لانهائي عدد أنه، أم وحيداً اسحل هذا كان إذا وما

 والتي المتجانسة، غير الأنطمة حالة في أنه النظرية هذه تثبت حيث

 للنظام العام الحل فإن مربعة غير المعاملات مصفوفة فيها تكون

 نجعله أن بعد النظام لنفس العام الحل هو الأول حلين، من يتكون

 والحل بالصفر،B المصفوفة عناصر كل بمساواة وذلك متجانسا

Particular) خاص حل أي هو الثاني Soluion)غير للنظام 

 المتجانس غير النظام معادلات كل يحقق أن يمكن المتجانس

.AX= B
،،،،،،،،،،،، ،،، ،،،، ، ،،،،،،

 و
١

 المتجانسة غير النظم حل عن
١  ن و

 ،،،،د، ،د،،، ، د، ،،،،،، ،،، ،، ،

،nxm A الرتبة من مربعة غير مصفوفة هي ( كانت إذا(1

 المعادلات لنظام يوجد فإنه الموسعة، المصفوفة هي]A/B[ وكانت

 كان إذا وفقط إذا حلAX=B المتجانس غير

rank (A)=٣ank [ A/B]
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 جسيهجي

 حيث.G+P هوAX=B المتجانس غير للنظام العام الحل(2)

 المتجانس غير للنظام خاص حل أي مصفوفة هيP المصفوفة

AX= B.المصفوفة أما Gللنظام العام الحل مصفوفة فهي 

. AX-0  المتجانس

••-+ غخخا-
3x=-2+٤ +إ٧­

x +2x =4

 مجهول3 عدد المتجانس غير النظام هذا في يوجد أنه الواضح من بلجل

m n معادلة2 وعدد3=  من أقل المعادلات عدد أن أي ،2=

 الحلول. من لانهائي عدد وجود المحتمل فمن وبالتالي المجاهيل، عدد

 فحصلAX=B المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً: نضع

 على

-1 1 31  ::،:ا23
 المرة على وخمول ه،i[ اوسعناً الصرية تكوين يكن

 أن نجد حيث]A/B[, لها المختزلة
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[١٤-١/6،-1 1 3١-2
= A AB ا أ= =  ،ء«ا٠ ا:٠ إ""

rank أن وبما (A)=rank ( //B]=2عدد يوجد فللنظام إذن 

 النظام بحل عليها نحصل الحلول من لانهائي

01-٤ ا'٢٨  ا٠ إ;
 المتغيرين أن جوردان جاوس طريقة مفاهيم من نجد وهكذا

 وبالتالي مستقل، متغير هو٤3 بينما تابعان، متغيران >ما٤\٠٤5

 -لا{- و إ::.- ر-
 ب-

٢٥=4--2٢,٧3+2x;=4
 على لحصل إختيارية قياسية كميةa حيث =و؟،a أن وبفرض

 الشكل في المعطى للنظام العام الحل

6٤٤ د+6[١

 ;ا٠ :م/:ا ا٦
 بهم ،ررلأم لبرء/أ: حم

a]1'[ المصفوفة أما المعطى، المتجانس غير -2  عن تعبر فهي1

 إ-+٢3+33=,0
., المتجانس للنظام العام الحل مصفوفة

٤5 +2x3 =0
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 مدور إلى يرمز المصفوفات في4 الرمز أن ملاحظة يجب

Transpose) المصفوفة Matriv،) الحصول يمكن التي المصفوفة وهي 

 أوالعكس. أعمدة إلى صفوفها بتحويل عليها

 د.
 -د،ابه6خ[

6xG=-3+٢3+2٢+٣٨3٤ -إ
3٥+٢3+3x٨+2xg +4r1ج= 
٢y-40٤ و+3٧3+٧4+2 =ج

 مجهول6 عدد المتجانس غير النظام هذا في يوجد أنه الواضح من المطل

m m معادلة3 وعدد6=  من أقل المعادلات عدد أن أي ،3=

 الحلول، من لانهائي عدد وجود المحتمل فمن وبالتالي المجاهيل، عدد

 المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً: نضع حل. وجود عدم أو

AX=Bعلى فنحصل 

٤ إ

1 0 -1 2 1 6 32x -3
0 1 1 3 2 4 3 - 1

x1 -4 3 1 0 2 4 0
3s
±6
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 حيث

-٤١١

[-36

::.: إن  د' ن

0-1 2 I

1 1 3 2

-4 3 1 0:
 تعى أو }،٤,_'{ الجاهل فم على اخون هو الطلوب فكرن

- :٠+1 3 2 41
3 1 0 2/0

 الموسعة المصفوفة أولاً نكون.X المصفوفه على الحصول آخر

1 0

٢-.«١ 1 ،-4
 أن فنجد

27
 و-

1 0 0 15 60 17
8 8 8 8

[٩١e]،=/٥ 1 0 13 9 20 1
8 8 8 8

0 0 1 11 7 7 ا2
8 8 8 8

 أن وبما

rank (A)=rnil [AB]=3
 من عليها نحصل المعطى للنظام الحلول من لانهائي عدد يوجد إذن

 النظام حل
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٤ إ
17601-2700 ٢351 8888
1.٢٦20913010 888 يا.8
711100 ي712 8 /5 888

aا. 
4± و3s, بينما تابعة، متغيرات هي٢ ,إ٠6٥,٧٦ المتغيرات حيث

 أخرى مرة يتحول السابق النظام فإن بالتالى مستقلة، متغيرات دهي
 المعادلات إلى

17601527
٤4٩٩ ا٤3 ا٤٨6=٢ أ

120913
٤4٢٧٩٢ د5 ا٦ د6 أم=

712711
٨ ±و4٩ ج ا5+٩ ق=#6

 المجاهيل بدلالة )ود,ولا,زلا( المجاهيل عن بالتعبير الآن،
(xs,6)على نحصل ,يد 

17601527
«١= م وقدو8 دم أ،
120913

٨-٦٧٨٥ أو»±و
712711

=v3- سد أسب s أي ج5 6"ى
 أن اعتبار يمكن أنه وبما



Linear Systems -  الخطية الجبرية المعادلات نظم•5 الباب
 ان ن

٢4=d; 3=/; ٤=٥

٤١

 المعطى للنظام العام الحل فإن إذن أختيارية كمياتa,8,6 حيث

 الشكل يأخذ الحلول من لانهائي عدد عن عبارة وهو

888- '8

8'8- '8-- '8  :ة٠:.
'١::1•0

±4
2s
+6

 و من ن فان التأكد

 ا-]٦%٥٥٥٦'/

±2

 المتجانس للنظام العام الحل فإن أيضاً المعطى. للنظام الخاص الحل هو

 هو المتجانس لغير المقابل

-27,8 8 ا-5إ 69/8
-138 29/8,8 ر/9

/7- ؟11# 8a١ ا-3 8 +8 +7
1 0 0

0 1 0)

0 0  ا١
 د.
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 اد

-٠/٠-٩عخ[
 لا٦-٧5+2٤ و-=١

±= 0
3, -3x+7±; =١
10x, -105 +24;=-2

 مجهول3 عدد التجانس غر النظام هذا في يوجد أنه الواضح من الل

m m معادلة4 وعدد3=  من أكير المعادلات عدد أن أي ،4=

 أو الحلول من لانهائي عدد وجود المحتمل فمن وبالتالي المجاهيل، عدد

 المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً: نضع حل. وجود عدم

AX=Bعلى فنحصل 

2١1 ١ ±١  ا0 -ا1
-11
00

k-5١ 2١١33
2410 ا3 ا2 تد -10

 حيث

2١1 ٤١  ا0 -ا1
-11
00

;X= 5 ;B= ١٦1٤A=/
33

24] 3 2_10 -10
 م

 ان بما
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-agrسه٣ 

1 2 ا١ إ- 1- ا١ 0/0

0 0 0 ا ، 1/0
[٨'E]-\ 3

1 0 ]-٩/٤,\ 'إ- 3 ا0 7 1 0 0\1

10 -10 24 2 0 ا0 0/0
 مة

rank أن نحد إذن (A)=2=rank] A/B  لا وبالتالي.3=[

 متوافق. غير النظام أن أي المعطى، للنظام حل يوجد

 كد.

 المربعة المتجانسة غر النظم بحلول

 التي الحالة في المتجانسة غير الخطية المعادلات لنظم العام الحل لإيجاد

 أن حالة في أي المجاهيل، عدد مساوياً المعادلات عدد فيها يكون

m=n، حيث nبينما المعادلات، عدد هو mالمجاهيل عدد هو 

 المصفوفة طريقة هي الأولى الطريقة طرق: ثلاث نستخدم أن يمكن

 طريقة هي الثانية الطريقة المربعة. غير النظم حالة في كما الموسعة

 مفهوم باستخدام الثالثة والطريقة المحددات(، )باستخدام كرامر

 لنظم الحل وجود إمكانية تبين التالية النظرية العكسية. المصفوفة

 عدد فيها يكون التي الحالة في المتجانسة غير الخطية المعادلات

 توافرها الواجب الشروط تبين كما المجاهيل، عدد يساوي المعادلات

 وحيداً. الحل هذا يكون ومتق حل، يوجد لكي
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 د

 المربعة المتجانسة غير النظم حل عن
 ،د،،،لا،،لا ،د، د،،،،،،، د،د،-

 ااص

 للنظام يوجد فإنه ،nxn الرتبة من مربعة مصفوفةA كانت إذا

 كان إذا حلAX=B المتجانس غير

rank (A)=rak [ A/B]

ramk كان: إذا وفقط إذا وحيدا الحل هذا ويكون (A)=n، أو 

A ,,L=A٨، المصفوفة تكون أن بشرط أو  كان إذا وفقط إذا

.(\A/=0  ر شاذة غير مصفوفة

€3C3€3

 أخرى بكلمات النظرية
 كان وإذا.nxn الرتبة من مربعة مصفوفة هيA أن لنفرض

rank (A)#nأو ,,l#Aأو٨ A/=0غير للنظام فإن ا 
 الإطلاق. على حل أي لايوجدAX=B المتجانس

 ص لتاا

Cramer's Method -  كرامر طريقة5.5
 غير المربعة الخطية المعادلات نظم لحل كرامر طريقة ثستخدم

 التالية: الثلاثة الشروط توافرت إذا فقط المتجانسة

 عدد يساوي المعادلات عدد(2) متجانس. وغير خطي النظام(1)

 ا.A ة/0 أن أي شاذة، غير المعاملات مصفوفة(3) المجاهيل.

176
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 مصفوفة فيه والذي ،AX=B المتجانس غير النظام لنتبر

 حيث ا،A +ا0 أن أي شاذة وغير مربعة،٨ المعاملات

٠٠ إ: :إ: »٠»٥ ر»2 ورايي إ_ ا

١A٤- /,، أ٠ ا١٨٠٨ {

«11

٨2» ز

dA=٠ '21

«٨1

4,4 ,)ر±(A ,)و±(... )ر,د(ط, المحددات من٨+١ عدد نحسب
 الحدد بينماA المعاملات مصفوفة عدد هو٥ حيث

n,1ز رقم العمود تبديل من الناتج الحدد هو4 ;)ر( =ز 

 المعاملات، محدد في ر( معاملات على يجتوي الذي )العمود

 أن أي ،B الثوابت بعمود ا=،٨ ا
«1٨
«2٨

b\
 ا3

«٨nb٨

012
«22

«٨2

«11

 (ه٠ "-)ر
4٨1

AX=B  المتجانس غير النظام حل إن كرامر طريقة وتقول هذا،

 المصفوفة هو

 )رد(ه
A(+٥)

 )مد(ه
X=
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 لسصعحتعتد

-iخ]
-٤ +- 2.t,=٤

 ا ة

3v, -3v3 =3
 ا+إ-3=1

3 عدد على كتوي ومربع متجانس غير النظام أن الواضح من

m مجهول n معادلة3 وعدد3=  المعادلات عدد أن أي ،3=

 عدم أو وحيد حل وجود اتحتمل فمن وبالتالي المجاهيل، عدد تساوي

 المعادلة شكل على النظام أولاً: نضع الإطلاق. على حل وجود

=AX المصفوفية Bعلى فنحصل 

٠lا٤.' 
 حيث

4٤١0 -1  اد:اذ:ز.2
 بدو±.شممألممت

 التالي النحو على4٠4(٢.)4(٥ )و(,)
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 ان
 ان

0 -1 2 4 ١

٥=\3 3 0 =-3, 4(x3-3ر(= 
-1 0 1 1 0 1

0 4 2 0 -١ 4

A(33 /=)ود 0 =8,0 =)و±( 3 33 -إ6

-1 1 1 0 ا- 1

 هو المطلوب الحل إذن

3A(11 )رع

 يهث:.:} از
x5 ٤ ر=2,1=-0=  أن أي

 جورحان جاوس طريقة باستخدام
 على فها المغطى للنظام المختزلة ومصفوفتها الموسعة المصفوفة أن نجد

 الترتيب

 كم.

10 -1 1-١0 :-«ماثأب"«2١4 0 11

x=1,x  =د0-2=

••1 0\0
0 12

 أن نجد هنا ومن
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 سم

٣343٣%

 العكسية المصفوفة طريقة5.6
lnverse Ifatrix Mtethod

 التالية: الثلاثة الشروط توافرت إذا اسناخدامها يمكن الطريقة وهذه

 عدد يساوي المعادلات عدد(2) متجانس. وغير خطي النظام(1)

 لها المعاملات لمصفوفة العكسية المصفوفة(3) مربع(. )النظام المجاهيل

 شاذة غير المعاملات مصفوفة كانت إذا إلا يحدث لن وهذا زجود،

 ا،٨ ا٦0 أن بمعنى

 مصفوفة فيه والذي ،AX-B المتجانس غير النظام لنعتبر

 حيث اA =ا0 أن أي شاذة وغير مربعة ، المعاملات

»٠٠٠01413»١٨١ أ٠٧١

«24423
«12

022 b٤a  ا·٨-٣ "ا-ءا/
\b٨»٨1 4٨2 4٨3 «٨4 ٠٠٠ 4٨٨[]٠٢]

 العكسية المصفوفة هيA" المصفوفة أن أيضاً لنفرض

«11
dA=21'ا 

. A  المعاملات لمصفوفة

 المصفوفة في اليسار جهة منAX=B النظام ضرب يتم الآن،

.A-!Ax- A8  على فنحصل ،٨'- العكسية
 الرتبة من الوحدة مصفوفة هي ,,ا حيث ،٨ ا٨A= ,,ا أن وبما

٨xn، فإن إذن X= A'B,1، أو X=A'B، أن وحيث 

180
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 ينر

 للنظام يوجد فإنه إذن وحيد، فهو وجد إن المصفوفة معكوس

.X= A'B AX=B هو وحيد حل

 غيرAX=B النظام فيA المصفوفة محدد كان إذا

 هو وحيد حلAX=B للنظام فإن ي

X= AB
€3€٦€3

 اليسار جهةً منwx=R الصفرفية العادلة بطرب

.٨-!Ax= A-'B  على نحصل٨' أفي
 »د،د ،د،د،،د، د،د،،4٠ ،د،٠ د،د4 ا-

 الوحيد الحل هذا ويكونIx=AB فإن إذن ،A-A ا= أن وبها

.x=A'B  هو

 كم.

]EE#4٤-0ي ند، ماء ء٤ 
 نضع الحل على الحصول في العكسية المصفوفة مفهوم لاستخدام الجل

 على فنحصلAX=B المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً

 :ا·3٠٠
 حيث
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 دجج

 يا0
 ا«صتا«نmتسنيتن

/4،١-٢ 27 • إ"ا«أو اب
0 [ا ا5[\١

 فنجدA' العكسية المصفوفة الأن نوجد إذن ا،٨ =ا3 أن بما

 أفا
-3 I 6

3- داء، اأم
3 1 3

 هو النظام حل إذن

-3 1
x-23-٨ ر"=ه

3
-3 1 41 :ا

 أن نجد هنا ومن

 إ±=٤3,1=0=;-2

 كى.

٠٠•. ٤ا/-ربا5ا
-3x\ +4x3  ;د=630+

 مشاء.و م: باسد اقلد
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6l٤201 ا

1-8 ا ؟ا:؟ -2 3 ٢

 حيث

١201 ا6 1-83 إاب. ازا:ا:ا:ء -2 3

 لإيجاد.X=AB هو النظام هذا حل إذن ا،A =ا44 ة0 أن بما

 المرتبطة المصفوفة و العوامل مصفوفة نوجد٨ العكسية- المصفوفة

 الأشكال في فنجدها
24-4 -824 3 10  ب-«اسه ب-«ا: و اب

410 28 -12 4

 فإن وبالتالي

24 -4 -8
s ٨ ج=ا-x ه(A ا»%-)123-

44A
410 2

 هو الحل يكون و

24 -4 -8 6
x=AB3012-53ر 

44
10 2 4 8
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10 ,18 ,, 38
1=٤ ز١٤٤132 د

10
11

18
٤1

 قذر
11

 فإن وبالتالي

(24w6)+(4x30)+(8x8)  أ
(5x30)+(3x6) =ا +(-12x8)١أ 
 أكا )مءم( ب(ء5o) ل)«(+ ا4!

 كد.
 مختلفة بطرق النظام حل أوجد

4x,  +د٧٤-=3١-
-3x =;r -ود5+ ٤

;5x,-14x- ر  ن[-=

 نضع الحل على الحصول في العكسية المصفوفة مفهوم لاستخدام لطل

 على فنحصلAX=B المصفوفية المعادلة شكل على النظام أولاً
٢4-13 دا[٨ -ا١

= 0-3 1 -5  .أ ؟: ه
4 3

٠! ،5 0 -14 ؟5 إ-10 ا،::

 حيت
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 د

 لا وبالتاليA- العكسية المصفوفة توجد لا إذن ا،A/=0 أن بما

 العكسية. المصفوفة بطريقة للنظام حل إيجاد يمكن

 الموسعة المصفوفة بطريقة الل

 المصفوفة على فنحصل نختزلها ثم ]،A/B[ الموسعة المصفوفة نكون

R' أن فنجد اA/B[ المختزلة

14
4 -3 1 -1 ٩0١ ر

[A/B]=ا١3-٠٥5\٠8/6=[4١0إل- o
l05-10-0014 \م

 أن وبما

rank (A)=2 rank ة ( A/B]=3
 حل. المعطى للنظام لايوجد إذن

 كرامر بطريقة الحل
 أن بما

34 ا

 اA ا=/5١3 =ا0
5 0 -14

 أن أيضاً لاحظ شاذة مصفوفةA المصفوفة إذن

rank (A)=2<n=3حلول. أي المعطى للنظام لايوجد وبالتالي 

 كك.
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 ان

 ان

 غير النظام لهذا حل وجود عدم على دلائل أربعة هناك أن

 الثلاث الطرق من أي استخدام يمكن لا وبالتالي المتجانس،

 هي الأربعة الدلائل وهذه السابقة،

rank (A)#rank [A/B]

rank (A)=2 n ة =3

A٨ #l٨

A/=0ا 

(

 )د
 +ابشا" حخ-

4;-٧5+4٢3 =1
3٦ -رد+5٢=0

-2x+±4=;7و+٤ 

Ax=B  الصفوفية العادلة شكل على النظام أولاً نع ألل

/; ١٠ 4]7 ٤3-2 1

186
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 ان ا

 حيث

4-٠٤١41 ا  إ,.: يبيا.{
 أ· سبيا"يلسا

«٣

١14 -1 4\1

 «اe أ-[ ًأ,ا»«او{ً
١07١4-2 1

16

٥1ا99 ج;:
57
0 ا3
57

rank أن وبما (A)=rank [A/B]=3=n

 النظام حل يكافيء وحيد، حل للنظام يوجد إذن

1 0 0 ٤ 57
 !:.ا٤2010= و±

 هو الحل فإن وبالتالي

_239916
 د

1 ج5٩2٩2'573

 كرامر بطريقة العل
 لدننا

4
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 ان

١-١١ 44 -1 4
/٨/=/5١1 -ا57,٨/-),«(١5٥ =ا١6

-2 1 7/ 1 ا4 7

4 1 4 1- ا4 1

A(«10 ا=)ر 5 =99,A(11 =)وح 0l= 23

-2 4 7 -2 1 4

 هو الوحيد الحل فإن وبالتالي

٥1(٤ )ر16

 ايي إ#ه أ::
 أو

239916
[٠ X ,٠X= ت 1 'ج2 'و573 ت

 العكسية المصفوفة بطريقة الحل
،A-' A العكسية المصفوفة إيجاد يمكن إذن، ا  =أ57 ة0 أن بما

 بدون.X=A-'B الوحيد الحل على الحصول يمكن وبالتالى
 الشكل في العكسية المصفوفة نجد أن يمكن التفاصيل في الدخول

12
57

٨ ا-3ف ،

57
3

57

11 1
57 57
36 24
57 57

2 5
57 57

 هو الوحيد الحل إذن
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16
57

57 -إ٣57'57
 ي. /اي ه

11
57
36
57

2

12
57

٤-4٨ ;ا-»
3

57

 أو
16 99 23

R = X٠ -- A =  ا 'ج2 'وج573

 كد.
 الطرق وهى المعادلات نظم لحل الثاني المدخل نقدم القادم الباب في

 نظرية على أيضاً تعتمد والتي التكرارية، بالطرق تسمى التي

 سنرى. كما تقاربية حلولا تعطي وهي المصفوفات،
 لB ه«د8تهر«8 د-،ن

 مسائل5.7
 الجبرية المعادلات لأنظمة وذلك وجوده، حالة في العام الحل أوجد

 أمكن إن طرق ثلاث مستخدماً الأتية الخطية
2٤ +3+2x;=0

8. -إ٤+٤3=0
٢١+٧+4٢ ج=0

.٢9 إ+٢3-23+٧٨=0
٤5-٠3+٤٨=0

3+25 د-3=1
1. -٤+٧٥+3=3

2x-3v-3=2
٤-33 +x3=1

2. 2x,+33+1و=- 
3٦+3٥+x3=2
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3.
2, -3x=6 10.

2٤٦+٠٧3 -2,=0
4x, -6x, =18 ٤١- د30

4.
2x,-٧;=-1 ٢٦--٠٢3-+2٢٨+٢ +ج6x -=ج3

3x4=11 و. ٤3 +٢3+3٤٨ +2x3 +46=1
٤١- 4٧٥ +3٧3+٢٨+2٤=0

2٦; +33+=-1 12.
٤١+٠٤3 +21,=0

5. 2x3=13٦+٧ -ر ٤١+٠٤3-2٢=1
31+٥-٢=2

3+ +2x3=6 v,=0.2٢ -إ
6. -3x, +4٢ +6x; =30 13. 3٧, +4٤5 +6r; =16

2x, +3x3=8د- - 2x3+3r3=8٤ -ر

x3+2x; 2 \د+0= 14. ٤ -ر٢+6x+2x4+٤5 =ج2
7. ٤1-3٥ =0

y +2 =0

 رو.رجج اعج ج جر kجk.ج ج جججج ج• ججkجkج ج ج ج.••2. ج ج ج ج ج.k ج ج.ج••


