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 الرابع الباب

 الباقي نظرية
The Residue Theorem

:Taylor's and Laurent's Series  لورنت ومتسلسلة تايلور متسلسلة١-٤

Taylor's Theorem  تايلور نظرية١-١-٤

١-٤ نظرية

+a دع h a و (z)/ النقطتان ودع يسير( مغلق منحنى وداخل على تحليلية دالة

 فإن..C داخل

٨"٨2/(a+h)=/(a)+h٢'(a)+٢(a)+٠٠٠+٢(/\٥)+.
n!2!

=z بوضع أو a+ hوبالتالي a-٥=hفإن 
٠()/

/(2)=/a)+٢\٠\٤ )(%ا/+)ه-+.. -ج()(""/+٠١"+٠
n!2!

 الإثبات:
(١-٤ شكل )أنظرC داخلz لكل

a C نقطة عند مركزها  ر دائرة أخذ يمكن

 كوشي صيغة بتطبيق وبالتالي..2 وتحتوي

 فإن للتكامل

 ي-ء(م\"٨ ،»
w-22m

C
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 الباقى نظرية البابالرااق

 ولكن

1111
w-٦ (w-a)-(٦-a) w-a\ a- م ة

٦-٥

 ا،٠"٤ ا] ا .م=١٦٥-4,• )لماذا(
nn-l2

a 1-٦a-٦a-٦aا م -ة 
 :إ::ا. آ: آ:%": ;و، ا ا ا{٢د ا

 المفكوك باستعمال
-- (1 =ا-)ء-1+2+٦4+.. ا">+."+]

1-2
 وبالتالي

n12 -ا a1١-٦(a-٦)a(>a٣-=( ا(2
 د{دب د{ إ

/ ةi\ م) ««-=٠-«'(-aR [-a}
 فإن(1) في الصيغة واستعمالfiw) في(2) بضرب والآن

J() ٨+٠
(١-a)"

(3)

٦2a n( f»- غ-)د )"ا±٨ ء+
6,٦٤-a

(+٠-٠٣ ي ،"ام١٨.
٦-dc,

 حيث
n  ,د-«٧a-2 إ:أي-.» دى ،

 كوشي تكامل صيغة وباستخدام

 ,إ يلي ل/»-«0١2
(١-a)2m4 C
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df\٦)-/(a)+/(a\--2(ً)"()ه -ء(+/ +
2!

(٥),-١lم)-' 
tزم٤-٥٣"+٠') )n-1  إ

 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

 تصبح(3) فإن

1 =,U حيث R,
2m

2-٥ ء-
 ا<ز=ا" فإنC, الدائرة علىw أن ما والآن

٦-d

/(w فإن أيضا <M)/[حيث Mكذلك.. موجب ثابت 

\za\ا- a/»(ا< wa)-(zaا=\) ا٦» 
\za\٢ ر=

 فإنG ر الدائرة قطر نصف هي٢ ا حيث

n n -/ا!١/":٥٠ w-٦2m w-a ا

n

 ر{]اار "ذ;ي.ء در رد،

21 , /-al / ١-٦ ا
٨Mا "م )N7;<

2m r-ا٦ -a  ا

y"٦٨
n -/٦-a  ا

Lim [U,/=0
7-)0

 )لماذا؟( فإن وبالتالي

 الية اللا تايلور متسلسلة صيغة أثبتنا قد نكون وبذلك
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 البائي نظرية البابالاق:

(٠\
٢ +)\/-)ء(٢(a\٦ +)ء-.. ()٤\""/+٤-٥١+٠

n!
 ملاحظات

 نفس وتحت الحقيقية الدوال فك في عليها المعتاد المتسلسلة هي تايلور متسلسلة أن -يلاحظ١
 مشتقات رتب كل وجود يعني ذلك لأن تحليلية (/دالةz) بأن الاكتفاء مع تقريبا الشروط

 بيها شه. سيكون المركبة للدوال تايلور مفكوك فحساب وبالتالي تلقائي بشكل الدالة هذه
 فمثلا الحقيقية ا صور في الدوال لنفس جدا

n2
22

]. ٥+]=-٦-+-+٠٠--+-+٠.٠
n!2!

2n-153 -1222·2. sin 2=2--+- ٠٠-(+١")'; \م٠
2n-13!5 إ

2n-242
2-223. cosz=1--+--٠٠٠-(+١ جم) +٨م٠٠
2n-2١4!2!

 كانت طالم.ا2 قيمه.ة علا.ى قيي.د هناك فليس ولذلك مكان كل في تحليلية دوال وهذه

 ه<ا=ا.
 د-وداً م±. كان فإذا.. مجموعها في مشاكل هناك يكون أن لابد الية لا متسلسلة أي مثل-٢

 يعطي وهذا.. متباعدة فهي ائي( )لا محدود غير كان وإذاconvergent متقاربة فهي
 التقارب بمنطقة المنطقة ذه ه. وت.سمى فيها استعمالها يمكننا التي المنطقة على قيد

convergence region..ب تعطي التقارب منطقة فإن تايلور لمفكوك وبالنسبة -
z a]<Rحيث ا Rلمتسلسلة التقارب مفهوم مثل تماما.. التقارب قطر نصف هو 

power القوى متسلسلات أو تايلور seriesحيث عام بشكل Rن م. الذ.سافة هي 

(٢-٤ شكل )أنظر )ج(/ للدالة شاذة نقطة أقرب إلىa النقطة

(٢-٤ )شكل
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-z الدائرة على أنه الإشارة ويجدر a]= R[تتقارب لا أو المتسلسلة تتقارب ربما فإنه 
 انفراد. على ذلك بحث يجب إذ..

-z الدائرة هذه نطاق خارج-٣ a]> Rمتباعدة تكون المتسلسلة فإن ا ..

 ء ر افا فيوء ها يسلت +اء ا ط، وعى
2

4.ln1+z)=1>٦-+-...-(+١'/+..., ا2ا
n32

2n-153
،٨-1222-15.tanz=1٦-+-٠٠٠)[-(++..., <ا 2n-13 5

6(١ )ء+=١ مرA اP--1,2,,Pp-١.)4p-٨ )لا±,.+ ا٩ا<1 ا
n!2٢

 كسرية. أو سالبة كميةp حيث

١-٤ مثال
 هوz=0 حولf(z)=ln(1+z) وln(1-7) مفكوك أن أثبت

2 =ln(1+z) ء ذي "±، ...+٦-+-٠٠-(+١ أ-)
n32

 ا.z<[١ حيث
 الإثبات

f()= n(1+z)

1·،f(ج )=
1+z

1»،
٢٦l د ٨ •1+٦

2!»،
2 =٢T ٦\-٠٨ ت 1+٦

-]  ج»م-(١"-)-'(١١
(١ "٣)ء+
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 فإن تايلور مفكوك صيغة باستعمال

f(0)= ln1=0

ro)-"١1

٢(0)=-١

r(o)-2!

(-'١-)-(l(oم) 

 وبالتالي



 الباقى نظرية البابالرااق

 فإن وبالتالي
 م٠{

rt ٠٣--l -ء٨ 4لأ!+ ا"/م.،البا+-
!n١!2 إ

}٠٨٢ ••l.،_,4"t"1-ر@+م, 
!m!2١ إ

(-١(\-)٨-١)٨2 223
---٢ إ{٢,,

n!3!2
(٠٠١-)١.32 n22

=٢ إ.ا ح+٠٠٠
n32

R= 1 z=-1 سيكون التقارب قطر نصف فإن ولذلك  عند شاذة نقطة فهناك والآن

 هي التقارب منطقة وتكون )لماذا؟(

\z-0/<1
 اz/<1 هو التقارب فشرط وبالتالي

٠٢-٤ مثال

.7=0 حول
° 5 .2n+11+  ";اy تمة اما،

2n+1.1-٦ م

 التقارب شرط هو ا2</1 وأن

 الإثبات:
1+٦f(z)=ln  للدالة=(0) كلورين ما مفكوك إيجاد يمكننا
1-٦

 كالآني: السابق المثال نتائج من الاستفادة يمكن ولكن
3.2 -ر١ -22In(1+١٦/1,...ء٦+-+--.. /ا\ +"ء(= 

n32
n32

2z2ln(11/>ج٦---...--... و ا٦(=- 
n32
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-(1-("١-(-")1)2-="١ العام الحد في لأن

 فإن اz/<1 أن وبشرط المتسلسلتين وبطرح
1+z

١m/١ -)ء+١٨(١ =)ء-١n1 ا-ياz
 دى كي ء

=2٦+2+2+٠٠٠-+2-+... فردي عددn حيث
n53

3 5 2n+12 z 2
 ا= ++ح+...-+٠٠٠٠

3 5 2n+1
(2n+1و,,) =-5#

. اz/<1 هو التقارب شرط مازال وطبعا

.٣-٤ مثال

1
=/(=) \-52

 للدالة ماكلورين مفكوك أوجد

 ل: الح.
 فإن الحالة هذه في

 ا=)ء( +ا(=3'-)>
1+3z

=١-32+922-2723+...+(-١)-'(3>٣ +..

=1-32+9٤2-..٠-(+١)-\(3)(٥"/+..٠
\3 z/<1  هو الحالة هذه في التقارب وشرط

1 ء ء
3- -<اا. أن أي

:٤-٤ مثال

1 ء )f للدالة ماكلورين مفكوك  =)ج أوجد
(5-4>)%
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 الباقى نظرية البابالرااق

 الح.ل:
 مع ولكن اz/<1 شرط تحت(1z") مفكوك من أيضا نستفيد الحالة هذه في

.. لها بدالةZ استبدال

 ا ا424١ ر
 ح ا[ح٢{

٥ ة- إ بهم ا:" أ؟ا 25 ا2-1
5

5 /ج.٠ أ-

4 5 -ا٦\1
5 5

2  اK ر و=/'>١

 أن وبشرط

 أن أي

 لتصرفاتنا تماما شبيهة أساليبنا كل فإن تحليلية دالةf(2) ا منطقة داخل طالما أننا هنا ونلاحظ

 تماماً. مباح وغيره فعلناه فالذي.. الحقيقية الدالة مع

Laurent's Theorem  لورنت نظرية٢-١-٤

(٢-٤ )نظرية

single-valued f(2) وحيدة قيمة وذات تحليلية دالة C دع  ر الدائرتين على

ring-shaped or annulus ( الحلقي الشكل ذو(٣-٤ شكل أنظر R  ووC في وبينهما

..z= a R النقطة عند المركز له والذي C هو R5 ر قطر ونصف C هو  و قطر ونصف

z € R  لكل فإنه بالشكل مبين هو كما

a-a2 za =)ج(]a٨+a٨(٦-a)+a5(٦-a)-+٠٠٠ ا-'+++"4,٠٠٠ (a- ج)
٢(=إ٠٨-0 ا±

-١.'٠-٠٠- ٠+1(.2-٥
4٨ حيث  إة-

R c لنلنه احل  السر المعلق جار
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 الإثبات:

(٣-٤ )شكل

2 R

€z لكل الآتي أثبتنا١٠٣ ص١٦-٣ مثال من Rأن 

oه١» l\/-ا--(م٢(") م،٢ 
n-22mw-٦2m  ر( ب و( بب

nC ,C و على w على

 الحلقي. الشكل هذا على مطبقة للتكامل كوشي صيغة وهي

 فإن(1) من الأيمن الطرف في الأول للتكامل وبالنسبة
11١

«: I [)-y[ ،("ة--)ة ف-راء

٦-d

٦-a٦-a2-a]
 أ:٠٦:-٠" و(٠١ أ ا}٢٢

n ]2-a
 ,ا:٦٠ً د

٦-d
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 البائي نظرية البابالاق:
n-12 1٦-a(ج -a)2-a1

»-» [هء( إ}+ا=))( (-o (-  قر ء،
 ءZ-٥ ء

 علا.ى موجودةw لأن فعلا حادث وهذا ا <ا1 أن وهو الفك لهذا المعتاد الشرط مع
٦-٥

 فإن وبالتالي.R في نقطةz وC ر الدائرة

±() «+٢٢)(٨-٢)(/٨+(-aن٤ 

١,٤=-٤-«٤٥,(١-a)
(+٤-٥١ ي-/()٨+٨, ٤(١٣-a)

n  ، سط "[ي-;اي-» ك٠

٦-٦٥-٦

 الآني: إلى نصل فإننا كوشي تكامل صيغة وباستعمال

-]٦ (a)" +U, (3-٦)١-a٠٠٠+٨(+a-٦)a +a=/)ا/ 
٦-٥

 حيث

 إ:
2m ي=ر، "ال م٥ ا١٠-0١2٠٠١-١ (w-a)/ز 

n  -ج(ي-.،٥/"/+٠
2i w-a w-٦

C

 فإن وكذلك

(4)

(5)

 فإن:(1) من الأيمن الطرف في الثاني التكامل وبأخذ

111١
"a--٥--٥G"٤-٨-« ر، d-2[-" إ ر،

2-a
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- d

C n و الدارة على تقع  لأن"-/ <ا"1 أن حذ
٦-٥

 كالآتي: الأول التكامل في استخدامه السابق المفكوك نفس استخدام يمكننا وبالتالي

١n-a11"a١-٨-٥ ا-)١)
G:-j ب د{{{ »-٦٦-M إ،ذ٠-7" [-

 ، ر إم م إ إ,.%ب إيي،

a2m(n-=)2m-2m٦(a- ج)

»+٨٠l-"(4-!2 ا+ مm , (٦-٥٣"
٨-a2 d٠٠·7 ح٢٢٢ /[إ -ه١ (>-a٣٦-a (-a)2

] ،n-١«،=={ (-a) /@hn
m ١ ح

n
+. /ي-٣\-»/٣ لإ٠,

٦٦-١-an 2mi

(6)

 حيث

(7)

n = 1,2,3,0..

 و

 فإن(6) و(3) ومن
n-1(a-ر,٦) a+٠٠٠(+a-٦,)a+aج(/٨(= 

 ه4٨4
+٦٦٢٠ (ا-,٧٠+٧٠ ٦-٦٥-٦٥-0

 الصغيرة: الاضافات من وقليلn-o عندما يتلاشيان{ وU, أن نثبت أن ويبقى
165
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 البائي نظرية البابالاق:

lim =ا,,0 أن واثبات [Uتايلور نظرية في به قمنا لما تماماً شبيه ..
7-)0

- d
 =ا'لاk<1 فإنC على والآن

٦-a

M>/(n)/\ أن نعلم وكذلك
-z ا) وأيضاً /=\z- a-(- aا 

>[2- a] R,

 فإن وبالتالي

n

٠٨i/%-"/٦٦-٨ ا.ا٢-a2m
3

n

 ;±ى "و-و ا٧ إ ه٨
\٦-mا (z-a\2m  و

٨"M1<
2m a- ا2 R5- ا

٨" M R
 -يا-٥-٨

!i0فإن وبالتالي =ا.اج 

 الإثبات. يكتمل وبالتالي.. =ا0 أن أي

 ملاحظات:

(l)عند الشاذة النقطة وجود z= aحالة وفي.. التغيير ذلك كل سبب الذي هو المركز في 

 تصبح الحالة هذه (/فيz) لأن تايلور مفكوك يصبح لورنت مفكوك فإن وجودها عدم

 واحدة. دائرة لتصبح لأسفل تمتد والتيR المنطقة في تحليلية

 يكون بحيثC و وC, الدائرتين بينC دائرة على التكامل يمكننا(2)
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(٩) }ا-ره 2m
C

_1 (ي١)
 إمن-}٠ ا»-

 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

 (ي١)٨, =ز0,1,2,...
(١-a)/"\

1-{ (-a)"٢(٨)a٨١٠-1,2,3, (7)٠ كذلك a٨=
2» إ

»٨١a)إم--(٥٣'٢{ m
 الآتي: العام الحد نكتب يجعلنا وهذا

• ا=r(٦) عه، « إ,د ز_ي(٠ "م c ،z a
m=0,±1, ±2, ٠.٠

,m=0,1, حالة ففي (4) تعطي2
(7) تعطيm=-1,-2, حالة وفي

 فإن وبالتالي.. عاماً حداً هذا يعتبر وبالتالي
 ب

 =)=(م2-=(/»٥٣
j=ص 

 لورنت. لمفكوك العامة الصورة وهي

 أي الموجبة، الرتبة ذات الحدود على يطلق(3)
aم + a٨(z-a) + a3(z-a)+٠.٠

analytic التحليلي بالجزء partالرتبة ذات الحدود على يطلق بينما لورنت، لمفكوك 

 أي السالبة،

a24١ ٢
٦-a (a- ج)

principal الأساسي بالجز partاختفاء حالة في بإنه بالذكر وجدير لورنت لمفكوك 
 فهذا.. العادي تايلور مفكوك المفكوك ليصبح ينعدم الأساسي الجزء فإن الشاذة النقطة
 الشذوذ. تكون مع يتكون الجزء
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 البائي نظرية البابالاق:
 قطباً يكون فربما.. عام فهو.. نوعه تحدد لم الشذوذ هذا.. شه.اذة نقطةa=2 عند(4)

 أساسياً. أو.. إزالته يمكن أو تفرعاً أو

lim ه=)ح( تكون فعندما fفإن z= aنجد وعندئذ( رتبته )وليكن قطباً تكون 
2»a

 الكيفية لذه محدود عدد له يكون لورنت مفكوك من الأساسي الجزء أن

41 42 4-٨
2 د أد د ٠٠٠٦-a (a- ج) (2-a)"

lim /( =z )ج د ولكن a (z)/ عند معرفة وغير القيمة وحيدة دالة  الدالة كانت إذا أما
2»

=z فإن aالمزالة الشاذة بالنقطة تسمى removable، الدالة تعريف نعيد الحالة هذه وفي 

 المفكوك. بحساب ونقوم.. النهاية بقيمةZ=a عند

=z كانت فإذا aالقيم متعددة للدالة تفرع نقطة multi-valuedشاذة نقطة تكون ا ف 

 قطر نصف له والذي تايلور بمفكوك فكه ويمكن تحليلية دالة هو للدالة فرع كل أن على..

 التفرع. ونقطة الفك نقطة بين بالمسافة يقاس تقارب

essential  الأساسي بالشذوذ يسمى السابقة الثلاثة الأنواع خلاف الشذوذ من نوع وأي

 حدوده. في ائياً لا يصبح لورنت مفكوك من الأساسي الجزء فإن الحالة هذه وفي

singularity اية مالا عند شاذة نقطة تنتج ه اية اللا ونقطة atفمثلا "z)=z)/لها 

1 1 ، - الثانية الرتبة منw=0 عند قطب لماf\ =ا", لأن ه عند الثانية الرتبة من قطب . . 2 - ٠ .
W W

1 ، ء  شاذة نقطة فا أ/ «ا ن عده أساسية شاذة نقطة اJ(2)=e وكذلك
٦

.w = 0  عند أساسية

 بالدالة تسمى طبعا( ه عند النقاط )ماعداw مستوى من مكان كل في تحليلية هي التي والدالة

.. coshz sinh و z ,"e و sin z, cosz entire الدوال أمثال من function  الكلية

 ئي. لا تقارب قطر نصف ولها تايلور بمفكوك فكها يمكن دوال وهي
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:٥-٤ مثال
٦ e ء 7 ا= حولf=)( لورنتلا. مفكوك أوجد 2(>-1)

 الحل:
 فإن لورنت نظرية على فبناء.. تفصيلياً حلاً نقدم دعنا

n = 0

(}  إله-
n =1

(١)٥
w)+1 و - a)"

0 ٨

("a)ة- 
n =0,1,2,...  حيث

٠٣F)-٠«Fم)- 

 يم-.ه,."«
2; (nأه "

,Rا= aا»- 

n=\,2,3,..

C,  حيث

R,> R, /٦-a ,R= ا : C

a فإن المسألة هذه في = .2 رتبة منPole القطب نوع من للدالة شاذة نقطة تمثل وهي1

 فإن وبالتالي
 بو·٠ ا:،;- ن ن
())(/ = • لإمة ""-ر-( C

 حيث

 كوشي تكامل صيغة ومن
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 الباقى نظرية البابالرااق

 امn ي(-(-/ »،
2m ; (=-a)\

" e
"٨],=5زا]5y ا=«0,12, أن أي n+2/ n+2/!

w=]

 ور_أ(=8م ا
@-"F[-!5 و 3

=d/1 ا  }من- ة
=n,... عند ينعدم والتكامل  )لماذا؟(3,4,5

 فإنn=1 تكون عندما ولكن

 }م-» =ر_هd1 ا٥

 كذلك

 أم(-
n=1

=e

 فإنn=2 تكون وعندما

=d14 ا٥  ة٢ إ ا-ما
e=اء =

n=1
 فإن وبالتالي.. المفكوك من الأساسي الجزء في الحدود بقيمة تنعدم بينما

1 ee"(١) )ر-(2-=(١-=)  ينيا،»::;:- ا،
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

 كالآني: مختصرا حلاً نقدم أن نستطيع والآن
z-1=u  بوضع

e ،e""e-  -ج(١)١/٠ ا"ى<٤[

 أ.د.جديالطويل

R,ر o

u"e w إm!2 ي- :ر»[-:

٢ ا+ا٢+  اب:,:- ان
 ل/ا

-u=z بوضع Iفإن أخرى مرة 

- ا٦١١-١-=(١)2(٤-١-)2
2 الع٢٢٢{٢  ي"ا لا'تيخ±

 السابق. المفكوك نفس بالطبع وهو
 لجميع متقاربة المتسلسلة وأن(2 القطب رتبة )لأن فقط حدان به الأساسي الجزء أن ولاحظ

.2=1 عدا ما2 قيم

٠٦-٤ مثال
2=e

1 عندا= =)ج(/ الدالة حالة وفى
 )-ء(

 الحل:
 فإنu=1-2 بوضع فإنه

,2,22(1+) e ee
=f(ج )= ،3،

 ح إ],٢ ،ا٢٢ اي الد4 ي.8 إبا، إ#,
!m!3!2د 

٠ ا"٥١ إ،4٥ إ /إ،0[ ٢٢2٢ ا٢٢ ر
nl3!2lu٠21

=٤3
171



 البائي نظرية البابالاق:

-u=2 وبوضع lفإن 

 حى5ا22١(2{(2-±(")١)3
٥ مع٢٢{٢٢٢ ٢-٢١-'-١٤'٠5 ا

 را
 الأساسي الجزء

 ، 2=؟<
 التحليلي الجزء

(.3 رتبة من القطب )لأن حدود ثلاثة به الأساسي الجزء أن لاحظ

:٧-٤ مثال
٦e

z-2 )f حول  تم=)ة مم للدالة لورنت مفكوك طب إذا
z-1

 فإن ولذلك2=2 عند تحليلية الدالة فإن

 مفكوك هو عليه سنحصل الذي المفكوك

 بحيثR هو التقارب قطر ونصف.. تايلور

z­ 2/<Rأن أي.. التقارب منطقة هي ا 

 إلى ستؤدي المنطقة هذه في واقعة نقطة أي

 فإن هذه حالتنا وف.. المتسلسلة هذه تقارب

R=1)وبالتالي )اذا؟ 
2+2 ,2/=-2)

e ee 22-2, ٨( -يم-)- =م٢ يآ, -راوee -=+ا"2)1-، ٦-2+2-1 1+٦-2
n

!n عام.+د-+ا "ج --أ+٥--+٥-/١4-١-\٥+

-e(1+(+(-٢٥(١١-2)+٩(2٨-١+'١ -ي 2
1 1 1 ١١+(-1+١- +)(±-2)2+(-١+-+)(=-2)+..)

2 إ3!2!3!4

2 إ23 إ43/2إ «-ي،،ك٠ ي «-/و!-إ-«--)إ٠ أ
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

-z ا</ هي التقارب ومنطقة نرى كما تايلور مفكوك وهو  مبين هو كما ا2

 بالرسم.

 ملاحظة:

 فإن تايلور مفكوك لإيجاد

- 2e e(=2/)ج(=») 
z-1 1

= =r(1-2ع) ج(. )-eح 

2(-1)
- = 2e e ٠, 2 e  (/ر=2-)٥"()=

2 ا-(1-2)12
٦ = 2- =٣(). e(-1)-e- e--e2(>-1)( -ج١)

 هد د

2  -ج(١) )ا-ج(4
e2-2e2ء »f"(2)-0-+ح 

1
 النهاية وف

 م٨

rtء = r02)"2.- -)T2"/+ د 2)+
2!١!

 ء2
=2+0- -ج(2")+...

2!
 الحل. في ومباشرة مختصرة الأولى الطريقة وتعتبر

٨-٤ مثال

٠. 1 2=0 حولSin مفكوك أوجد
2

 الحل:

،.1-=u essential بوضع فإنه وبالتالي z=0 الأساسي النوع من شاذة نقطة
2
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 البائي نظرية البابالاق:

 تزن ر";-ا
1

 فإنu-= وبوضع
2

 ا(٠٠١-)١١
sin ر، = . }ج٥ ا-م٤ ا

.. الأساسي( النوع من هنا الشذوذ )لأن ائي لا حدوده وعدد فقط أساسي جزء أنه لاحظ

.0٦٥ عند متقاربة والمتسلسلة

:٩-٤ مثال

 -ن0 حول= لفكرك لبه

 الحل:
z=0فان وبالتالي الأساسي النوع من شاذة نقطة 

1
1 1-1 11

]+ p2.. ا.. إ.إ
ml 22!2" ج

 فقط(1) هو التحليلي الجزء وأن.. ائي لا الأساسي الجزء حدود عدد أن أيضا هنا ونلاحظ

.7=() عند متقاربة والمتسلسلة..o عند عليه الحصول ويتم

:١٠-٤ مثال

S1n 2 z=0 لمفكوك .. عند f(  =)ج بالنسبة
2

 الحل:

.S1n2 ء د ء
 تعريف ويجريllim= لأن المزال النوع من هنا الشذوذ آن نلاحظ

z0 Z
=z عند الدالة .. وبالتالي..(1) لا. مساوية قيمتها بأن0
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 أ.د.جديالطويل

--٢ اد-٠: [نث
5!3!2٦

42
22

 ا[..
5!3!

.2 قيم لجميع متقاربة وهي مزال( الشذوذ )لأن فقط تحليلي جزء ا أ هنا ونلاحظ

:١١-٤ مثال

2
 --ن2 حول( وار ر, للدالة لورت مفكوك

٦+1 2+2
 الحل:

 أن أي..u=2+2 بوضع... ا( رتبة يسير)من قطب2-=2
2 u-2 _2-u ١

(2+12+2) (-1) u 1-u
2-u - = ,)-ا( <ا١

0

2-u 2  +١(أ-=٧+١+.. ا
t

1 (=2 +ا+/)-٠+2 ا+
w١

2 2 2  +-ا=2u+2u+...-1+2--٦-٠.. ا
2l

2 2= +1+u-+w +3+...
u١

 فإن أخرى مرةu=z+2 وبوضع

22=  ي( ي\ر -=أ,+1(+٤+2(+)٤+2/+٠
،٦-+2٦+1 ٦-+2

 لا
 الأساسي الجزء التحليلي الجزء
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 البائي نظرية البابالاق:

simple  يسير قطب لها الدالة لأن واحد حد من مكون الأساسي الجزء أن هنا ونلاحظ

pole1=-2 عند.

 هي التقارب منطقة فإن المفكوك شروط ومن
0<\z+2/<1

١٢-٤ مثال
1

١/<٦١<3 المنطقة في عققة تكون كيث] \ر أ, الدالة فك
2+1 z+3

 الحل:

 بالرسم مبين هو كما التقارب منطقة تحديد يتم الحالة هذه في

(٦-٤ )شكل

 الجزئية الكسور فبإجراء.. الدالة بفك القيام عند ذلك مراعاة من ولابد

١ 11 11
،،

(2+2 +3)21+> 23+2
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

 التقارب منطقة مع يتعارض وهذا.. اz ا<1 كان إذا إلا(z+1 المباشر) الفك يمكننا لا

 كالآتي: يتم وذلك التقارب فترة في يدخلنا جبري إجراء من لابد وبالتالي.. علينا المفروضة

١١١l11 1+ ام2ا=lz ا'+ااا==·.• ا>اذا=ا<"ا
2ا-+

2

 وبالتالي.. المعطى التقارب شرط مع يتفق وهذا

١1 111 z2 ا+ي-;+-ا"-·.١ z'1+z 2

.. السابق الشرط فيه يراعى آن لابد فك فإن كذلك ء1
3+z

7٦111
2+3 ا١=1333 ·'م إ)إ+ااإلإ= <=/ا<اجا3 ٢

3
: وبالتالي.. الشرط مع يتفق وهذا

2 ٦٦١١ ي3
 أ٢

"27933+2

 فإن وبالتالي

11111
 ا5 [ء-و-إ،ة-،

1١1١1
{٢ ر

4.322 2 2z2

2 ٦١١= دج
]٢ ر

 امالا٤55
2١1١11 ج2

 ,ي5 د ب ي٥ و
222 22 6 18 45
 لي(

 الأساسي الجزء التحليلي الجزء

177



 البائي نظرية البابالاق:

=[z الدائرتين مركز أن لاحظ  شاذة نقطة ليست هنا وهي2=0 هو اz]=3 و ا1

 ائية. لا حدوده عدد الأساسي الجزء فإن وبالتالي قطبا( )ليست

١٣-٤ مثال
/z تقارب فترة آخذين السابق للمثال بالنسبة <lا 

 الحل:

(٧-٤ )شكل

1 1 1 1 1
،،

(>+12+3]21+z 23+=

 الدالة أن نلاحظ الحالة هذه في

1-
1+٦ بالكامل غبية/(٦]=)1\ ي5[ z+3

 كالآتي تايلور مفكوك على سنحصل وبالتالي

2{٢ ا!-٠ ")ج!ا 323-2  <اذا3 ا٦ا<1,
\z أن هو الشرطين وتقاطع\z/<3 و اz/<1 أن أي .. معاً الأثنين يحقق فهو ا1>

 وبالتالي

3211
=(١ +:اs]5" أ +ح[إ22,

2  ا ء٥2٦
- {ا]

3 9 27 ""6

_4013541 و
2 إ22,.-٠

81273 9
[z فيz لكل محقق وهو.. تايلور مفكوك أي  ا.1>

١٤-٤ مثال
 اz ا>3 التقارب فترة جعلنا إذا السابقين للمثالين يحدث ماذا
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

 الحل:
.. المعطاة الجديدة المنطقة مع المفكوك شروط تتفق وأن لابد

١١١١١
،m.-5إ.و:-أهةء 
11١ 1 11١ 1

2 /!راء2٦ ا3,١
zzر١ 

١!٦ "أ;٠ إ;  ب {د
222222

<[z و اz >ا1 ها والشرطان  )لماذا؟( ا3

 وعنده.. معا الاثنين يحقق اz ا>3 الشرط فإن وبالتالي

١111١1
 "=ء5 ا± ء«. ا-: ح أ٢-

!3٤٤ ز  إ د
22 ء22 ف,

 ا_40134
 رد

5+٠752
 ف اساسي جزء ,سرر2=22

 القطبين من أي حول يتم لم والفك

1-=3 أو1-=1
 ائي. لا الأساسي الجزء حدود وعدد تحليلي جزء يوجد لا وبالتالي

١٥-٤ مثال

0</z1/<2  وليكن.. القطبين أحد عزل حالة وف

179



 البائي نظرية البابالاق:

(٨-4 )شكل

z+1 بوضع فانه =uفإن 

١111 ا-  ح ح ح إ[

t ا5 -ا?@»l )آ_,, )ث""امة
2

 ء ءt} ء ء٠
 اu\<2 أن أي <ا"]1 وأن اu ا>0 أنه شرط تحت

2-

 التالي: إجراء ممكنا وبالتالي

u 211
 ح أ٢

[: +i= +3) 2" 2 ٩
1 u1

 ب

2 4 8
1 (١+=)1

،٢
82(1+2) 4

 لر را
 الأساسي الجزء التحليلي الجزء

 مع يتفق واحد حد أنه يبين الأساسي الجزء فإنz=-l القطب عزلنا لأننا أنه هنا ونلاحظ

.Simple Pole ..  يسيراً قطباً كونه
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
 الجزء حدود عدد فإن القطب نقطة حول والفك قطبيا الشذوذ كان إذا أنه هنا والملاحظ

 الفك منطقة في تحليلية كانت إذا الدالة وأن القطب هذا رتبة يساوي أن يجب الأساسي

 تعزل المنطقة كانت فإذا.. الدالة لهذه تايلور مفكوك مع ينطبق لورنت مفكوك فإن بالكامل

.. فقط الأساسي الجزء على سنحصل فإننا الشذوذ نقاط

 مقدمة١-٢-٤

)/(: للدالة لورنت مفكوك إلى بالنظر
 ن

r(٤»-١)ء٤»٨(- "
p--0

 الدائرة مركز هي والتيa=2 النقطة عند الاC الدائرة وداخل على تحليلية (دالةz) حيث

 وحيث أيضا

 ,،}_ ):ا/ ,ه٨=±0.±1,2.
2m (2-٥)C

.. لماذا؟( صفراً يعطى المفكوك من التحليلي الجزء فإن..}f )ح(dz إيجاد أردنا ما فإذا
C

 صورة على تكاملات فيعطى الأساسي الجزء أما

m=12mdz C إ ،:-ر،ي٠ اد

. -ه١ بالمعاء.ل الخاص وهو..}
C

 في الوحد.د باقي الم. المعامل هي ره فإن..}f(=)dz التكامل نظر وجهة فمن ولذلك
C

 كالآتي: التكامل ويكونresidue بالباقي يسمى ولذلك.. الحسابات
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 البائي نظرية البابالاق:

٦=a (z)/ الشاذة النقطة نوع عن النظر بغض  للدالة لورنت مفكوك إيجاد أهمية لنا ويظهر

 التكامل قيمة إيجاد في ومحوريا هاما دوراa١ً الباقي يلعب المفكوك إيجاد فبعد..

<h/)ء .}{
C

=z أن أي فقط القطي النوع من الشذوذ كان فإذا aرتبة من قطب mلورنت مفكوك فإن 

 الآتية: الصورة يعطىa=2 نقطة حول

d0 ٠٠(+a-٦\)4+4ء(/+٠٠٠"+ +م٥(=-" 
022-aا #م 

 الأساسي الجزء

 هذا رتبة تساوي الأساسي الجزء في تظهر التي الحدود عدد أن سابقاً إليه أشرنا شئ وهذا

-z") في بالضرب والآن القطب. a)فإن 
m-lm(- a) /(z)=a٨+ d٨١(٦- a)+٠٠+ a١(٦- a)

m+ a٨(z- a) +٠٠٠. (1)

 وبتفاضلa=2 نقطة حول )لماذا؟((f-2"(a )ج( التحليلية للدالة تايلور مفكوك تمثل وهي

 على سنحصل فإننا مرة(1)(m-1) العلاقة

»-\٦ +١-a(-ا)ء(٨-١٣ "aج- ->(ام٣»- 
m(m-1)٠٠2a٨(2-a)+٠٠٠

Z النهاية أخذ وعند aفإن 

 --أذاي.أ"ي٠.
Z عند قطب وجود حالة في أن أي = aرتبة من mفإن 
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
 وبعيدا مختلف بأسلوب ولكن(٧-٣) الثالث الباب اية في سابقا إليها توصلنا النتيجة وهذه

٠٠(١٤٦ ص )أنظر.. حينئذ معروفة تكن لم التي للدالة لورنت مفكوك عن

 باستخدام وذلك الشذوذ نقاط أنواع ولكل عام بشكل}(z)dz إيجاد نستطيع والآن
C

 التالية. النظرية

 الباقي نظرية٣-٤ نظرية

 محدود عدد باستثناءC يسير مغلق منحى وداخل على تحليلية (/دالةz) كانت إذا

 فإن الترتيب علىa1,b1,C1,... البواقي لها والتيC داخلa,b,c,.. وليكن النقاط من

{ /(zh>=2mla_ +h-١+e-١+./
C

=2mti 2 residues of interior singular points

 الإثبات

(٩-٤) شكل إلى بالنظر

;
(٩-٤ )شكل

 موض.ح كمه.اه.و الشاذة النقاط هي مركزها والتيC1,C2... الدائرية المسارات وبأخذ

 فإن بالشكل
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{ r(=k>=} f(=h>+{ r(=h>+{ r(2h>+..
 الباقى نظرية البابالرااق

(1)
C G

{ f(=h=2mi a,
G

} /(=h>=2i b,

} ،4(zk=2ri , ه

 ولكن

,a1,.. حيث.. وهكذا b1, C1فإن وبالتالي للنظرية قدمنا كما البواقي هي 

{ (zh>=2mla١ +b-١+c-١+]
C

= 2m [sum of residues]
 هامة: ملاحظة

multiply-  الاتصال العديدة المنحنيات على لتطبيقها النظرية هذه إثبات مد يمكن

infinitely many connected المعزولة الشاذة النقاط من ائي لا عدد على وكذلك

isolated singularitiesختام وهى..]4[ الي الرجوع يمكنه العام بالإثبات والمهتم 

 الكتاب. هذا لأفكار جميل

١٦-٤ مثال

 ر ةi٠- واc إ "تمة, ، ود
c (2+١)١>2 +4

 الحل:

 فإن الباقي لنظرية طبقا

.2 -2z Mام+٨+١« A,«=م; -{
 +ء(١)2١>4+2

 وبالتاليz=-1 عند الثانية الرتبة من قطب يوجد(i) حيث

184
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2z-2z،2d1 ٠ .m+١ ت; ٨:= نا2):

1 ء عه _(?ر+(2 )بم

= lim ٦ دء {ءم,]

14
25

(ii)عند الأولى الرتبة من قطب يوجد z=+2iوبالتالي 

١im ة2-أت- (z-2ي=٨ 
'2-2i)-»2r(i +ج1+=()2)

7+i
25

(iii)عند الأولى الرتبة من قطب يوجد z=-2iوبالتالي 

; =lim(= +2n)2-يأ=
(=+1)(=+ 2i)=-2i)=»

7-i
=R= 25

 فإن وبالتالي

2 ء2-2-,714,5+7٤-٤ = T['-  »،·3 اني+
T}

25
- 0

 ملاحظة:

 -،١ -عر إ إرغير,.ج لنتم يد بء
 التكامل: ويكونR, فقط نحسب فإننا
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 الباقى نظرية البابالرااق

٤ م،يي::، ة (2+1) (2 +4

25 أأمد
28m
25

±=z النقطتين تحتويC كانت وإذا 2iفإن فقط 

 ثأ،: جادو،"
25 اإ{اوت

28mي 
25

 فقط. الداخلية الشاذة بالنقاط العبرة أن القارئ يلاحظ أن يجب وهكذا

١٧-٤ مثال

 "إ
 الحل:

 داخل وهيessential الأساسي النوع من شاذة نقطةz=0 فإن الحالة هذه في

 وبالتالي.. اz =ا1 المسار

{ sin±'2ه±= m.٨
C

. 1·،  حيث أنفا بذلك قمنا وقدsin- للدالة لورنت مفكوك بحساب نقومR ولإيجاد

١١١١١.1
٢ ،٠٠S1]- = ء5323 ف!
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
R=  =ره1 أن منها ونجد فقط أساسي جزء وهي

٠.1 } -ه'+2 م وابه
2

١٨-٤ مثال

sin ج أوجد 'a(3م)±- حيث C2-=2 النقطة يحتوي
٦+2C

 الحل:

 وبالتاليC داخل المحتواه2-=2 عند أساسية شاذة نقطة توجد

{ (=-3)sin" mR =±م2
٦+2c

.1 ء 1-=2 نقطة حول -جsin(3) للدالة لورنت مفكوك أولا نوجدR ولإيجاد
٦+2

 كالآني:

7-+2=u  بوضع
٠11. -sin =(-5)sin(3)ج- 

uz+2
١1١١1 w!3!5 إ/ذ»:+: ا;;

 د د ر1١١١
 ة5٠٨٦ أ
5 15 51

5٠٠ ا-ة.« د د د د
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R=5ه=- 

{ (=-3)sin" ( -أm5 =هم2
c 2+2

=-10

 فإن وبالتالي

 أن أي



 البائي نظرية البابالاق:
.1 ء  ذلك تذكر.C خارج-=2 كانت إذا أ} -دsind>=0(3) أن لاحظ

٦+2C

 دائماً. للتطبيق جاهزة كوشي فنظرية دائما

١٩-٤ مثال
dz ء
} :ا+ي(+5) أ أ

C
z/>3) حيث (ii) c:[z]<1 (iا 

 الحل:

 فإن لورنت مفكوك حساب في السابقة الأمثلة إلى بالرجوع

٠-1 :C حالة)( /z/<1ركما خا لورنت ومفكوك تحليلية إ] بإر الدالة,, تكون 
٦+1 2+3

dz ء ء } أ+ي( "و اذ٥ »ا0 .ا ر بقرء حاء»
C

 مباشرة. كوشي نظرية بتطبيق أو

(ii)ا>3 حالة في zكالآني: هو لورنت مفكوك كان ا 
4 13 4011

}،}
(٤+1(\3+2),2 تي ي4 في

a  =ر0 أن أي

 وبالتالي

.dz
1+٦ ,ل٢ -رو-ج،2 z+3

- 0
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
٢٠-٤ مثال

1٠- <sin-d±{حيث Cن0 غنوي- 
C

 الحل:

21 ١١١١2،1=s'= ٦=3!52 إ2 ا.-ي:+ي:'اثم
11 11

7 م,
3!52 رإ3

1
3! =ء -=[ه فإن وبالتالي

 أن أي

} أمد-،'» 2 3!
C

m
3

٢١-٤ مثال

٢
C
2ا= .يا3
2

2dz
SIn2

 الحل:

sin z=0تكون عندما ..,z=0, ±T, ±2Tالمحتواه الشاذة النقاط أن وواضح 
3m. .. المسار داخل شاذة نقاط ثلاثة يوجد وبالتالي2=0,± هي ا2 =ا داخل
2-،

٠، sinz.2.ء 
(i)أن نعلم:2=0 عند =]limفإن وبالتالي =llimنقطة أياا ،

z0 Z٦0 SIn 2
 لورنت مفكوك فإن وبذلك.. مزالة شاذة
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2

S1n 2

2

11  -ء +دج .ف
5!3!

1
 ا412

[-2 -+ ٦.-٠٠
3! 5!

2=4٥+a١٦+a52' +aر z3+٠..

 الباقى نظرية البابالرااق

 أن أي

3 إ5 إ٧٥٦-2٠٠٠-+42--214٨ ا4
11+a١٦-a٦2ر +aفءر 
5!3!

61412+a2-02 +-02
3!5 إ

-1
٠T٠٠•  فإن الطرفين فيz" معاملات بين فبالمقارنة

a=0-a0ر= a٨=1,
11 !3!3 م»-ا -اوه+0 -يه=

 وبالتالي:.. المعاملات بقية نحسب وهكذا

٦ 1 2=]+2 +...
sinz 3  إ

R, =0 a وبالتالي  =ر0 أن أي

(ii)عند m=2..لماذا؟( الأولى المرتبة من قطب فهذا( ..

 وبالتالي

1 . ٦Rو =- lim (-m)٠
m sinz-0! ج

. ٦-٠ 1 1=٤ li =٥٤ lim-=٥٤--=٥٤
=m SinZ =nC0S2 COS7T
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

(iii)عند T=-2..وبالتالي: يسير قطب أيضا وهذا 

٦٠-+٥٤2·R; = lim (2+m) =(-m) lim
z»-msinzsinz٦-m

. 1=(m) lim
٦-- C0S2

1=(m٤=)٦٤ cos(-m)
 أن أي

Z .
isl+85+8إ}=»2 أم 

sinzج, 
 ٠/ا١
2

=2m\0-m+m]
= 0

٢٢-٤ مثال

• بم: sin 2

 الحل:

z=0وبالتالي: الداخلية الوحيدة الشاذة النقطة هي 

z=0 (i) عند

2 1 2
=]+2 +٠.٠

sinz 3!
2٦ 2 2

=]+ ،2  ء أ#أ٠..+
:2 على وبالقسمة

2١٦
 ،، أ#"ء ا=/,٠٠.

.. يسيرة( رتبة من قطب2=0 أن )أيa=1 أن هنا لورنت مفكوك في نلاحظ
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., ظريتالبانى البابالاه:

lim (z).  =م١٦0 فإن ذلك من وللتأكد
sinz0رج 

 واحد. رتبة من فعلا قطبz=0 أن أي
R,=1 فإن وبالتالي

2 .! #­• sin z

Z!يا3« إ. 

 فإن وبالتالي

٢٣-٤ مثال

 الحل:
 وبالتالي: داخلية شاذة نقاط ثلاث=0,± فإن الحالة هذه في

 السابق المثال في كماR,=1 فإنz=0 عند)(

=z أوL=2 للقطبين بالنسبة)( mmحيث m=±lمن يكون ربما فإنه 

2 ء
-Z نضع دعنا للدالة لورنت مفكوك إيجاد الأيسر mT =uوبالتالي 

sin"2
_ (m+u)mm+u-
،

sinusiخم > (sin (mm +))'
m٦٤-+ u

11 3 إ5! و،ج،]٠ أ

m٦٤ -+ u

" \ "د، +-["ي.٠٠
a,4ر m٤+u

1/- ا.+-"١٣±)٠٤. ب د٢ ر({3({1إ{
453

 وبالتالي:.. الثانية الرتبة من قطبانz±= لأن وذلك
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

2 سد +4-١٧+a2+a3+ا ma+»= ٥453-a ا١"--"+ اا+

=a-٥+4-١٧+a +a\uف٠.٠+ 
1 2 1 3

-dt--u-١t +٠٠٠٠
3 3

2 4
-+dl-

45
 فإن الطرفين في المعاملات وبمساواة

4-5=m7, ,lه-= 
1 3 -أو،ج-»أ٥

١ 14٨=-4=mm
3 3

2 mm 1 m
 د ٢ب ٢د

sin4 2 (-nm)4 (2-mm) 3

 أن أي

 أن أي

(m = ±l) z الثانية الرتبة من قطبان = mm  أن توقعنا يثبت وهذا

 الحالتين: فيR5=1 وأن

 +امد-ه,٤,-}+٣ ا#+
3, sin 2

= 6mti

 فإن وبالتالي

٢٤-٤ مثال

 أseczd> أوجد
mا=ا= 

 الحل:

1 ء
Sec2=-  أن نعلم

C0S2
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 البائي نظرية البابالاق:
m ء cosz=0 =z وأن (2k+1), k=0, ±l ٠٠٠ تعطى

2
m

-•2-٠٠ وبالتالي:.. يسير قطب وهوz= هو اz/=T داخل المحتوى الوحيد القطب فإن وبالتالي

1m.ً)ا-ء- - coszm2ا 
2)

2
1.

= [1
m-sinz

2 ر
2

-] ... لوبيتال قاعدة بتطبيق

seczd>=-2mأ 
mا=ا٤= 

 أن أي
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

٤ تمرينات

 قوسين بين الموجودة الشاذة النقطة حول الآتية للدوال لورنت مفكوك أوجد.١
2=· e«t-)-1-2 م م,٠

. 1(ii)f(3ج(=)ج- )sin,
٦2

( i)f ( )ج =·:sinziii 2 =  ى,
2

+('=j(=[٦ ار)/) 2 2

2 -)ء/»-3 د5رو1 2-3

 =ء(1)

(==-2)

(=0)

 -=ج(1)

 =ج(3)

 الآتية: المفكوكات أثبت.٢
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6 10 14. . 2 2 ٦ 2(i)sinz=٦-+-.... ا,٦ا<o
3!5 إ7 إ

-١ قي كي27
(ii)tan z=٦-+-.... ا,٦/<l

3 5 7
. ي23 في

(iii) tanz=٦١++٠٠٠٠,
3 15

m42 إي. 2 2(iv)secz=1++ + 2>٠٠٠,. ا٦/ ا 24 2
 ا ء723

(y)cScz =--+-+ ٠.٠,
z 6 360

1xxs51 ذx3±1ا-.٤ (wi)sin ٦=٦+++.... ا,٦ا<1 2 3 2x45 2x4x67
(sin'0=0 ( عند يعطي الذي الفرع اختار

m>2 ا2ا

m>ا٦ا 



 البائي نظرية البابالاق:

(٦ ا ا.ر3 ا1x3x5936 ربا2ا ]= ا </2م "2x4x62x42قيم 

 ,اقر,آ2=0 عند يعطي الذي القرع راحار

- ة z-1 الأبية للمناطق والخفقة(/٦=)٢ يأ( أ, الدالة فك٠٣ -2
\z]<1(i)
1<\z/<2(ii)

(iii) [z/>2
(iv) /z-1/>1

0<\z-2/<1(٧)
z=0  حول الآتية الدوال فك.٤

cos(٢),( -ا٦(] =
2

2٠. -(ii)  م=(=)/
2

1 1
(iii) f(=)=- cosh-

2 z

<f(=)=zsinh)خ( 
=(z للدالة يسير قطبz= أن أثبت.٥ ء ه٤ م٠4 tan zالتكامل أوجد تم (/ومن 

2

tan=4={
m٤ m>->0 <ا 2 2

٤ ء[ ء
 أوجد ثم ومن==0 حولf .=)د( م مفكوك أوجد.٦

ln.1+z

 و>)=(/
C

0 </ا<1

196



 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
(In(1+z,٤ ء

 أوجد تم ومن مزال، شذوذ2-=1 أن 'واثبت' مفكوك أوجد.٧
1+z

 أ "إ٠

 هو ت« الدالة مفكوك أن اثبت.٨

542
222sin= {،]+e'
1582

.C  في مغلق مسار لأي أ} =ف =ج0 أن واثبت
C

/(2)=e cse'2للدالة البواقي أوجد.٩ 
mmT(2,=e ,m=0, ±1, (٠٠٠ الإجابة:

cotz ء cothz
2=0 عندf=)( الدالة باقي .أوجد١٠

 و3
: مساعدة

2 4
z 2

cosh2=] -+٠.٠
2! 4!

 ي3 قي
SInh2=-٦+-++..٠

3! 5!
7 ( )الإجابة:

'45

c :"يبب.إ او٣ ، ٦·\z +22+2

t-1 1(+-e'coSt : 2( الإجابة 2 ،
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(2mi : ( الإجابة

(8i : ( الإجابة

 الباقى نظرية البابالرااق

{ =هs ،ا الكل ا-أوحد٢
2

coshz -,أيج! -ء

 أن اثبتy=±2 وx=2 المحدود,. المربع هو دع(٠١٤

( sinl3_9-ي r02
 د

4 أج--ا 4

C
 =ا=ا1

 الباقي. نظرية من خاصتان حالتان هما كوشي تكامل وصيغة كوشي نظرية أن .اثبت1٥

24C ي ،:،ء نال٦
 --=ا4

coshz ء
.(±2 ±2i) C رؤوسه الذي المربع هي d==m كانت إذا} م  أن اثبت١٧

c 2

f  -_ر2 -ا٤٠٠١٠٥0
.(1 ±i,-1± i) C رؤوسه الذي المربع هي  كانت إذا
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