
 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

 الخامس الباب
 المحدود التكامل في تطبيقات

Applications on Definite lntegrals

 مقدمة١-٥

 بعض حساب هو الباقي نظرية من ا نستفيد أن يمكن التي التطبيقات أهم من

 التطبيق ويتطلب.R في الحل مستحيلة حتى أو صعوبة تمثل كانت والتي.. المحدودة التكاملات

 مختارة دالة على الباقي نظرية تطبيق من بد لا عام بشكل ولكن.. ذكرها سيتم خاصة شروطاً

.Contour (z)/ وخبرة بعناية مختار مغلق مسار وعلى  بدقة
 ب

rational ,()F نسبية دالة [ F(r)dx  صورة على تكاملات١-١-٥
C

-(٥) شكل في المبين المغلق المسار على}F =)ج( التكامل احسب الحال هذه في
C

(١-٥ )شكل

 عندماI المسار على التكامل لإيجاد ومهارة حذقاً(١-٥) لشكل بالنسبة الأمر ويتطلب

.Rر o
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

١-٥ عارض
Mio،  فإن ثابتM وk>1 ==حيثRe" /لا.F ,<)ج( كانت إذا
R
lim [ F(z)>=0الدائرة نصف على D(.١-٥) شكل في المبينة

«R ب ٤ م'
 الإثبات:

[ F(»ا <[ R=)4ا 
T٢

 مR أء "ء»،" ا«»،
m٨ لي

=} =
٨4-\R4

<k كانت فإذا  فإن1

!i [] J\=h0ا= 
R٤ ب  1م

lim [ J(=)==0
«R ب ٤ م

 وبالتالي

 اختباري( )مثال١-٥ مثال
 ن

dr ء
 أ ج احب

1-+xC

 الحل:

 أن لدينا المعروف من
 ب

mه dx-dx  -ي]2 أ-",2 -ي«-"اساo -أ٢
o 1'+ ا٧'/2

..(١-٥) شكل فيC المسار نختبر فدعنا
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 أ.د.جديالطويل

 و,إ ز»ت-
R  د د) ر ه ±رعد[ بم

1٤+٤3 م-١+١,٣2+٤2
،1

f(=)= ،( "Re== رعلى  عند ولكن
14 ٠22

1
1+٨22i0

 فإن وبالتالي

 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

11 Re1+R،1- ا4 ء(l,\= ;يa ,ك مم_ا،·k!7١4 -ا-٦ ا« e

1

R2-١
 كافي بشكل كبيرةR وبأخذR- ولكن

1 1 R>4 R>2م ب> 
R 4

 وليكن

R2 4 R2-1 3 1 3 1 1
<<> ا(>(

R2-1 3 ٨2 4 ٨2 4 ٨2 4
1(4/3) ء
< ا اي

R2-1 R2
 فإن(١)- لعارض وطبقا وبالتالي

-"٣tا R
lim· ء ء.4 [ f(ج )dz =0 k=2>I.. أن للعارض طبقاً معناه وهذا =M و  حيث
3Re;
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

،.drdz.+i  ي آ-و" -ي"2 ±ا٨ ادد
1+٤Ra,1+z

٠٠٠-2٠٠٠ =0 i±=2 فإن والآن z+ هما جذران لها1
 وبالتالي: فيهمل خارجي والأخر داخلي أحدهما ج=±i عند يسيران قطبان عندنا وبالتالي

11٠1.R= lim (2-i)م =lim=
=٤2z 2!1+z-i

dr ر1 ٤+1!2 -,؟5 إ-
 فإن وبالتالي

 سابقاً. المحسوبة التكامل قيمة نفس وهي

.. مثل.. المدهش المغلق المسار وهذا الباقي نظرية بتيسير صعبة تكاملات إجراء يمكننا والآن
 ب

dxdx! !/٦ ٠ xx
 وضع يمكننا أننا بالذكر وجدير

1 1 1
 ،-/ي،٨ 'ا».٨ ا- إ ا]

1 15 1 1 R">16<R>2م-ا4 <<م< 
R' 16 R 16

R4 ١6 R-1 ١5
< « >R١ 15 ٨4 16

1 (16/15)

R"-1 ٨

 وبأخذ

 أن أي

 أن أي

 اr =+،<)ء4>١
R

im [ f(=)>=0ا 
0 م'٤- ن

 فإن وبالتالي

 أن أي
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

 ة. المشا الدوال لبقية بالمثل وهكذا

٠٢-٥ مثال

 أ.د.جديالطويل

[dx ء
 +ا٨ ث{

 الحل:

 فإن..(١-٥) شكل في المغلق المسار نفس باستعمال

dR drdz

T ج'١-٠٤٤٠١ إ-٠١{ '1+z-R'1+٢C '1+z
=2mER

 ولكن

k>1  إذن

R على فإنه والآن ") T)ج= 

 ا٢ ا)ء( ا ي! ا
f١/ا±+2 خ +ا٣٠ ا"(٨٠ ا 

1
 دوا أ،2

4/31 «R2١ R2
16/9 M1 « «4(٨2١\٨

 فإن وبالتالي

 أن أي

d>.

,\Re/.+ ج٠ "-ا# \1+ 2
d>.

٦ 0م(١٠R=21 إ م٠م"-

 فإن وبالتالي
drd=

4٨.٣C ا٦٤٩ +٦ ه-1+1}

- 2aLE R,]
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
=z عند الثانية الرتبة من قطب عندما والآن iفإن وبالتالي 

1٠٠2. d F_٨-٤(--,»- ي 2.)٤ ١dzد» 

1. d
-[1

 «ءdz٤ );+ج(

\; -2(2+i)
11]

=٤+±(٢)"
-2 -1 1
، a6 -ا»-رد

 فإن وبالتالي

m.،1dr  أ5٠٦ً م-
٠٣-٥ مثال

 ب
dr، إ, 

0
 للوب الأه. .ذا الأمور تسير كيف نشاهد دعنا ولكن.. يسيرة وليست صعبة مسألة وهذه

 والشيق: الجديد

 أوجد

 ب

 إ-%
 ه-

1١1f(١ا=)ح =<  /ا أ+فرأ"ما-""m آ٠-
1

٨1

dr
1 م+8

 )لماذا؟( فإن مقدماً

:F  على فإنه كذلك

R ملا كافي بشكل كبيرةR كانت إذا ولكن >  فإن2
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 أ.د.جديالطويل مقلمةفيعلرالحليلاللركب
،8،81111 4R'>2;ا ا>ج,٢4 ج<٤ 

2R2R
٨-%١ 26-١58٨8

» ه> 2%R١ 24-٨١6
k٠1M ٨1 < د>  ي

٨-%٨١%٨4
 فإن -ا٥ العارض نتيجة وباستخدام

. dz . dz ,Rel [انب =م"0= =م"إ٥ 1+z' Re; 1+z
 أن إلى مطمئنين يجعلنا وهذا

R
dz . dx

= أ1٦ C ي,,إ ،أي بر،, 2 -R r

=2mlER,]
 فإن البواقي لحساب والآن

(k=1)
2mk4-1-+0 -=ج=1= +#ا  ب،(0=)

m m[/ +

 ر س اءء»./٨-01,23 ف واال

(-f-
7٨./

١
 ر

 فان وبالتالي يسيرة أقطاب وكلها

(k= 0)
m

[
2-٥ 8

[1m
,٢ 1+2٥

= 8
1 1 7٨٠ 7٨ m=:cا, cos - isin='=٩"888 'ا8 اي,

8 8
1 . 1 ،= (cos (m- c)- isin (m-))--(- cos c- isin c)
8 8

R,=
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

(k=)
3m[

2-e 8
Rو = lim ٢

,3 1+z
٦«٥ 8

5m
1 ١-i 1 5m .. 5mا cos=-isin=)ي== ا 
,2l٨ 8 8 8 8

8e 8
1 .٠=- (cos(m-3c)-isin(m-3c))
8

(H=2)

5m[
2-e 8

]i1
,٤٢ 1+±%

2-» 8

. 1 1
]11 =

5٤٨7 ,35mi 2 i
٦»e 8 8٥ 8

3m
1-i 1 3m .. 3m=ا eos"-isinءم= اإ=؟ 
8 8 8 8

1 ٠٠= (cos30-isin3a)
8

R;=

 وأيضا

(k=3)

"] ٤/م

2-e 8

1 %ج+
limم [

e  «ج8

R=

.m
1 1-١

= ج= ح

٨4 "و8
8e 8
1 .= (cosc-isinc)
8

206



 أ.د.جديالطويل

 ب ب
dr

١+٨8

 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

 فإن وبالتالي

dr_1،-و/ ,! r() -o

1 ٠1 ٠ .=(2m)ا:ا - cosa-isinc-cos3a-isin3a2 8
+ cos30+i sin3d+ cosc-isinc]

mi ٠٠= [-2isinc]
8

m .
= S1nC

4
m

C=
8

 -ا٥ العارض نتيجة ونستعمل.. فقط الداخلية للأقطاب البواقي نحسب فنحن ننتبه أن بد ولا

.. وجودها نفترض ولا دائما نثبتها أن ولابد بحذر

:٤-٥ مثال

x ء dxمر(ء إ{رم2 )د-ردء• ،تي 
 الحل:

r(  ==)د الداة
( أ{اب /د+±«+

Z عند قطب لها = iإن ذ. لذلك وك. الدائري ذ.صف الم.سار داخل الثانية الرتبة من 

-2±٠4-8٠٠٠ Z2+21+2=0تعطى =zأن آي Z=-l±i2= فإن ومنهما
-2-

i+1-كالآتي: البواقي حساب ويمكننا داخلي يسير قطب 
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
. d ٦٠١R,=lim-(٦-i),

 ءa ع+±(1+±()2+22)

 ده٨(:# ل
 ,,م(٤+٤+±({2242\2 ±اء-)ء+٦('/١2<2+(+)2<+2-({+t أ)

= Im ١2
 لاء+±()+±(2+22)

_(2}'(+22)+[2)'2+1)+(+2ihz)]
(2i)'( +2n)'

_-8i(1+2i)-8i+1)+4i(1+2i)
16(1+4i-4)

-12 -3-4i 12i(3+4i)  ا9-15-
 د د د هد{[

I6-3+4)3-4 (I6, ت آ6 و Ioo' '

R, = lm (2+1-i)<
i (±+1)(2+1+i)=+1+i)

(-1+٤)'
[١+٥{١If-١+١٠١١٤

(-2i)
(-2i+1)'(2)

-1
1-4i-4

-1
-3-4i

1 3-4i
3+ 4i '3-4i
3-4i
9+16
3-4i

25
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

:T  علي فإنه والآن

 أ.د.جديالطويل

 اr=(١ "مي,-
 ي(2 °م({رء2 أد+ي

2 ا

2
 +ءا1 (\ً/٥+١-٤ +-ا)١)+

 ا٨,2i4 ا
٠.2

 ا٨%٠3" اار+٤"-(+١)٨٤")+(+
٨2

<

(٨f(٨-/-١\١٨/+١+٨)
٨2

(F\-2lR+2[م- 
٨2 ا١٨2٨4

(٨_F F«e- ]ه٨-
R3>9 R>3 فإن مثلاً  بأخذ

(1) أن أي

8 ،1
->[ أن أي

٨2 9

(2)

11
<

٨2 9

،. R21 8 ، ،
 ان >اي ان اي

9٨2
9R2

 فإن وبالتربيع<
R2-1 8

81٨4  ي

(٨}
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 قليتاكالاكالدمد الاس، الا
 أن أي..-< العلاقة من فإن كذلك

٨2 9

 ب خ ر54

٨2 9

 ،، م٠92 ،
R-4 ان اي..< ايان.. 5

4 4
<

٨2 9

R24 5 ،،
 ان اي

9٨2

 فإن وبالتالي

1 9/5 (3)«
R2-4 ٨2

 فإن(3,)(2,)(1) من

٨2"64< ؟ج)ج(ا9/511_٤٠١٨4 9 ٨4"

!imn /[  =ا٢h>0 ء(
»«R ب ١٢

[ f\=h=0
r

 ب

{ f(ة h>= [٢(٤)r=2mlR +R5]
( ص-

 فإن وبالتالي

 أن أي

 فإن وبالتالي

25100 امة- ا-إ2(+«+5 ا»-

7٤16i129i-12 =mT2= اm7ا ++[ I «  إm"- ا
_7m

so
 أن ونعلم.. للصفر مساوياIً على التكامل أن فيها نثبت التي والدقة الصعوبة ملاحظة وأرجو
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
Roالمناسبة القيمة ونأخذ R>lفإن وللعلم.. المسألة تناسب التي R >  تناسه.ب لا2

 )لماذا؟(. المسألة هذه
2m

 في نسبية دالةG)( حيث]G(sind,cos@)d0 صورة على تكاملات٢-١-٥
0

.cos 0 sin أو 0
(٢-٥) بشكل الموضع المغلق المسار نستعمل الحالة هذه في

(2-٥ )شكل
1١ 2-2+

.i0..فإن وبالتالى ء 'z= eة وتكون =sin0وك.لذلك cos0=4.ضا وأي 
-2i2

dz= izd0
 الباقي. بنظرية}F )ة(d> التكامل نحسب وبالتالي

C
:٥-٥ مثال

24 a8
!- احبا 5+«6

0
 الحل:

 الأمور تسير كيف نرى ودعنا.. التكامل هذا لأمثال المشهورة التعويضات نعلم كلنا

 فإن.. اz ا=l الدائري المسار باستعمال.. الباقي نظرية باستعمال
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 الهدهد تطيناتفيالكامل البابالامس:

sin0=ة 
2i

o4ه 
iz

 فإن وبالتالي

d>
2id> 112d0

i24 اi-٦-2-

2+2
2i

2 +sino 1

12dz.=
٠.2

2 +4iz-] 2

d>ت( 
.22 -+4iz-1

-<4i ولكن  المسار داخل بالذي والعبرةz=(-2±3)i الجذرين تعطي2 ث+0=1

 فان وبالتالي -ا2+3<1 حث (=ء3+2)i وهو

2d>02

٦) ا٥;٨٠ +4iz-1C0

=2m(R)
 حيث

R= !im  "ث.5 (-ي(ا2+٠3))(---(2-٠3 )ء)
2

 (+[.+د]3-2)
2-23

 فإن وبالتالي
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 أ.د.جديالطويل مقلمةفيعلرالحليلاللركب

2a02
=)m2i6+&5إ 

0
2
٠5

 التكامل أن يعلم أن القارئ وعلى

2a02٦ m
 إ -،٨«6 ق, >ا ا د()//)

()

a= /b  ا حالة في التكامل إيجاد في فشلنا ونلاحظ.. عام بشكل ذلك إثبات محاولة ويمكنه
 )لماذا؟(. الطريقة لذه
٦-٥ مثال

2m
، ٠2md0
 إ ،4٥»6 '@ن»ء-,3_ د إ{ المم

a% > B%+  كان إذا

 الحل:
 يكونc على فإنهc: اz/=1 المغلق المسار بأخذ

11
d٦+2

2٠٠ =cos6=, a0ة, =sin0""ء= 
iz22i

dz/izd0
 فإن وبالتالي

1 c 2 أ+» أإءأ:-)إ+:1 2 2i ٦
2i)ه=( 

=2+1 - عا-أ'-أ++باء لا2-1=، 2

2d=.=

2-(c ))ء- +2ai> +(bi+ء٤))ا 
2d>

(+bi]>" +2aiخ +[-e+bi)

a +bcos0+csin 0
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_ تطيتاتفيالكامالدهد البابالامس:

'c+bi)z المعادلة جذور ولكن + 2aiz+(-c+ bi)=0)هي 

2(e+bi)

 -إواء-_ _ف، ق»_ف بع-
،

 "ي:..،٠ إ٠
 تجتبى ،ي

 عند قطبان فعندنا بالتالي

(b+ci)/إي/ ا 
 و

(b+ci)"إيا 
 ا=ا,=ا٨=ب ،٠٠-٤ ء ولكن

• أألم٠٦٠٠٠٠/٠٠٦ ،،،

 ٤٠٠٤»٠ زمم(-/آ-

«-(-(e (( ذ+
١٠a١٠\٤٠٠٢٠٠ا)
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 الطول أ.«.جدي

٦=،

٠-٨ ا-أ

 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

<1 a%> e3+B%  أن طاا

interior داخلي قطب رة فإن وبالتالي poleلماذا؟(. خارجي2 و ولكن( 

 فإن وبالتالي

27 d0 2dz

0 إ٠»٨ ا@}"ه-«=8" -ا+سدا٤+4 C

= 2mR

R= Lim  )ر4<-=)
=»٦١ (c+bi)>4 +2aiz+(-٥+bi)

. 2
- [٦٦٦٦

bi)z +2ai)¢+2رذ 

2

 لوبيتال( قاعدة )بتطبيق

2(c +bi)=, +2ai
2

: يبا بي الم م•• C +b

1

 أ٠-٠٤٠/٠٠٠٠
R='
 ا ،ا(
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
-id02٤

 د {ر)
![أ،آ ,آ( ،١6«@=esi»6'

2m

٧/٤٦٠٥٠
a%> (B%+ c)  أن بشرط

C0Smx
 نية دالة٨we) حيث] ا هr" ا'٨(٤h صورة على لكاما«ت٢-١-٥

 {17/[[؟

F(ج )e"-d> c الدالة ونكامل-(٥) شكل في الذي  المسار نأخذ الحالة هذه في

 المشكلة. هذه يواجه القادم والعارض..1 على التكامل مشكلة طبعاً وننتظر.c على

٢-٥ عارض
M،

M,==R"" على اF ,<)ء(k>0 كانت إذا eفإن ثابت 
R

iim [ F(=l""a0ء= 
«R ب ٤ م

 الإثبات:

R"" فإنF على eوبالتالي =ج 

i0mT

[ ،"F(ء k] "e"" ء +/Re"" ""Re: ا o ه
0T

i0mTi٥mT

٥، "e"]/«أ=ا«، ""ا٢ا٤ "we\، eأ ""اء /م٠ 
00

) ±ي أ »-٥\٥٠٤\٣٥

٨ ج

 أ[لإ ما-م= «ة
 '٢] م رأ
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 أ.د.جديالطويل مقلمةفيعلرالحليلاللركب

_ ٤٨ ]٨)٠٠4-١

-mR sin4 pej٨4 ت
0

٠٠٠٥٤ ء sin لأن وذلك (TT -0)=sin . حول متماثلة0
2

 فإن(٣-٥) للشكل وبالنظر

0s6<"
2

20 .<SinB
mT

(٣-٥ ر شكل

 فإن وبالتالي

m ٥m -mRl 2 و؟ و"-2 j٠-e±« \-٨-/٨١ د(( يم2 (لا مماء""
00

 )لماذا؟(
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 فاالكالالدعد فلينات الدالاس

»%2٨ m٤-٤  ع/()

٨k-2ا mR

-M٦ /,R  ح ع ا.

 ا-ة
 فإنR»o عندما والآن

 منا ]ا-"F =ا)=(0
١٤مR ب

 فإن وبالتالي

١im [ e"-F(=)=0
R8 ب ٤ م

٠٠M ء l>0 I. أن إثبات من فلابد٢-٥ العارض من للاستفادة أنه لاحظ )F اعلى  <)ج ر
R

٧-٥ مثال
 ب

 و١r=m ان اتبت ء"=٠ د
1+

 الإثبات

C

 ب

1 ء
 معه.ا التعامل تمF(r=)٠ أن نلاحظ..(

 +ا٨2
cosn

] لإيجاد
 +ا٨2

 فإن وبالتالي..(١-٥) مثال في سابقاً
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

١im [ F(2)"-  =ءه0
R ب ٤ م'

 فإن وبالتالي

cosmr ،. 'r+1 أ[ -»تي و-إسن±= الأم Re, 1+z
=2mlYR]

.. )لماذا؟( فقط بالأول والعبرةi=-2 وعندz=+i عندF)( للدالة قطبان ويوجد

 فإن وبالتالي

imz
· ٠ e

R= Lim(=--i ٦i( يج ج 2-i ٦+i

٥-٨
2i

 وبالتالي

 ب

imxR e ٢٤+٨l]٠ ه٢[+

 ن

iا = -mdz=(2m)
1+22 2i
 كرا

0

 ن

 فإنRo وبأخذ
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:٣ ء ء، 'X=٥2 2٥، ع
١+٨2١+٨2

] ن «s" --٥٤e
1+٤2

C

٣٢ 0،ء- ن  {ر±

١+ .2r

 على نحصل وبالتالي

 وأيضاً:



 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
٨-٥ مثال

 ن

٠+cosm٢
 {م،- اوجل

2x+5+4ر 
C

 الحل

 التكامل نحسب فإننا..(١-٥ )شكل دائرى النصف المغلق المسار بأخذ

 الجذران لماz ا"2215=0 ولكن

2i2-26 ±ر±­  -ح ]ا

2

imT

d12Z.:و :
 فإن وبالتاليz=-1+2i الداخلي القطب فقط وتعتبر

imT

R= lim (=+1-2i)2) ؟ةi (2+1-2i)2+1+2i--ا+ 
(-1+2i)'(-1+2i)

(4i)
_(٠1+2 \٤ ٨-2,-i٨e e،ا -

4i
_(-1+2٤)e-2(eosm-isinm)

4i
(١ 2;).-2- [ e

4i
2i)e١-٥)eء '-dz=2mم 

; z+22+5 4i

 -(-ه2)
2

 فإن وبالتالي
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 أ.د.جديالطويل
e±e  إ ونتوء ةب-و! )م ح

 "ج
([2s#إ٤4 دي 

2F(ج )=
 ج2+2+>5

Re/0

٨,3 +2Re"" +s
Re"0

-٦٠ا،ا-د/أ٢ ا

 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

 ولكن

٢ على ولكن

 فإن وبالتالي

R
 اF =ا)ح( ،

+)+(""٤e/e"" +(-2iا/ 

•  f-ا٣إ
 ,٣ي،- برة:

 آن أي..< -<وكذلك فإنR>6 بأخذ الآن
6 'R6R-

5 5
 ب

6R
,55،.5، 5

 أن >-[أيd=1 أن أي..1-[>- وبالتالى
6 -R-6R-

R-٠5 11R
< بالتال

dRR-5 a٣
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
 فإن وبالتالي

١١ در/ »١R f'R//(=hr م ج"].-.<--==()] R-5 -م5 aaR

 فإنRo فعندما وبالتالي
imz

· Zeli[0م =>ه 
R-٩, z' +22+5

 فإن وبالتالي(.٢-٥) لعارض تبعاً

R im
. re mT -2m ٠lim]م d٤=-e (١-2i)

R=_2+'3م r+5 2
 أن أي

 ب

[{{ (ح] ز ح» ،٢±.-3٨-٥«

2r+5  ر٣35+2+2+2
 ب

2.٠٢a±°ر ,} - (

2r+5  ر2+2
 ب

 أن أي

].-2. أيضا +snm  -=إ'TP و م
2x+5+4ر 

C

 ملاحظة:

 أخذنا لو أنه نلاحظ

2١RR
-/٢-- #ج، »بو-ة بل5=

1 1
< ه

2 6
٠٨ h>0 ٦<,) ي٠)F/. أن إثبات في ولفشلنا

R
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل

 وهو أيضا سليم أخر بتصرف قمنا ولكننا
١ 11R sRه-sR-»"١-)"/ "بم5.-=.<

 د،ا
R

M
R' k=1>0

.I  على التكامل انعدام افتراض يجب ولا
 مشهورة مغلقة ومسارات تكاملات٤-١-٥

٩-٥ مثال
 ب

S1n ء  اdr تكامل أوجد
x

 الحل:
0

 ب

SInx ء ء  وبالتالي زوجية دالة وأن ائي لا المسار آن لاحظ
x

 ب

٥٠٢-٢«٠ [k
xx

()-o

Rد ه±، j!ي د١٨ ر 'X=- 1I
r2Rه r -R0

 وهو المسار هذا تطبيق تواجه مشكلة هناك ولكن لذلك يصلح دائري النصف فالمسار وبالتالي
 عزل يتم لذلك..R إلى-R من الحقيقي المسار على تقعz=0 )المرالة( الشاذة النقطة أن

 كالتالي المسار يصبح وبالتالي اz =ا€ دائرة بنصف النقطة هذه

 أن أي
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

.C z=0 المغلق المسار خارج نقطة  ر -،؟o ما، لأن
C

 وبالتالي

-€ it iz Re e،<+[ ه++[ [
٤ 2-R ٦ €

]+dr أ d>=0
r zT

i-€

]٤ ه
-٨ 2)-2

€ -ix R -ixe e=+[ d+=-[ d٤
x x

R €

 ولكن

 فإن وبالتالي

R it -ixe -e r -إ ءه
ee  إ،ءء -ين٥

٤ 2٦

-:٠R
" r2i ة٠ إ:1"٥

 ع عل
d=+[  ==ه0

2z r
 أن أي

R، ] -{م٠-
r

ee  إ،ءء، -ين٥
٤ 2٦

(1)  أن أي

 عا
lim[  =>ه0

2Rر o r

٦ إ-/-ا R

 ولكن

 لأن

i ٥ ء ء  فإنz=€e' أن أي.. اz ا€= الصغرى الدائرة نصف على والآن

0 ie =i"٥ أ
o=«"، أ-< م؟ [

٨ ee٦
 فإن«€0 عندما النهاية وبأخذ
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 أ.د.جديالطويل مقلمةفيعلرالحليلاللركب

]lim تى0 ""ءى d==lim[ iao
 ر10€20€

7 m
0

-i[ (ko
m

= i(0-m)
=-i5٤

(Rر o e0 و  وأخذ(١) في )بالتعويض على نحصل وبالتالي
 ب

S1nx
dx-٦-+0=0

x
»]

0
 ب

[ ي٩١٥-٢ أن أي

2٢0
 ملاحظة:

 على شاذة نقاط وجدت إذا التصرف كيفية عن فكرة يعطينا المشهور المثال هذا

 المسارات هذه على التكامل قيمة إيجاد نحاول ثم دوائر بأنصاف بعزلها فنقوم.. الحقيقي المحور

 الصفر. إلى الأقطار أنصاف تؤول عندما النهاية ونأخذ الفرعية

١٠-٥ مثال

 أن أثبت

 الإثبات:

 ه3
f {w٨،  إ]'-5

1+/2 8

 التكامل باعتبار

0
2lz- م ،/ا2

2=0 الشاذة النقطة عزل يتم وبالتالي(١٠)- مثال في السابق المسار نفسه هوC حيث

.2 =i ( عند داخلي قطب يوجد أنه هنا ونلاحظ.. لماذا؟(

 فإن وبالتالي
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
2

 ي -،{=ما2 »م.
1+2

.. %)ءم(
R= Iim(=-i)٦(٢ي ين;٨+i 2-izi

 (ا-٠١%
2i

2
 أي،يى )م»

2i 2
 م
8i

 فإن وبالتالي

22

'٦+8i1 ز ءثوا" أأ=ود

 ذ،
4

 والآن

222 k 'ا ، م ما ،ثإ ، fم د م]'٢ 'م م =ا 
222

٤ م 1+٦·-٨l+٧ +ا٦

322Rj ٢ إ1'" ا٢٨ ')-ا -ير٢ 22 '1+u'٦+l م4
:٦ على والآن

 .يجم ماء"جأ
 فإن:«€0 وبأخذ
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب أ.د.جديالطويل
02

،٠ f، .)،١ "ء= ءi)ا آأ-ا،ا 
€»01+٦€»0 m7

0

-]

0

 أ-
m

0

 [ذ-
m

0

 [ذ-
m

0

-]
m

= 0

 أإ/ ب, ب"
 "،2 عإا {ء إ ،،

lime"68
€»0 1

 ،أ،إيار.
€

0 ا/0
. e  )ز-1m] أ

€»0 1
 قى

. 20lim (€)d0
 ر10€

 فإنR-»o وبجعل

4 إ
٣ إ

227

.lnz ٦+-[R إقاا" زر،

(١4+،g/'١١)%/٨/8٨ -ا،٨ ٢/ا  {[أ[

f-\; 1+R%31+R٥20

ln R+io\" ٣a01\ [ز< "::""م+R28٨-٠

(+nRe4ىم a8)ب،[ 
1+R2 ,218e



2 2
< -نر٢(٨+{t' ,ودم ]]]

Re; R2-1
. R
l1 -(
Ra R4-1

 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

 ا٦5+٦ /=ا-/د=ا>ا

 ولكن

1
R( R)2 R2(LnR).--+(nR)"

. ،n ٠ R ]1'=]1-- وكذلل،
R-ه R4-1 R 2R

(?nR)إم. lnRمم. 
- 11+ 1

Rه R R 2R
1

1 2lnR.. . R= ]1+ [1-
RR Ro 2

. lnR-0) ]im
R R

=0+0
 فإن وبالتالي

3،2R2-€ 4e0 ا،ا ت"؟ {ه --ا،إ"« _ u+ +ام٧ ا
Rر o

 الأول. التكامل في٧-=u بوضع والآن

ln »= ln(-u)= ln u+ ln(-1)

= In u-+ mi

 فإن وبالتالي

 )لماذا؟(

(١٠'{# ر،} إ-أوو ']} ٢1+2

 تصبح(2) فإن وبالتالي

 ر]" ب !»ا -أ،٣

41+u2
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 أ.د.جديالطويل مقلمةفيعلرالحليلاللركب

١'{/2هإ«٠j٠٨ يأ،{دا± إ# 1إ{ إ]'
41+31+u

 فإن وبالتالي

o ,2 o olnu du lnu 2[""-»"٣+,[2[) "-=هي3,
w  م +اu' مlw م +ا4

 ب
٦٤s-du  أ (=مan-u :=ا ولكن

l0w  م2+1

 ه2 ه333
T إ== ال اي د٢"(٨ا [)ءد» ،".#'.#'  أ،٥٢/1)

 ن1+٥4 +ا4244
3lna2% ب ] "=ا،""ا شرعى وبالطائي

u  م8+1
 ب

٢"٧ م-،ن فإن أيضا وجانبيا - '[
2uم +ا 

١١-٥ مثال
 ب

±S1n ء ٣0 ا٣2+2 م!-

 الحل:

 المسار داخل يسير قطب هناك أن ملاحظة مع..٤-٥ شكل في نفه المسار بأخذ

=z عند iaفإن 
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

 "رز-+
C 2'2 +a

٨-i  ن ي»-ء( ؟ي م,
=ai Zlz-+ai 2-ai

-« -1٥-٧
-a27- 2 3

٤ ، ء+±

 حيث

 فإن وبالتالي

eإ,ي,ري» 
-R rlx -+a R
-€ ix Re:لهي,يي: 
-R 2\ -+a €

 فإن: الأيمن الطرف في الأول التكامل فيx-= وبوضع
-iuR-iu eedu=-\ du

2222  /(، ا»+ ء ا، أ»+
ixixRix- فإن وبالتالي
-e-٥e

(1}(1X-

 ،7 آ.- أورة،،إ
 يا:-
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب

"meع تأ dz+/dz=-  ا،+°±ء ا+يء»2(2)
=z على بالتكامل.. والآن e":7فإن 

 الطويل ،جد أ.«

SInx  إ« ,ي٥١ إ
7e ٠ا شر+2

i0.e aoإءء2 ،2) ءء»"٣أى 
 فإن:€0 النهاية وبأخذ

0i=e
 أ ج..يير إد

7 2\z +a m

'«o
0«٢€»0

(3)

i= 0e .

٨ -م، w2+2اء± 

m
،2

== R "" ٠T  على كذلك

 أن أي

-» إ/ل•  "ا ا٨ و:إأ م4 لها أقم
22 211aa ء  ج<ي ر وبالني ,·م<: بان٨>a2+1 اد ولكل

'1+2R1+aR

22 ا٠٠ [[= ان أي
١+a21+2٨2

١R2-2
2٨2+١ ض 0

 فإن وبالتالي

 أن أي

2R 2
2 5<1+a

R -a
11 ه+3
 د د

٨2 2 ٨2- ٥
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k>0 أن أي

 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
2 ٨F(1ا)ح ا. +a =<٠aF Rr+٠٢hا٢/ 

 فإن٢-٥ العارض نتيجة بتطبيق فإنه

 عا
} -ه:٥ a2+22اء 

:(R-e  و«€0) تصبح(2) وبالتالي

R8 [سلا ٤ م

•٠٠ ا- ن me-"1 ر  دأم
22

 ن٤/2 ،+2 ا ه»
0o .me-si5٨٠٢إ  أ{ د د

22
 ن٨,/2+2 ا22

- ء-ا,"٩)
2a

 أن أي

 هامة ملاحظة

 ب
C0S2

 إ رتم اه اسمي
0 »tx3 +2

١٢-٥ مثال

 )لماذا؟!(. الأسلوب. لذا

 أن أثبت
) ه2 si ,{ د# ,م±4

,2 2
0

 الحل

. 1sin4 k=-(1-cos2kr)  باستخدام
2
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 أ.د.جديالطويل مقلمةفيعلرالحليلاللركب
 كالآتي: تصبح التكامل صورة فإن1-2 ح الدالة وباستخدام

١١ 2h2 ة و'-{ عه ج
 فإن(٤ )ه- شكل في الدائري نصف المغلق المسار وباستخدام

1 2h=
( dz=02( لماذا؟

 إ:٦
 فإن وبالتالي

<1.2hi2 م١k.2-١١ جhi1٠١ ج ",{- و"[-ه [امه±, ه
2=2٣2. ء ٦-R

١١2h=١١..2hi ",[+ ,"إ+»=0(
=2r2 T€

 فإن الأول التكامل في-=±u وبوضع

(2)

١-٤١2hi ١١-٥-2hidr=( du2 م22 أ -R R
R ٠٠ (,eos 2h-isi 2k!}ا-) 

J2 2
R .2 .R .sin2h٢'n h؟٨ '[ ٢ '[}

2 2 2
€ w٨ € t

 الثالث: التكامل فإن كذلك

,si2hl+/٤٥٥2١(-٨{1١٤"٨إ!{
 أ]

٤2،2 ٤
 بد{ أ }إ١-e٣ ,ر}f ,لجد

٢2٧2

[[ ز ،مبد زي»0 ر(3)

 ء2٣
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 إ1

 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
""ee على التكامل فإن وكذلك :y=2يصبح 

١"kee 'ر ر,2 ,2k- . i6-e-edz=( eie''d02i0,222 ج
em2

%, ،ر2 "ء ء
2 ع٠i إ;- -ء،ي="٨٥

 فإن ر€0 عندما النهاية وبأخذ

 رً! "ج-± [ومريء -و-ا٨ ا
€e'2<_٦2=,

aE"@ر fب ±]]]]
2 ب0

--oه (2 أk+لإ) - 2
(4)

 يصبح:1 على التكامل فإن وكذلك

١ ,2hi- ١"٤١ ,2kRe""-e -e ، -(iRe"  ]==ه-ي و5,-8
2 2 R-e4

(2kiR(cos0+isino,4٤ ر, 2 ="إ- ،٥ R٥4
٠ " 1 .-2kRsin8 i(2kRcosa)

:2 ٤-ا]ط٤ ه0 Re"
((e%"(cs(2kR eos4)+ isin(2kRcos8-1أ[ 

5. Re"
(i(2kRees8٢ "ء-إ ق،! 

 ر

2: Re
if ١-e"¢2و) kR cs@)  ج
،

2: Re"
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب
lim ر/=)-( أن ومعلوميةR-o عندما النهاية وبأخذ sinRوأن 

Rر o
lim وا=)-( cosRفإن1 ا-و بين محدودة كميات ر/,ا حيث 

Rر 
1 ١ ,2hi0- ح (5)Lim] d>=0 و

2Ra2 T
:R-e e0 و  جعل بعد تصبح )ا( فإن(5,)(4,)(3,)(2) في النتائج وباستعمال

] ه2 »-h5'٨ مiatr,}٢ [
2 2 2

0 0 r
) ه2 ه si" h5ر'٢ in2h , ٤0-0-1T-ا {,{م 

2 2 2
0 0

 أ.د.جديالطويل

 ه2
5٩٣٢-t٠٤،٨'2-٤2

0

 ه2
4٢ sn"2,2 =إ،،٤٨

0

 أن أي

 أن أي

١٣-٥ مثال
P-l ن mم 

0<p<1,( dr=  أن أثبت
sinpm٤+lم 

 الإثبات:
 والأخرى تفرع نقطة وهيz=0 عند الأولى.. شاذتان نقطتان نملك أننا نلاحظ

(٤-٥) بشكل الموضح المغلق المسار باستعمال نقوم ولذلك يسير. قطب وهي2-=1 عند
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 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:

(٥-٥ )شكل

(1) فإن وبالتالي

P-1
 و =ح»؟2m التكامل ونتر

C
p-1

R= Iim (  ة م)ا+ -=م,١\-)- )لا-م(/ ب
2٦-+1=-1

P-1 <} -«(ء- (ا2)
٤ 1+٦

 ولكن

(2)

٢ إديه: إ،': ء±
: l+٦, I+٦٤ 1+z

(2aا،،م) ء ياتم[ 
; 1+z1+z

,L أن ملاحظة مع Mمحور على ينطبقان xفإن..€0 النهاية أخذ عند 

Rp-1 -م١. ٠x2 ] إ==، بحه =ء٨" 1+٢1+z

 ا.إ]٠•
236



 مقلمةفيعلرالحليلاللركب الطويل .د.مجلدي

 بن ثيإه:: ي;يا مهاء
R٥'+1ReR1د +z

pPP ,0 24 م2٢ e
)dا»!٨- ا <اا- ! e00

،p2m

R-1 [ء ،"
0

2r_2mh
R-1 ٨-8-٨-٣

 فإنRo النهاية أخذ عند فإنه وبالتالي

 والآن:

 ولكن

2m٠٠P-1ج .
!im/]: im <اءه إ =0R1٥ا+z ReP-8p-8T

p-1
· 2lim] d>=0
R»٦+1ه T

 )لماذا؟(

 أن أي

=z" على للتكامل بالنسبة والآن eeفإن 

 فإن وبالتالي

١
2m "ج1

1+2 عه [ة=
i8€ e ٣ 1

y

€ e""d8
0 1+ e ""

١
1> 2m

dz٦+1  أ<)(=
 ولكن

y d0""ا e e/و +ا 

 زء4)٠٠
٨ €-1

€٥
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p-l
١im /[<  -اجه0

€١0 ٦-+1
7

p-1 -] -خ0
2+1

7

 تطيتاتفيالكاملالهدهد البابالامس:
 فإن0 النهاية وبأخذ

 أن أي

0 ,2m(p-1).p-1 ٤2+1"! إ»0

 فإن:(2) للعلاقةRe و€0 بأخذ وبالتالي

p-1 =2 ي(«m \)-م(
1+٢

 فإن: الأول التكامل مقام فيe ح=1 وبوضع
.p-1ه .p-10 h2 )-م(٢" [+ة"-2 م -ماء

1+1+٦ ء ء
 ه0 أن أي

p-1.ه 
١h2mnر/2( ])لا±" -ة 

٨ 1+٣

 الآتي: يساوي تكاملنا فإن النهاية في إذن
-2mieP"i ت•• mi1-8م 

 {[ي-
2mM,-2r0[٢ رء ر-e e

2mie8"(1)
1- 2mPi

Pmi
 ي

 «%م(-)2٨
1

 [ي

("» - ،-٣٨)٥٨
mT

sIn mp

 إذن
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 مقلمةفيعلرالحليلاللركب الطويل .د.مجلدي

٥ تمرينات

 دائ.رى الد.صف المغذ.ق الذ.سار ه.يC كانت إذا}f()dz التكامل أوجد.١
C

:fiz) ( وكانت..(١-٥ شكل

. 1 ٠ae9ء(/)(٩ م(= 
2 -+a

1٠٠٠(ii)/(م=)ء 
z +1

 ج=)=(/)(1
٦ +1

1
/»٤-٦٢أ(- آر 1+42 ر+ 22

2 ١ م٠خي-٩ 2 22 -+a

aeم=)ء(/)( م٥ 
2 -+a

2
٠  ج=)=(/)(2

2 +1
2

2
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 أن .اثبت1٣

 أن .اثبت1٤
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