
 اشالك )لنفتل

 وامدة استقامة علم نقاظً

Duality  الثنوية

 والمستقيمات، النقاط بين علاقات فيها تظهر كثيرة أوضاع هناك الإقليدية، الهندسة في

 نقطة كلمة نضع عندما المستوى، في والمستقيمات النقاط بشأن تتعلق التي الحالة وفي

 هاتين فيها نستخدم التي العبارات في نقطة كلمة ل مستقيم وكلمة مستقيم كلمة حل

 الأحيان بعض وفي الأصلية. العبارة ثنوية إنها عتها يقال الجديدة العبارة فإن الكلمتين،

 السليمة. الرياضية بنيتها على لتحافظ التعديلات بعض إلى العبارة تحتاج قد

Charles Julien ( ١٨٦٤-١٧٨٥ براينشون) جوليان تشارلز اكتشف وقد

Brianehonًباسكال، نظرية على العلاقة هذه استخدام أثناء المقابلة أو الشوية مبدأ 

 الثاني الفصل من انتقالنا وعند الفصل، هذا في لاحقاً النظريات هذه إلى نتطرق وسوف

 في التقاطع لأن وذلك ؟ المقابلة أو الشتوية مبدأ اعتبارنا في سنأخذ الثالث القصل إلى

 إن للنقاط. بالنسبة واحدة استقامة على نقاط وضع يقابل للمستقيمات بالنسبة نقطة

 نقدم أولاً دعونا واحدة، استقامة على نقاط وقوع هو الفصل هذا من الأول المقصد

 القابلة. أو الشتوية مبدأ على مثالاً

٦٥



 المتقدمة الإقليدية الهندسة٦٦

 المقابلة العبارة العبارة

 )غير مختلفتين نقطتين ا-أي

. وحيداً مستقيماً تعينان( متطابقتين

 من منتو غير عدداً تحوي نقطة أي-٢

. المستقيمات
 استقامة على ليست نقاط بثلاث-٣

 وحيد. مثلث على نحصل واحدة

 ولا متوازين )غير مختلفين مستقيمين ا-أي

. وحيدة نقطة يعينان متطابقين(

 من منتم غير عددا يحوي مستقيم أي-٢

. النقاط

 نقطة في ملتقية غير مستقيمات بثلاثة-٣

 وحيد. أضلاع ثلاثي على خصل واحدة

N

 وعلى ولذا، القابلة؟ العبارة صياغة عند قليلاً نعدل أن يجب أننا يوضح الأخير المثال

 استقامة على نقاط "يقابل"cnعسe ا واحدة نقطة في التقاطع" أن جد التحديد وجه

 فلته.t ه" أضلاع "ثلاثي لفظ لها والقابل ،aieاe "مثلث" لفظ في "كما عمعنلالاه واحدة

 تنص والتي(3-1 الشكل انظر) أخرى مرة شيفا نظرية نستدعي دعونا والآن

 منA,B,0 السرؤوس تحوي مستقيمات ثلاثة لسدينا كسان "إذا أنه على

 فإنها الترتيب، على,±M,N النقاط في اللقايلة الأضلاع وتقطع ،ABG الثلث

 كان إذا وفقط إذا واحدة نقطة في تتقاطع

٠AN BL CM_  ر
 ن،

NB LG MA
A

C٤L B
1-3 شكل

CB



٦٧  واحدة استقامة على نقاط

 المسلمة )مقابل( ثنوية فإن الأحيان معظم في إنه نقول أن نستطيع ذلك، وقبل
 معظم في وبالتالي تعريف، أيضا هو التعريف )مقابل( ثنوية وأن مسلمة، أيضاً هو

 نظرية". هو بالمثل )مقابلها( ثنويتها فإن نظرية، العبارة كانت إذا فإنه أيضاًء الأحيان

 لتصبح مؤهلة تكون عبارة نمتلك أن نود النهاية في فنحن حال، أي على و
 سنحاول الشتوية، بمبدا معرفتنا مع هنا؟ نبحث أن نريد ماذا التحديد، وجه على نظرية،

 الهلة للنظرية اكتشاف إعادة الواقع في هي والتي شيفا، لنظرية المقابلة العبارة صياغة

 الجزء في نناقشها سوف والتيMenelaus منيلوس المعروف الإسكندري للرياضي

 الأول كتابه في ظهرت التي نظريته لاستنتاج شيفا جيوفاني قادت التي وهي القادم،
 التقابل وعلاقة التالية منيلوس نظرية لاحظ- النوية مبدأ (بواسطة1٦٧٨ ميلانو)

. النظريتين بين

 الأضلاع على الترتيب على تقع والتيP,4,R الثلاث النقاط
 د ،

A8,BC,40المثلث في ABC(3-2 الشكل ائظر)واحدة استقامة على تكون 

049.BR.GR,"", :  كاة إنا ونتمط إذا
' 0B ن٩د ٥" RC PA

Menelaus's Theorem  منيلوس نظرية

 عنوان يجمل الذي عمله الميلاد(في يعد ا٩) الإسكندري منيلوس قدم

 بغرض أولاً، المستوى في ذلك مطبقاً هنا، نقدمها والتي المعروفة نظريته" "الكروية

 الأشكال على الأصلية أطروحته تطوير

 صحيحة، كلها العبارات تلك ثوية وتكون وتعاريف، مسلمات إلى يستد بأنه الهندسي النظام يتغرد ،
 بسهولة اسحتاجه يتم النظرية ثثوية برهان أن الادعاء ذلك ويبرر صحيحة، أيضا هي نظرية كل وثوية

 الأصلية. النظرية في لها( )للقابلة لها الشتوية بالعبارة البرهان هذا في عبارة كل باستبدال
 ونسيت. فقدت التقليدية اليونانية الرياضيات من كثير المظلمة، العصور في ه«
 النظرية. إثبات شرح عند السالبة الإشارة وجود سبب توضيح سيتم٠



٦٨ المتقدمة الإقليدية الهندسة

2-3 شكل

A

 حيز تدخل لم منيلوس اسم تحمل التي النظرية هذه فإن ذكرنا وكما ، الكروية

 م.١٦٧8٨ عام في عمله من كجزء شيفا جيوفاني بواسطة إحيائها إعادة قيل الشهرة

 الترتيب على تقع والتيP,4,R الثلاث النقاط منيلوس( )نظرية لا

 لشكل انظر)A8G المثلث فيAC,AB,BC الأضلاع على
 كان إذا وفقط إذا واحدة استقامة على (تكون2-3

Ag BR cP •
 د م د<

0B RG PA

 فلدينا الإثبات، عند اتجاهين في نتحرك أن حتاج فإننا شيفا، نظرية في كما

 أنه بإثبات أولأً وسنبدأ العكس، ثم الأخرى إلى للوصول واحدة وسنستخدم عبارتان

 ك

sin AG sin BR sin CP
± د و د ح ب

٨Bo':in الكروي المثلث في3-1 لنظرية المناظرة الكروية الصورة٣ FAق FGم si@ق iة 



٦٩  واحدة استقامة على نقاط

,AG,AB الأضلاع على الترتيب على تقعP,@,R النقاط كانت إذا BGفي 

Ag. Bh. 0R1 A فإن استقامة على تكون 8c  الحك
'٠Q RC PA

I  البرهان

 الشكل )انظر د في وينلهAB يوانيcD السيم ه القطة من م

cR -Aopn-DC_MCصه 
on- BR

APDG.4PgA. DC CP1 ر .م(ارمم ح د

A0 PA

(g/(R)م., 
 1{ي و، ح

BR
(e)(c)

٥r DG--
PA

(١)

(١)

A

R

3-3 شكل

(oB)(Rc) (A0)(cP)
 <ح و[ر

BR PA

: على نحصل(I(.)1) من

(0R)(RC)(PA)=(Ae)(crP)(BR)

 أن: يعني وهدا



٧٠ المتقدمة الإقليدية الهندسة

٨g BR cP_  ر
،»

QB RC PA

 النسب أن سترى3-3 الشكل من الأيسر الرسم في الاعتبار في الاتجاه باتخاذ
٠ A CP BR.BR 'GB هي النسبة أن سنجد الأيمن الرسم على بينما سالبة كلها-,,- PARCب٠- •RC '

 أن أي السالبة النسب من فردي عدد الحالتين ففي ولذا٤ السالبة الوحيدة التسبة
•A0 BR cP ٥ .ا رد=

QB RC PA

II  البرهان

٨

0

4-3 شكل

 نرسم ثم واحدة، استقامة على تقعP,4,R النقاط أن بفرض سنبدأ ثانية، مرة
BM 1 mRAN1 hRنرسم .وكذلك oE 1 PR4-3 الشكل الظر)

(1)ABMq AANg ه 49 AM
0B BM

(4C (I?£_م ب cP - ANته 
'PA AN
()»RB- Aهع c _ ي38 BM

RC 1c



٧١  واحدة استقامة على نقاط

 على: خصل(m(,)1),(I) من
Ag cP BR_AN Lc B»  ر

 ،د ، دي

G8 PA RC BM AN Lc
CP BR . ، . A4 =-,-=- وكذلك سالية نبة ك- أن سترى3-4 الشكل من الأيسر الرسم في، •٠،• 0BPA RC-

 إذن: سالبتان، نسبتان
٨g BR cP

 د،،د لا

0B RC PA-
٠٠CPA •١٠- بينما موجبتان نسيجان- بح أن سترى3-4 الشكل من الأيمن الرسم وفي QB PA-٠٠٠

· ٠٠ ، A4 : اذن سالة، ينة ز • QB• •

4٩.8R.CR 1  ه
-B RC Pب 

 الآن سنثبت أي سابقاً، أثبتناه ما عكس نثبت أن علينا منيلوس نظرية برهان لإكمال
 ب

 علىAG,A8,BC المستقيمات على تقعP,4,R الثلاث النقاط كانت إذا أنه
A٢ BE CP- - واحدة. استقامة عل تقعP,€,R -=،--=.'-.فن1 بحيث الترتيب ٠-' QB RC PA

 البرهان

 يقطعR,4 النقطتان عليه تقع الذي المستقيم أن تفرض3-2 الشكل في
AGالنقطة في 'P، أن نعلم آنفاً. النظرية في أثبتناه الذي الجزء استخدام ويمكننا :

٨g BR OP'
Q8 RC P٨
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 تقول: التي المعطى() الفرضية لدينا ولكن

A2 BR cP  م
oB Rc PA

٠ cP CP .---٠-  وقوع يثبت وهذا ،P' النقطة على تنطبقP النقطة أن أي =، إذن
PAP'A=٠-٠•

.• واحدة استقامة على الثلاث النقاط

 واحدة. استقامة على نقاط ثلاث وقوع لإثبات مفيداً طريقاً منيلوس نظرية لنا ستوفر

 منيلوس نظرية على تطبيقات

 سنقوم إثباتها، في منيلوس نظرية نستخدم التي المشهورة النظريات يحث قبل

 أسماء تحمل لا التي التطبيقات هذه من كل حيث النظرية، هذه تطبيقات بعض بدراسة

· منيلوس نظرية بواسطة إثباتها بسهولة يمكن والتي الشيقة، القليلة النتائج بعض لنا ستقدم
1 تطبيق

 والمنصف الأضلاع، مختلف مثلث في لزاويتين الداخليين المنصفين أن أثبت

 تقع نقاط ثلاث في القابلة الأضلاع تلاقي الثلث نفس من الثالثة للزاوية الخارجي
 واحدة.· استقامة على

 ي

L

 و

CB

5-3 شكل



٧٣  واحدة استقامة على نقاط

 البرهان

BM,CN المثلث في ،ABCللزاويتين داخليان منصفان 

2ABG,LACB، آAالنقطة عند الثالثة للزاوية خارجي منصف A(انظر 

 القابل الضلع يجزئ( الخارجي أو الداخلي) الزاوية منصف (.ولأن3-5 الشكل

 على نخصل ذلك من الآخرين. امثث ضلعي مع يتناسبان جزأين إلى
٨M _٨8 BN_BC CLAC
،،

MC BC'NA AC'BL A8
 على: نحصل بالضرب

٨MBN CL B BC 4C  مي
MC NA4 BLBC AC AB

. CL -CL ،  قإن: =، أن ويما
-LB• BL

٨M ر BN CL
MC NA BL

 واحدة. استقامة عل تقعP,@,R التقاط منيلوس، نظرية من إذن

2 تطبيق

 تفس أضلاع تلاقى الأضلاع متلف مثلث لزوايا الخارجية المنصفات أن أثبت

 واحدة.· استقامة على تقع نقاط ثلاث في اللقابلة المثلث لا

B c
6-3 شكل

N



٧٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان

 تلاقيA,,G الرؤوس عند للزوايا الخارجية المنصفات ،ABC المثلث في
 ولأن(.3-6 الشكل انظر) الترتيب علىN,L,M4 في امتداداتها أو الثلث أضلاع
 مع يتناسبان جزأين إلى القابل الضلع يجزئ( الخارجي أو الداخلي) الزاوية منصف
 إذن: الآخرين المثلث ضلعي

C _C AM 4C BN _A8
،»،

L A8'BM EC'CN ACد 

 أن: أي

.1( CL( سالبة النسب كل لأن AM BN BGACAB  ب د د]8 ل

- د -AL BM CN ABBCAC
 واحدة. استقامة على تقعP,g,R النقاط منيلوس، نظرية قمن وعليه
3 تطبيق

 كسلاً وتقطع ،ABG المثلث في8,0 بالرأسين تمر دائرة لسدينا كسان إذا
 أن فائت ،٩ القطة فيB6 بلاتيPR و الترتيب، علىR,2 يAE,A6 من

c (RC)(Ac)
A ح

4B (PB)(AB)
A



٧٥  واحدة استقامة على نقاط

 البرهان

 (،7-3 الشكل انظر) لأضلاعه ناطعGPR حيث ،AB0 الثلث في

 صل المطلقة القيمة وياخذ ،C.A8.981 منيلوس نظرية وباستخدام
" -AR PB C2-

 على

()gC RCAP
،،

O8 ARP8
 خارجها، نقطة في لدائرة قاطعان تقاطع .)إذا(A0)(AR)=(AB)(AP وتكن)

 في الثاني القاطع يساوي الدائرة عن الخارج جزئه في الأول القاطع ضرب حاصل فإن

 ، إذن(. الدائرة عن الخارج جزئه

(AP)_(46)
(AB))هه( 

RC' AG'  الألأامث#-ج· ع« ،/( بسن
 النظريات. إئيات أو المشكلات لحل شيفا نظرية ومقابلها منيلوس نظرية محتاج ما غالباً

 ذلك. يؤكد التالي التطبيق

4 تطبق

 ، الترتيب علىBC,AG على تقعR,4 النقطتان ،ABG القائم المثلث في
cR ، رسما R BG,AP النقطة في ، القطعتان تتقاطع cP=cg=2  بيث

، T A ي P@ ق يقطع ، ورسنا s AB في R ويقطع  وبالنقطة0 بالرأس مر

AC=8 الوتر طول كان فإذا ،AB=10.أوجد TS٠(8-3 .)الشكل•

()
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-- يبهلا
8-3 شكل

٧٦

 البرهان

AC=8 الوتر طول ،ABG القائم الثلث في ،AB=10، بتطبيق إذن 

 حيث شيفا نظرية بتطبيق ، المثلث نفس في وكذلك ،BG=6 فيثاغورس نظرية

A,BG,osإذن نقطة في تتقاطع. 

٨g cP BS_  ر
00 PB SA

 على: حصل بالتعويض

BS 41BS6 2  ءو ج ع ر ج ي
2 4 10-BS

 منيلوس: نظرية وبتطبيق ،ABG للمثلث قاطعQPT أن بما والآن،

٨g cP BT  ي ر
 ر

0G PB TA
: كالتالي السابقة العلاقة صياغة نستطيع موجهه، مستقيمة تطع مع نتعامل لا ولأننا

(A0)-(cP).(BT)=(0C)-(PB)-(T)
 أن: جد بالتعويض

(6)-(2)-(BT)-(2)-(4)-(BT +1o)

·.BT=20= TS=24 ،  إذن



٧٧  واحدة استقامة على نقاط

5 تطبيق

 يقاطع ينماP ف4 ,قcn من كل يقاطع قCP،4 الرباعي الشكل _في
AD,BCالقطران ،0 في AC,BDيقطعان P4في Yأن أثبت الترتيب. ,على 

·٠٢3-٥ الكل )اتطر.3__ لإ±
Y0K0

P
X 4

9-3 عكل

 البرهان

: إذن نقطة، في تقاطعPB,oD,x يكP40 لثلث في شيفا نظرية بتطبيق

Px g8 gD1)و د ن د<( م 

K0 Bc DP
 منيلوس: نظرية وبتطبيقP@0 للمثلث قاطعDBY أن بما والآن

Y

C

PY gB 0D  ر
 ،ر

Y0 Bc pP-

-xo ±.ه2٢.٢ Yo

()
 على: (خصل1(,)11) من



٧٨ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 باستخدام إثباتها نستطيع والتي الشهيرة النظريات بعض ندرس دعونا والآن

 منيلوس. نظرية

Desargaess Theorem  ديزارغ نظرية

Gerard-١٥٩ ديزارغ)ا جيرارد يحظ لم Desargues  حياته طوال1٦٦١)

 لتطوير منها جزء في ترجع تلك شعبيته قلة وكانت حياته. آخر به حظي مثلما بالاهتمام

،Rene Deseartes ( 1٦٥0- ١٥٩٦) ديكارت رينيه يد على التحليلية الهندسة

 غير الجديدة المصطلحات من الكثير ديزارغ أطروحات في كان ذلك، إلى وبالإضافة

 أو مصطلحات أي لتلافي جهدنا قصاري نبذل نحن ويالماسبة) كبير. حد إلى المألوفة

(. ديزارغ للعالم حصل مما نتعلم أن نريد إننا الكتاب. هذا في جديدة مسميات

Abraham  بوس أبراهام الماجستير درجة في تلميذه طبع م،١٦٤٨ العام وأفي

Maniere " Boss التنظير على للتدريب العالية ديزارغ طريقة بعنوان" كتاباً
universelle de MDesargues, pour pratiquer la perspective"إلا ينتشر لم والذي 

 المقترحات من واحدة أصبحت نظرية على الكتاب هذا احتوى وقد قرنين. بعد

 تهمنا التي هي النظرية وهذه عشر. التاسع القرن في الإسقاطية للهندسة الأساسية

 تمر مستقيمات لثلاثة يتيح وضع في مثلثين أي وضع على تنطوي والتي هنا

 ضلعين كل أن يتحقق بحيث واحدة نقطة في تتقاطع أن المثلثين في المتناظرة بالرؤوس

 نثبت وسوف واحدة. استقامة على نقاط ثلاث في يتقاطعان المثلثين في متناظرين

· منيلوس نظرية بواسطة ديزارغ نظرية



٧٩  واحدة استقامة على نقاط

 المستقيمات كانت بكيث4ABG,,4A,B,6, وضع تم إذا

,B,,CC,8,,4,4نقطة في تتقاطع المتناظرة برؤوسهما تمر والتي 

 نقاط ثلاث في تتقاطع فيهما المتناظرة الأضلاع أزواج فإن واحدة،

 واحدة. استقامة على تقع

P
٢٩٩

 م٩٩
 ل٩٦

 كي بي، ي

٩ ٦ و
٦ ة  و

٦ ،
٩

٨,

10-3 شكل

 د

 البرهان

 واحدة نقطة فيG,0,,8,8,,44 المستقيمات تلتقي3-10 الشكل في
 بي بي كي ي

,C,4A,,0,A' نقطة في تلتقيG,8,,0,B, ويفرض ،P ولتكن ،Aنقطة في تلتقي 
 د ،«

A'BC, G. حيث منيلوس نظرية وياستخدام ,B,A,,8,A تقطة في تلتقي ،B

: على نحصلPB,G, الثلث لأضلاع قاطع
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PB, B,A' €,6, . عء أد
B,8, A'6, c,P

8٩

()
 إذن ،PB,A, الثلث للأضلاع قاطعC'8A بالثل

(I)PA 4£B8,_  ه ه د أد ام

!4٨A, CB, B,P

 إذن ،RAC, للمثلث قاطعB'AG, وكذلك
(m)PG g,4' ، ر_يدر

'6,C, B'A AP

 على: (خملI),(),(J) بضرب

8,A' AC' C,B
 ع ء ء ا

4'6, C'B, B'A,

 علىG',B',A' النقاط وجعل ،G,B,4, المثلث على منيلوس نظرية يحقق وهذا
 ، واحدة. استقامة

 الشتوي المفهوم فهو صحيح، أيضا هو ديزارغ نظرية عكس أ بالملاحظة جدير

 تمريناً. ذلك إثبات سنترك ولكننا الأصلية، للنظرية

 يمكن بالطبع التي التطبيقات لبعض أمثلة سنقدم ديزارغ، نظرية قيمة ولتقدير

. إثباتها في ديزارغ نظرية سنطبق ولكننا أخرى، بطرق حلها

6 تطبق

 علىM4,N,1 النقاط في الداخل منABG الثث أضلاع تمس دائرة أنشقت
 د د د جو د

NI,AC فيMN,BG من كل يتقاطع ، الترتيب ،Pفي ML,AB  في4،
R.النقاط أن أثبت P,0,R(11-3 الشكل انظر) واحدة. استقامة على تقع•
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R
 عمي

 لي
 مر

 رره

 م.

 يمهم

c

 "بر
 مي

 مبر "ر
 ممر

 جر
 في

 مبر
 مي

 مر
 جر

 مجير
 مبر

 مي
 مر

 ممر
p مى

B من
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 البرهان

 إذن متطابقتان، خارجها نقطة من للدائرة الماستين القطعتين لأن

AN = AM, NB =BL , MC=LC
: ذلك ومن

AN BL M0  ر
 ، دج،

N8 LC AM
 د د

 هذه ولأن واحدة، نقطة في تتقاطعAL,BM,CN أن نستنتج شيفا نظرية وبتطبيق

 نظرية وبتطبيق ،bABC ا,LMN للمثلثين المتناظرة بالرؤوس تمر المستقيمات

 على تقع نقاط ثلاث في تتقاطع الثلثين أضلاع من المتناظرة الأزواج أن نستنتج ديزاغ

• واحدة. استقامة على تقعP,4,R أن أي واحدة، استقامة
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 ر٣
٣

٢

،
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c

٨٢

7 تطبق

 ي

 الرؤوس من أضلاعه مع المثلث ارتفاعات تقاطع نقاطF,E,D النقاط لتكن
»

G,٨,8المساقط مثلث وأضلاع الترتيب، على EF,DF,DE ،FEDتقلع 
AB,A0,BC المثلث أضلاع ،ABCفي M,N,Lأن أثبت الترتيب. على 

•(12-3 الشكل انظر.) واحدة استقامة على تقعL,M,N النقاط

 البرهان

، 8ABC,8FED F,E,D من لكل المتناظرة الرؤوس هي ،A,8,C  لتكن

 إذن (،4ABG امثث )ارتفاعات واحدة نقطة في تتقاطعAF,OD,BE وؤ

 أضلاع على الساقطة الأعمدة تقاطع نقاط هي رؤوسه الذي المشك هو( معطى لثلث) الساقط مثلث٣
 اختيارية. نقطة أي من المثلث



٨٣  واحدة استقامة على نقاط

« ا،

FE,BA ، DE,BC  المتناظرة الأضلاع تقاطع نقاط أن نستنتج ديزارغ نظرية بتطبيق
 د

، FD,GA٥ واحدة استقامة على تقع الثلاث.

Paseals TTeorem  باسكال نظرية

Blaise(١٦٦٢-١٦2٣) باسكال بليز يعتبر Pascalمعاصري أحد كان الذي 

 أن من الرغم وعلى الرياضيات. تاريخ في عبقرية الرياضيين أكثر من واحداً ديزارغ

 أرسوا ممن واحداً يعد أنه إلا الحقيقية، إمكاناته ظهور من الكثير قللت قد أطواره غرابة

 مهمة مساهمات قدم كما (،Femat فيرما مع مراسلاته غرة) الاحتمالات علم مبادئ

 في إسهاماته من بواحدة هنا نهتم وسوف الرياضيات، من أخرى فروع في عديدة

 الهندسة.

 عن مقالاً تدم عمره، من عشرة السادسة بلغ عندما م،1٦٤0 عام ففي

Essay pou  ع المخروطيات هندسة في مقال" بعنوان واحدة ورقة من المخروطية القطرع

1es eorigues"بعنوان" باسكال إليها أشار التي النظرية على المقال هذا واحتوى 

rium العجيب السداسي bexagtaumicumصا ysتm"ديكارت إعجاب أثارت والتي 

Desearuesعمره، من عشرة السادسة في فتى صنع من أنها يصدق لم وكأنه للغاية 

 شروطي تطع داخل المرسوم السداسي الشكل أضلاع أن على النظرية هذه وتنص

 فيها يكون التي الحالة فقط ندرس وسوف واحدة، استقامة على تقع نقاط في تتقاطع

 وهذا السداسي، ذلك في متقابلان متوازيان ضلعان يوجد ولا دائرة المخروطي القطع

 الفصل. هذا في غرضنا يخدم أنه رأينا ما
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 كانت بحيث دائرة داخل منتظم غير سداسي رسم إذا
 هذه تقاطع نقاط فإن متوازية، غير المتقابلة أضلاعه

 واحدة. استقامة على تقع المتقابلة الأضلاع

 البرهان

 ويلتقي(3-13 الشكل انظر) دائرة داخل مرسومABCDEF السداسي
 ا

، N CD,AF النقطة في ، M4 G8,EF النقطة في ،L AB,DE النقطة في  ضلعاه
 د٩$ و

EF,AB النقطة فيER,CN النقطة، فيA8,CN وكذلك ،Y٦ النقطة في.
 ا

M
٢١

 م١
٢ م

٢ م
١١

٢ م
 د ر
4 ر
 ك ن
١ ر
١٢

 م4
 ل1

 ر4
٢ م
 لا٢
٢ م

M
 م

١

 إ
 م

3
 ل

 م

١
١

 ل
 لا
 ن
 لا

 ن

٢
 م

٢
 م

 لا
1

 م
٤

٥
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٨٥  واحدة استقامة على نقاط

 ي

 على: لحصل4XYZ المثلث لأضلاع قاطعBC حيث متيلوس نظرية باستخدام

Z8 XC W1ي 
BX CY M2- (٤)

 اي ي

 ثانية مرة منيلوس نظرية وباستخدام ،4XY6 المثلث لأضلاع قاطعاAF وباعتبار

 أن: جد

6A YF N .1
A٢ Fz Ny

(n)
 ا او

 نجد منيلوس نظرية وباستخدام ،4KY7 ادلك لأضلاع قاطعاPE باعتبار وأيضا

 .يي إي،ي!)(
'DY Ez L

: على )(.)(,)](خصل بضرب

w 8 zt (zM)(zA) (x(xc) (YE)re)
 و {و+ي٢ج+و أه /أ8]

(")mD [EfMoj [RfAr][ofc'
 و الأول القاطع طول ضرب حاصل فإن خارجة، نقطة من لدائرة قاطعين رسم عند

 منه، الخارجي الجزء و الشاتي القاطع طول ضرب حاصل يساوي منه الخارجي اتجزه

(s)(zA)جم [ت ة 
(Ez)F)
(p\(xc)

 ع٠م ألت

(Ax)(Bx)

(YE)(Yr)  تجت [ح
(Y)(cY)

f٧)

(v٣)

(vu)
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٥ واحدة. استقامة على تقعR,0,R منيلوس، نظرية باستخدام إذن

 حسب تتوسع أن الممكن من باسكال نظرية أن ملاحظة للاهتمام المثير ومن

 التالي النسق

 فإن( ترتيب بأي) دائرة على منتظم غير سداسي رؤوس وقعت إذا

 استقامة على تقع( وجدت )إذا المتقابلة الأضلاع تقاطع نقاط

 الشكل على3-4 نظرية لبرهنة ندعوك ، التطوير هذا على وكمشال
 الوصول في السبب ليكون يتم أن يجب فقط واحد يسيط تعديل هتاك حيث ،14-3
 المتقابلة الأضلاع من الأزواج نفس أن لاحظ(.w) المعادلة إلى(V) المعادلة من

 سابقا. استخدمناها هناكما ستستخدم

E

٦
٢

٦--
٤

5
٦

٦
٦

14-3 شكل

. التطبيقات هذه بعض الآن وسندرس التطبيقات من العديد باسكال لنظرية

 وmضا

 تا



٨٧  واحدة استقامة على نقاط

& تطبق

 تقاطع نقطتيM,N وكانت ،ABG المثلث داخل تقعP النقطة كانت إذا

 النقطة فيRLoP الترتيب، علىAB,A6 الضلعين على« من العمودين

AELAF ،rالنقطة في L، أن (.أثبت3-15 الشكل )انظر 

KM, LN,BGواحدة. نقطة في تتقاطع •

 البرهان

,A,K النقاط أن إثبات بسهولة يمكننا M,P,N,Lنصف واحدة دائرة على تقع 

2AKP, LAMP AP، القائمتين الزاويتين بأن ذلك توضيح ويمكننا  قطرها

 القائمتين الزاويتين بالنسبة الحالة نفس وكذلك الدائرة، نصف نفس على مرسومتان

2ALR, LANP، أن نلاحظ (،3-4 )نظرية باسكال نظرية تطوير وباستخدام 

 يلي كما تتقاطع أضلاعه أزواجAKMPNL السداسي
A

0
15-3 شكل
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 ا ا«

AM0LP=B

ANPKP=C

KM ٨LN=0

٨٨

 واحدة، استقامة على تقعB,G,0 النقاط أن إلى نصل ، باسكال نظرية باستخدام
 ي

 واحدة.· نقطة في تتقاطعKM,LN,BC بأن القول نستطيع يجعلنا ما وهذا

9 تطبيق

 يقطع الذي ا المستقيم لخط إلى وتتمي ،4ABG داخل تقعP نقطة أي سنختار
 ا،

 كانت وإذا الترتيب. علىY,X,2 النقاط فيAC,AB,BC المثلث أضلاع

AF,AFPبالثلث المحيطة الدائرة تقطع ABGالتقاط في ه R,S,Tالترتيب على 
«« ا

• واحدة. نقطة في تتقاطعRX,SZ,TY أن (،أثبت3-16 الشكل )انظر

A

16-3 شكل
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 البرهان

 على باسكال نظرية ولنطبق ،9 النفطة في الحيطة الدائرة يقطعRK ليكن
R00CB هوالنقطةARPAB حيثACRQBT السداسي ،Pهو 

TG0 النقطة AB ،Xعلى تقع نقطة هو 

.(Y AB النقطة هو ٢ لأن ) Y  النقطة تكون أن يجب والتي أ المستقيم

،P ARAB النقطة هو ASCR0B فيه الذي  السداسي لندرس والآن

Rg0C8النقطة هو AG ،X800والتي ا المستقيم الخط على تقع نقطة هو 
 ب

 واحدة.· نقطة في تتقاطعRX,SZ,TY إذن.Z النقطة تكون أن يجب

Brianchons Theorem  برايشون نظرية

 الواحدة سن في البوليتكنيك بمدرسة طالباً كان عندما م١٨٩٦ عام في

Charles Julian ( ١٨٦٤-١٧٨٥) براينشون جوليان تشارلز قدم والعشرين،
Brianchonالمدرسة جلة في مقالا Joumal deL,Ecole Pohyteohnigue، ذلك بعد أصبح 

 أدت وقد الإسقاطية. الهندسة في المخروطية القطوع دراسة في الأساسية الإسهامات من

 وامتدادها. باسكال نظرية من الشيء بعض نسيانه تم ما صياغة لإعادة الإسهامات هذه

Brianchon ,s  برايتشون نظرية اسم تحمل التي الجديدة نظريته براينشون تشر ذلك ويعد

Theoreaمخروطي، بقطع يحيط سداسي لأي الثلاثة الأقطار" أن على تنص والتي 

 واحدة"·. نقطة في تتقاطع

 منهما كل الحقيقة في ولكن باسكال، نظرية مع تشابهاً يحمل ذلك أن الغريب

 يلي كما نصيهما مقارنة عند بسهولة ذلك ويتضح للأخرى ثنوية

Source book in Mathematics edited by D.E, Smith ( New York: McGraw-Hill »
book C.,1929), p.336.
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 باسكال نظرية

 السداسي في المتقابلة الأضلاع تقاطع نقاط

 على تقع مخروطي تطع داخل الرسوم

٠ واحدة استقامة

 براينشون نظرية

 التقابلة بالرؤوس المارة المستقيمات

 تقاطع شروطي بقطع يحيط لسداسي

 واحدة. نقطة في

 خط، تحتها التي الكلمات عدا ما سواء حد على هما السابقين النصين أن نلاحظ

 على فقط سنعمل باسكال نظرية في فعلنا وكما للأخرى، ثنوية تعد منها كل والتي

 داثرة. المخروطي القطع أن حالة

 المستقيمات فإن بدائرة يحيط سداسي أنشأ إذا( براينشون )نظرية

 انظر واحدة) نقطة في تتقاطع المتقابلة السداسي برؤوس المارة
(.17-3 الشكل

C

B

٨
17-3 شكل
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 الإسقاطية. الهندسة مفاهيم بعض معرفة تتطلب النظرية لهذه البراهين أبسط

 باستخدام النظرية لهذه برهان تقديم نستطيع المرحلة هذه عند أثنا من الرغم وعلى

 ندرس حتى قليلا انتظرنا إذا إيجازاً أكثر سيكون برهانا أن إلا ، الإقليدية الهندسة طرق

 الفصل. هذا في الأساسية المحاور

 مباشرة. الجديدة نظريته نشر بعد التالية التطبيقات براينشون اقترح

10 تطبيق

،F, M, N,R,S ABCDE النقاط في ويمسها بدائرة محيطا  الخماسي رسم إذا

 استقامة على تقعG,,F القاط أن فأثبت.P التقطة فيAD,BE قطراه وتقاطع

٠٥(18-3 الشكل انظر) واحدة

 البرهان

 الضلعان فيه3-17 الشكل في بدائرة يحيط الذي السداسي الشكل أ لنعتبر
AF,EFإذن، واحدة. مستقيمة قطعة في معاً اندعها AFEمن ضلع الآن هو 

 الشكل انظر) تماس نقطة هيF والنقطة بالدائرة، جيط الذي الخماسي أضلاع

 من تولد والذي3-18 الشكل في الخماسي نرى أن نستطيع وهكذا(.18-3

 للحصول الجديد الشكل على برايشون نظرية تطبيق يكننا ببساطة والآن، السداسي.

 أو ،3 هي واحدة نقطة في تتقاطعAD,BE,CF أن هو الذي النهائي المطلوب على

. واحدة استقامة على تقعC,P,F النقاط إن نقول
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G

A
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٩٢

Rappns 's Theorem  بابوس نظرية

 ووضعناها(3-19 )الشكلAB'GA'BC السداسي لرؤوس نظرنا إذا

 المستقيمة الخطوط رسمنا (.ثم3-20 الشكل انظر) مستقيمين خطين على بالتبادل

 في ستتقاطع والتي الشاتي، الشكل على الأول الشكل رؤوس بين تصل كانت التي

 هذه أن سنجد الأول( الشكل في متقابلين ضلعين كل تقاطع من )تنتتج نقاط ثلاث

Pappus of  الإسكندري بابوس قدمه الاستنتاج هذا واحدة. استقامة على تقع النقاط

Alexandriaالرياضية جموعتمه في Matheuatical Colleationبعد +·ا عام حوالي في 

 الميلاد.

 نلاحظ ما وسرعان تكررها دعونا النظرية، هذه صحة على الدليل تقدم لكي

 مرات. عدة منيلوس نظرية إثباتها في سنستخدم أننا
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\c
k
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١
١
 ا

١
١

١
١
١
١
1
 ا

-+B  ا

c١
١A'B
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 واحد، مستقيم خط على تقعA,8,G التقاط يابوس( )نظرية

 فإذا ترتيب. وبأي آخر مستقيم على تقعA',B,C" والنقاط

، B AC',A'0 في A8,A8 وتقاطع ،0- في  تقاطع
 د

 على تقعA',8,C" النقاط فإن.A في"BC',BC وتقاطع
 واحدة. استقامة

 البرهان

AC',A'B B'6,A'B ويلتقي ،2 النقطة في  يلتقي ،3-20 الشكل على

 حيث منيلوس نظرية وبتطبيق ،٦ القطة فيEC,AC" ويلتقي ،k النقطة في

'C"AB4 ذ قاطعXY6على لمحصل :
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()28' x4 Y"  ر
،

Y8' 2A KC"

 على نخصل منيلوس نظرية وباستخدام ،4Y ا لأضلاع قاطعاA'B"Cً وباعتبار

(),Y٨' xE" 2c  د د، د

'XA7 2r" Yc

"BA' باعتبار وأيضا Gً4 امثث لأضلاع قاطعاKYZ، منيلوس نظرية وباستخدام 

 على: خصل

(1r)YB 2A" RC' .,
 و د د«

XB YA" 2C'
: على (,)(خملI),(I) بضرب

(rv)YG..24".23.2'.6.R.2c.wA
XC" 26" YA" YE' XA' ZC 2A YC xE

 أيضاA',B',C' النقاط وكذلك ، واحدة استقامة على تقعA,B,0 النقاط ولأن

 العلاقتين منيلوس نظرية بواسطة نستنتج أن نستطيع فإننا ، واحدة استقامة على تقع

.(ABC  للمثلث قاطعان المستقيمين كلا أن نعتبر عندما) التاليتين

2E' YA' xc' (v)ن 
Y6 ا ا+ XA 2G7

xA 2c YA (vI)لا 

ZA Y6 x
 على: (خصلI) في(vI),(v) من بالتعويض

YC" xE" zA"  ر
 د٥

XC" 6B" YA"-

• واحدة. استقامة على تقعA,B',C" أن نجد منيلوس نظرية ومن
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The Simson Line  سيسسوً خط

 والاس وليام نشر الرياضيات، تاريخ في الظلم حالات أكثر من واحدة في
Thoms wiliam نشر دار في وجديدة أصيلة نظرية Wallaee (١٨٤٣-١٧٦٨)

Leyboue's Mathematica1 Repositoryالإهمال، بسبب لكن(١7٩٩) العام في 

Roban ( ١٧٦٨-١٦٨٧) سيمسون روبرت الشهور الإنجليزي الرياضي إلى نسبت

Sisoت لإقليدس العناصر كتاب بترجمة قام الذيs Buelid's Elemanإلى اللاتينية من 

(. سيمسون عن المزيد لعرفة٩٧-٩٦ الصفحات )انظر الإنجليزية

.Simsons 's teom  المشهور المرجع من الكتاب هذا في معلوماتنا نستقي وسوف
٥

 دائرة على نقطة أي من المرسومة الأعمدة( سيمسون )نظرية

 على تقع نقاط في تتقاطع المثلث، هذا أضلاع على بمثلث، عيطة

. واحدة استقامة

21-3 شكل



٩٦ المتقدمة الإقليدية الهندسة

، ٥ABC  ب المحيطة الدائرة على تقع النقطة ،3-21 الشكل في
 و ، ، ل، ،

PYLACالنقطة في PZLAB PXJB6 النقطة في1،  النقطة في2،
 مستقيم على تقعK,Y%, النقاط والاس(، نظرية أي) سيمسون لنظرية ووفقاً ،
Simson سيمسون خط عليه يطلق ما عادة واحد Lie(.ًاسم عليه يطلق أحيانا 

.( Pedal lin  المساقط مستقيم

 ولكننا الأبسط هو سيمسون لنظرية الأول برهاننا يكون أن الضروري من ليس

 طريقة نقدم ثم ، النظرية هذه لإثبات منيلوس نظرية تستخدم سوف الاتساق أجل من

. النظرية لبرهان مستقل كشرح ثانية

I  البرهان

,F6.56 لرسم(.3-21 الشكل )انظر F5لينا. 

mLPBA = -m AP

 ا اذ
.2PBA = 2PCA= a :  لذلك

 قإنن وعليه

}Cء eسلن ي ق ه PzB,FYc، فإن ولذا PY٠P6>ء 
PB6

 د

cY PY ()
=mLPBA=٥: بالمثل mLPCBيساوي )كلاهما m pB،) ٠2- لذلك

Cr٠AZ =cotb=المثلثين في PAZ, PCX، إلى: يقود وهذا PX-P6-- --



٩٧ واحدة استقامة على نقاط

()CY PX
AZ P2

 زاويتان هما إذن دائري، رباعي شكل في متقابلتان زاويتان2PBC,LPAC ولأن

 متكاملتان.

2PBG= LPAY = LPAY,LPAG إذن متكاملتان، أيضا همما  ولكن

 ويالتالي

A4Y٠٠٠BX. =cotc=المثلثين في PBK,PAY، إلى: يقود وهذا PY=PX--
AY PY ()PXBR

 على: لمحصل(.)(,)(m) بضرب

BZ CXAY PzPXPY  م ء ح ء ء ح ر4اننيا٦ جسان( راةالاجاد(ر(-1 آر)

١٥٥٦=CY AZ BX PY PZ PX
 النقاط هذه وتعين واحدة، استقامة على تقعAK,Y£, منيلوس نظرية باستخدام إذن

·.P ABG للنقطة بالنسبة  للمثلث سيمسون خط الثلاث

I  البرهان

 إذن متكاملتان، متقابلتانLPYA,LPZA لأن (،3-21 الشكل )انظر

,PA نرسم دائري،PZAY الرباعي الشكل Fc, PB.:إذة 

(1)2PY6=2PAz

 دائري.PKCY الرباعي الشكل إذن متكاملتان، متقابلتان2PYC,LPKC بالمثل

 نجد: وعليه

()2PYI= LPCB

PA الرباعي ولكن C8ًإذن: دائرة، على نقاط أريع لأنه دائري أيضا 



٩٨ المتقدمة الإقليدية الهندسة

(I)mLPAZ(mLPAB)= mzPCB
mLPY6 على غصل(I),(I),(J) من = mLPYX، النقاط أن يعني وهذا 

A,Y,6واحدة استقامة على تقع •.

11 تطبيق

 النقاط فيA8,BG,CA يقطعQSR أن ولنفرض مثلثاً،ABC ليكن

R,8,4848 من بكل المحيطتان الدائرتان الترتيب. علىC,8SCRفي تتقاطعان 

(.·22-3 الشكل انظر) دائريAP8@ الرباعي الشكل أن أثبت.P النقطة
 البرهان

3-22 عكل

 علىAB,4G,0R,8C علىPr,FY,PZ,Pw الأعمدة لنرسم

 المحيطة الدائرة على تقعP النقطة لأن.3-22 الشكل في كما الترتيب
(. سيمسون خط) واحدة استقامة على تقع,Y,W النقاط إذن ،ABG بالمثلث

Y,2,W ، النقاط إذن SCR P بالثلث المحيطة الدائرة على تقع  النقطة لأن ء بالمثل



٩٩  واحدة استقامة على نقاط

 بالثلث المحيطة الدائرة على تقع أن يجبP النقطة إذن واحدة. استقامة على تقع

A0S(كتدريب إثباته نترك والذي سيمسون نظرية عكس .)الرباعي الشكل إذن 

APSO22-3 الشكل انظر) دائري.•

12 تطبيق

A8C,FBD, EFAEDC AE,Bc,mC,ED اخلئات تشكل  السقيمة القطع

• واحدة. نقطة في تشترك المثلثات بهذه المحيطة الدوائر أن أثبت.3-23 الشكل حسب

 البرهان

23-3 شكل

ABG, FBD P بالثلثين المحيطتين الدائرتين تقاطع نقطتي إحدى هي  أن لنفرض
 علىEr,FY,PE,Pw الأعمدة نرسمP النقطة من• في أيضاً تتقاطعين اللتين



1٠٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

BC,A8,ED, ECالنقطة لأن.3-23 الشكل في كما الترتيب على Pعلى تقع 
 إذن واحدة؟ استقامة على تقعK,Y,W النقاط إذن ،ABG بالمثلث المحيطة الدائرة
 استقامة على تقعK,6,W التقاط لأن واحدة استقامة على تقعY,6,W,2 التقاط

 نظرية )عكسEFA بالمثلث المحيطة الدائرة على تقع أن يجبP النقطة إذن واحدة،
 على تقعAK,Z,W النقاط لأن السبب، ولنفس كتدريب(. إثباته نترك والذي سيمسون
 إذن.EDC بالمثلث المحيطة الدائرة على تقع أن يجبP النقطة إذن واحدة، استقامة

·.P  بالنقطة تمر الأربع الدوائر
 منها. القليل الآن نقدم الخصائص، من العديد سيمسون لخط

 فيAD العمود كان إذا( سيمسون لخط الأولى الخاصية ر
4ABGالنقطة في به المحيطة الدائرة يلاقي P، خط فإن 
 المماس المستقيم يوازيABC للمثلث بالنسبةP لنقطة سيمسون

.A  النقطة عن للدائرة

G

3-24 شكل



• م١  واحدة استقامة على نقاط

 البرهان

AG,AB PK,PE على عمريان ، لأن ABG  المثلث في الترتيب على

PB A8G. نرسم P للمثلث بالنسبة D,6, للنقطة سيمسون خط تعين  فالنقاط

mnPB =mLPZB= 9° ، PDBZ ( الرباعي الشكل في(.3-24 الشكل انظر

 ذلك ومن متكاملتان(، متقابلتا زاويتان) دائري رباعيPDBZ الشكل أن يعني وهذا

 أن نستنتج
(D)mLDZB = mLDPB

ABC  بالثلث المحيطة الدائرة وفي

mLOAB = }(mAB

 إذن:

mGAB = mDBP (٣]

mLDZB سيمسون خط أن يعني وهذا ، = mLGAB1)لديا ),(I)  من
 ي

·٠ GA XDZ يوازي

 الدائرة على تقع التيP النقطة من( سيمسون لخط الثانية )الخاصية

,PxPY الأعمدة اسم ،ABG بالثلث المحيطة Azالأضلاع على 
 د

A0,AB,Bcإن الترتيب. على (PA)(Pz) =(PA)(Pr.)انظر( 

(3-25 الشكل
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25-3 شكل

١٠٢

 البرهان

mLPYB لأن = mLP6B = 4 دائري رباعيPYZB الشكل إذن90°
 ذلك ومن
()mLPBY = m4P6Y

mLPXY =mLPAY
: مماثلة وبطريقة

()
mLPXA لأن =mLPYA=  ومن دائري، رباعيPKAY الشكل إذن90°

 من إذن سيمسون( خط) واحدة استقامة على1 النقاط&,{, ولكن ذلك

().()

 مرسومتان متطابقتان زاويتان فيه كان دائرة(إذا على الأربعة رؤوسه أي) دائريًاً يكون الرباعي الشكل٣

 مثه. واحدة جهة في ورأساهما أضلاعه أحد على



·٠٣  واحدة استقامة على نقاط

aPAB -APrz ± ب2 (PA)(Pz)=(PB)(Px)  ه
PX PZ ٠١١ ،

BLبين المحصورة الزاوية قياس( سيمسون لخط الثالثة رالخاصية 

 تساوي بمثلث محيطة دائرة على تقعان لنقطتين سيمسون خطي

. النقطتين هاتين بين المحصور القوس قياس تصف

 البرهان

Y6) الشكل في ،(3- UVW للنقطة سيمسون خط هو26 ،Pخط هو 

 ثم الترتيب، علىM4,N لي الدائرة ليقطعاPK,OW لمد ،0 للنقطة سيمسون

PZXB ، الشكل فإن mLPZB = mLPB = 90° AM,AN، ولأن  نرسم

 أن نستنتج هذا ومن دائري، رياعي

26-3 شكل
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mLZXP = mLZBP (I)
mLABP = mLAMP or mLZBP = mLAMP (I)

mZP) من إذن، = mLAMP (I),(Iفإن: وعليه 
 ي

XYZAM
. UVW [ AN  أن إثيات نستطيع الطريقة وينفس

 قإن سيمسون، خطي تقاطع نقطة هيT النقطة كانت إذا وبالتالي

mLXTW = mLMAN، والآن متوازيان. المتناظرين ضلعيهما لأن وذلك 

/mM٨N -±aM.لان ولكن Nا P، ا فإن./F@ا -ا@ 
4w) إنن، ا،4MAN= (وiN وبالتالي/ =»Fه/ 

 أثبتتا عندما سابقة مشكلة قابلتنا حيث سيمسون، لنظرية شيق تطبيق هنا يوجد

 مثلثات هي الأضلاع المختلفة لمثلثات كل أن تزعم التي المغالطة الأول الفصل في

 لتلاقيA6,BG,AB إلىG النقطة من أعمدة رسمنا وقد الضلعين. متطابقة

 المحيطة الدائرة علىG النقطة ولأن الترتيب. علىD,F,E النقاط في المستقيمات

 استقامة على تقعD,F,B النقاط أن لنا تثبت سيمسون نظرية فإن ،ABG بالمثلث

 واحدة.

Morit(١٩٣٠-١٨٤٣) باش لموريتز المشهورة المسلمة Paseعلى تنص التي 

 أن لابد( الداخل من) مثلث أضلاع من واحداً ضلعاً يقطع الذي المستقيم الخط أن

 هذا مر إذا إلا الداخل(، من) الآخرين الثلث ضلعي من فقط واحداً أيضاً يقطع

 المثلث. رؤوس بأحد المستقيم

 فإن ذلك ومع مسلماته، في تقريباً الفكرة هذه اقترض قد إقليدس وكان
 منصف تلاتي نقطة من عمودين نسقط حينما بأنه تجزم يجعلنا المسلمة هذه توظيف



 واحدة استقامة على نقاط م٥

 ، الزاوية ضلعي على الزاوية لتلك المقابل للضلع المنصف العمود مع المثلث في زاوية

 الضلع امتداد يقطع والآخر الداخل من الضلعين أحد يقطع بالضبط منهما واحداً فإن

 سابقاً. عرضناها التي المغالطة تجنب من يكننا ما وهذا الآخر،

Radieal Axes  الأساسية المحاور

Brianchon براينشون نظرية الفصل هذا في سابقا عرضنا .s Theoremكنظرية 

PascaLs باسكال لنظرية مقابلة Theorem، النظرية هذه برهان بتأجيل قمنا قد وكنا 

.Radica1 Axes  الأساسية المحاور حول المعرفة من مزيداً لمحتاج كتنا لأنتا

 في سنستخدمها والتي المهمة الأساسي المحور خواص بعض الآن نعرض وسوف

. براينشون نظرية إثبات
 فإنا ،B,4 في تتقاطعان واللتين(3-27 الشكل اتطر)2@, الدائرتين معا لندرس

 ورسمنا ،B,4 بين تقع لا بحيثAB على تقع نقطة أي هيP النقطة كانت

 الهندسة لمبادئ دراستنا خلال فمن الترتيب، علىR,4 للدائرتينPT,PS الماسين

{T) أي ،PB,PA بمين متناسب وسطPT أن نعلم =(PB)(RA،)وبالشل م 

PT (،إذن،PA)Ps}=(PE)) لدينا ،4 للدائرة بالنسبة = PSاخترنا .ولأننا 

 إن نقول أن نستطيع فإننا (،A,8 بين تقع لا )عيثAB على موقع أي فيP النقطة

 الاستنتاج هذا أن نقرر أن قبل ولكن متطابقتان.R@, للدائرتين المماستين القطعتين

 أن يجب لدائرتين مماسان منها يجرج والتيP النقطة أن نثبت أن علينا نظرية، موضع
 د

 كالتالي: والإثبات.AB على تقع
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١٠٦

,'PT الماسان حيث نقطة أيP النقطة أ لنفرض PS،وليكن متطابقان 

PAالدائرة يقطع Rفي Bفي4 الدائرة ويقطع B، كتابة نستطيع وكماسبق 
 العلاقتين

(Pr} =(PE)(PA)
(Ps) -(PE\(PA)

=PT ولأن: PS، إذن 'PB = PR، النقطتين انطباق معناه وهذا 
 د

B,B، النقطة وأن Pللدائرتين المشترك القاطع على تقع AB.الخط على نطلق 

 المحور لدائرتين، المتطابقة المماسات لكل المشتركة النهايات يحتوي الذي المستقيم

Radical الأساسي Aisالنتيجة. هذه الآن نصوغ أن ويمكننا الدائرتين، لتلك 



• ٠٧  واحدة استقامة على نقاط

٣ا لهما. مشترك قاطع هو متقاطعتين لدائرتين الأساسي المحور
 المماس هو متماستين لدائرتين الأساسي المحور أن مباشرة ذلك على ويترتب

 متقاطعتين غير لدائرتين الأساسي الحور وضع نتدارس أن وقبل لهما، المشترك

. التالية النظرية لدراسة نحتاج( )متباعدتين

 نقطتين وبين بينها البعد مربعي بي الفرق لنقطة الهندسي المحل

 ثابتًاً يكون ثابتتين

 النقطتين بين الواصلة المستقيمة القطعة على عمودي مستقيم هو

 البرهان

 الشكل انظر) الهندسي المحل على نقطةP ، ثابتتين نقطتينR@, لتكن

PN1 وننشئ ،PR,PO لنرسم(.28-3 Ro، فيثاغورس نظرية وباستخدام 

 على نحصل

(PR)'-(RN)' =(PN) ،(Pe)'-(oN}' =(PN}'

 إذن،

('RM)' -(RN)' =(o}'-(oN)أو 
(PR)'-(P}' =(RN} -(o}=٤

=R0 أن تفرض d، على نحصل الأخيرة المتطابقة ويتحليل :
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(RN +QN)(RN -N)=k

RN أو -QN)=k)، أن نجد ومنه :

(١)RN-oN-"d

4N

28-3 شكل أن تذكر

(١)

: على نحصل(I(,)1) المعادلتين يجل

RN +QN=d

MM. 4+k  و لا$ .ر -ه٨

2d2d
 الحالات، جميع في ثابتانd#, من كلاً ولأن ،N النقطة موضع يجدد وهذا

 والتي ،N النقطة عندR@ على العمودي المستقيم على تقع أن يجبP فالنقطة

: النسبة حسبCR تقسم
RN d"+k
oN 4-٤

PN  على تقع نقطة أي أن بتوضيح الهندسي الحل هو هذا أن برهان استنتاج نستطيع
 للقارئ.· ذلك وسنترك المعطى، الشرط تحقق



• ٠٩  واحدة استقامة على نقاط

،Radieal Axهs  الأساسية المحاور دراسة استكمال على تساعدنا3-12 نظرية

 تحقيق إلى يشير وحدسنا ، متقاطعتين غير لدائرتين الأساسي المحور تعين أن علينا والآن

. التالية النظرية ق ذلك

 مستقيم خط هو متقاطعتين، غير لدائرتين الأساسي المحور

 م مركزيهما. خط على عمودي
 البرهان

 وكذلك الترتيب. على3, و هما8,4 الدائرتين تطري نصفي أن يفرض سنبدأ

 الماستين القطعتين إن وحيث المطلوب، الهندسي المحل علىP النقطة أن نفرض

Pf,psالمثلثين على فيثاغورس نظرية فبتطبيق(.3-20 الشكل انظر) متطابقتا 

PTR,PSعلى غصل :

2 2(PR)' (PT)= ف,-

(PR) -,=(Pg}' - Or قم

(Pq}'-«=(Rs)'

=PT ولكن PSإذت: ؟ 

(PR)' -(  ')م ف-,=

 (أن3-12 نظرية باستخدام) نستنتج فإننا ثابت، المتطابقة من الأيمن الطرف لأن

 هو والذيP النقطة تفس يجتوي الذي المستقيم الخط هوP للنقطة الهندسي المحل
·.R0  على عمودي



 المتقدمة الإقليدية الهندسة

29-3 شكل

١١٠

 بدلالةN النقطة موضبع تعيين يمكننا السابق البرهان في المستخدمة لتلك عائلة بطريقة

 لدينا ،3-13 لنظرية مباشرة كنتيجة و الدائرتين، مركزي بين والمساقة القطرين نصفي

 التالية. النظرية

 استقامة على ليست مراكزها دوائر لثلاث الأساسية المحاور

B واحدة. نقطة في تلتقي واحدة
 البرهان

 هي الأساسية محاورها وأن ،R,02,U هي الثلاث الدوائر أن نعتبر دعنا
 ن

.A8,CP P تقاطع نقطة ( أن (نفرض3-30 الشكل الظر AB,CD,EF

.p= PS R,0 على نحصل AB للدائرتين  الأساسي المحور باستخدام

 )وحيدP7=Ps على خصل٩,v للدائريينa الأساسي المرر وباستخدام
=PT إذن المعطاة(، للدوائر ماساتPT,PS,PY أن PV، أن على يدل وهذا 



·١١  واحدة استقامة على نقاط

 أن يثبت وهذا ،RU للدائرتينEE الأساسي المحور على تقع أن يجبP النقطة

•. P  واحدة نقطة في تتقاطع الأساسية المحاور
 ، دد،

PV على = PSأن )لاحظ PT,PS, PVإذن المعطاة(، للدوائر عاسات 

EF P الأساسي المحور على تقع أن يجب ، القطة أن على يدل وهذا M =py

·.P R,U، واحدة نقطة في تتقاطع الأساسية المحاور أن يثيت وهذا  للدائرتين

5 ٨

3-30 شكل

 نظرية لبرهنة الآن جاهزون نحن الأساسي، المحور موضوع عرضنا أن بعد

Bnianchon's براينشون Theorem، الفصل. هذا في سابق وقت في ناقشناها قد كنا والتي 

 الإنشاءات في المسطرة" كتابه فيSmosorabsvski سموجرفيسكي البرهان هذا قدم وقد

 الهندسية
"TEe Ruler in Geometrical Constructions, New York: Blaisdell Publishing

Compary,1961 pp.33-35"



 المتقدمة الإقليدية الهندسة١١٢

 ه
 المستقيمات فإن بدائرة، يحيط سداسي أنشئ إذا( براينشون )نظرية

 واحدة. نقطة في تتقاطع المتقابلة السداسي برؤوس المارة

 البرهان

°٢
٦

 -عبر لذ
 مر٣

 مر معى
 مي

B

٦١٢
 نزيه

31-3 شكل

 تمسABCDEF السداسي الشكل أضلاع ،3-31 الشكل في يبدو كما
,T,N,L,S النقاط في الدائرة M,K، النقاط أما K',L,N',M',S,Tفقدتم 

FE,DE,Bi على اختيارها Fi,Bc,Bcبحيث الرتيب، على 
.KK' = LL = NN' = MM' = SS = TT'



• ١٣  واحدة استقامة على نقاط

,BA من كلا تمس التيP الدائرة الآن لننشئ DEالنقاط في "T",Sالترتيب على 

 من كلاً تقس التي ها الدائرة ننشئ بالمثل الدائرة(. هذه وجود تبرير يمكن )بسهولة

FA, Dc٤ التقاط في',Kكلاً شس التي8 الدائرة ننشئ وأخيرا الترتيب، على 

,FE من Bcالنقاط في Mأيضاً، الترتيب على٢,٨ 

 الطول، نفس لهما دائرة خارج نقطة من المرسومتين الماستين القطعتين لأن

FM إذن = FK، أن نعلم بالفرض ولكننا 'MM' = KK، خصل بالجمع إذن 
 على:

FM' = FK'
 وبالمثل:

CL = CN,LL = NN

 أن. نهد بالطرح

 لسندين اسمة شهد سما ى لجًم ر س«حتة، من منبل اذ،
 المحور تحددان النقطتان هاتا إذن،.R,0 للدائرتين المتطابقتين المماستين

.R,4 CF للدائرتين  الأساسي
 الأساسي المحور هوAD أن بسهولة سنجد الأسلوب، تفس وباستخدام

 ا

.P,R BE للدائرتين الأساسي المحور هو  و ،3,0 للدائرتين
 مراكزها دوائر لثلاث الأساسية المحاور (أن3-14 نظرية) سابقاً أثبتتا قد

 ولهذا واحدة، نقطة في تتقاطع( منى مشنى) واحدة استقامة على ليب
CF, AD,BEواحدة. نقطة في تتقاطع 

 واحدة استقامة على الثلاث الدوائر مراكز تجعل التي الوحيدة الطريقة أن لاحظ

 مستحيل. وهذا الأقطار تتطبق أن هي



١١٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 تدريبات
 ر و، ن

,AB,BC,CD الأضلاع.1 DA4 الرباعي الشكل أضلاع قشلBGDوالذي 
,K,L النقاط في مستقيم خط يقطعها M4,Nأن أثيبت الترتيب. على 

BL AK DN C_  ر
 د د

IG KB NA MD
=BP) بحيثP النقطة إلىAB الضلع مددناABCD المريع في.2 2(AB، إنا 

 وكذلك @، في يتقاطعانBM,AC و ،B6 منتتصفM النقطة كانت

P,BCفي يقاطعا H، النسبة قيمة على لتحصل منيلوس نظرية استخدم 
CR
RB

,P النقطتان ،ABG المثلث في.3 Rعلى تقعان AB,AGبحيث الترتيب على 

AR=ي ARالتوسط أن .أنيت AMيقسم PRتتناسبان مستقيمين تلتين إى 

.A8,A0  مع

 في المقابل الضلع تقطع رؤوسه عندABG بالمثلث المحيطة الدائرة مماسات أن أثبت.4

. واحدة استقامة على تقع نقاط ثلاث في لمثلث

ABG G المثلث في  المتوسطات تقاطع بنقطة المار المستقيم الخط كان إذا أنه أثبت.5
 او ي

 فإن الترتيب علىM4,N النقطتين فيAB,AC من كلا ويقطع

.(AM)(NC)+(AN)(MA) =(A)(AN)

 أيضا تقطع ،ABG المثلث فيM4 منتصفه نقطة عندBG الضلع مس التي الدائرة.6

Af,Acفي 'R,R$,$',مددا إذا التزتبب. على RS,FSلتطا B6في 

P,Pأن فأثبت(.3-32 الشكل انظر الترتيب« على 

.(PP)(BP')=(cP)(cP')



·١٥  واحدة استقامة على نقاط

P8

3-32 شكل
A8,BC, AG P,0,R الأضلاع منتصفات هي ABG، النقاط  امثلث في.7

 في اللقابلة الأضلاع وتقطع واحدة نقطة في تقاطعAN,BE,cMr الترتيب، على
3 ي ي

N,L,Mكان إذا الترتيب. على PIيقطع B0النقطة في M4  يقطع1،
 و د و

،H A8 النقطة في RN يقطع ،I ,A6H النقطة في I,  لا النقاط أن فأثبت
 (،33-3 الشكل انظر) واحدة استقامة على تقع

A

m 1 J
33-3 شكل

 والتقى ،M النقطة في0@, للدائرتين الخارجيان المشتركان المماسان التقى إذا ،8
 المماسان والتقى ،N النقطة فيS,0 للدائرتين الخارجيان المشتركان امماسان



١١٦ المتقدمة الإقليدية الهندسة

,M4 أن فأثبت ،L النقطة فيS,4 للدائرتين الخارجيان المشتركان N, Lعلى تقع 
 ولا متطابقتان اثنتان منها يوجد لا الثلاث الدوائر أن علمت إذا واحدة استقامة
 نفسه. المركز لهما اثنتان منها يوجد

 مع مثلث أي لزوايا الداخلية للمنصفات العمودية المنصفات تقاطع نقاط أن أثبت.9
 واحدة. استقامة على تقع الزوايا لتلك المقابلة المثلث أضلاع

٠1 رقم للتطبيق برهاناً قدم منيلوس، نظرية مستخدماً.10

 ؟ المثلث في جيرجون نقطة وجود إثبات في براينشون نظرية تستخدم كيف وضح.11
 وباسكال. بابوس، نظريتي بين قارن.12
 ديزارغ. نظرية عكس برهن ثم اكتب.13
 سيمسون. نظرية عكس برهن ثم .اكتب14
4ABG المشكل .على15  خط ،0 دائرة داخل ومرسوم٨ في قائم3-34،

 أن أثبت.M النقطة فيPA يلاقيABG للمثلث بالنسبةP للنقطة سيمسون
.M PA النقطة عند Mo على عمودي

B

34-3 شكل



• ١٧  واحدة استقامة على نقاط

 النقاط في الدائرة لاقت أوتار ثلاثة رسمنا ،0 الدائرة حيط علىP النقطة .من16

A,B,Cأقطارها التي الثلاث الدوائر أن .أثبت PA, PB,PCثلاث في تتقاطع 

 واحد. مستقيم على تقع نقاط

 خطي رسمنا الدائرة على واحدة نقطة ومن واحدة، دائرة داخل مثلثين أنشأنا .إذا17

 مقدار هي سيمسون خطي بين المحصورة الزاوية أن أثبت المثلثين. من لكل سيمسون

 النقطة. هذه وضع عن النظر بغض وذلك ثابت

 لهاتين الأساسي الحور فإن وجدت(، )إذا لدائرتين المماسة القطع أن .أثبت18

 ينصفها. الدائرتين

 بنقطة ير منحرف، شبه قطرا همما قطراهما لدائرتين الأساسي المحور أن أثبت ،19

. المتوازيين غير المنحرف شبه ضلعي تقاطع

 هما واللذين لدائرتين قاطعين مستقيمين تقاطع من الناتجة الأربع التقاط أن أثبت.20

 ثالثة داثرة على تقع الدائرتين، لهاتين الأساسي المحور على تقع نقطة من مرسومان

 دائري(. رباعي رؤوس تشكل )أي


