
 الاوق )لنمل

 الرباعية الأشكال

 وقبل الثانوية، الرحلة في الهندسة مقرر نهاية في الرباعية للأشكال دراستنا بدأنا لقد

 مثل متها، الخاصة الأشكال عن تتحدث الرباعية للأشكال دراستنا معظم كانت ذلك

 هنا ولكننا والمربعات. والمستطيلات والمعينات، الأضلاع، ومتوازيات المنحرف، أشباه

 لا والتي العامة صورته في الرباعي الشكل على نظرة سنلقى الكتاب من الجزء هذا في

 الذي الرباعي الشكل وهو الدائري الرباعي للشكل ننظر ثم مميزة، خاصية أي تحمل

 دائرة، على رؤوسه تقع

 ستكون بالطبع أضلاعه. منتصفات نقاط غدد ثم رباعي، شكل أي لنترسم الآن

 ؟ الناتج الشكل يبدو أن تتوقع ماذا تلك. تجربتنا في جداً مفيدة الهندسية الأدوات

 ثم متتاليين، ضلعين كل بين حددتها التي المتصف نقاط صل ، الإجابة لأجل

 هذا في الأولى النظرية هي ببساطة ملاحظتك وستكون الناتج، الرباعي الشكل لاحظ

 الفصل.

 منتصفي بين الواصلة المستقيمة القطع من الناتج الرباعي الشكل

 أضلاع. متوازي هو آخر رباعي شكل في متتاليين ضلعين كل

١٨١

B



١٨٢ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان

.ABCD P,0,R,S الرباعي أضلاع متصفات  النقاط6-1 الشكل في

PG في ، 4ADBإذن: ضلعين. منتصفي بين واصلة مستقيمة قطعة 
،

،P71 DB , P0=±(pB)
2'

SR وي ،Acn8إن· ضلعين. متصفي بين واصلة مستقيمة تطعة 

SR//DB, SR= '(DB) P0/ SR, P0= SR

.• اضلاع متوانيPRS الرباعي فالشكل ومنه،

B

C
1-6 شكل

 أو مستطيلاPORS الشكل يجعل الذي ،ABCD الرباعي الشكل نوع ما الأن» والسؤال

 ؟ مريعة أو معينا

 بين الواصلة المستقيمة القطع من الناتج الرباعي الشكل

 قطراه آخر رياعي شكل في متتاليين ضلعين كل منتصفي

. مستطيل هو متعامدان



• ٨٣  الرباعية الأشكال

 البرهان

 يكونPQRS الرباعي الشكل قإن ،QRIAC لأن ،6-1 الشكل في

 كان إذا متعامدا( متجاوران ضلعان فيه أضلاع متوازي أي) مستطيلاً

PGLoR، لأن صحيح وهذا DB6 ر.

 كل منتصفي بين الواصلة المستقيمة القطع من الناتج الرباعي الشكل

. معين هو متطابقان قطراه آخر رباعي شكل في متتاليين ضلعين

 البرهان

،44DB  (.في6-2 الشكل انظر) متطابقان قطراه رباعي شكل لدينا ليكن

PGإذن: ضلعين، منتصفي بين واصلة مستقيمة قطعة 

P0-!(pE)
 إذن: ،4CnB في ضلعين متصفي بين واصلة مستقيمة قطعةSR وبائل

sR=±(DB)2'

 ولكن
DB=CA، :إذن 

P0=0R
. معينPORS الأضلاع متوازي أن أي



١٨٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

D

2-6 عكل

 التالية. النظرية إلى نتوصل أن مكتتا ،6-2,6-3 نظريتي نتيجتي بمقارنة

 بين الواصلة المستقيمة القطع من الناتج الرباعي الشكل

 تطراه آخر رباعي شكل في متتاليين ضلعين كل منتصفي

· مربح هو ومتعامدان متطايقان

Centers of a Qaadrilateral  الرباعي الشكل مراكز

 على4ABG,4ADC متوسطات تقاطع نقطتي هماM,N النقطتان لتكن

,K التقطتان وكذلك الترتيب، Lمتوسطات تقاطع نقطتي هما AABD, ABCDعلى 

 مركز تكون النقطة هذه فإنG النقطة فيMمN,K من كل تقاطع قإنا أيضاً، الترتيب

 علىG النقطة تعريف أيضاً يكننا (.كما6-3 الشكل انظر)Croid الرباعي الشكل

.ABCD  الرباعي الشكل ثقل عندها يتوازن التي النقطة



• ٨٥  الرباعية الأشكال

C
6-3 شكل

B

 القطعتين تقاطع خلال من تعيينها يتم فإنه الرباعي في التوسطة النقطة أما
 الشكل في وكما الرباعي، الشكل في متقابلين ضلعين كل منتصفي بي الواصلتين

.ABCD Centenpoint الرباعي في G المتوسطة النقطة هي  النقطة فإن4-6

D

6-4 شكل



 المتقدمة الإقليدية الهندسة١٨٦

 في متقابلين ضلعين كل منتصفي بين الواصلتان المستقيمتان القطعتان م

 الأخرى. منهما كل تنصف الرباعي الشكل

 البرهان

 الشكل في متقابلين ضلعين كل منتصفي بين الواصلتين المستقيمتين القطعتين لأن
 في متتاليين ضلعين منتصفي كل توصيل من الناتج الأضلاع متوازي قطرا هما الرباعي
.• الآخر منهما كل يتصف إذن الرباعي، الشكل

,P,4 النقاط لدينا كان إذا ،6-5 الشكل على R,Sأضلاع منتصفات 

 توجد فإنه ،PR,G5 تقاطع من الناتجةG والنقطة ،A8CD الرباعي الشكل

، ABCD N, الرباعي قطري منتصفا٨ MN، حيث ،pR,os  بين علاقة

٣
 التالية. النظرية عليه تتص ما هي العلاقة وهذه

 ام

 الشكل قطري منتصفي يين الواصلة المستقيمة القطعة منتصف

 الرباعي. لنفس المتوسطة النقطة هي الرباعي

B
 درم

 مرا٣
 إ

 ي٣ أنج

G5-6 شكل



• الرباعية الأشكال ٨٧

 البرهان

P,0,R,S PD,AC، والنقاط M,N منتصفا ،6-5  الشكل في

ABCD. في PN الرباعي الشكل أضلاع منتصفات ADC المستقيمة القطعة ،4

: إذن فيه. ضلعين منتصفي بين واصلة

PNIDc, PN= ±(Dc)'2'

 إن: فيه. ضلعين متصفي بين واصلةMR السقيمة القلعة ،4ADc وي

MR / ,DC ا MR=(po)= PNIDG, PN= MR2'
 كل ينصف قطريه إن وحيث ، أضلاع متوازيPMNR الرباعي الشكل إذن

 للشكل المتوسطة النقطة أنها أثبتنا قد كنا التيG النقطة في ويتقاطعان الآخر منهما
·.ABCD  الرباعي

 علاقة تقدم القادمة النظرية فإن الأضلاع، متوازيات عن نتحدث مازلنا أننا ويما

 الرباعي. للشكل مهمة أخرى خواص بتقديم سيق ما مع وتسمح مهمة،

 أضلاع متوازي قطري على المنشأين المريعين مساحتي مجموع

 أضلاعه. على المنشأة المربعات مساحات مجموع تساوي
 م

 البرهان

cB

A
6-6 شكل



 المتقدمة الإقليدية الهندسة

 هذا في وسنستخدمهماII,I المعادلتين ستيوارت نظرية برهان في قدمنا

١٨٨

BF 1 AG ABCD، والمعطى  الأضلاع متوازي على تطبيقهما بعد البرهان.
٠ AABE ( في أنه (خجد6-6 الشكل انظر

)((٨E)(EE)2-+)م(' ('Ar=))هم( 

: EBG  في بالمثل

)((c] (pE}' +(Ec)' +2(Ec)(rE)م 
 بالجمع

(AE)' +(Ac) =
(٨E)' +(BE} +(Bc}' -2(AE)(FE)+ 2(Ec)(AE+)(E)م 

=AE ولكن EC(منهما كل ينصف الأضلاع متوازي قطرا )الآخر 

)(('Bc)' 2(BE} +2(AE+))هم(' 
:٥CAD  في بامثل

(co) +(DA)' =2(pE} +2(cE) (v)
 بالجمع

=(Ac)' +(co)' +(pA+))هم( 
2(ME} +2(AE) +2(nE) +2(cE}

DE = BE,AE= EC  ولكن

'(Bc ")ع( +(c} +(DA) =4(BE}"+4+)=)صم(' 
=(2Bع )' +()' =(Bص )" +(Ac)'.٥

 يحدث. ما ونشاهد ،6-1 ،6-7 النظريتين لندمج والآن



• ٨٩  الرباعية الأشكال

 رباعي شكل أي تطري على المنشأين المربعين مساحتي مجموع

 القطعتين على المنشأين المريعين مساحات جموع ضعف تساوي

. الرباعي الشكل في متقابلين ضلعين كل منتصفي بين المستقيمتين

 البرهان
،

PGIDB,Pg): أن6-1 النظرية برهان في أثبتا لقد = ±(DB، ٠ وهذا=- •2/

: إلى يعود

(Po)' =±(pB)', (snj' -'(oA) ذ 4' 4 ()
- إلى يقود وهذاQR (ج=Ac),Ps (م±=AG) بائل 2 ، 2 •

(oR)' =!(Ac)'، (es}'-!(c)'
4 ١ 4

 لمحصل(6-٢ )الشكلPORS الأضلاع متوازي على6-٢ نظرية ويتطبيق
: A على

B

D
7-6 لكل

()



١٩٠ المتقدمة الإقليدية الهندسة

()(Pq)' +(sw' +(en)' +(٣s]' -( ٣s') ب(+
• (m) (I),( (في1  من بالتعويض

±(oE)' +±(pE)' +±(Ac)' +!(Ac)' =(Rn)' +(os)'4'4'44 ا

}'c}' (Pn)' +(s})±!)دم(' 
،22'

(p5)' +(Ac)' =2 '( م(ا +(s)].·
Cyclie uG drilateralsم  الدائرية الرباعية الأشكال

Heron الإسكندري هيرون صيغة تكون ريما of Alexandriaمثلث مساحة لإيجاد 

 على تنص والتي أضلاعه أطوال بمعلومية

(a)(s- b)(s- c)ي- sالثلث /.=مساحة 

2•- %أ\t%و( يا الثث أضلاع ,»أطوالb,c )حيث
 تلك توسعة في فكرت قد تكو أيضاً ريما وعندها ذلك، قبل صادفتك قد

 أضلاعه أحد طول رباعي شكل هو المثلث أن معتبراً ، الرباعي الشكل لتشمل الصيغة

 الرياضي سلكه الذي التفكير مسار نفس تسلك فإنك تفكيرك هذا كان إن صفر.

 الميلادي، السابع القرن بدايات في عاش والذيBrh صagup ا اهاماجويتا بر البندي

 أطوال والذي الدائري الرباعي مساحة لإيجاد التالية الصيغة واستخدم

،s ,a,b، حيطه نصف وطول c,d  أضلاعه

 القح النظام" يسس ما٥٩٨ عام في ولد الذيa Bhmgارس براهاماجويتا كتب م،٦٢٨ العام في
the هف لبراهما- Revised syetaa ofBr'الرياضيات في فصلاً عشر ثلاثة أو عشر اثني ي .



·٩١  الرباعية الأشكال

(s- dء() -a)(s-b)(s-ل-٥) الدائ الرباعي مساحة 

 هو المثلث أن معتبراً المثلث مساحة لإيجاد هيرون صيغة استخدم يراهاماجوبتا أن لاحظ

P

8-6 شكل

 براهاماجوبتا( )صيغة البرهان

ABCDالرباعي الشكل فيها التي الحالة لندرس أولاً، أى مستطيل 

c,b=d=فإن صحيحة، براهاماجويتا صيغة أن ويفرض :

ABCD  المستطيل مساحة

I,]6-ة a+٥-٥١٢+»٥-٥٠٠٥-+٠-
-A ٤ هه=

. العادية بالطريقة عليها نحصل كما المستطيل مساحة هي وهذه

 الشكل )انظر الشكل مستطيل ليس دائرياً رباعياABGDً لنعتبر والآن

PC= a,PD =yونمد(.6-8 ثم DA,CBأن ولنفرض ،2 في ليتقاطعا 

= ٥DCP  مساحة: هيرون صيغة نطبق



 المتقدمة الإقليدية الهندسة١٩٢

1 ، ، (c) 4 (/م--٣ت+-٧+c(\٧-٠+c(\٣+٧- -+()ء٥+1) ' ' '
2ABP تكمل2cDA: ماأ ، LCBAتكمل CBA/إذن. :

()

d_-د 
C 4

bلا_- 

2CDA= ABP ا
= ٥BAP DGP به4

[AAAP]
 ح. ح

[ADcr]  ته

[DcR] [AAP] e ٥ ق
 بو ، ح م

[pcP] [ADcRا e eق 
[ApcP]-/ABAP] aeaABcD ( -فع4 ث ر(

[ApcP] حه ح ح أ[أ, [pcE] e '
 على، أيضاً (خصلI) من

(v)

(v)
6€

 بالجمع
4 -+g 4-+3-d-b
 د

c 0

٠C (g=(d+b+-4>ه 
 -ع4

c (VI)<4+y-٥=(٥+٥+d-a)
 انايًا، اسدسا س شمل معه بة

(d-b) (WII+٩٥)=ي٤+٥- 
C-٥



• ٩٣  الرباعية الأشكال

c ١٠ ، (VII)-ء( d+٥+c=(a-4لا+ 
C-0 ' '

٠c (d) (I-٥+٥+c=-(a+د٧- 
G-@

 مساحة أن على غصل(I) (فيI),(vuI),(vI),(v) من بالتعويض

DCPتساوي ا 

(e-4+٥+4 +و()ء-٥+e()٩+-٥+٥-٥\)٩-4-+كي,, ر,٠( إ٥+٤" 
4ر شه ،ف

_2 فل+٥+a-4(\٨+٥+d-٥()٤+٥+d-٥()٥+٥+٥ )ه-
،،

4 ي د م ثم

(e-4+٩+٥)-ث٥٢٥+4-4)(٩+٤+4-٥)(٩+٥+4 )ء_/ 
 د د٥ د ،

 ه2222٧

a-غ/٩+٥١٥١4-٥ا(٩٩٥١٤١4-٥ن\\٩+٥١٥١٥-2ا(٩+٥+٥+٨ 
،،،،

 فهى2222

٨+٥٥±» لك,  ن ي ح إ ،" ل.
"2

[AncP] a'-2(&- د و()ء-و()ذ-ه()ى-و/,غي .،
: الصورة (علىIIL) العلاقة صياغة الممكن من

A8CD [٥pcP]."C الدائري الرياي مساحة
Cء -



١٩٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

-c فه ، ، ،١ ١- a -=٠ (/وs)(s-a ()ء-و()-s- )ه
 أ4،-:ألأ-أأرو-أ:،6-5 ه

 بدون سنقدمها والتي التالية العلاقة صياغة يمكننا براهاماجويا، لصيغة ممتع تطوير وفي

: برها

 (تساوي محدب) رباعي شكل أي سطح مساحة

'c١٠٠٠١  ()»-و(s-٥()٥-٤(\٥-d-) .&ءن» /1!%اءه
2،،

d٥,٦+٥-٤٥-a-٠ و ،s= ، a,b,6,d الرباعي الشكل أضلاع أطوال
2=٧ ر٠

: حيث

 الرباعي. في متقابلتين زاويتين قياسا

 معلوم رياعي شكل أي لمساحة ممكنة قيمة أكبر أن لنا تثبت السابقة والصيغة

 لا الحالة وهذه معفه• =]"؟؟]فمه٥: عندما هي الأربعة اضلاعه أطوال
"٠2

 الرباعي الشكل يكو عندما إلا يتحقق لا وهذاa-+٦=°180: عندما إلا تتحقق
 دائرياً.

 الدائري، الرباعي الشكل عن تتحدث التي الشيقة النظريات من العديد وهناك

 التي21 صفحة إلى بالعودة القارئ ننصح النظريات، هذه بدراسة تقوم أن قبل ولكن

 دائري. الرباعي الشكل أن إثبات طرق توضح

 الدائري. الرباعي الشكل قطري طولي لإيجاد صيغاً برهاماجويتا قدم وكذلك

• وهي
+e4)4٥+عم( )٥e م (٨4+ee()٤)«ف+ ,

/2 رمنح11-
ub-+cdad -+bc



·٩٥  الرباعية الأشكال

 تطريه. طولاm,n الدائري، الرباعي أضلاع أطوالa,٥,c,d حيث

 تنسب والتي التالية النظرية نعرض برهاماجويتا، الرائع الرياضي هذا نترك أن وقبل

 أيضاً، إليه

 بنقطة المار المستقيم قطراه، المتعامد الدائري الرباعي الشكل في
 الدائري الرباعي أضلاع احد على والعمودي القطرين تقاطع
 الضلع. لهذا المقابل الضلع ينصف

 البرهان

 في متقاطعينABCD الدائري الرباعي في متعامدين قطرينAC,BD ليكن
 ي كي ي

GE ( أن إثبات هو والمطلوب (،6-9 الشكل انظر GEL AED ،G  القطة
 ن2 ،41 تكملAG، 25 الزاوية القائم المثلث في.P النقطة يBG ينصف
 إذن ،4 تكمل

 د د ن4 بح ا2 ولأن46 د42

: إذن

15 د44
 يمير

،(mDG  يساوي منهما )كل45 ك46 ولكن
"-٦2

 أن: نستنتج ذلك ومن
.BP= GP ،/4=L6

 فإن: ك7=48 ،475 ا3 لأن: باثل

GP= PC
 إذن:

. CP= BPs



 المتقدمة الإقليدية الهندسة

9-6 شكل

١٩٦

: التالية النظرية تقدمه ما هو دائري رياعي شكل لإنشاء الشيقة الطرق من

 في المتجاورة الزوايا من زوج كل من زاوية منصف رسمنا إذا

 هي التقاطع نقاط بين الواصلة المستقيمة القطع فإن رباعي شكل

 دائري. رباعي شكل رؤوس

1 البرهان

10-6 شكل

B



• ٩٧  الرباعية الأشكال

 لتشكل تلتقيABCD الرباعي الشكل زوايا منصفات ،6-10 الشكل في
 دائري. رباعي هو السابق الرباعي الشكل أن نثبت أت وسنحاولEFGH الرباعي

2BAD أن بما + mLADC + mLDCB+ mLGBA =  .إذن:360°

3«BAD +±mLAD0 + ±«LDOB + ± CBA 2ا = ±(3e)=180°
22222

: أن نستنتج بالتعويض

(I)mLEDC + muLECD + mLGAB +mLABG=180°

: لدينا ،4A8G,4DEG في الآن،

mLEDC + mLECD + mLGAB + mlABG +mLAGB
(I)+m2DEc = 2(180)
 على )(ضمل )ا(من بطرح

mLAGB +mLDEC =180%
 الباقيتين الزاويتين فإن متكاملتان،BHGH الرباعي الشكل في متقابلتين زاويتين ولأن

·٠ دائري رباعي هوEFGH الرباعي أن أي متكاملتان، أيضاً هما

Ptolemy's theorem  بطليموس نظرية

 التي هي الدائري الرباعي الشكل عن تحدثت التي الأشهر النظرية تكون ريها
Claudius Ptolemaeus of Alexandna  الإسكندري بطليموس لكلاوديوس تنسب

 يحمل الذي كتابه في وردت وقد(y Ptleس باسم الأجنبية الراجع في يعرف )والذي
 الفلك. في المعروفة الكتب أقدم يعد والذي الميلاد( بعد١٥0") المجسطي: عنوان

Syuasi9 اليوناني العنوان MatHaatiea، العربي العنوان أما ، الفلكي أر الريامي التجميع وتعني 
 كل عن دليل عن عبارة والكتاب الرياضيات. في الكبرى الأطروحة ويعيA اg ا= المجسطي فكان للكتاب

 منها يتألف والتي مجلداً عشر ثلاثة من الأول المجلد وعتوي ذلك. في الرياضي الفلك علم في القدماء عرفه ما
.Puolery's there»  بطليموس نظرية اسم حمل التي النظرية على الضخم العمل هذا



 المتقدمة الإقليدية الهندسة

 الرباعي قطري طولي ضرب حاصل بطليموس( )نظرية

 الضلعين من زوج كل ضربي حاصل مجموع يساوي الدائري

 الشكل. في المتقابلين

١٩٨

 النظرية عكس إثبات وسندمج مختلفتين، بطريقتين النظرية بإثبات نقوم سوف

C

.12-6 النظرية ضمن الثانية الطريقة مع
A

٦ ٦ ٦
٦ ٦

 ة
٩
 ة

 م

11-6 شكل

 والمستقيم ،0 الدائرة داخل مرسومABGD الرباعي ،6-11 الشكل في
 ي

 محيث ،P النقطة فيGD يلاقيA بالنقطة والمار المرسوم

(I)mLBAG = mLDAP

 إذن: دائري،BACD الرباعي ولأن

mLABC + mLADC=180%

 ولكن

mLADP + mLADG = 180%
 لدينا فيكون



• الرباعية الأشكال ٩٩

(٧)

mLABG =mLADP (I)
48A0< ADAP (AA) (I)

A8_ BC
3

AD DP
'AD!٠ BC

(٢v)(3})(3ب م}ص 
AB '

. AB AC ، ٠٠ - mLBAD) من = mLCAP:(I، ومن (m:):إذن،= 
AD AP ' " ' '

AA8D AAcP ه (SAS)
BD_ AB

A66 م=
(Ac).(BD)
 و ر(P ت ،

AB
 ولكن

cP= 0D+DP (v)
(v) V),(v) في(١  من بالتعويض

(AG).(D) , (AD).(Bc)
 ،، )[ر(=٠٠.

AB AB
·.(Ac).(BD)=(AB).(CD)+(AD).(Bc) ،  إذن

II  البرهان

ABCD( نرسم (،6-12 الشكل AD الرباعي في DAP الضلع على4

()
: أن نستنتج ذلك ومن ،4CAB يشابه

AB AC BC
،»  ا ي

AP AD PD



 المتقدمة الإقليدية البندسة٢٠٠

=(٨6).(PD)=(AD)(Bc) ()
A

C D

12-6 عكل

mLBAC ولأن =mLPAD,mLBAP = mLCAD،(:1) من إذن

BR40(ب AcAD (sAsه BAPه ، AC CD
 فإن: وعليه
()(c).(nP)=(AA).(c)

(m).(m)  يجمع
(rv)(Ac)(BP +PD)={AD).(Bc)+(AA).(cn)

 تشابه فمن ،BD نلقطر بالنسبةP النقطة وضع لنناقش والآن
ADAP,4CABأن نستنتج :

mLADP = mLACB.الشكل بأن الخاص المعطى ومن ABCDدائري رباعي 

mnLADB أ أيضاً نستنتج =mLACB، النقطة فإن ذلك ومن Pتقع أن يجب 
: أن إلى يقود هذا دائرياً.ABCD الرباعي الشكل كان إذا وفقط إذا8D على
(v)BP +PD=BD



2٠١  الرباعية الأشكال

• (nv),(7)  من بالتعويض

·.(AG).(BD)=(AB)-(C٥)+(Ac).(BD) :  إذن

 تفصيلاً ذلك ونقدم وعكسها، بطليموس نظرية من كلاً أنيتنا قد هنا أننا لاحظ

. التالية النظرية في

 تطري طولي ضرب حاصل كان إذا( بطليموس نظرية )عكس

 من زوج كل ضربي حاصل مجموع يساوي رياعي شكل

 دائرياً. يكون الرباعي الشكل هذا فإن فيه، المتقابلين الضلعين

 البرهان

 كانت وإذا (،6-11 الشكل انظر) دائرياً ليسABCD الرباعي أن نفرض
mLADP قإن واحدة، استقامة علىC,D,P النقاط = mLABG، إذ ولكن 
 أن الممكن من فإنه واحدة استقامة على ليستG,D,P النقاط كانت
=mLADP يكون mLAB0، إذن CP <CD+ pPومن (I),(V)في 

 بطليموس لنظرية الأول البرهان
(٨G)(Bn) <(AB).(cD) +(AD).(Bc)

• المعطى يناقض ذلك ولكن
(A0).(BD) =(AB).(cD) +(AD).(8c)

• دائريABCD الرباعي إذن
 بطليموس لنظرية بسيطاً تطويراً لندرس والآن،

 أن فيه ولفرض ،ABCD دائري غير رباعي لدينا ليكن
، BC=a ،CD=c ، BD= =AD، ا  ه

'AB=' ،AG=6.الأعداد من عددين أي مجموع إن 
'ce',6ة,'م a(.183-6 الشكل انظر) الثالث العدد من أكبر



٢٠٢ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان
 ي ي

Bعلى B 'D4. ولتنشئ =b AD بحيث 'A على DB. لننشئ =  عه بحيث
 ص ي

.DG' = CD لآه محيث G على  لننشي وأخيرا
D

 ة6'
13-6 شكل

c'

 مشتركة زاوية على يحتويان لأنهماADAB هDDB'A' أن سنلاحظ ذلك وعند

4ADBكالتالي متناسبة متجاورة وأضلاع :

DA' DE'DA' beDE' aع 
=-]3,=٦ ح;ع=== م

DADB8'DBaDA

Th Ciy Hamy نيويورك مدينة جامعة من W. Appeleate  أبلجيت دبليو هاري الدكتور/ من مقدم البرهان

. UNiwersity ofNewYok.



٢٠٣  الرباعية الأشكال

.AB'،٠٠٠٠· 'A'B' أوc= أن يعتي وهذا = ce، أن إلى الوصول نستطيع وبالمثل 
,-ABد- د 

.B'C' = ae', A' C' =  لا8

: على حصل المثلث متباينة وبتطبيق ،4A'BC في وأخيراً

aa' + ' لآا > ce', ad'+ ce' > b ,' لا ce' +-8 @. 'لآ> إ

: المساواة فيه تتحقق الذي الوضع في فكرت هل- القارئ عزيزي- والآن

'aa' ce' = b8؟ 

 بطليموس نظرية على تطبيقات

· بطليموس لنظرية المباشرة النتائج بعض سنقدم الجزء هذا في
1 التطيق

 وقطعتABGD الأضلاع متوازي في« بالرأس دائرة أي مرت إذا

4B,ADفي R,Pالأضلاع متوازي قطر قطعت كما الترتيب على A0في ،@ 

: أن فأثبت

(٨e)(A0) =(AP)(AB) +(An)(D)
 البرهان

EoRMP ,مm2=m. نرسم m =m3 ،6-14  الشكل في كما

=mL3 ولكن mL5، إذن mL1 = mL5أن: نستنتج ذلك ومن 
ARQP .ABG ده

٥CDA أيضاً ولكن = 4ABG:إذن 
ARQP ABC امه .CDA له4



A

 المتقدمة الإقليدية الهندسة

14-6 شكل

٢٠٤

{1ADABAC )(i6-#6أ- 
• ROPA  الرباعي على بطليموس نظرية بتطبيق

(I)(A٩)(RP)=(Me)(AP) +(PG)(AB)
 العلاقة حدود من حد كل في(1) العلاقة في المتساوية النسب من نسبة كل يضرب

: على غمل )ر(

(Ao);ه%- (e4)4-(/eM,%}
 أد

(A0)(A0)=(AB)(Ar)+(AD)(AE).s
2 الطبق

 أضلاعه. أطوال وبين الدائري الرباعي الشكل قطري طولي بين النسبة أوجد

 البرهان

 بحيث ،ABCD الرباعي يالشكل المحيطة الدائرة علىP,0 نقطتين أي لنختر

QD=AB ، PA= DG15-6 الشكل في كما.



٢٠٥  الرباعية الأشكال

ABCD  الدائري الرباعي على بطليموس نظرية بتطبيق

()(Ac)(PB)=(AB)(Pc) +(Bc)(PA)

١٦' ته27٦ ١٢
٢'٧٢ ٦١

٦١
٦

٩
٦

15-6 شكل

 ي
 مر أ
 عر[
 مر,

BCD4  الدائري الرباعي على بطليموس نظرية وبتطبيق

(I)(D)(0c)=(DG)(eB) +(Bc)(oD)
+PA لأن الآن، AB= DG+QD، :فإن 

 يي نيي

.PB= 0C ،mPAB =mCDG
 ير ميي

mPBC ولان = mDBA، :فإن 

PC= AD
 ام يهجرر يير

mcB لأن وكذلك = mACD، فإن AD=08.ًعلى)( بقسمة وأخيرا 

(I)يحتوي حد أي عن وبالتعويض R,4على نحصل :



 المتقدمة الإقليدية الهندسة

(Ac)(rA) (AB)(PC)+(Bc)(EA)
 د

(BP)(oc) (Dc)(oB)+(Bc)(QD)

(Ac)(PB) (AA)(AD) +(8c)(Dc)
 ب ب

(BD)(PB) {DG)(AD) +(8c)(AB)

٨e (A8)(AD) +(BG)@PC) ٥
<3 ب

BD (pc)(AD)+(Bc)(AB)

٢٠٦

3 التطبيق

APB ABCD بحيث P الأضلاع متوازي داخل تقع  النقطة كانت إذا

 أن فأثبت(.6-16 )الشكل2CPD تكمل

.(A8)(A) =(BP)DP) (AP)(cP)
 البرهان

،AAP'B PD صA بد ،ABcD AB الأضلاع متوازي في  الضلع على نرسم

 اذن
٣

DP=AP, CP=BP (I)

LAPB ،mLBP'A= mLCPD ،LCPD APB تكمل2  لأن

 بطليموس نظرية وبتطبيق دائري،BP'AP الرباعي الشكل فإن ،BP'A تكمل
 على: نحصل عليه

(AB)(PP')=(BP)(AP") + (AP)(BP')

 لدينا:(I) من



٢٠٧  الرباعية الأشكال

(AB)(PP)=(BP){DP) + (AP)(cr) ()

C

p'Pددددددددد 
٦ لار

16-6 شكل

A

CD/AB لأن الآن، ، mLBAP' = mLGDP، فإن PD/P'A، ومن 

 إذن: أضلاع متوازيPDAP' الشكل فإن ذلك

.PP= AD

(H)  في بالتعويض

(pP(P ه.) +(AP)(cP=)ص()هه( م( 
 لنا تقدم التالية الخمسة التطبيقات فإن السابق، التطبيق من انتهينا أن ويعد

 المنتظمة. المضلعات حول تدور جميلة تمطيات

4 التطبيق

AB) الضلعين المتطابق٥ABG رسم إذا =AG)وكانت دائرة، داخل 
 ا يدر جر

P النقطة eBGالمعطى. للمثلث ثابت وهو ،4 ؟ أن فاثبت •PB+PC BC•



٢٠٨ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان

٠(15-6 )الشكلABPG الدائري على بطليموس نظرية بتطبيق

(PA)(BC)=(BP)(AG) +(PC)(AB)

 إذن: ،AB=AC ولكن:

(PA)(Bc)= AC(BP +A8)

A0 PA ه.  ر

Pc Bc+وم «

P
17-6 عكل

5 التطبيق
 يبرر

P رسم إذا €BC AB0 النقطة وكانت ، دائرة داخل الأضلاع المتطابق ا

: أن فأثبت

.PA= PB+ PC

 البرهان

(:18-6 الشكل)ABHG الدائري على بطليموس نظرية بتطبيق



٢٠٩  الرباعية الأشكال

(PA)(Bc) =(BP)(AC) +(PG)(A٥) ()
AB =AC=BC :  ولكن

= PA= PB 1PC.ن 

18-6 شكل

6 التطبيق
 ير

P النقطة وكانت دائرة، داخلABCD المربع رسم إذا €BCأن فاثبت 
PA+PC_PD

،

PB -+PD PA
 البرهان

4ABD الشكل في =AB) الضلعين متطابق6-19، AD،) وباستخدام 

: على تحصل ،4 التطبيق في إليه توصلنا ما
PA AD

<

PB+ PD DB ()



٢١٠ المتقدمة الإقليدية الهندسة

D

19-6 شكل

: 4ADG  الضلعين المتطابق المثلث في بالمثل

I_DCPD
، (D)PF6 A6

AD= DC,DB= AC :  ولكن

 )م(

 ، على خصل (.)(.)ا(m) من

PA PD P4+P PD •
 ه د ا

PB +PD PAp p8 4PD PA

7 التطبيق

AD DGسمن 
DB AG

 النقطة وكانت ، دائرة داخل ،ABCDE المنتظم الخماسي رسم إذا
 مبر

PeBGأن فأثبت :

PA-- PD = PB -PC+ PE



٢١١  الرباعية الأشكال

 البرهان

• بطليموس نظرية وبتطبيق(6-20 الشكل انظر)ABPC الرباعي في

AB) الضلعين المتطابق شكل = AD)4 التطبيق في إليه توصلنا ما وباستخدام، 

: على نحصل

(y)(PA)(Bc) =(BA)(Pc) +(PB)(AG)

• BPCD  الرباعي وفي

()(PD)(Ac) =(cD)(PE) + (PG)(AD)

AD=DC,DB: ولكن =AG، ويجمع (I)[(,)على نحصل 

(I)Bc(PA+ PD)= BA(PB +PC)+AG(PB+Pc)
 على: نحصل4 التطبيق في إليه توصلنا ما وبتطبيق الضلعين، متطابق4BEC ولأن

1PE 1BC٠ (tv)cE. RE ،c إ,ي3( إ و٨.

BG(P8+PG)/' ا PB+PC

A

20-6 شكل



٢١٢ المتقدمة الإقليدية الهندسة

(mr) (I7) في  من بالتعويض

'PE''Bc)،
(cء(إ"ممم}+) ء»- c(eA +En)-A»(eA +Pcه ه PB+PC'

= BC(PA + PD)= BA[PB+ Pc)+(PE)(Bc)
4. P4+PD= PB+ PC + PE =BC، إذن BA :  ولكن

8 التطبيق

 النقطة وكانت داثرة، داخلABCDEF المنتظم السداسي رسم إذا
 صبر

P€BC، أن فاثبت 

PE 1- PF= PA+ PB +PG +-PD

 البرهان
A

P

D
21-6 شكل

 المثلث منها ينتج والتي ،A,E,G الرؤوس بين تصل التي الخطوط نرسم

ACE  الأضلاع المتطابق



٢١٣  الرباعية الأشكال

PE = PA+PC (١)

: الأضلاع المتطابقABPF في وبالمثل

(I)PF = PB+ PD

(.)(·٣) جع
PE +- PF = PA--PB-+ PC - PD.٥

9 التطبيق

 المثلث هذا في ضلعين طولا وكان ،5 قطرها نصف دائرة داخل مثلث رسم إذا

 المثلث. في الثالث الضلع طول فأوجد ،5,6
 البرهان

 حل عند الاعتيار في أخذهما يجب حالتين هناك أن نلاحظ ،6-22 الشكل في

 والتي0 الدائرة داخل إنشاؤهما يمكن4ABC,4ABC' فكلا المشكلة، هذه

AG=AG=6 يكون بجث5 تطرها نصف ،AB  أن سنحاول وعليه ،5=

.BG,BG  من كل طول على نخصل

!١

' ة. ء«/ 0٢١ ر م
٧١١ ر4

٦ م ./,{ ' م ر i ١١ م//
١ :>

١١ م
 لا
D

22-6 لكل



 المتقدمة الإقليدية الهندسة

DG,DB,DC' A0D من كلاً ونصل ،10 طوله والذي  الدائرة تطر نرسم

٢١٤

= mLACD = mLACD = mLABD = 90°
 القاتم،4ACD ففي ا،ABG في حادة4٨ فيها التي الحالة لندرس والآن

DC=8، 4 وفيABDالقائم ، BD=5/3، على بطليموس نظرية وبتطبيق 

ABCD  الرباعي

(Ac)(AD)-(4B)(pC) +(AD\/Bc),(6)ةة ]=(sا) (s)+(+o)(Ac)

=BG= 3/5-4
 القائم،AAGD ففي ،4ABG في منفرجة ا٨ فيها التي الخالة أما

DC'=8، الرباعي على بطليموس نظرية ويتطبيق ABDC، أن: نجد 

(Ac)(BD) +(AE)(pc')=(AD)(BC),(6) (Ac)(uo)=(s)( )5ة ة(+

'Bc ه. = 3،/5  ب4+

 والتي العامة، صورتها في الرباعية الأشكال دراسة الفصل هذا في بدأنا لقد

 تكون عندما يمكن ما أكير مساحاتها والتي الدائرية الرباعية للأشكال بدورها قادتنا

 على دليل وخير والمهمة، الكثيرة خصائصها إلى بالإضافة معلومة، أضلاعها أطوال

 بطليموس. ونظرية برهاماجويتا صيغة ذلك

 خصائص دراسة لواصلة للقارئ متروك فالأمر حدود بلا يتسع المجال ولأن

. الرباعية الأشكال من مختلفة أخرى أنواع



٢١٥  الرباعية الأشكال

 تدريبات

 رباعي لكل التالية الأضلاع متصفات توصيل من الناتج الرباعي الشكل نوع .حدد1

 يلي: مما

Bالضلعين متطايق منحرف .شبه . Aالضلعين متطابق غير منحرف .شبه .

 حالة. كل في السبب ذكر مع

 ليكونا منها ختلفتين جهتين وفي واحدة قاعدة على الضلعين متطابقا مثلثان رسم.2

 أضلاعه. منصفات توصيل من الناتج الرباعي نوع حدد رباعياً، شكلاً

 إجابتك. أثبت صحيح؟6-1 نظرية عكس هل.3

 لشكل المتتالية الأضلاع منتصفات توصيل من الناتج الرباعي الشكل حيط أن .أثبت4

 المعطى. الرباعي قطري طولي مجموع يساوي معطى رباعي

 المتتالية الأضلاع منتصفات توصيل من الناتج الرباعي الشكل مساحة أن أثبت ،5

 المعطى. الرباعي مساحة نصف يساوي معطى رباعي لشكل

 قطريه مربعي مجموع تساوي رباعي شكل أي أضلاع مربعات مجموع أن أثبت.6

 القطرين. هذين منتصفي بين الواصلة المستقيمة القطعة مريع أمثال أريعة إليه مضافاً

.13,14,15 أضلاعه أطوال الذي المثك مساحة أوجد ،7

.9,10,10,21 أضلاعه أطوال الذي الدائري الرباعي مساحة أوجد.8

.24,20,7,15 أضلاعه أطوال الذي الدائري الرباعي مساحة أوجد.9
 و

 فيA0,48 ويقطع ،4BAG فيBG القاعدة يوازي8@ المستقيم الخط.10

 وتقسP بالقطة تقر التي الدائرة رسمت٠(6-23 الشكل) الترتيب ,{على0

Acوتقطع٩ في ABفي R.النقاط أن أثبت R,€,B,0دائرة على تقع 

 واحدة.



٢١٦ المتقدمة الإقليدية الهندسة

B c
23-6 لكل

 الدائري الرباعي في ضلع كل منتصفات من المرسومة المستقيمات أن أثبت ،11

 واحدة. نقطة في تتقاطع المقابل الضلع على والعمودية

 الرباعي الشكل يكون عندما بطليموس نظرية تؤول مشهورة نتيجة أي إلى.12

 إجابتك. برهن مستطيلاً؟ الدائري

DE= DC=6 ABCD عيث AD الستطيل في E على  النقطة.13

DA=8ومددنا (،6-24 )الشكل GEبالمستطيل المحيطة الدائرة لقطع 

.DF,FB  طولي أوجد#. في

24-6 شكل



٢١٧  الرباعية الأشكال

 من كلاً ويقطع الأضلاع المطابق4ABC في٨ بالرأس ير خط رسم إذا.14

Bcفي Dالنقطة في المحيطة والدائرة P(أثبت6-25 الشكل انظر.) أن 
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 من زوج أي مريعي مجموع فإن رباعي شكل قطرا تعامد إذا ولقط إذا أنه أثبت.15

 الآخرين. المتقابلين الضلعين مريعي مجموع يساوي المتقابلين الرباعي أضلاع


