
 )لنملااس

 التسع التقاط دائرة

 التسع النقاط دائرة حول نبذة

 لنا ينتج واحداً شكلاً أن كيف تلاحظ أن هو الهندسة في إمتاعًاً الأمور أكثر من لعل

 محددة نقاط بتسع تبدأ ذلك على وأمثلتنا والعلاقات، الخصائص من له نهاية لا عدداً

: وهي المثلث على

 المثلث. أضلاع منتصفات•

 أضلاعه. على امثث ارتفاعات مساقط•

 المثلث ارتفاعات تقاطع نقطة بين الواصلة المستقيمة القطع متصفات•

 ورؤوسه.

 دائرة تسمى ، واحدة دائرة على جميعا تقع أنها هي محددة علاقة بينها النقاط هذه

(.1-8 الشكل )انظر للمثلث التسع التقاط

٣٩



٨A

 المتقدمة الإقليدية الهندسة

1-8 شكل

C

B

٢٤٠

 ببحث سنقوم واحدة، دائرة على تقع التسع النقاط هذه أن نثبت أن وبعد

 بعض لنطور تليلاً وسنستطرد الشهيرة الدائرة بهذه الخاصة الخصائص من العديد

 المثلث. بارتفاعات الخاصة الخصائص

Leonbard أويلر ليونارد أثبت Enlerهذه من نقاط ست أن١٧٦٥ العام في 

 ومساقط المثلث أضلاع منتصفات هي النقاط هذه وكانت وحيدة دائرة بها تمر النقاط

 تشارلز قدم حين٨20 عام حتى قائماً ذلك وظل الأضلاع، هذه على ارتفاعاته

Charles-Julian Brianchou Jean &ي Victor  يونسيليه فيكتور وجان براينشون جوليان

Pomeelelالمستقيمة القطع )منتصفات الباقية الثلاث النقاط أن فيها أثبتا بحشية ورقة 

 الدائرة، نفس على (تقع ورؤوسه الثلث ارتفاعات تقاطع نقطة بين الواصلة

 داثرة مرة" لأول عليها وأطلقا النظرية، لهذه تام برهان أول ورقتيهما في واستكملا

". التسع النقاط



٢٤١  الشمع النقاط دائرة

 فيلهلم كارل الموهوب الألماني الرياضيات عالم شهرة من كبير جزء ويعزى

Karl-١٨00 فيورياخ) Wilhelm Feuerbaeh (  العام في قدمها بحثية ورقة إلى1٨٣٤

 أيضا تمس أضلاعه على المثلث ارتفاعات بمساقط تمر التي الدائرة" فيها قال(١٨٢3)

 هي النظرية وهذه"( الخارجية دوائر والثلاث الداخلية الدائرة) للمثلث الأربع الدوائر

 نظرية" باسمه النظرية هذه سميت هذا لعمله ونتيجة الفصل. هذا في8-18 النظرية

 فيورياخ. نظرية التسع النقاط دائرة نظرية على يطلق الأحيان بعض وفي فيورباخ"،

 ارتفاعاته ومساقط أضلاعه متتصفات نقاط مثلث، أي في

 نقطة بين الواصلة المستقيمة القطع منتصفات و أضلاعه على

 دائرة على جميعا تقع ورؤوسه، الارتفاعات هذه تقاطع

 واحدة،

 البرهان

 على منها جزء كل بدراسة سنقوم النظرية، هذه لبرها مناقشتنا تبسيط أجل من

 هي8-5 إلى8-2 من الأشكال أن أذهاننا في واضعين منفصل، شكل وعلى حدة

.6-8 الشكل من أجزاء جرد

,BG,AG الأضلاع منتصفاتA',B',C النقاط ،4ABG ففي ABعلى 

AE AABc، ولان oF في ارتفاعاً  ولنعتبر (،8-2 الشكل )انظر الترتيب

 منحرف، شبهA'8'G'3 الرباعي الشكل إذن ،A'8'I ا48 الثلث، نفس في متوسط

=Bc إذن أيضاًء متوسطB'G' أن وما ±Bc، 2٠- رأس من خارج متوسط4#' ولأن

=A'F إذن ،4BC8 في القائمة ±Bc، أن يعني وهذا B'C= A'F، 2٠ ء شبه ومنه>•



٢٤٢ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 متقابلتان زاويتان به يوجد أنه أي الضلعين، متطابق يكونA'B'C'F المنحرف

 الأريع النقاط أن ننا يثبت وهذا دائري، رباعيA'B'C'٤ الشكل أن أي متكاملتان،

A',B',G',Fواحدة. دائرة على تقع( التسع النقاط أصل )من 
C

A

B'-\A'

F

2-8 عكل

B

 )الشكلAD ارتفاعه الذي اABG سنرسم والالتباس، الخلط ولتفادي

 رباعيA'BC'D الشكل أن إثبات تستطيع السابقة الخطوات تفس وباستخدام(3-8

 دائرى،

,'A) نقاط خمس نملك الآن أنتنا أي 8,G',F,D)على تقع التسع النقاط من 

 واحدة. دائرة

 نصل(8-4 الشكل انظر)BE الثلث ارتفاع مع أخرى مرة ذلك وبتكرار

,B',C',F) الست النقاط أن إلى D,E',4)الدائرة. نفس على تقع 



٢٤٣

A

 الشمع النقاط دائرة

c'

8-3 شكل

C

 إ

B

 أن نفرض ،4ABC ارتفاعات تقاطع نقطة هيH النقطة باعتبار والآن،

 قلمةBM تكون ذلك ومن (،8-4 الشكل )انظرOI منتصف٨ النقطة

 فيAD الارتفاع أوAF وتوازي ،AACH في ضلعين منتصفي بين واصلة

.4ABC

5-8 شكل

C c

84 شكل

B



٢٤٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

،4A80 'B'C في ضلعين متصفي بين واصلة  أن بما وبالثل،

MB'C'F ,ADC الشكل أن نستنتج قائمتان،2 LMB'C B'C، ولأن \BC

 النقطة هيM النقطة يجعل وهذا متكاملتان(، متقابلتان )زاويتا دائري رباعي

 منتصف هي التي1 النقطة مع الإجراءات نفس ويتكرار لدائرتنا. تنتمي التي السابعة

BH(8-5 الشكل انظر)2 أن على لمحصلB'A'L,L'ELأن أي قائمتان 

,B',E النقاط A',Lفيه) دائري لرباعي رؤوس إنها حيث واحدة، دائرة على تقع 

.L  النقطة هي لدينا الثامنة النقطة أن أي ، متكاملتان( متقابلتان زاويتان

K  النقطة لتكن للدائرة، بالنسبة والأخيرة التاسعة نقطتنا موقع ولتحديد

 أخرى مرة يعطينا مما قائمتا2A'B'K,LA'DK أن نجد سبق وكماAH منتصف

 الدائرة على تقع التي التاسعة النقطة هيK والنقطة ،A'DKB هو دائرياً رباعيًاً

·٠(6-8 الشكل انظر) للدائرة التسع النقاط حددنا نكون ذلك ،وعلى

R

8-6 شكل



٢٤٥  الشمع النقاط دائرة

 التسع. النقاط لدائرة الأساسية الحواص بعض لبرهنة جاهزون نحن والآن

 القطعة منتصف تقطة هو للمثلث التسع النقاط دائرة مركز

 الدائرة ومركز الارتفاعات تقاطع نقطة بين الواصلة المستقيمة

 المثلث. لنفس المحيطة

 إذن للمثلث، التسع النقاط دائرة في القائمة المحيطيةLCFG يقابلMC' لأن

MCالتسع النقاط دائرة مركز هي ى منتصفه نقطة ذلك ومن الدائرة لهذه قطر 

، R A0 النقطة في0 المحيطة الدائرة ليقطع  (.نرسم5-6 الشكل انظر) للمثلث
 في ضلعين منتصفي بي واصلة مستقيمة قطعةOG إن وحيث ،GR,BR نرسم ثم

4ARBفإن OG' /RB، ولأن LABRنصف في مرسومة محيطية زاوية) قائمة 

 وبالكل ،M اcF أن أي ،AB على عمودي<F,RB من كلا أن أي دارة(،
BE[on، الأضلاع متوازي ندينا أن أي CRBH، ذلك ومن RB = CH.ومرة 

: 4ARD 'C في ضلعين منتصفي بين واصلة مستقيمة قطعة  إن حيث أخرى،

oc = H=(cN)±(RB) ±ل
22

 ضلعين فيه لأن) أضلاع متوازيOCHM الشكل أن نستنتج هذا ومن

 منهما كل ينصف الأضلاع متوازي تطرا ولكن (، ومتوازيين متطابقين متقابلين

·.OH MC منتصف أيضاً هي N منتصف هي التي  النقطة إذن الآخر،

 قطر نصف طول تساوي للمثلث التسع النقاط دائرة قطر طول

 المثلث. لنفس المحيطة الدائرة
 م



٢٤٦ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان

 ضلعي منتصفي بين واصلة مستقيمة قطعةMN أن نلاحظ8-6 الشكل في

، AoHC  في

 إذن:

MN =}(oc).e
 نقطة أن فيها أثبت بحثية ورقةLممnظardBulsr أويلر لينارد قدم م17٦٥ العام في

=oG) أن أي ،OH تثلك الشلك فيG المتوسطات تقاطع ±(oH، الخط وهذا 
،oiء أويلر خيط عليه يطلق Be Ln.نلمحك "

 من الأول الثلث على تقع المثلث في المتوسطات تقاطع نقطة

 ومركز الارتفاعات تقاطع نقطة بين الواصلة المستقيمة القطعة

 المحيطة. الدائرة مركز جهة من وذلك المثلث، بهذا المحيطة الدائرة

 البرهان

2' -ا ،٠- انظر)oc=±(oE) وكذلك ،OG ا["OH أن قليل قبل أثبنا لقد

 تشابه بنسبة40GC' هAAGc(AA) أن نستنتج ذلك ومن(8-6 الشكل

 إذن ؟ قدرها
2•

oG-±(HG)= oG- ±(oH)32،
 ومن ،ABG للمثلث المتوسطات تقاطع نقطةG أن إثبات لنا يقى والآت

: تواً تشابههما أثبتنا اللذين المثلثات فمن ذلك إثبات السهل



٢٤٧  الشمع النقاط دائرة

cc=±(cc)±(cc)3'2
 تقاطع نقطة هي حتماG النقطة فإن المثلث، في متوسطGC إن وحيث

 الرأس.ه جهة من2:1 بنسبة المتوسط تقسم لأنها حيث المتوسطات
 أن: نلاحظ أن الشيق من

HN 3 HO
» ،

NG 1 0G
 النسبة بنفس الخارج من0 تقسمها وأيضاً داخلياً،N النقطة تقسمهاHG إذن،

 التوافقي. التقسيم باسم يعرف ما وهذا

 نقطة نفس ولها معلومة دائرة داخل المنشأة المثلثات جميع

 التسع. النقاط دائرة نفس أيضاً لها الارتفاعات تقاطع

 البرهان

 تقاطع نقطة نفس ولها معلومة دائرة داخل المنشأة المثلثات جميع لأن

 هذه لجميع التسع النقاط دائرة مركز ولأن أويلر، خط نفس لها أيضاً هي الارتفاعات

 طول لأن وكذلك (،8-2 أويلر)نظرية خط منتصف في ويقع ثابت المثلثات

 الدائرة قطر نصف طول نصف يساوي المثلثات هذه لكل التسع النقاط دائرة قطر تصف

 نصف نفس لها المثلثات لهذه التسع النقاط دوائر أن أي (،8-3 )نظرية المحيطة

. امثلثات لهذه وحيدة تسع نقاط دائرة هناك تكون أن يحتم وهذا ثابت، ومركز القطر

Altitades  المثلث ارتفاعات

 ارتفاعات أن لإثبات هذا كتابنا من الثاني الفصل في شيقا نظرية استخدمنا لقد

 أطلقنا وقد(55 صفحة الثاني التطبيق انظر) واحدة نقطة في جميعاً تتقاطع المثلث

Pea1  المساقط مثلث اسم المثلث أي داخل نقطة أي مساقط رؤوسه الذي المثلث على

 ر



٢٤٨ المتقدمة الإقليدية الهندسة

THiangle، التي القطة تكون عندما المساقط مثلثات من خاص نوع أو خاصة حالة وفي 

 للمثلث الأصلية الارتفاعات تقاطع نقطة هي المثلث أضلاع إلى الأعمدة منها تخرج

Orboceterتقاطع نقطة من المساقط مثلث اسم هذا المساقط مثلث على نطلق فإننا 

Orhie المثلث ارتفاعات triangle(الثلث ارتفاعات تقاطع نقاط تعينه التي المثلث أي 

 ارتفاعات تقاطع نقطة من المساقط مثلث ،8-7 الشكل ففي المثلث. هذا أضلاع مع

4ABG لنظرية ووفقاً ،4DEF هو المثلث  كلأًمن يشابه8-6
.ADEG,AAEF,DDBF

A F
7-8 شكل

 امثث يجزئ الثلث ارتفاعات تقاطع نقطة من المساقط مثث

 الأصلي. الثلث يشابه منها كل مثلثات ثلاثة إلى الأصلي

 البرهان
٣

 أجل من فقط وسنحتاج٠(8-7 )شكل4ABC ه4DEG أن ستثبت

.٥AEF, ADBK  مع به قمنا ما تكرار البرهان استكمال



٢٤٩  الشمع النقاط دائرة

LAEB لأن دائري رباعيAEDB الشكل = LADB=  إذن ؟9
4EAB, LEDBولكن الدائري(، الرباعي في متقابلتان زاويتان) متكاملتان 

2G EAB أيضاً ولأنه ،2 LEDC بك LEDC,LEDB إذن متكاملتان

 إثبات نستطيع ويالمثل ا.ABC ه8DEG فإن المثلثين، بين مشتركة

 وكذلك (،ECBF الدائري الرباعي استخدم)8ABG ه4AER أن

DBF·.(AFDC له4 ABC الدائري الرباعي استخدم)4

 على أتت التي المثلث ارتفاعات تقاطع نقطة من المساقط بمثلث الخاصة الميزة

 المثلث، هذا حول أخرى شيقة لحقيقة تقودنا8-6 نظرية في عليه المنصوص النحو

 أضلاع على الثاني المثلث رؤوس تقع بحيث مثلث داخل مثلث أنشئ إذا أنه فحواها

 داخل المنشأ) الثاني الثلث يكون أن يكن الزوايا الحادة المثلثات من فأي الأول، المثلث

 هذا أن عن8-7 نظرية ستخبرنا محيطه. طول في هوالأتل( الزوايا الحاد المثلث

 المثلث. ارتفاعات تقاطع نقطة من المساقط مثلث هو المثلث

 المثلث حيط يكون الزوايا، حاد مثلث داخل منشأ مثلث لأي

 المساقط مثلث هو المنشأ المثلث هذا كان إذا يمكن ما أقل المنشا

(.8-8 شكل انظر) المثلث ارتفاعات مساقط من المنشا
A

I.
8-8 شكل

 النظرية هذه برهان يعتمد
 أخرى نظرية على كبيراً اعتماداً

 الثانوية المرحلة في تدريسها يتم

 من مسار "أقصر أن على وتنص

 معلوم مستقيم إلى معلومة نقطة

 نفس في تقع أخرى نقطة إلى ثم



2٥٠ المتقدمة الإقليدية الهندسة

A

 يشكل الذي المسار هو الاتجاه

 المستقيم مع متطابقتين زاويتين
 لتكن المثال سبيل فعلى المعلوم".
 واحدة جهة فيA,B التقطتان

 انظر) ا للمستقيم بالنسبة
 (،9-8 شكل

 حول+.4 'دصورة كذلك ولتكن
، AR= A'R ، AA'  :أ إذن

 تقطة هسيP النقطة إن وحيث

 السهل فمن ا معAB تقاطع

AP أن إثبات + PBأقسصر 

 ولأن.B إلىH إلى ه من مساقة

،2APR g AA'PRي

=LA'PR أن نستنتج LBPS(محيط أقل لإيجاد هامة خاصية وهي .)أن ولإثبات 

AP + PBلا بجث ا للمستقيم تنتمي@ ولتكن نقطة نختار مطلوبة، مسافة أقل 

،A'P+ PB <A'0+ QB A'0+-0B> أو ،4'8 P. والآن  النقطة على تقع

 جاهزون نحن والآن مطلوبة، مسافة أقل يحقق الذي هوP النقطة اختيار يجعل وهذا

 ،7-8 نظرية لإثبات

 البرهان

 تقاطع نقطة من المسساقط مثلث أن إلى توصلنا ،8-6 نظرية إثبات في
 المثلث يشابه منها كل مثلثات ثلاثة إلى الأصلي المثلث يجزئ المثلث ارتفاعات
(7-8 )شكل2AEF بح2CED أن نستنتج بسهولة يجلنا وهذا الأصلي

9-8 شكل



٢٥١ الشمع النقاط دائرة

E AFE النقطة من طولاً مسار أقل إذن.2 LBFD يد ،2CDE = 2BDF
B ER، النقطة من طولا مسار أقل بالشل + FDهو D AB النقطة إى  إلى
A6إلا D ، النقطة من طولأً مسار وأقل ED +DE F هو  إلىB النقطة إى6

+DF هوF النقطة إلى EF، أن يعتي وهذا DEDFالحاد امشلث داخل المنشأ 
 ممكن. محيط طول أقل لهABC الزوايا

 نقطة من المساقط مثلث مع اABG داخل متشأ آخر مثلث أي محيط ولقارنة
.• الأقل هو4EDF عيط أن بسهولة سنجد ،EDF المثلث ارتفاعات تقاطع

 عملنا تطور جديدة لخاصية الوصول يكننا سابقاً تطابقها أثبتنا التي الزوايا من
 كون من فنلاحظ المثلث. ارتفاعات تقاطع نقطة من المساقط مثلث على

LBFD2 جAFE، 2 الزاويتان وكونAFE ،1EFGمجموع متتامتين( 
 لذا متتامتين أيضا2DFG,LDFBً كون وكذلك (،90% يساوي قياسهما

 أن: نستنتج

 الم
LEFG = LDFC

.8-8 التالية النظرية في ذلك نقدم عام وبشكل
 م

 المساقط. مثلث زوايا تنصف الزوايا الحاد المثلث ارتفاعات

 كيف نرى أن ممتع هو كم ندرك الثاني، الفصل في ه رقم التطبيق إلى بالنظر
 تقاطع نقطة لملك الآن فنحن أخرى، حالات في يستخدم أن التطبيق هذا لبرهان

EDF ABC للمثلث الداخلية الدائرة مركز الوقت نقس في هي التي4  ارتفاعات
(.7-8 شكل )انظر

 التالية. البسيطة النظرية معا لندرس ،8-7 الشكل على العمل في التوسع وقبل م

 حاصل ، جزأين إلى الارتفاع تقسم المثلث في الارتفاعات تقاطع نقطة

 الآخرين، الزوجين ضرب حاصل يساوي متهما زوج كل ضرب



٢٥٢ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان

 ويكن4إل_#1 }،8-7 الشكل )انظر4CDI ه4AFI لأن
HFAH،

 كالتالي التناسب هذا عن التعبير

(cH)(Hr) =(Ai)(ND)
.• السابقة الطريقة بنفس المتشابهة المثلثات من آخر زوج باستخدام برهاننا ويكتمل

 (،10-8 الشكل انظر)ABG بالمثلث المحيطةO للدائرة دراستنا عند والآن

 وهذاما ،As تنصفAB أن نلاحظ.s النقطة في0 يقطعoF أن ويفرض
 التالية. النظرية تعممه

 في الارتفاعات تقاطع نقطة بين الواصلة المستقيمة القطعة
 مع( مسقطه جهة من )امتداده الارتفاع تقاطع ونقطة مثلث

 المثلث. ضلع ينصفها المثلث، بهذا المحيطة الدائرة

8-10 شكل



٢٥٣  الشمع النقاط دائرة

 البرهان

LCSB5 أن لاحظ LCAB(واحدة دائرة في حيطيتان زاويتان لأنهما 

 الزاويتان ،٥ACF (.في8-10 الشكل )انظر(B6 القوس، نفس تصران
ACF,CAF/،٥ أيضاًق وكذلك متتامتانGEH، الزاويتان 

4EGH,4GHEولكن ، متتامتان LCHE4 يBHF : إذن ،5
2BHF2 جCAR.من كلاً لأن LCS8,LBHF2 تطابقCAB، هما إذن 

، 2BFS 5 LBFH DHBS أن أي الضلعين، متطابق  أن يعني مما متطابقتان،

HF= SFبخطوات الثلاثة. المثلث ارتفاعات من واحد لارتفاع النظرية يثبت وهذا 

.• المثلث في الارتفاعات لباقي النظرية نثبت البرهان، لهذا مماثلة

 الشكل انظر)T8 القوس منتصفB الرأس أن تثبت التالية نظريتنا

.(8-10

 الحصور المحيطة الدائرة قوس منتصف نقطة هي المثلث رأس

 مسقطيهما جهة من المثلث ارتفاعات من ارتفاعين امتدادى بين

(.10-8 الشكل )انظر

=AFC لأن دائري(8-10 )الشكلAE الرباعي LADقائمتا( ،) 

 إذن:

LFAD LDCF
 أن: نستنتج ذلك ومن

 بمجبر يجبر

SB 5 TB



٢٥٤ المتقدمة الإقليدية الهندسة

(. متطابقان قوسان لهما واحدة داثرة في مرسومتان متطابقتان حيطيتان )زاويتان

 من أخر زوج لأي صحيح هو الارتفاعات من زوج على إثباته يكن ما أن تذكر

.• الثلاثة المثلث ارتفاعات

. المتشابهة امثلثات من آخر زوج إلى يقودنا سبق ما

11-8 شكل

 مع المثلث ارتفاعات امتدادات تقاطع رؤوسه الذي المثلث

 ارتفاعات مساقط من المنشأ المساقط مثلث يشابه المحيطة الدائرة

. المتناظرة أضلاعهما وتتوازى المثلث،

 البرهان

=AF أن8-10 النظرية في أثبتتا لقد SF,HD = TDالشكل )انظر 

DF في (إذ11-8 ،AHSTضلعين منتصفي بين واصلة مستقيمة قطعة 



٢٥٥  الشمع النقاط دائرة

US أن سستثبت الخطوات وبنفس ،7 تسوازي , DE[ TU/ا EF، ومن 

TUS٥٥٠DEF له4 ذلك

 مفيدة أخرى علاقات على الحصول نحو الحركة من مزيدا8ً-12 نظرية تمنحنا

 التسع. النقاط دائرة دراسة استكمال على تساعدنا

 على عمودية رؤوسه تحوي التي بالمثلث المحيطة الدائرة أقطار أنصاف

 الأصلي الثلث ارتفاعات مساقط من المنشأ المساقط مثلث أضلاع

 لها. المقابلة

 البرهان

 القطرين إثبات ونترك واحد قطر لنصف النظرية هذه بإثبات نقوم سوف
 للقارئ، الآخرين

0G الشكل) على  من لكل المحيطة الدائرة قطر نصف8-11)،
 وصي يوصين

4ABC,STUنظرية .من TC  عموديO0 إذن ؟UC يج8-11،

 في )اB6 على عمودي ايضاo6ً ننo61TT ولأن ،T7 لنمت
·.( DE//TU  أن أثيمتا قد8-12 نظرية

 السابقة. النظرية تعقب أن لابد نظرية ستقدم والآن

 الأضلاع توازي رؤوسه عند بالثلث المحيطة الدائرة مماسات

 ارتفاعات مساقط من المنشاً المساقط مثلث من لها المناظرة

 الأصلي. المثلث



٢٥٦ المتقدمة الإقليدية الهندسة

 البرهان

 مساقط من المنشأ المساقط مثلث من واحد لضلع النظرية بإثبات سنقوم ثانية مرة
 د

 ولكن (،8-11 )الشكلVG المماس على عموديOC المثلث. ارتفاعات
« د

0C LDE(8-13 نظرية،) إذن VC/DEالعلاقة تتحقق الطريقة وينفس 

• المثلث. ارتفاعات مساقط من المنشأ الساقط مثلث من الأخرى الأضلاع مع

 أخرى -مرة التمع النقاط دائرة

 تعتبران خاصيتين القادم الجزء في ونقدم التسع النقاط دائرة لخواص لدراستنا الآن نعود

.14-13,8-8 للنظريتين مباشرتين نتيجتين

 منتصفات نقاط عند للمثلث التسع النقاط دائرة مماسات

 من المنشأ المساقط مثلث من المناظرة الأضلاع توازي أضلاعه

 الأصلي. المثلث ارتفاعات مساقط

 ي

 انظر)C'W على عمودي التسع النقاط لدائرةNG القطر نصف
MN oc1، أن سابقا أثبتا ولقد DE ،8-13  نظرية بتطبيق(.8-12 الشكل

 إذن: ،ACOh في ضلعين منتصفي بين واصلة مستقيمة قطعة

MN C ا0
 أن: إلى يؤدي وهذا

، MNG' I0G

 أن: أي
 د

CW \ DE ا



٢٥٧  الشمع النقاط دائرة

.• المثلث من الباقيين الضلعين على النظرية إثبات يمكننا الطريقة وينفس

12-8 شكل

 توازي المثلث أضلاع منتصفات عند التسع النقاط دائرة مماسات

B المثلث. هذا رؤوس عند المحيطة الدائرة مماسات
 البرهان

 ومماسات المثلث، أضلاع منتصفات عند التسع النقاط دائرة مماسات من كلاً لأن

 مساقط من المنشأ المساقط مثلث أضلاع توازي ، المثلث هذا رؤوس عند المحيطة الدائرة

• متوازيان هما إذن المثلث. ارتفاعات



٢٥٨ المتقدمة الإقليدية الهندسة

rtocentie الارتفاعات تقاطع نقاط نظام يتكون systemكل نقاط، أربع من ه 

 الشكل قفي المتبقية، الثلاث التقاط رؤوسه الذي المثلث ارتفاعات تقاطع نقطة هو منها

,A النقاط ،12-8 8,C, Hكالتالي وذلك الارتفاعات تقاطع لنقاط نظاماً تشكل :

٤ 4ABG H في الارتفاعات تقاطع نقطة •

٩ 4BCH A في الارتفاعات تقاطع نقلة •

٤ AACH B في الارتفاعات تقاطع نقطة •

.4ABH C في الارتفاعات تقاطع نقطة •

 دائرة نفس لها الارتفاعات تقاطع نقاط لنظام الأريعة المثلثات

 التسع. النقاط

 من كلاً أن من التأكد ذلك يتطلب حيث ، للقارئ متروك النظرية هذه برها

٥٠ N  الدائرة تفس على تقع الأريعة المثلثات من لكل التسع التقاط

 والدوائر جهة من للمثلث التسع النقاط دائرة بين تربط التي الخاصية تعد

 خصائص أشهر من واحدة أخرى جهة من المثلث لنفس الداخلية الدائرة و الخارجية

 فيوريا فيلهلم كارل الألماني الرياضي وبرهتها اكتشفها والتي التسع النقاط دائرة

Karl Wilholm Feuonbachيلي ما على تنص وهي ام.٨٢٢ عام في 

 من كلاً تمس للمثلث التسع النقاط دائرة( فيوريا نظرية ر

 )انظر المثلث. لنفس الداخلية والدائرة الخارجية الدوائر

(.13-8 الشكل

٣
 البرهان



٢٥٩  الشمع النقاط دائرة

 مفيد، الوقت ذات في ولكنه بعيد، حد إلى معقد الخاصية هذه برهان يعد

 الحديثة الهندسة كتاب في فيورياخ لنظرية مختلفة براهين أربعة سيجد المهتم والقارئ

Modem Geometyققد قيورياخ استخدمه الذي البرهان أما جونسون. أ، روجر تأليف 

 الدائرة من كل ومراكز التسع النقاط داثرة مركز بين المساقات حساب على اعتمد

(R)  المحيطة والدائرة )م( الداخلية

13-8 شكل

 المساقط مثلث أو) المثلث ارتفاعات مساقط من المنشا المساقط لثلث الداخلية والدائرة

 المسافات هذه أن وضح ثم ،8-12 شكل فيDEF العامة(المثلث صورته في

 المتناظرة. الأقطار لأنصاف والفرق المجموع تساوي

RDger AJohnsan: Mode Goaetry meghton Mimin, 1929.pp.200-.205



٢٦٠ المتقدمة الإقليدية الهندسة

(or} = R-2R»
(m) = +R شر-22
(oA}= R- R٠ ه

٨nf-w {]د«٨ ام- -4٨+)(]-)}'o-ج) )(' 24١2

 ارتفاعات تقاطع نقطة هيH للمثلث، الداخلية الدائرة مركز هيI أن لاحظ

 الحيطة. الدائرة مركز0 المثلث،

 تدريبات

 الذي للمثلث الارتفاعات تقاطع نقطة هي مثلث لأي المحيطة الدائرة مركز أن .أثيبت1
 الأصلي، المثلث لأضلاع المنتصف نقاط رؤوسه

 المثلث، هذا أضلاع أطوال مع عكسياً تتناسب المثلث ارتفاعات أطوال أن أثبت.2
،4A'8'G' 5 AA'B'F  أن أثبت ،8-12 الشكل .في3

 الآخر. منهما كل ينصفCC,oM أن أثبت ،8-12 الشكل في ،4
 من المنشأ المساقط مثلث أن إثباتنا عند فقط الزوايا الحاد المثلث استخدمنا لماذا.5

 المثلث داخل المنشأة المثلثات بين ممكن محيط طول أقل له المثلث ارتفاعات مساقط
 (؟8-7 )نظرية الأصلي

 ونتكن ،wع ءB6 حيثB6 الضلع علىABC المثلث ارتفاع هوAM .ليكن6
Hأن أثبت المثلث. ارتفاعات تلاقي نقطة هي ، (BM)(MC) = k(AM)حيث 

.BG H عن k بعد هي

 الحيطة الدائرة قطر ونصف المثلث ارتفاع بين المحصورة الزاوية قياس أن أثبت.7

 المتبقيتين. المثلث زاويتي قياسي بين الفرق يساوي الرأس نفس في والمشتركين بالمثلث



٢٦١  الشمع النقاط دائرة

 بالمثلث المحيطة الدائرة قطر ونصف المثلث ارتفاع بين المحصورة الزاوية أن أثبت.8

 ارتفاع منها الخارج المثلث رأس زاوية منصف ينصفها الرأس نفس في والمشتركين

 المحيطة. الدائرة قطر ونصف امثلث

 المثلث هذا رؤوس من براسين تمر التي الدائرة تطابق بمثلث المحيطة الدائرة أن أثبت.9

 ارتفاعاته. تقاطع ونقطة

 بمثلث الحيطة الدائرة مركز من الخارجة العمودية المستقيمة القطعة طول أن ،أثبت10

 المثلث رأس بين الواصلة المستقيمة القطعة طول نصف تساوي أضلاعه أحد إلى

 الثلث. هذا ارتفاعات تقاطع ونقطة الضلع لهذا المقابلة

 حيطه. طول من أقل المثلث ارتفاعات أطوال مجموع أن .أثيت11

 النقاط من نقاط ثلاث أي رؤوسه الذي للمثلث التسع النقاط دائرة أن أثبت ،12

 الخارجية الثلاث الدوائر مراكز ،ABG لمثلث الداخلية الدائرة مركز: التالية

.A,8,G ABC، بالرؤوس تمر  للمثلث

 ونقطة مثلث، ارتفاعات تقاطع نقطة عليه تقع الذي المستقيم الخط أن أثبت.13

 من والخارج به المحيطة الدائرة قطر مع يتقاطع المثلث هذا أضلاع من ضلع منتصف

 بالثلث. المحيطة الدائرة على تقع نقطة في الضلع لهذا القابلة الرأس

 من كل مع واحدة استقامة على يقع لثلث التسع النقاط دائرة مركز أن أثبت.14

 المنصفين على المثلث ارتفاعات تقاطع نقطة من الساقطين العمودين تقاطع نقطتي

 لهذه المقابل المثلث ضلع منتصف ونقطة الرأس، لزاوية والخارجي الداخلي

 الرأس.

 الهندسي المحل فإن ثابتة تسع نقاط ودائرة ثابتة رأس لثلث كان إذا أنه أثبت.16

 دائرة. على تقع بالمثلث المحيطة للدائرة مركزاً تكون أن يمكن التي للنقاط


