
 لاشساون لاقه

 للعد بوليا نظرية
THE POLYA THEORY OF COUNTING

 خاص إلمام وإلى الزمر، نظرية بمبادئ عامة معرفة إلى القارى يحتاج الفصل، هذا في

 المنتظمة. المجسمات تناظر وزمر المنتظمة المضلعات تناظر وزمر التباديل بزمر

 مجموعةA/N ولتكن ،٨ منتهية مجموعة على تكافؤ علاقةN لتكن

 كان إذا ا.A/٨ التكافؤ\ فصول عدد بحساب نهتم ما غالبا التكافؤ. فصول

A/=nعلى يحتوي تكافؤ فصل كل وكان ا mًفإن عنصرا }"N/لأن ا٨ 
٠٦

A/Nللمجموعة تجزئة A.أعداد على تحتوي التكافؤ فصول كانت إذا أما 
 علاقة تكون وعندما البساطة. بهذه ليس اA/N ا حساب فإن العناصر من مختلفة
 زمر خلال من الزمر بنظرية يربطنا التناظر هذا فإن ما تناظر وجود عن ناتجة التكافؤ

 ا.A/N ا لحساب تقنيات على نحصل ثم ومن التباديل

 المدارات(1,٦)

 علىM العلاقة نعرف.k المنتهية للمجموعة تباديل زمرة( لتكن

yeKgeG, فإن2 لكل يلي: كما Ny يوجد كان إذا وفقط إذا د

١٤١



١٤٢ التركيبات نظرية في مقدمة

 التكافؤ لفصل نرمز• على تكافؤ علاقةN أن نلاحظ.g=)( بحيث

Gr{ أن ونلاحظCr بالرمزxe للعنصر ={g():g eG، نسمي كما 

Crمدار Orbitيلي فيما• على( مدارات التكافؤ فصول ونسمي+ العنصر 

 المدارات. عدد حساب وإلى مدار كل في العناصر عدد حساب إلى نتطلع

(1,٦ مبرهنة)

 المجموعة نعرفr,ye .لكل المنتهية للمجموعة تباديل زمرةG لتكن

(G(-»yيلي: كما }G(r-y)={geG:g()=y.،عندئذ 

 المثبتة الجزئية الزمرة تسمى6 من جزئية زمرةG(rx) )أ(

.6, بالرمز لها ويرمز( العنصرstabilier مقر )أوr للعنصر

heG(»y) ,G(r-y)=hG لكل ( ب)

h eG(ry) G(r)=G,h لكل ( ج)

/G, ,G/= ا Gu=6v ا فإن  كان إذا رد(

 البرهان

(٤g,)(٣)=g,(g,())=g,(r)= ٣ فإن £,,g, eG,  كان إذا رأ(

.G ,G من جزئية زمرة G أن فينتج منتهية ,g£. أن وبما e6,  إذن

 عليه /،eG, حيث=h/ إذن.cehG, ليكن )ب(

.a(r)=(h/)(٤)=h(B())=h(r)=y

.hG, cG(»y) )aeG. إذن -y)  فإن وبالتالي



١٤٣  للع بوليا نظرية

 فإن وبالتاليd()=y إذن.deG(-y) أن الآن نفرض

٢(=h-'d()-h-(yإذن ,h-'deG، ٥ عليه=h-'dحيث 

.G(r-»)chG, ,dehG. إذن d-hd فإن وبالتالي ,eG&. إذن

 عليه/.eG, حيثa=/h إذن.aeG,h ليكن )ج(

(=a()=(h)(r)=/(h(r))=-/(y، فإن وبالتالي 

.deGtr-»y) («G,hcGt. أن الآن نفرض aeG(-»y). إذن

.ah-eG, y=(٢)d-(()'٨)dh\()-d)، فإن وبالتالي  إذن
.G(ry)cG,h deG,h أن وينتج  إذن

 أى،.h=)(٧ بحيثheG يوجد فإنهGu=G« أن بما )د(

(٧)h eG.إذن G (u»»)=6.فإن و)ج( )ب( على وبناة 
hC, =G(-»)=G,h.من كل كانت ولما ,G,6من جزئية زمرة 

G، فإن /G,/=/6,h,/./6.ا=/ hG./فإن وبالتالي ,/G,ا=/ G،ت ا 

 المدار. عناصر عدد لحساب بصيغة التالية المبرهنة تزودنا

(2,٦ مبرهنة)

 فإنe وكان المنتهية للمجموعة تباديل زمرة( كانت إذا

G«ل-ا 
 ا6٠/

 البرهان

 المجموعة نعرف.g,4,,0...8={6{,, ولتكنk}=٢ ,و,,٠•.{, لتكن

S(r)gGxXيلي: كما (}S(r)={(g,y):g eG(-y.الآن نحسب 

)(/S/.بطريقتين 



 التركيبات نظرية في مقدمة

S(٤(}=)٤,٠):g( {=(٤(,٢:(y.،٢ ا{=)٠٠٠ ي(}لا

}y.)(-ا{٠٠٠(}/+٤.٠١:)٤+ y(-٠(,£:)٣y,S()/-//(gا 
=1-+٠٠٠+1=m =/G  ا

١٤٤

 إن

 إذن

 إن ثانية، ناحية من

S(٣(}-)٢٠٤:)/٤(٢-)٢٨{٧٠U{(g٠٢٠):g(٢-)٣,}
 إذن

/S(٢١ (//=ا٤٠٣:)٤(٢-)٢+{٠٠(/+٤٠٣٠:)٤(٣=)٣,}/
G ا), (-»r+\(]=٢ +ا),٠٠٠+-

G(r,)= ٨ إذن .heG(r-»y) ,G(-»y)=hG حيث  فإن )ب( ومن

,h) حيثG(±-r,)=h,6, أو eG(ry.جزئية زمرة6, كانت ولما 

S(r)Gr,/ فإن: وبالتالي ا،h,G /=ا,G ا, فإن6 من //G./إذن 
G

G ت/.6 ام-/ء ومه ا،6r/6 \-ا.6\
 يكون عندما المدارات عدد لحساب مناسبة بصيغة التالية المبرهنة تزودنا

 صغيرا. التباديل زمرة عناصر عدد

(٦,٣ مبرهنة)

 علىG مدارات عدد هو ا وكان المنتهية للمجموعة تباديل زمرةG كانت إذا

Fi) فإن± (g،=إ(٢{, حيث اe:ge6)&(={٤Firوتسمى 
/G /  د

(Fir(g8 بالتبديل المثبتة المجموعة.



١٤٥  للع بوليا نظرية

 البرهان

 ولتكن ،C}=8,.٤,٠8٥300{, ولتكن}=r,,50...{,, لتكن

,}y,..٠,D ={y,,5مدارات لجميع ممثلات مجموعة Gنعرف• على 

E المجموعة cGxkيلي: كما ,}E ={(g,r):g e6.ا الآن نحسب Eا 

 بطريقتين.

 إن

E -={(٤,٠):g, e6,}٠.. (}ا٤,٠:)٤, eG,}
 إذن

.}g. =6(:٤٠٣+\)٠٠,}+6=(:¢,٤٠٣/{)٢Eا 
(ir (&)........  ا-٢i٤(٤+),٠٠+٢it -ا).&(2//0

ge

 إن ثانية، ناحية من

E -/(٤,x):s e6,,-..لا٤{) ,r,):g eG.}
 إذن

 اEH (ا=٤+,G>:1 +ا[..•¢(/+٠)٠¢=6 ا).
 ا-6 /+.+ا.6-/,2/6/.•••(2)

t €٢

 أن ينتج(2) و)( من

E/6,5ا= /it (&)/.......(3)
xek geG

 تعطينا(3) فإنK للمجموعة تجزئة}Gy,,6y,...,6y{, أن وبما

6٤ -ا٠+/٤١6-٤l ا«(
xey, ٢<Gy, geG



١٤٦ التركيبات نظرية في مقدمة

 أن (نجد٦,1 مبرهنة) من )د( إلى بالاستناد و

 ا6 /ا6٠+/٠/+6y ا.T+ 6//لإ-/.¢(١ ا

 فإن وبالتالي.is4>1 لكل اGy, ااG ا=ا,G ا أن٦,2 مبرهنة من وينتج

E//i (¢N/-١6ا6 -ا 
geG

l6/١-/2 «(ا
 أى

٤i«¢»lإ-،٤ ا /G /,
(1,٦ مثال)

 لها التي الأطباق منD,,D,,D, مجموعات وثلاث دائرية طاولة لدينا

 الطاولة إعداد نريد.i<3>1 لكلC, هوD, أطباق لون ولكن نفسه الشكل

 المختلفة النماذج عدد جد شخص. لكل واحدا طبقا نوزع بحيث أشخاص لأربعة

 مختلفاً. توزيعاً يعطي لا التوزيع تدوير أن علمت إذا للتوزيعات

 الحل

 أدناه. المعطى الشكل في كما معنونة الأطباق وضع أماكن أن لنفرض

٥-/
 م٢

١

4 و ه2
--٥-

3



١٤٧  للع بوليا نظرية

 لا توزيعين أن نلاحظ كما ،3="81 يساوي الممكنة التوزيعات عدد أن نلاحظ

 إذن، دوران. بوساطة الآخر من أحدهما على الحصول أمكن إذا مختلفين يعتبران

C,=(G)  الدوروية الزمرة مدارات عدد يساوي للتوزيعات المختلفة النماذج عدد

 بالدورة مولدة أعلاه المعطى الشكل دورانات زمرة و( نعتبر حيث

 استخدام الآن يمكن الممكنة. التوزيعات لجميع تباديل زمرة أي، (=،234)

 المطلوب. لحساب(٦,٣ مبرهنة)

 أن نلاحظ

C,={id,٥=(1234),c=(13)02 4),o=(1 432)}

.g e6, Fix(g)] لكل  ا الآن نحسب

Fir أن واضح )أ( (ia)/=81ا 

 جميع فيها تكون التي التوزيعات فقط يثبتG و'٥ من كلا إن )ب(

FiY =ا)أ3 فإن وبالتالي نفسه، اللون لها الأطباق (o)/-\Fir (cا 

 اللون3 او للطبقين فيها يكون التي التوزيعات فقط يثبتc" إن )ج(

 ا.Fix -ا)(3-9 فإن وبالتالي نفسه، اللون4 و2 وللطبقين نفسه

 يساوي للتوزيعات المختلفة النماذج عدد أن فنجد(٦,٣ مبرهنة) نطبق الآن

('٤١+9-3+3 -ر ا" ود
44

(2,٦ مثال)

 تكوين نريد متطابقة. بيضاء خرزات وست متطابقة سوداء خرزات ثلاث لدينا

 إذا تشكيلها يمكن التي للقلادات المختلفة النماذج عدد جد الخرزات. هذه من قلادة

 القلادة. وقلب تدوير يمكن أنه علمت



١٤٨ التركيبات نظرية في مقدمة

 الحل

 عدد منتظم مضلع رؤوس على موزعة أنها على القلادة خرزات إلى النظر يمكن

 يساوي رؤوس9 على متطابقة سوداء خرزات3 توزيع طرق عدد أن بما.9 رؤوسه
9

 لا القلادة تدوير إن.84 يساوي لخرزات الممكنة التشكيلات عدد فإن ا =ا]84

 فإن وبالتالى، أخرى. قلادة يعطينا لا القلادة قلب أن كما مختلفة، قلادة يعطينا

 دوران بوساطة الآخر من أحدهما على الحصول أمكن إذا مختلفين يعتبران لا تشكلين

 الزوجية الزمرة مدارات عدد يساوي للقلادات المختلفة النماذج عدد إذن، قلب. أو

Dو نعتبر عندما Dاستخدام الآن يمكن الممكنة. التشكيلات لجميع تباديل كزمرة 

 المطلوب. لحساب(٦,٣ مبرهنة)

 أن نجد(٦,٦ مبرهنة إثبات رموز باستخدام

D, -{id,6,a',...,a,r,٥r,٥"r,٠..,a}
٥=(1 2... 9)

1 2 3... 9
/-٠ ء -ح

.g eD, /Fir(g) لكل ا  الآن نحسب

Fir أن واضح )أ( (id)/-  ا84

4 يثبت رؤوسه وأحد الضلع بمركز يمر محور حول انعكاسا إن )ب(

 تكون التي التشكيلات يثبت0 ا المحور حول الانعكاس فمثلاً تشكيلات،

 أو7,1,4 أو8,1,3 أو9,1,2 الرؤوس على موزعة السوداء الخرزات فيها

.9 يساوي الانعكاسات هذه عدد أن ونلاحظ.6,1,4

 حيث



١٤٩  للع بوليا نظرية

2m4m
- زاويته الذي والدوران راديان زاويته الذي الدوران من كل )ج(

 موزعة السوًا، الخرزات فيها تقون التى الثلاثة التشكيلات ينبت واديان

.9,3,6 أو8,2,5 أو7,1,4 الرؤوس على

 تشكيل. أي يثبت لا أعلاه المذكورة غير الدورانات من كل )د(

 يساوي للقلادات المختلفة النماذج عدد أن فنجد(٦,٣ مبرهنة) نطبق الآن

"[((84)+09)(4) +02G3)(6@o)] 126,
1818

 نعين حيث المختلفة السبعة للنماذج ممثلات التالية القلادات اعتبار ويمكن

 السوداء: الخرزات عليها تتوزع التى بالرؤوس القلادة

6,1,5 7,1,4 8,1,3 9,1,2 7,1,3 7,1,2 8,1,2

(٦,٣ مثال)

 الألوان باستخدام الرباعي هذا أضلاع تلوين نريد منتظم. وجوه رباعي لدينا

 تدوير يمكن أنه علمت إذا للتلوينات المختلفة النماذج عدد جد.C ,€,و€,, الثلاثة

 الفضاء. في الرباعي

 الحل

 التالي: الشكل في كما معنونة الرباعي رؤوس أن لنفرض

2.

3

4



١٥٠ التركيبات نظرية في مقدمة

 لا تلوينين أن نلاحظ كما ،3" يساوي الممكنة التلوينات عدد أن نلاحظ

 إذن، دوران. بوساطة الآخر من أحدهما على الحصول أمكن إذا مختلفين يعتبران

 نعتبر عندما ر التناوب زمرة مدارات عدد يساوي للتلوينات المختلفة النماذج عدد

 التالي: النحو على الرباعي دورانات كزمرة٨ ر

 التباديل من كلا فإن =,هid المحايد التبديل إلى بالإضافة

(q,=(3)024) ،a,  في دورانا اعتباره يمكن6(=,4)023) ،34)(12)=

 فمثلا لضلعين. المنتصف بنقطتى يمر محور حول راديانmT مقدارها بزاوية الفضاء

 الضلع منتصف ونقطة12 الضلع منتصف بنقطة المار المحور حول دوراناً يثل"

 فإن٥ (=إ142) ،6(=,243) ،6 (=ج34) ،6(=123) التباديل أما

=-٠٠2mبأحد يمر محور حول راديان مقدارها بزاوية الفضاء في دورانا يمثل منها كلا ء 

 انار المحور حول دوراناً يمثلa, فمثلا الرأس. لذلك القابل الوجد ومركز الرؤوس

.243 الثلث ومركز ا بالرأس

،٥,,=(24) ،6=0234) ،a,=(132)  التباديل من كلاً إن كذلك

٠٠<4 (d,,  يمر محور حول راديان مقدارها بزاوية الفضاء في دورانا يمثل143)=

 حول دوراناً يمثل ،ه فمثلا الرأس. لذلك القابل الوجه ومركز الرؤوس بأحد

.243 الثلث ومركز ا بالرأس المار المحور

 نحسب الغرض ولهذا المطلوب، لحساب(٦,٣ مبرهنة) استخدام الآن يمكن

.g eA, /Fir(g) لكل ا

Fx أن واضح )أ( (id)/- 3%  ا729=



١٥١  للع بوليا نظرية

 ويبدل34 و12 الضلعين من كلاً يثبت6(=,2@)34) التبديل إن )ب(

 إذن.14 و23 الضلعين يبدل كما24 و13 الضلعين

G3)03)3)=81(3)٢ (=ا),هiا٤ 

 فإن وبالمثل

 ا٢i٤ /=ا)ه(٢٧ =ا)ه(81
42 والضلع42 الضلع إلى41 الضلع يرسل;<(=23) التبديل إن )ج(

 إلى12 الضلع يرسل ,ه أن كما ،4l الضلع إلى43 والضلع43 الضلع إلى

 إذن12 الضلع إلى3l والضلع3l الضلع إلى23 والضلع23 الضلع

Fiv (=ا),3)03-)9 (aا 

.6<i <12 Fix] لكل (  ,ه =ا)9 فإن وبالثل

 يساوي للتلوينات المختلفة النماذج عدد أن فنجد(٦,٣ مبرهنة) نطبق الآن

8n_40!ر o»8@38٢(+١729ا 
1212

 التباديل لزمر الدورات أدلة(2,٦)
H{ لتكن ={1,2,...,nزمرة, تسمى• تباديل زمرة, ولتكن 

 ضرب كحاصلG كتابة يمكن فإنهceS, كان إذا.n الدرجة من التناظر

m,(G) G حيث ا1««)°/"...٨ )°(ء" [ً هو  نمط إن ونقول منفصلة دورات

 عدد هو

i لكلi الطول من0 دورات <n>1.النمط من تبديلا٥ كان إذا 

 الشكلي الحد وحيد به نقرن فإننا]%1"2)°:"..٨"٠4[)%



 التركيبات نظرية في مقدمة

m ٥ m c m CM,(٢,٠8٥0...,)-٤,"" r,٢.٠,

١٥٢

 الشكلية الحدود كثيرة بها نقرن فإنناS, من جزئية زمرةG كانت وإذا

8(٢1,0..+.)-"E٨(٤,٠٠٠+)
/G  ا ي

-±٤٣3/٠٦٠٦١٤٣٠٠
 اG مه/

-"٤٤(M,٠0.m,)٤7"٣3٠.٨٣
»»/G  ا

[1"2".. M" ] (,٠.٠0,,٠m,m) النمط لها التي6 في التباديل عدد ى  حيث

2(٢,,2,,...),, تسمى الأنماط. جميع على مأخوذ الأخير المجموع وحيث

.G  للزمرة الدورات دليل

(٦,٤ مثال)
3

4

2

1
 كزمرة أعلاه، والموضح1,2,3,4 رؤوسه الذي المربع تناظرات اعتبرنا إذا

R (r,,2,,,,) k حساب يمكن فإنه ={1,2,3,4} G للمجموعة  تباديل

 يلي: كما

.6eG ,,,,2,,٢)M لكل  )و يعطينا التالي الجدول



١٥٣  للع بوليا نظرية

C m, m, m, m 3,,,,٢)M ر ( ر,و
4

id 4 0 0 0 x,

(1234)  ا0
1

0 0 1 r
(1432) ١

0 0 0 1 ٣ ر

(13)024) 2
0 2 0 0  ,د

(12)034 ا)0 2
2 0 0 +,

(14)23)/ 0 2
2 0 0 ٣,

(13)  ا2
2

1 0 0 r,3

(24)  ا2
2

1 0 0  و±,

• فا  ءن و. نالتا لى

1R(٢,٠٢,٠,٠٣(--)٢/+2r٧, +3r;+2r)  ت
8

 التباديل. زمر من معينة لأصناف الدورات أدلة نحسب يلي فيما

(6,٦ مبرهنة)

(١)l,,(=•..ر R,,  المحايد. التبديل هوid حيث3,,3)

R (٣,±0...)-E,٢"٠٣;(١3"ا١٢ ، 1"2"... ٨"m, !m,!٠0.m,!
]1 ا"M...2"2"[ الأنماط جميع على مأخوذ المجموع حيث



 التركيبات نظرية في مقدمة

٣(,٤٢٢٠١-٤ر "لإجا٣اي٠٢٨3٠٨- '12""... n''m, !m,!00.m,!٠

٨, وحيث اM•.."2"1"[ الأنماط جميع على مأخوذ المجموع

(٣)

 حيث

١٥٤

.n  الدرجة من التناوب زمرة هي

 فإن وبالتالي["] النمط منia المحايد التبديل أن واضح0

R,,, (٣,٠35,٠.٠,-=)٤=٤,1»،

 إذا مترافقان0,٤ فإنTeS,6, كان إذا أنه الزمر نظرية من نعلم(2)

 النمط منG كان إذا أنه نعلم كما نفسه. النمط منT,0 كان إذا وفقط

 يساويo للتبديل الترافق فصل عناصر عدد فإن اm..."2"1 اً"

,m فإن .وبالتالى ا" !m,!٠٠٠m,!1"١"...٨"=

 البرهان

٨1R, (٢٨٠٤/٠٠٠٠٠٤٠)- 2٤(m,,m.,0٠m,) ٢",٤3..١";٤S/،
 ر،٤ =ر٨ ا/الم٠٦""٩" {أ{'{د/

- ا٣""٣3"..٢٢" ,!٠0٠m!,n" m, !m•.."2"1 ا

P(٤٠١٠٠٠٢-). ا٤٤٣ ;ا٤٠٠١٠/٠
 ا٨, ,ته/

2
- 2e(0,٠0,٠٠.٠m»,)٣3"٣3".. ٣?"n!

(٣)



١٥٥  للع بوليا نظرية

 النمط لها التي ,ه في التباديل عددc(m,,m,,•..), حيث

]"M•.."2"1بملاحظة الأنماط. جميع على مأخوذ المجموع وحيث ا 

 أن نجدk ا"ا= أن وبفرض الزوجية، التباديل من تتكون4 ، أن

٣(.٤٠٣٠٠.±،)-E,,"ا١٢"٤٤٠٠٨٢ n! 1'2''..٠ n 'm, !m,! ...m,!٠
 فيها يكون التي]M...2"2"1"[ الأنماط على مأخوذ المجموع حيث

,m +ج٠٠٠+m٨ إ +m, +mزوجيا. عددا 

 إذن

+٠.٨٢٠٢٠٤.١-E,2"1 """""لإ-٢٢إ٣ ا٨٢٠٢٣"... m" m, !m,! ..٠m,!٠

 الأنماط. جميع على مأخوذ المجموع حيث

(٦ مبرهنة)ه,

,C> كانت إذا =<aبالدورة المولدة الدوروية الزمرة هي (a=(12..nفإن 

٣(.٤ «م'-
 أويلر. دالة هي9 حيث

 البرهان

C, n أن الزمر نظرية من نعلم فإننا ,C رتبتها دوروية زمرة d/n. أن بما  ليكن
kn

٥" التباديل هي العناصر وهذه.d منها كل رتبة عنصرا(@d) بالضبط تحوي

k حيث <d>1(=وا gcd(k,d، يمكن التباديل هذه من كلاً أن الآن سنبين 

.d  منها كل طول التي المنفصلة الدورات من م" ضرب كحاصل كتابته



١٥٦ التركيبات نظرية في مقدمة

i-١ ليكن <n>1وليكن mنكتب عندما دورة أقصر طول 'Gكحاصل 

. m  طولها التي الدورات إحدى إلى ينتمي+ أن ولنفرض منفصلة دورات ضرب

 أن نلاحظ

e"(٧ ")ا(-)(٤-)٤
y{ كان إذا ثانية، ناحية من €{1,2,...,nينتمي لا و٢ من كلاً فإن 

 إذن.G()=y بحيث+ يوجد فإنه وبالتالي٥(=n...2) الدورة إلى

٥e"(r)=G"(v)=y)(='٥"٥(=y)"٥(=y))أ(" 
m m. ولكن 'o يقسم طولها التي y دورات إحدى إلى تنتمي  فإن وبالتالي

 يساويy إليها تنتمي التي الدورة طول فإن عليهG' دورات أقصر طول يساوي

m.دورات جميع إذن 'Gوهو نفسه الطول لها n.رتبة كانت إذا فإنه وبالتالي 

"Gتساوي dفإن m =dمن"" ضرب كحاصل٥ أ كتابة يمكن أنه وينتج 

.a -·a منها كل طول التي الننصلة الدورات

 إذن

R(٤٠٤,,r,)-٤3ل٤٤(٨,«٠),٤",٠.٤٣ »/C٠" ا٠

 وز'-
(٦,٦ مبرهنة)

 فإن تباديل زمرةD, اعتبرنا إذا.2n رتبتها زوجية زمرةD, لتكن



١٥٧  للع بوليا نظرية

"١»1
-٧١3 +xr, ١, n=2k
41 ٢(٤,٠4,,٠٠٠ خ-),+R(٣,٠٤ /+),د,,

٨-١12
-,٣,3, n-2k+1
2

.n  رتبتها دوروية زمرة ر( حيث

 البرهان

 عقارب باتجاه رؤوسه ولرقم (، ومركزه« رؤوسه عدد منتظم مضلع لدينا ليكن

 المركز حول راديان مقدارها بزاوية الدوران إن.n,...,1,2 بالأرقام الساعة
n

 بالركز يمر الذي المحور حول الانعكاس أن كما6(=n...312) الدورة يقابل0

...n1 2 3
1 (أ=ء ا' التبديد يقابل ا والرأس0 ٨ n-1 ٠٠.2

 أن الزمر نظرية من ونعلم

D, ={id,6,G3,٠.٠,٥ ,أ"٤,٦٥,ra",0..,٤"}

 يعتمد منفصلة دورات ضرب كحاصلD, إلى تنتمي التي التباديل كتابة إن

 يلي: فيما سنقدمه ما وهذا فرديا أو زوجيا عددا كونه حيث منn نوعية على

.n-2k >4 n وأن زوجي عدد ( أن الآن نفرض أ(

 إذن

3١ 2
٤= \٤١١٤٢2٨-٥ ا ءء«٤ ا

k+2 k+1 k ٠٠٠ 2

-(2 2k)(3 2k-1)٠0٠(k k+2)



 التركيبات نظرية في مقدمة

.k +1  بالرأس أيضاً يمر0 والمركز1 بالرأس يمر الذي المحور لأن

 أن نجدTG,TG,"... وبحساب
٠٠٠ 2k21

TO=  ها« أ.
-(1 2k)2 2k-1)٠٠٠(k k+1)

2k٠٠٠٠٠٠k k١21و 
TO =

 إ«ا ا-«٤-٥٠١٤-١«٤ إ
=(1 2k-1)(2 2k-2).(k-1k+1)

: التالي منD, تتكون إذن

١-nًالدوروية الزمرة تكون وهي للدورانات مقابلاً تبديلا 

C,-<a>={id,6,a',...,e"-ا }

٢-"kً٠-2 وهي الأقطار محاورها التي للانعكاسات مقابلاً تبديلا•

 تكون

.A-{٢,r6,ro",٠..,rc}  المجموعة

٣-="kًالمنصفات محاورها التي للانعكاسات مقابلاً تبديلا 

 المجموعة تكون وهي المتقابلة للأضلاع العمودية

B ={aa,ro',ra,...,a"-}
 أن فنجد الدورات دليل الآن نحسب

+٠(٢٠٠ ل-).+/٤٣٣٧٣/٠.٨٢٠ /D, / . ه

١٥٨



١٥٩  للع بوليا نظرية

-٤٤٣/"٨3"٠٣٠+٤/3"٠٠٤٣٣٠2n 2n قحه <

 ا٤ "ر٣[
1] n ;٣(٠•• ءجا5 ازاج،n و١ 22n 22 ٠

""١11 ;٣(.١0 ++ا%) اذ+ 42 ٠

n =2k +1>3 n وأن فردي عدد ( أن الآن نفرض ب(

 إذن
1 2 3 ... 2k+1

T-  /ً- ءد ذ اه
-(2 2k+13 2h)..(k+1k+2)

1 2 ٠٠٠ k+1 ٠٠٠ 2k+1
TO=  ما ا،«٤٠٤ ا

=(1 2k +1@2 2k)...(k k+2)

 التالى: من تتكونD, إذن

(n (iًالدوروية الزمرة تكون وهي للدورانات مقابلاً تبديلا 

C,=<٥>- {id,6,G',،..,e"-}

(n (iiًوبالرؤوس0 بالمركز تمر محاورها التي للانعكاسات مقابلاً تبديلا 

n,...٠,l,2المجموعة تكون وهي 

٦,٣٠={٨r٥,'٠٠٠,ra""}

 أن فنجد الدورات دليل الآن نحسب

R(٢,٠13٠...٠±,)=



 التركيبات نظرية في مقدمة

2n'٤٢//٢٣٤٣١٠ ا'٣٠٤٠٣١٢٠ n ,ع2
٨-11

=-P(٢,٠٢٠٠٠٠٠٠٤-+),٣,٧,222 ،

 المتكافئة غير التلوينات(٦,٣)

١٦٠

• لب تباديل زمرةG ولتكن اkn بحيث مجموعة لتكن

 دالة كل وتسمى ألوان مجموعة( تسمى ا.C =اr بحيث مجموعة( ولتكن

.0=C' w:C بالرمز التلوينات لمجموعة يرمز كما تلوينا

./92/-r"  يساوي التلوينات عدد أن نلاحظ

 لكل.٨:GS الدالة نعرف الآن،.9 تباديل زمرة ، لتكن

w e9 g()=w لكل og geG، ونضع ع بالرمز8 لصورة نرمز فإننا

g (»,)=g() g. كان إذا أنه نلاحظ « على« تحصيل هو og"  حيث
 إذن(.١,٥g-')og(=١,٥g)"-٥g فإن وبالتالي ،١ ه,١,٥g-=g' فإن

(g٥g)٥,g)-w-'ه gعليه«.,«= تعطينا,« (ه gوبما متباينة. دالة 

.g eS, g فإن وبالتالى شاملة  أن فينتج منتهية مجموعة 2، أن

(7,٦ مبرهنة)

G-8:فإن وبالتالي أحادي، تشاكل٨ G =Gحيث hm=6٨ صورة هي

 البرهان

-S ,g,,8 أن أولاً سنثبت <G « ولكل e9 G: لكل أنه نلاحظ تشاكل.٨

 فإن



١٦١  للع بوليا نظرية

(g,£)٥١-(0)-£, أب =١٥(g,'g,")
-(٥٤١٠)";٠٤@,£(-',١)٥¢,

 (ى-٤».١ ى(-[ »)ى
 ى

G إذن.8٨8٥£=8. فإن وبالتالي -SA:تشاكل.٨ 

 وأنg,,eG,8١ أن لنفرض أحادي.٨:GS أن الآن سنثبت

,g,#8.إذن ;"g,"gيوجد فإنه وبالتالي eبحيث مد 

(g;(r(=٢٨,")g.تلوين يوجد فإنه ثانية، ناحية من C»:بحيث 

((r)&;)إذن٠١٨(٤ +))،(',١٨ ;'g°,"+»أي ،١٠٤ م 
G, فإن وبالتالي وي+ي عليه (ري،١)4 )(,غ -S:أحادى.٨ 

 ملاحظات

(١)G=Gولكن Cعناصرها عدد لمجموعة تباديل زمرة K /-nا 

/.2£ -ا٣" عناصرها عدد لمجموعة تباديل زمرة6 بينما

(G  فإنه نفسه المدار في,,«١,e9 كان وإذا92 ل تباديل زمرة2)

 فإن وبالتالي١,٥g-=w ر أي، ي.(w=),١ ر بحيث يeG يوجد

w, og-=»9»=»ر فإن ر g g كان إذا وبالعكس،٠٦=١٨9

 نفسه. المدار لهما«,,« فإن وبالتالي

(1,٦ تمهيدية)

g كان إذا e6كتب وإذا gفإن منفصلة دورات ضرب كحاصل g()=wإذا 

 المنفصلة. الدورات من دورة كل على ثابتاgً كان إذا وفقط



١٦٢ التركيبات نظرية في مقدمة

 البرهان

(3,٢ ر...٢), وأن منفصلة دورات ضرب كحاصل كتبت قدg أن لنفرض

,r), فإنi<t-1>1 لكل الدورات. هذه إحدى =g-(xتعطينا 

١(٧=),١٠(٤("-٣(-)),٢())(٧,0)=١٠(٢٠٠)

 الدورة على ثابت« أي، «،(x=),٠..=١(٢), إذن =)(ي.w لأن

.(٣,+٢٠٠٠,)
 وg=2(٢), فإن(«x=),٠(=.٢), كان إذا ثانية، ناحية من

١.(٥)=(r)٣)), تعطينا (r,)=(ي أي،.١)(()( (r)-(g"(١
D ٠ ي=)(١ إذن .+ek (x)/) غ)-()w لكل  وبالمثل

$,,g, e9 G التلوينين إن نقول.92 التلوينات لمجموعة تباديل زمرة

.92 علىG مدارات أحد إلى ينتميان كانا إذا متكافئان

 المتكافئة. غير التلوينات عدد لحساب بطريقة تزودنا التالية المبرهنة

(٦ مبرهنة),

R ( ٢,٠٥٠...,٢), وكان K={1,2,...,n} G للمجموعة تباديل زمرة  كانت إذا

 يساوي:«KC المتكافئة غير التلوينات عدد فإن دوراتها دليل

./Ckr ( الألوان عدد حيث2(٣,٣,٠٠.٢

 البرهان

 وليكن اM..")%'2"%1"٠'% اً النمط من تبديلا هeG ليكن

m,(c)=k+(,٥+)٠٠٠m,(C)+m.كان إذا w:Cبحيث تلوينا 



١٦٣  للع بوليا نظرية

c w كتابة عند دورة كل على ثابت w=() بأن تفيد(٦ تمهيدية)ا, فإن6

 فإن وبالتالي. منفصلة دورات ضرب كحاصل

١i//-)١ ء6:٩/\«-»  ا6)
}/wدورات على ثابت we٥2:6=ا{ 

h,(G)m,(G) m(G)m/(0)+m3(٥+)٠٠+m,,(٥)k -٠٠٠٣٣=٣=٣٣

= M(٢٠٣٠٠٠٠٠٣)

G  مدارات عدد إذن.6 [ا=ا بأن تفيد(٦,٧ مبرهنة فإن ثانية ناحية من

 يساوي92 على

G\G/ ا{ل{' ,-اة2١+٠٥١-٢٠٧٢٠٢٠٢١ a ه

 وهذا المتكافئة، غير التلوينات عدد حساب يمكن الدورات، دليل باستخدام

 المتكافئة غير التلوينات عدد يعطينا تعميما يلى فيما سنقدم(.٦,٨ مبرهنة) مضمون هو

 المرات. من معينة أعداداً المختلفة الألوان فيها استخدمت التي

 وأن ا=/n وأن تلوينها المراد المجموعة هي أن نفرض يلي، فيما

,}6.,٤,٠C٠٠٠={Cالألوان. مجموعة هي 

w:-C عناصر عدد هو,« وليكن تلوينا ,c، ليكن  اللون تأخذ التي

i <r>1أن .نلاحظ n, =n+٠٠٠+,n,+n.بالتلوين نقرن C»:وحيد 

 الشكلي الحد

"ind()=c;"e٠٠cونسمي٣ )(idمؤشر .»



 التركيبات نظرية في مقدمة

id() Aco=c نضع فإننا 2=(٠٤٠٠٠..6٤)٢٠ كانت إذا

١٦٤

 فيها استخدمت والتي« إلى تنتمي التي التلوينات لأعداد المولدة الدالة ر/ ونسمي

 المرات. من معينة أعداداً المختلفة الألوان

(9,٦ مبرهنة)

 و =ا,اm, وi<k>1 حيث تجزئة ووا,,ر}... {،, لتكن

m, =n+٠٠٠+,m, +m.ولتكن 

B={١e92:1<i <k {w لكل, على ثابت

 عندئذ،

f٠(٤٠٠٤٠٠٠...c,)=
mmmmmmmmm(٤" +eم٠٠٠+٥٢"+ ")(e""" +٤!"+٠٠٠+e;")٠٠٠(e"" +e٩""+٠٠٠+c")

 البرهان

 عناصر لجميع رع اللون يعين« أن ولنفرض معطى، تلويناw:-C ليكن

,kلكل i<k>1.على نحصل أننا نلاحظ )(indمفكوك في 

"(e٤٢ ا"+٠٠٠+٣)الحد باختيار وذلك"¢(+٠٠٠+٥);"٠٠٠ }"Cأ رقم القوس من 

i لكل <k.ينتمي تلوينا يعين قوس كل من حد اختيار فإن ثانية ناحية ومن <ا 

 فإن وبالتالي.8 إلى

(٤3" +٠٠١٤٢\٠(١٠٠١٤٢٠e٣")-2i«١=٠(٤٠٤٠٠٠٠٤)٥

(.٦,٣ لبرهنة) تعميما نقدم فإننا بوليا مبرهنة لإثبات الإعداد لغرض الآن،



١٦٥  للع بوليا نظرية

(٦,١ مبرهنة)

 ولتكن}=٢,,25,0..{,, للمجموعة تباديل زمرةG}=8..٤,٠4500{, لتكن

 أي، ، علىG مدارات من مدار كل على ثابتة دالة٧

٧(g(r))=٧(٢) VgeG,xel
D,,٠..,d{, لتكن ={d,,dمدارات لجميع ممثلات مجموعة Gعلى •

 عندئذ،

 ير،-ا«يج2ي»
 البرهان

 بطريقتين. خw)( سنحسب(}=±g:(,g=)(٢{cGxk ضع
(g,)eE

 ير٣ إي±»٣ »ي±-//
.٣.2- م±ا

 إغ- .ير ر .بي »أو،
 فإن ثانية ناحية من

2ي"٣-٤٣ ابا.خ--
- ٤ wt,2+0ا- v0+.

€,, &a,,

-(6,,/٢)٧(٢+)٠٠٠/+٧/٠,)
-E 6,/w(s١+-+EK,/()

xed, reGd,

,(d,/,/ (d+/٠,(+4)ا-4 .اا,/٣ 
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-/G /٧(d,)+٠٠٠+/G /٧(d,)

-6 \(٧(d,)+٠٠٠+٧(d,))

١٦٦

-6١Yw(d,)=6 ( ا2٣)(.....(2
k= reD ا

(.2,٦ ومبرهنة)(٦ مبرهنة)ا, إلى الاستناد تم حيث

 أن نجد(2 و))( من

١ برج-«ر أ،
 فإن وبالتالى

 بر ا£ أذ،.ج
 بوليا( )مبرهنة(٦,11 مبرهنة)

 مجموعةC}=٤,٠٤٠٠٠٠٠٠٤{, }=،n,...,1,2{ للمجموعة تباديل زمرةG لتكن

 بالقاعدة المعرفة الدالة٨:G-S التلوينات، مجموعة =2؟C ألوان،

-g١ ه)(=gلكل w e92.ولتكن Dلدارات ممثلات مجموعة Gعلى 

 هي للمجموعة المتكافئة غير التلوينات لأعداد المولدة الدالة إن عندئذ،.9

f٠(٤٠٤٥٠٠٠٠٠٤,)=R (a٠0,٠٠٠.٠a,)

1<i<n'٠٠٠+٥%+e\+٥=,a.حيث و 

 البرهان

 ،92 علىG مدارات من مدار كل على ثابتة كدالةind إلى النظر يمكن

 أن نجد(٦,١0 مبرهنة) إلى وبالاستناد



١٦٧

١٠(6٠٠٠٠e)- 5in4«
weD

 للع بوليا نظرية

 ±لام
 للإرم-٠4)

g كان إذا أنه تمهيدية)ا,( من نعلم eGكتب وإذا gضرب كحاصل 

 كان إذا وفقط إذا الدورات هذه من دورة كل على ثابت« فإن منفصلة دورات

 أن نجد(٦,9 مبرهنة) وبتطبيق«eFir )ي(

 (إ;/لم/٤٠٤٠0٠٠٤٠(-)٤٨"+٠٠+٥٠\"٠(٤"+٠٠+٥٣)

 النمط منg كانت وإذا المنفصلة.g دورات أطوال هيm,,٠٠٠٠٤ حيث

 فإن1'20٠0.٨[

!a..ي a/'a,(-٤٠٠٠٠٠٤،)ج) /Fir g

- ٨,(a,٠0,,٠..٠0,)
 فإنG=6 أن وبما

١٠(6٠٠٠٤-)٤i4«
weD

G ("لإلي}١ a 4ي

 اللإمم-٠»
- R(a,,٠.a,)



١٦٨ التركيبات نظرية في مقدمة

 ملاحظات

R), مفكوك فيc'e;-...c/ معامل أن نلاحظ )ا( (a,,...,0عدد يساوي 

 تأخذ عنصراkً, يلي: كما عناصر ألوان بحيث المتكافئة غير التلوينات

،c, ,c. اللون c، اللون تأخذ عنصراً,/ ،٠٠٠  و اللون تأخذ عنصراً ر/

 ل الكامل المفكوك إيجاد إلى نحتاج لا فإننا المعامل هذا ولحساب

,(a,..٠,,R (aبالمعامل. الصلة ذات الحدود لإيجاد وإنما 

i لكلc, مكان ا وضعنا إذا أنه نلاحظ(2) <r>1على نحصل فإننا 

(٢,٣,٠٠٠٠٣)1)-R,..٠,f,(1,l.التلوينات عدد يعطينا وهذا 
 ت المتكافئة. غير

 الكيمياء في مهمة تركيبية مسائل لحل بوليا ومبرهنة(٦,٣ مبرهنة) استخدمت

 وسنكتفي ذلك. على للاطلاع المراجع إلى العودة ويمكن المنطقية، الدارات تصميم وفي
 معالجة كيفية لنوضح الرسومات نظرية من ومثال العامة الأمثلة بعض بإعطاء هنا

 والنظرية. التطبيقية المسائل بعض

(٦ مثال)ه,

 بوليا. مبرهنة باستخدام وزيادة المطلوب حساب يمكن فإنه(٦ مثال)ا, إلى بالإشارة

 أن نجد(1 مبرهنة)ه, من

1R,(٢,٠1,,1,2+٤3+٠٣ --)ء٢r,]
4٨

 إذن

R,-033,3,32'+3'+3ر-' G3)]، 4
96-
4



١٦٩  للع بوليا نظرية

 للتوزيعات. المختلفة النماذج عدد هو

 مبرهنة من عليها الحصول يمكن التي التفصيلية الإضافية المعلومات ولبيان

 نحسب فإننا بوليا

2,(٤١٤+c,,+e3+¢3,,'+3+e,',e' +e;+e;)
1 4 2--/(٤-٤+e٥)١'(٠e3١e;)+2(٥+١٥٩e)4 ا

-٤ +e ;e+ لإ +c,t, 1c,'e, +c,3+c;e,
+c٤3 ;c,¢?+243e ;ع+¢2,١0.2+3

2 2 2

 يمأم"ما،أث،+ ءا
,Cلهما طبقان يكون بحيث مختلفة نماذج ثلاثة يوجد كما وى اللون لهما وطبقان 

 جرا. وهلم وى اللون له وطبق رع اللون له وطبق رى اللون

 المختلفة النماذج لتلك ممثلات أدناه، الشكل في الموضحة التوزيعات، اعتبار ويمكن

€,C,

c٢٠
¢,

٢

c,,
,G٢ ,ى

c,c,{٢ ر,
c,

Cو 

,cc و



١٧٠ التركيبات نظرية في مقدمة

(٦,٦ مثال)

 للقلادات المختلفة النماذج عدد حساب يمكن فإنه(٦,2 مثار إلى بالإشارة

 بوليا. مبرهنة باستخدام بذلك المتعلقة التفصيلية المعلومات وبيان

 هو وط للزمرة الدورات دليل أن نجد(٦,٦ مبرهنة) من
11
٢,٢3-(٤,٠٠٠٠٠٤٠)١P±8(,٢,٠٠٠٠ -=)و 22

1 1 ;٢,]+-2r;+6r+٣ إ=[
18 2

 فإن وبالتالى

R,( (٤,,٠.٠ و
1 و413 ;(6 +c()e٤ (-+/ً)!+٤+٠3)e;)'+6+٠)e)"+2,+218 ا/=-(٤
 المختلفة النماذج عدد فإن الأبيض اللون هوc و الأسود اللون هو ى اعتبرنا وإذا

 العدد هذا أن نجد ومنه,.(0,,...,0 )و مفكوك في ,عc لإ معامل يساوي للقلادات

 يساوي

9 18: أ«أ}«' 3 2

٦--s_إ0«71 !-«,[ء/ 
18 (3)02) 18

(٦,٧ مثال)

 للتلوينات المختلفة النماذج عدد حساب يمكن فإنه(٦,٣ مثال) إلى بالإشارة

 الغرض، ولهذا بوليا. مبرهنة باستخدام بذلك المتعلقة التفصيلية المعلومات وبيان

 لتكن



١٧١  للع بوليا نظرية

E ={12,13,14,23,24,34}

 الزمرة عناصر الآن نجد المعطى. المنتظم الوجوه رباعي أضلاع مجموعة هي

}i<12>1,-للمجوعة تباديل من تتكون التي :ا Eبوساطة محدثة 

.٨ ر الزمرة عناصر

G, =id
12131423 24 34

٥ =12 34=.@2k3-(i » / د51 ه5٨
-(13 2404 23)

6, =(13)024)-(12 34)014 23)
،

6,=(14)23)=(12 34)013 24)
6,=(123)-(12 23 13014 24 34)

6 (=ج134(=)23242)3414013)

6,-(234)=0121314)023 3424)

٥ (=إ142(-)241412)2334013)

a, =(132)=(2 1323)014 3424)

٥٨= (2 34)-(12 13 14)23 34 24)

٥, =(124)=(12 24 14)03 23 34)

٥,=(143)-(2 24 23)0131434)

 هو ره للزمرة الدورات دليل إذن،
1R,(3,٠3,٠3,0304,,±)-[٣;+34,3+8r;]، 12



١٧٢ التركيبات نظرية في مقدمة

 يساوي المختلفة التلوينات عدد فإن وبالتالي،

12 ا"35(3(\3)8(3 [)ذ

 أفي او+3(3-)8-[3 اs١+8-27 ر
412

 رذ١6-87
4

 من التفصيلية المعلومات على الحصول ويمكن

R,(4,4,,0..a,)
 حيث

a, =٤/+e٩+٥; ا,٤i<6
 على التعويض بعد ونحصل

R,(a,٠..a)=
1 6 2 2 2;(/٥3+)+8(e-+e3+e+٤()e+٤-٤٠)3"(+e٠+eا,.٤+٠) 12

(٦ مثال),

.m n أضلاعها وعدد  رؤوسها عدد التى المتماثلة غير البسيطة الرسوم عدد جد

 الحل
 هي الأضلاع مجموعة وأن ا}=n,...,1,2{ هي الرؤوس مجموعة أن نفرض

 عناصرها عدد التيE={{i :{ز,i ز,e},i {ز= المجموعة من جزئية مجموعة

٤-["/٠-١ 22



١٧٣  للع بوليا نظرية

{ هي رؤوسها مجموعة التي البسيطة الرسوم جميع مجموعة هيG, لتكن

,S, الدالة نعرف ط. من جزئية مجموعة هي أضلاعها ومجموعة =S,»Sم: 

 يلي: كما

 يحقق :,مEE حيثp(6)=p, فإنceS, لكل

.{i, eE{ ز {a(i),(i) }=){ز٥,P,(i لكل

,A, أن بسهولة القارى يثبت أن ويمكن eSوأن ,S, -»Sأحادي. تشاكل :م 

 عناصرها عدد لمجموعة تباديل زمرةS أن ونلاحظ.S, (م=S), فإن وبالتالي
n

./EH['ا عناصرها عدد لمجموعة تباديل زمرة (م8), بينما =ا«ا٨ 

C={T,F}. التلوينات مجموعة الآن نعتبر E= و "C= حيث 2،

 كان إذا.6, والمجموعة92 المجموعة بين تقابل يوجد أنه يلي فيما نلاحظ

Y w:K=EC رؤوسه مجموعة الذي البسيط الرسم به نقرن فإننا تلوينا

 كان إذا أما ،w(e)=T كان إذا وفقط إذا ضلعاe فيه يكون والذي

,H =(V,E(H))eGالتلوين به نقرن فإننا w :ECيلي: كما المعرف 

 فإنeeE لكل
T, ee E(H)

e = Euأ\-)( ء،١. 
3

k للمجموعة تباديل زمرة ),ى(م أن نلاحظ أخيرا، =Eمن رسمين وأن 

 متكافئان. للرسمين المقابلان التلوينان كان إذا وفقط إذا يتماثلانG, المجموعة

 والتي المتكافئة غير التلوينات أعداد هي المتماثلة غير الرسوم أعداد فإن وبالتالي

 المولدة بالدالة تعطى



 التركيبات نظرية في مقدمة

//٢T,6)-R,,(4٠0, (٠..٣ ر
١٧٤

 حيث

a, =T'+٧٢1Si</E/
 فإنn=4 عندما المثال، سبيل على

f/(T (a,,٠٤ ر,,/=)(4٠00٠0,,0,,4
 أن نجد الدورات دليل وبحساب

٥2 21 ،24٣0 (ر,/٤,٠...٠٣٠=)]٤ إ+4,9٤,+6r+,8٢ [ر,

 إذن

f/٢T٨ (ر٩٠٠(-/,٠٤.a٨)
-T64٤٤٢ "٢T3٢4TH5+F ذ3٤342+2٤٥٢+

 هو المتماثلة غير الرسوم عدد إذن

f(1,1)=1+1+2+3+2+1+1=11

: الأضلاع عدد حسب يصنفها التالي والجدول

6 ا5/4/3 ا2 الأضلاع عدد 0

 المتماثلة غير الرسوم اعدد١ ا1 ا2/3١2 ا1/1



١٧٥  للع بوليا نظرية

 تمارين

 يكون عندما مثلث لرؤوس المختلفة التلوينات عدد ا-جد

 المتاحة الألوان وعدد الساقين متساوي وليس الأضلاع متطابق ليس المثلث )أ(

.2 يساوي

 المتاحة الألوان وعدد الساقين متساوي ولكنه الأضلاع متطابق ليس المثلث )ب(

.2 يساوي

+. يساوي المتاحة الألوان وعدد الأضلاع متطابق المثلث )ج(

 عدد كان إذا الأضلاع متطابق مثلث رؤوس لتلوينات المختلفة النماذج عدد -جد٢

 الأقل. على لونين تستخدم التلوينات وكانت5 هو المتاحة الألوان

 المتاحة الألوان عدد كان إذا مربع رؤوس لتلوينات المختلفة النماذج عدد -جد٣

 يساوي

2 ر(

٢ )ب(

 هو المتاحة الألوان عدد كان إذا مربع أضلاع لتلوينات المختلفة النماذج عدد -جد٤

 مختلفة. الأضلاع ألوان وكانت6

 يساوي المتاحة الألوان عد يكون عندما مربع لأضلاع المختلفة التلوينات عدد -جد٥

.٣

 يكون عندما عرضه، يساوي لا طوله مستطيل لرؤوس المختلفة التلوينات عدد -جد٦

 يساوي المتاحة الألوان عدد

2 ر(

٢ )ب(



١٧٦ التركيبات نظرية في مقدمة

 إلى القرص وجهي أحد يقسم عندما المختلفة الملونة الدائرية الأقراص عدد -جد٧

 وقطاعc و باللون وقطاعان ,ى باللون قطاعان ويلون متطابقة قطاعات خمسة

.C  و باللون واحد

C,  اللون لهما خرزتين من تكوينها يمكن التي المختلفة القلادات عدد -جد٨

 و€. اللون لها واحدة وخرزةC اللون لهما وخرزتين

13 و سوداء خرزات3 من تكوينها يمكن التي المختلفة القلادات عدد -جد٩

 بيضاء. خرزة

 تكون بحيث متطابقة مستطيلات٤ إلى مقسمة مستطيلة رقعة لدينا )ا(-١٠

 شريطا

: التالي الشكل له

 عدد يكون عندما الشريط مستطيلات لتلوينات المختلفة النماذج عدد جد

.2 يساوى المتاحة الألوان

 مستطيلات ذ من الشريط يتكون عندما المختلفة النماذج عدد جد )ب(

 متطابقة.

n ( المتطابقة المستطيلات عدد يكون عندما المختلفة النماذج عدد جد ج(

.r  المتاحة الألوان وعدد



١٧٧  للع بوليا نظرية

 المختلفة النماذج عدد جد متطابقة. مربعات4 إلى مقسمة مربعة رقعة لدينا-١١

.2 يساوي المتاحة الألوان عدد يكون عندما الرقعة مربعات لتلوينات

 المختلفة النماذج عدد جد متطابقة. مربعات9 إلى مقسمة مربعة رقعة لدينا-١٢

.2 يساوي المتاحة الألوان عدد يكون عندما الرقعة مربعات لتلوينات

 النماذج عدد جد.n- عددها متطابقة مربعات إلى مقسمة مربعة رقعة لدينا-١٣

+. يساوي المتاحة الألوان عدد يكون عندما الرقعة مربعات لتلوينات المختلفة

 عدد يكون عندما منتظم وجوه رباعي لرؤوس المختلفة التلوينات عدد -جد١٤

«. يساوي المتاحة الألوان

 الألوان عدد يكون عندما منتظم وجوه رباعى لوجوه المختلفة التلوينات عدد -جد١٥

.n  يساوي المتاحة

 المتاحة الألوان عدد يكون عندما مكعب لرؤوس المختلفة التلوينات عدد -جد١٦

.n  يساوي

C,  باللون وجوه ثلاثة تلون بحيث مكعب لوجوه المختلفة التلوينات عدد -جد١٧

.C, C باللون واحد وجه ويلو  و باللون وجهان ويلون

 الألوان عدد يكون عندما منتظم وجوه ثماني لرؤوس المختلفة التلوينات عدد -جد١٨

.3 يساوي المتاحة

 تحت متكافئة ليست والتي رباعية مجموعة على الثنائية العلاقات عدد -جد١٩

 المجموعة. بتباديل المحدثة التباديل تأثير

 تحت متكافئة ليست والتى رباعية مجموعة على التكافؤ علاقات عدد جد-٢٠

 المجموعة. بتباديل المحدثة التباديل تأثير


