
 )للاو ولقمل

 الرسومات نظرية أسس
GRAPH THEORY FOUNDATIONS

 أساسية تعاريف(١,١)

 واجموعة خالية غير منتهية مجموعة ا بحيث مرتبا زوجاG=(V.E) ليكن

 رسم )أوgraph رسم( إن نقول! من ثنائية جزئية مجموعات عناصرها

simple بسيط graph)رؤوسه مجموعة vertex setأضلاعه اوجموعة 

E edge setكان .إذا eeEضلعا edgeرأسان يوجد فإنه u,velبحيث 

.e=u w ونكتب e بالرمز {٧}=e، عن سنعبر

 الضلع ويمثل نقطة أو صغيرة بدائرة رأس كل يمثل يلي: كما الرسم يمثل

=eالممثلة الدائرة بين يصل بخط wنطابق ما وغالبا«. لى الممثلة والدائرة 

 ويساعد والخطوط الدوائر بواسطة الرسم نعرف أو نصف كما بتمثيله، الرسم

 لخواصه. أعمق وفهم للرسم أوضح رؤية على التمثيل
(1,1) مثال

E={ah,ac,he,cd}او -{a,h,e,d} G حيث =(V,E)  الرسم تمثيل يمكن

 ()ب(11 شكل) في @أو01.1 شكل) في كما
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 قطع بالضرورة ليست الأضلاع أن كما وحيداً، ليس الرسم تمثيل أن نلاحظ

.6 بالرسمG ,ا(=E) الرسم نسمي للاختصار مستقيمة. خطوط

joins w يربط الضلع إن نقول فإننا (، الرسم في ضلعا  كان إذا

 نقول كما• للضلعendpoint طرفا و«w من كلا نسمي كما و«u الرأسين

 الرأس درجة نعرف له.neighbor جار أو« الرأسadiacent يجاور« الرأس إن

degree of vertex vعدد أو لها طرفا« يكون التي الرسم أضلاع عدد بأنها 

deg(a) = deg@h)-2 :(1.1) (@deg. مثال في فمثلا  بالرمز لها ونرمز« جيران

 فردية درجته كانت إذاodd فردياً الرأس يسمي.deg(d)=1 وdeg(e)=3 و

 صفرا. درجته كانت إذاisolated ومنعزلا زوجية درجته كانت إذاeven وزوجيا

 المضاعفة فالمجموعة المجموعة. لمفهوم تعميمmultiset المضاعفة المجموعة مفهوم

 مجموعة}a,a,a,b,c,c{ فمثلاً مختلفة بالضرورة ليست التي العناصر من نجمع هي

c b وتكرار يساوي  وتكرار3 يساوي» تكرار ،6 عناصرها عدد مضاعفة

.2 يساوي

 ا كانت إذاmultigraph مضاعفاً رسماGً ,ا(=E) المرتب الزوج نسمي

 جزئية جموعات عناصرها مضاعفة مجموعةE و خالية غير منتهية جموعة

 مجموعة يوجد فإنه ضلعاeeE كان ا.إذا من عناصرها ثنائية مضاعفة



٣  الرسومات نظرية أسس

 ونكتبu بالرمزe عن سنعبر ،e={u,v{ بحيث ا من}w,v{ مضاعفة

L e في multiedge تكرار كان إذا e=w مكرراً ضلعاً e=u. الضلع نسمي

.loop e=w عروة  الضلع نسمي كما ،1 من أكبر

 الضلع ويمثل نقطة أو صغيرة بدائرة رأس كل يمثل يلي: كما المضاعف الرسم يمثل

e=u w العروة نمثل كما• الممثلة والدائرة =e لى الممثلة الدائرة بين يصل بخط u

 المضاعف الرسم في« الرأس درجة نعرف بها. وينتهيu لى الممثلة الدائرة من يبدأً بضلع

 العرى. عدد ضعف إليه مضافاً لها طرفاً يكون التي الرسم أضلاع عدد بأنها

finite منته الرسم إن يقال graphوعدد منته رؤوسه عدد يكون عندما 

 أضلاع وعدد ويسمى الرسمorder رتبة الرسم رؤوس عدد يسمى منته. أضلاعه

 الرسم. حجم( )أوsize سعة الرسم

 لم ما المنتهي البسيط الرسم الكتاب هذا في بالرسم فسنعني للاختصار طلبا

 أضلاع أو عرى على يحتوي لا بسيط رسم كل أن الواضح من ذلك. غير يذكر

 مضاعف. رسم أنه على إليه النظر ويمكن مكررة
(1,2) مثال

 ا}-a,b,c,d{ حيثG=(V,E) المضاعف الرسم تمثيل يمكن

 وتكون )ج(. شكل)ا( كمافيE-{aa,ab,ab,ah,bc,cd,cd,dd,dd و{

. deg(d)=6 deg(c)=3 و deg(b)=4 و deg(a)=5 و :  هي الرؤوس درجات

 يلي: كماA)( و5)@G نعرفG ,ا(=E) للرسم

6(G)= min{deg(): el}

A(G)= max{deg():veH}



٤ الرسومات نظرية في مقدمة

 درجات وجموع الرسم في الأضلاع عدد بين علاقة التالية المبرهنة تعطي

 الرسم. ذلك رؤوس
(1,1 ر مبرهنة

.2deg@-2/E  ا فإن رسماً،6(-١ كان) إذا
vcE

 البرهان

 في مرتي بالضبط يعد ضلع كل فإن طرفان، له الرسم في ضلع كل أن بما

.Ydee
veE

(١,1 ر نتيجة

 زوجي. عدد هوG ,ا(=E) الرسم في الفردية الرؤوس عدد
 البرهان

.G  في الزوجية الرؤوس مجموعة! و الفردية الرؤوس مجموعة ا لتكن

 أن، جد(١١) مبرهنة من ا.Uل ا=V وأنV٨٧=٨ أن لاحظ
-Edeetv يG0-Ede ي Yde/2 -ا

ve٣ veV; veE,

 أي،
Ydee(-2/ Ydeet- ا
veV el;

 الطرف في الحدود عدد فإن زوجي عدد المساواة لهذه الأيمن الطرف أن ويما

D .  زوجي عدد ااا أن ذلك من وينتج زوجيا. يكون أن يجب الأيسر

complete التام الرسم graphويرمز رأسين. كل فيه يتجاور الذي الرسم هو 

٨ ر الرسوم يوضح(١2 الشكل.K, بالرمز« رؤوسه عدد الذي التام للرسم

.K, ,K و  ,و ,#و و
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 فينتج ا-«، تسادي ب" في رأسي كل ودرجة« حو ،» رؤومى عدد أن ما

 هى± ]حيثE"('-["/ .أى،E-n0-1/2) أن(١.١ مبرهنة) من
- - 2 = .K,  أضلاع مجموعة

 ت
K, K, K, K,

(.1,2 شكل«

 إ:
K,٣•

null صفري رسم( إن نقول graphكانت إذا (=¢E(G، ونستخدم 
 الرسم ر« يسمى+. رؤوسه عدد الذي الصفري الرسم على للدلالةM, الرمز

.trivial graph  التافه

r-regular النوع من منتظماً رسماGً ,ا(-E) الرسم يسمى rكان إذا 

deg()=rرأس لكل veL.النوع من منتظم رسم٨, التام الرسم أن لاحظ 

n-1.غير رسم/ والرسم2 النوع من منتظم رسم( الرسم(1٣ شكل) في 

.3 النوع من منتظم رسم& الرسم بينما منتظم

:;
G H

٠.(١,٣١ شكل
K



٦ الرسومات نظرية في مقدمة

hypercube, الفوقي المكعب نعرف ،k>1 ليكن dالمتتاليات رؤوسه رسم بأنه 

 إذا وفقط إذا متتاليتان فيه تتجاور بحيث}0,1{ المجموعة من المأخوذةk الطول من

 و(. و4, ,@و الرسوم يوضح(١.٤ شكل) فقط. واحد موضع في اختلفتا

4,052,
(١,٤١ شكل

 الجزئية الرسوم(1,2 ر

101

001

 الرسم منsubgraph جزئيا رسماG'=(',E)" الرسم يسمى

(٠t=)Gكان إذا cو٧'٧ cE'4، مولداً جزئياً رسماً ويسمى 
spanning subgraphللرسم Gكان إذا Lاو'- E'gE.رأساً« كان إذا 

 رؤوسه الذي الرسم بأنهG-٧ الجزئي الرسم نعرف فإنناG-(V,E) في
 في ضلعاeً كان إذا لها. طرف« التي الأضلاع بدونh وأضلاعه٧}-١{

(G-(V,Eالجزئي الرسم نعرف فإننا G-eرؤوسه الذي الرسم بأنه !
-E{ هي وأضلاعه {e..للرسم الجزئية الرسوم بعض يوضح(١ شكل)ه .)

 أ.ب ي
G G-uH

(.١ شكل«ه,
Gu



٧  الرسومات نظرية أسس

 الرسم نعرف فإنناG(=٧), في متجاورين غير رأسين«, كان إذا

.e=u E حيث {e} ا G+e وأضلاعه ا رؤوسه الذي الرسم بأنه

S G بوساطة الحدث( )أو المولد ». من الجزئي للرسم نرمز =Sc}  لتكن

(subgraph of G induced by S)بالرمز <S>بالرمز أو ]G[Sعلى ونعرفه 

 التي( أضلاع من تتكون أضلاعه ومجموعة رؤوسه مجموعة الذي الرسم أنه

 للرسم نرمز فإنناHcE=4 كانت إذا بالمثل، في. التي الرؤوس بين تصل

C[H] H بالرمز أو>/< بالرمز G بوساطة المولد( )أو الحدث  من الجزئي

 من تتكون رؤوسه ومجموعةh أضلاعه جموعة الذي الرسم أنه على ونعرفه

/ في التي الأضلاع أطراف

 المترابطة الرسوم(٣,1)

١٠e٧٥٠e ١٠٥٠١٠٠٠٠٠٧٠%٠-١٠٧ والأضلاع الرؤوس من المتناوبة المتتالية تسمى

 كانت إذاG(=٧,E) الرسم في," الرأس إلى+ الرأس منpath ممراً

1sism-1 ,e لكل =٧٧,eE  وكان مختلفة,٧,,٠٠٠,٧٠ الرؤوس

 عدد بأنه الممر طول نعرف.٧٦٠٠٠٧٨ الرؤوس بمتتالية اختصارا للممر ونرمز

» من ممرacb و واحد طولهb إلى» من ممرab ()أ(1.1 شكل) في أضلاعه.

.n b رؤوسه عدد لممر,/ بالرمز نرمز اثنان. طوله  إلى

،٧١٠e ١٠٧٠٠٤٠٨٠٧١٠٤٠٠١٥٠٤٠٠١٩٠٠٠٠٠٧٠, والأضلاع الرؤوس من المتناوبة المتالية تسمى

m>3دورة cycleالرسم في (G =(,E١٠٧٠,٠٠٠٠٧ الرؤوس كانت إذا

 للدورة ونرمز٧,٧eh,=e وism-1>1 لكلe,=٧٧,,eE و مختلفة



٨ الرسومات نظرية في مقدمة

 ق أضلاعها. عدد بأنه الدورة طول نعرف٠١,٠٠٠٧٧ الرؤوس بمتتالية اختصارا

.n cba» رؤوسها عدد لدورة ،( بالرمز نرمز ثلاثة. طولها دورة (  ()أ1,1 شكل

wheel W, k>4، العجلة على نحصل C ليكن  ر الدورة إلى رأس بإضافة

،W,,h,,h  العجلات يوضح .ا(٦ شكل) الدورة. رؤوس لجميع مجاورا وجعله

 إذاG ,ا(=E) الرسم فيconnected مترابطانw«, الرأسين إن يقال

G=(,E) =u، الرسم إن يقال كما ٧ كان إذا أو« إلى« من ممر وجد

connected مترابط graphمترابطين. فيه رأسين كل كان إذا 

 على الرأس.G ,ا(=E) الرسم رؤوس على التالية العلاقة لنعرف

 مترابطين.« وu كان إذا« الرأس مع علاقة

(1,2 ر مبرهنة

 تكافؤ. علاقة هي( الرسم رؤوس على الترابط علاقة

 البرهان

 للقارئ. كتمرين متروك

 المترابطة المركبات العلاقة لهذه التكافؤ بفصول المحدثة الرسوم تسمى

connected componentsأن نلاحظ المركبات. اختصارا نسميها (، للرسم 

maximal أعظمي مترابط جزئي رسم المركبة connected subgraphالرسم وأن 

 غير رسم( الرسم(١,٦ شكل) في فقط. واحدة مركبة على يحتوي المترابط

K H الرسم أن حين في مركبتان له مترابط غير  والرسم مركبات ثلاث له مترابط

 مترابط. رسم



٩ الرسومات نظرية أسس

 اا:
WW;W,

 أ١· ر;إ
KHG

(.٦١,1 شكل

G) للرسم =([,Lمتمم نسميه رسما نعرف complement6له ونرمز 

 إذا6 في متجاورين الرأسان يكون بحيث6" بالرمز أوG=(V,E)' بالرمز

 أن ملاحظة السهل فمن /،l/=n كان (.إذا في متجاورين غير كانا إذا وفقط

'(K, =(E UEوأن EnE'=4.على مثالاً يعطي(1.٧ شكل G6 و.

G 6
(٧,1 شكل

(٣,1 ر مبرهنة

 مترابط.G أوG إما ،G ,ا(=h) رسم لأي
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 البرهان

 مترابط.6 فإن مترابط غيرG كان إذا أنه برهان يكفي المبرهنة لإثبات
m>2,,٠..,C,, مركباته مترابط غير رسم6 أن لنفرض ،C,,4.أن افرض 

.٣eC,,yeC, G. ليكن  في بينهما ممر وجود إثبات نريد (، في رأسان د
G =i، في ضلعا ليس ؟ فإن =i. ز كانت إذا =i ز أو  ز حالتان: لدينا

،i= G. ز كان إذا  في إلى+ من ممر د فإن وعليه6 في ضلع± ومنه
 فإنهما (، في ضلعين ليسا,±yz أن .بماk#i حيث2e,( يوجد فإنه

 .ت6 فيy إلى من ممر دzy ومنهG في ضلعان

 بالرمز6 ,ا(=E) الرسم في و«« الرأسين بينdistance للمسافة نرمز
(d(,vكان إذا و«+ ممربين أقصر طول بأنها ونعرفها wكما مرتبطين. و 

 لكل0=(«,@d ونعرف و«." مربين يوجد لا كان إذاu)d=), نعرف

 فيd(a,d)=2 وd(a,b)=1 المثال سبيل على(. الرسم في رأس"
(.1.1 شكل)

 «.يسمىe{ وليكن مترابطا رسماG ,ا(=E) ليكن
}e()=max{ d (u,v):ueالمركزي الاختلاف eccentricity٤٧ للرأس

=r(G) ويسمى{{ min{e():7 eقطر نصف radiusكما ،( الرسم 

d(G)=max/e():v يسمى{ €lقطر diameterتسمى(. الرسم 

٧eL-)(٣(G{) المجموعة :e(={C (Gمركز center6 الرسم.

 التجزئة ثنائية الرسوم(٤,1)

bipartite التجزئة ثنائي رسما6ً ,ا(=E) الرسم يسمى graphأمكن إذا 

 كان إذا بحيث خال غير منهما كلK{, منفصلين جزئين إلى رؤوسه تجزئة
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weEفإن uekو veHبالرمز( للرسم نرمز ما عادة العكس. أو 

(G=(X,Y,Eبالرمز أو (G=(KUY ,Eالتجزئة ثنائي الرسم ،يسمى 
(X,Y,E=)0ًتاماً التجزئة ثنائي رسما complete bipartite graphكان إذا 

y =h٢ لكل دeK}و ye، ر, بالرمز له نرمز كما Kحيث mا -ا 

 التامة. التجزئة ثنائية الرسوم بعض يوضح .ا(٨ شكل) =ا{ا.n و

6٨ 6 ر٥ 6٥ وK ي
(.٨,1 شكل

 رو»
 إ:/# يا

 بطريقة التجزئة ثنائي رسما ليستahca الثلاثية الدورة أن إثبات يمكن

 يلي: كما بالتناقض البرهان

 إلى مجزئة الرؤوس عليه التجزئة. ثنائي رسمahca الثلاثية الدورة أن افرض

 بالإمكان للعمومية فقد دون خالية. غير منهما كلK{, منفصلتين مجموعتين

 ضلع.a لأنcek ومنه ضلع.ab لأنbe{ .عليهaeK أن فرض

 ثنائي رسمahc الدورة أن فرضنا يناقض وهذا ضلعbe لأنceY كذلك

 التجزئة.

(٤,1) مبرهنة

X,Y) كان إذا ,E=)6ًفإن التجزئة، ثنائي رسما 
 ا -ا2d ءe)-2«ea ا١



١٢ الرسومات نظرية في مقدمة

 البرهان

 ويساهم بواحد،2deg)( في بالضبط يساهم« ضلع كل أن لاحظ

 أيضاً. بواحد2degt) في بالضبط
yeY

{,K,,=(k) الرسم في ,Eأن لاحظ deg() =nمن ،٤ لكل 

mn-(EdegGx,٤ مبرهنة)  ا.E -ا1)،
vek

 التجزئة. ثنائية للرسوم تمييزا تعطي التالية المبرهنة

(٥,1) مبرهنة

 على يحتوي لا كان إذا وفقط إذا التجزئة ثنائي رسم ,ا(=(E) الرسم

 فردي. طولها دورة

 البرهان

 أن افرض مترابط. رسم( ,ا(=E) أن فرض بالإمكان للعمومية فقد دون

G=(V,E)=(Y,H) الرسم ,hدورة٧ و٠٠٧,٧, أن و التجزئة ثنائي رسم 

 كذلك.٧v, لأن اeH عليه٧ek أن فرض بالإمكان.G في

i , كان إذا٧ ek ,v,. أن نجد نفسها بالطريقة بالاستمرار eE e لأن ا

v{ و فردياً eكان إذا iلكل زوجيا i<m>1طول ومنه زوجي« .عليه 

 فردي. طولها دورة على يحتوي لاG عليه، زوجي. الدورة

 اختر فردي. طولها دورة على يحتوي لاG أن افرض الآخر، الاتجاه لإثبات

 التي الرؤوس مجموعة هي يلي:/ كماh,4 المجموعتين وعرفG افي رأساً

 أي بين المسافة التي الرؤوس مجموعة هي ط و فردي عدد و منها أي بين المسافة
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AUB وأنA٨B=٨ أن ملاحظة السهل من زوجي. عدد« و منها =H.نريد 

 رأسان يوجد لا أنه نبرهن أن يكفي ذلك لإثبات التجزئة. ثنائي رسمG أن إثبات

٨ في رأسان ,د أن افرض.8 في متجاوران رأسان أوA في متجاوران

" من ممر أقصر هوR أن افرض(.8 في رأسين يد,د كان لو مشابه )البرهان

H  {و فيه يتقاطع رأس آخر+ وليكن د إلى" من ممر أقصر هو{ و د إلى

" من مر أقصر هو4 و± إلى" من ممر أقصر هوR أن ((.جما1٩ شكل) )انظر

« منR الممر جزء طول يساوي« إلى" من/ الممر جزء طول فإن .د، إلى

 إلى« من/ الممر جزء وطول د إلى« من/ الممر جزء طول عليه+. إلى

 يحتوي لاG لأن يد يجاور لا د عليه، معا. زوجيين أو معا فرديين إما سيكونان

G) عليه فردي. طولها دورات على =(A,8,Eالتجزئة. ثنائي رسم 

/
١

h
 ا5

l

(.1,9١ شكل

 حي

/ W

 بمصفوفة الرسم تمثيل(١,٥ ر

 وذلك الرسم عن للتعبير المشهورة الطرائق إحدى بمصفوفة الرسم تمثيل يعتبر

 الطريقة ليست الطريقة وهذه الآلي. الحاسب برامج في معه التعامل لغرض

 التجاور قائمة بطريقة يسمى ما فهناك الآلي الحاسب في الرسم لتمثيل الوحيدة

.linked list adjacency المترابطة )الموصولة( القائمة وطريقة list



١٤ الرسومات نظرية في مقدمة

 مصفوفة ا.نعرف}=٧,١,,٠٠{,,. بحيث رسما6 ,ا(=E) ليكن

,,A=[a,] التجاور adjacency matrixللرسم Gيلي: كما 
1 ,v,, eE

/٥٠=  أ-٠١ إ٣ ء
: هي ()أ(11 شكل) في الموضح للرسم التجاور مصفوفة المثال سبيل على

0 1 1 0
1 0 1 0

A=/
1 1 0 1
0 0 1 0

 ل

 =,لا.a,١=,b,٧ =م٥ =ر,d حث

 نلاحظ كما.A المصفوفةtranspose منقول هيA' حيث ،A-A' أن نلاحظ

-/E\2 أن E a, ,ee)-E ومنه ه
l<i.}<n  [-ر

W=١,4٠15,e ١٠٧١٠٤٠٥,٧٠٠٠٠٦٠ والأضلاع الرؤوس من المتناوبة المتتالية تسمى

G) الرسم في," الرأس إلى لا الرأس منwalk مساراً =(Lكان إذا 

eH,١,٧=,eلكل i<m-1>1المسار طو نعرف .كما Wأضلاع عدد بأنه 

W، أي m-1.المسار إن ويقال Wطريقاً المسار يسمى.٧=١, كان إذا مغلق 

.circuit trail دارة المغلق الطريق ويسمى مختلفة. أضلاعه كانت إذا

(١,٦ ر مبرهنة

}٠٧٥,٠٠..٦{, رؤوسه الذي( للرسم التجاور مصفوفةA=[a[, كانت إذا

m "{a طولها التي المختلفة المسارات عدد يساوي ، فإن A"=[a!]  وكانت

١ الرأس إلى٧ الرأس من



١٥  الرسومات نظرية أسس

 البرهان

 من ا الطول المسارذا أن لاحظ ،m=l عندما.m على الاستقراء نستخدم

 إلى ،" الرأس من مسار يوجد عليه ،v,«, الضلع يعينه ر« الرأس إلى ؟ الرأس

٧, الرأس من المسارات عدد ومنه متجاورين. ,«,,ا كان إذا1 طوله,« الرأس

.0, يساوي1 طولها التي ر" الرأس إلى

.n  من أقل التي الموجبة الصحيحة الأعداد لكل صحيحة المبرهنة أن افرض

.m  للعدد المبرهنة صحة إثبات نريد

 بتعيين تقاما يتعين ر« الرأس إلى," الرأس منm طوله مسار أى أن لاحظ

 من ,,لا.7 طرفيه ضلع وتعيين ء« ما رأس إلى," الرأس منm-1 طوله مسار

m-1  طولها التي« الرأس إلى" الرأس من المسارات عدد الاستقراء، فرضية

m Y طولها التي ر« الرأس إلى ""a. الرأس من المسارات عدد عليه،  يساوي

 "إه. المصفوفات ضرب تعريف حسب يساوي والذي2a!""a, يساوي

(٧١,1 مبرهنة

}٠٧,٠...٧{, رؤوسه الذيG للرسم التجاور مصفوفةA=[a[, لتكن

=[b,] 8. ولتكن -A'4A+٠٠٠+A"" :  التالي النحو على المعرفة المصفوفة هي

.i #j ,b لكل =0 C كان إذا وفقط إذا مترابط رسم  عندئذ

 البرهان

 عندئذ:k=1,2,...,n-١ لكلA-[a [م أ لنفرض

"""a+م٠٠٠"+ aإ"+ b, =a.عدد يساوي ا أن(١,٦ مبرهنة) من نعلم 

b,  فإن ثم ومن ر,لا. الرأس إلى٧ الرأس من٨ طولها التي المختلفة المسارات
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 يساوي أو من أصغر طولها التي,« إلى" من المختلفة المسارات عدد يساوي

.n-1

,,,v) وليكن مترابط. رسمG أن الآن لنفرض el (G٧,,= بحيث.

,« إلى" من ممر أي طول فإن =ا+ا٨ أن ,ا.بما إلى" من ممر يوجد عنئذ

 مسار الأقل على يوجد فإنه لذا مسار هو ممر كل أن ويما.n-1 الأكثر على هو

.b, =0  فإن وعليه,«. إلى," من واحد

,b أن نفرض العكس، ولبرهان i لكل0= =iمساراً الأقل على نجد ولذا 

 مترابط.G فإن وعليه٧, إلى من واحدا( ممراً الأقل على ثم )ومن واحداً

 الرسوم في التماثل(٦,1)

 ونكتبG,=(V,,E), الرسم يساوي6, ),/,,ا(= الرسم إن نقول

G, ,E,-E، و6, إن نقول ذلك وخلاف ,L=, او ,G=, كان إذا6

.G, =#G,  ونكتب مختلفان

,G), الرسم إن نقول =(H,,Eمتماثل isomorphicالرسم مع 

,G, ونكتبG )و/,,ا(=  يحققf:٧ ا تقابل وجد إذا6=

()f()f, كان إذا وفقط إذاweL, الشرط: eLتماثل/ يسمى وحينئذ 

graph رسوم isomorphism.فالفرق متماثلين الرسمان كان إذا الحقيقة، في 

6 ر الرسمين بين تماثل يوجد لم إذا الرؤوس. تسمية في فقط هو بينهما الواضح

.G, #  ونكتب متماثلين غير إنهما فنقول و,ا



١٧  الرسومات نظرية أسس

 التقابل لوجود وذلكK و,=G أن نجد(١١0 شكل) في المثال سبيل على

(G),م(-»ا K)والذي(١١0 شكل في الموجود الجدول في الموضح :ي٧ 

(. في ضلعا(&g)( كان إذا وفقط إذاK و, في ضلعw الشرط: يحقق

:٨  اما
 !ا=

 لإثبات أما متماثلين، غير الرسمي أن إثبات في فقط تفيدنا التالية النتيجة

 مصفوفات باستخدام أو مباشرة شرطه، من والتحقق التقابل إيجاد فيجب التماثل

 الأضلاع. لجميع التجاور،

{٤٠d,a,8}-, ا-اوليكن (V,,E)-.6 لتكن (E و6,(-٧

,G, أن نلاحظ(.1.11 شكل) في الموضحين الرسمين =Gلأن ,E, =E.كما 

 الشرط: يحقق الذيf ,ا,ا: التقابل بوساطةG=,6, أن نلاحظ

,weEكان إذا وفقط إذا ,f()f() eEمصفوفتي تساوي يوضحه ما وهذا 

 الرسم لرؤوسa,b,c,d بالترتيبين كونتا واللتانA(G), وA(G), التجاور

.6 ر الرسم لرؤوسc,d,a,b و6,



 الرسومات نظرية في مقدمة١٨

101

1 01 1..:
010

 ا11010
0 010

A()-/
0 1

I ١ 0٥ 011 0 0]
 خواص لهما أن نلاحظG, و6 ر الرسمين تساوي عدم من الرغم على

 علاقة هي الرسوم تماثل علاقة أن برهان السهل من تماثلهما. بسبب مشتركة كثيرة

 خاصة كل(.١9 تمرين )انظر الرسوم جميع من المكونة المجموعة على تكافؤ

.isomorphism invariant  تماثل لامتغير تسمى تكافؤ فصل عناصر لجميع مشتركة

 النتيجة هذه استخدام يمكن كما التماثل لامتغيرات بعض تعطينا التالية النتيجة

 رسمين. تماثل عدم لاكتشاف

(1,2 ر نتيجة

,G), كان إذا =(L,,Eو =)فإن: متماثلين رسمين6 و ),,ا 

٠/E,/=/E,  او٧ /-ا٧٠-/١
 في يوجد فإنه معين، طول من )دورة( ممر6 ر الرسم في وجد -إذا٢

 نفسه. الطول من )دورة( ممر6, الرسم

 في الدورات عدد يساوي معين، طول من ر( الرسم في الدورات -عدد٣

 نفسه. الطول من و( الرسم

 هي فإنها ر(، الرسم رؤوس درجات هيd,,d,,...,d, كانت -إذا٤

.6 و الرسم رؤوس درجات كذلك
 البرهان

D .  التماثل تعريف من مباشرة نتيجة البرهان



١٩  الرسومات نظرية أسس

 مثلث على يحتويH الرسم لأن(١.١٠ شكل) فيH# المثال سبيل على

 مثلث. أي على يحتوي لا الرسم بينما ثلاثة( طولها دورة )أي
 تماماً مستقلة تكونC معطى رسم تكافؤ لفصل التماثل لامتغيرات أن نلاحظ

 نهتم عندماlabeled معلماً رسما6ً نسمي ما وغالباً.6 رؤوس أسماء عن

 بأسماء نهتم لا عندماunlabeled معلم غير رسما ونسميه رؤوسه، بأسماء

 تكافئه. لفصل ممثلا ونعتبره رؤوسه

.H,,H1,,٠..,h, :  رؤوس الثلاثة ذات المعلمة الرسوم (كل١.11 شكل) يوضح

 هي: الشكل هذا في التكافؤ فصول أن لاحظ

.{(H٠}٠{H٠/8٠٠8٠١٠{H٠٠8٠8,}٠{H٠}/

 رG، ا.. ،

b
o

aO Oc
H, '،H 'H,

6,

b
o

aG(c

H

 أ ي
H, HH

(.11,١ شكلر

H,

 كما سهل« رؤوسها عدد التي المعلمة المختلفة الرسوم عدد إيجاد أن لاحظ

 المعلمة غير المختلفة الرسوم عدد إيجاد أن حين في الفصل، هذا نهاية في تمرين في



٢٠ الرسومات نظرية في مقدمة

 العد في بوليا نظرية إلى العامة الحالة في يحتاج« رؤوسها عدد التي المتماثلة وغير

 ذلك. بشأن التركيبات نظرية كتب إلى الرجوع ويمكن

 الرسوم على العمليات(٧,1)

 الطرائق هذه وتفيد معطاة. رسوم من جديدة رسوم لإنشاء طرائق عدة توجد

 الرسوم عن التعبير في تساعد كما أبسط، رسوم بدلالة ما رسم بنية توصيف في

 موجز. بترميز

G,+6, ،G,UG, V(G,)fV(G,)-4 فإن ,G,,G بحيث رسمين  كان إذا

G اتحاد إلى ترمزG,xG, و unionمضموم ،6, و oinحاصل ي(، و6 ز 

 يلي: كما معرفة رسوم وهذه الترتيب. علىG, وG, جداء أوproduct ضرب

/(6 UG)-I(6)UK(6,) @)

E(6, E(6UE(G)-(, ا6

,G,=G كان وإذا .6, اG على تدل20 فإن6=

7(6+6,)-K(6)UV(G) ( ( ب

E(6 +6,)=E(G)UE(G,)UA
.٨4={٢y٠٤e/(G),yeV(6)}  حيث

+(6 &6,)-V(6)xr(6,) ( ( ج

 وفقط إذاx66, الرسم في متجاورين(y,) ),د( الرأسان ويكون
٠٢, eE(G,),y =y ,,= أو٢ yy =E(G,)  كان إذا



٢١  الرسومات نظرية أسس

,٢x) وليكن رسما6 ليكن eL(G=eالرمز. Goeالرسم على يدل 

 الضلع خذف يلي: كما عليه ونحصلe الضلعcontraction تقليص عن الناتج

G ,r لرؤوس مجاورا بد ونجعل e جديداً رأسا نضيف ثم,+ يد والرأسين

 التقليص عملية عن ينتج أن يمكن أنه ويلاحظ .د. للرأس أو٤ للرأس المجاورة

 العرى أو التكرار يحذف التقليص مع التعامل وعند عرى؟ أو مكررة أضلاع

G,H  الرسمين يوضح(١١٢ شكل) يدرس. ما على ذلك يؤثر لا عندما

.GUH,G +H,G xH,G e ه  والرسوم

(d.y

٠١
(c,y)

(c,)

 ء'
G H GUH G +H

(.12,١ شكلر
GxH G e ه

 الدرجات ومجموعات الدرجات متتاليات ,ا(8)

 غير الصحيحة الأعداد من متتالياتG رسم في الرؤوس درجات تعين

degree درجات متتاليات تسمى السالبة sequencesتكون فمثلا،.6 للرسم 

 ف معطى حيث6 درجات متتاليةs=(3,3,2,2,2,0) المتزايدة غير المتتالية

(13.١ شكل)
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 إ·٠
(1٣١,١ شكل

٢٢

degree set  درجات مجموعة تسمى مجموعة الرؤوس درجات تعين كذلك

 في المعطى الرسم درجات مجموعةD-{0,2,3{ وتكون(. للرسم
 تكون كماR, درجات متتالية تكون(2,2,2,1,1) أن ونلاحظ(.1,1٣ شكل)

(.1٤,١ شكل) في مبين هو كماK, بK, درجات متتالية

OOO
R,

(.1٤١,١ شكل

 ي:
K,ا K,

s,,٠٠٠,d), لتكن =(d,,dالرسم درجات متتالية .)ً(١١) مبرهنة على بناء

,٠d) كانت إذا التالي: السؤال طرح ويمكن زوجي. عدد٠d٠,٠٠٠d2,d)- فإن

 عدد2d, إن بحيث السالبة غير الصحيحة الأعداد من متزايدة غير متتالية
i=1

 التالية المبرهنة ؟G درجات متتالية ى تكون بحيث( رسم يوجد فهل زوجي

 المكررة. والأضلاع العرى بوجود نسمح عندما بنعم السؤال هذا عن تجيب
(٨,1) مبرهنة

,d<,d<٠0, السالبة غير الصحيحة الأعداد متتالية >dدرجات متتالية تكون 

 زوجياً.2d, كان إذا وفقط إذا مضاعف لرسم
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 البرهان

,d, كانت إذا =d,>00.>d2, فإن لرسم درجات متتاليةdوفق زوجي 
i-1

,d, أن الآن افرض(.١,1) مبرهنة >d, >00.>dغير صحيحة أعداد متتالية 

 من الفردية الأعداد عدد فإن زوجيFd, أن ما زوجي،Fd, إن بحيث سالبة
i-] i-إ 

 هي الفردية الأعداد هذه لتكن زوجي.d,,d,,٠,.d, الأعداد بين
,,d.٠٠,,,d,d.مضاعفاً رسما ننشئ Gبإنشاء نبداً يلي: كما المطلوب يحقق 

 ثم ،٧ ,ر٧, ",ر٠٠,٧A٤ إمeE)( بحيث ر«,···,ولا,,ا الفردية الرؤوس

,«deg, تكون بحيث ر««,···,و«,,ا الرؤوس عند عرى نضيف =d.أنه واضح 

D .  الزوجية الرؤوس لإنشاء العرى استخدام يمكن

 يستخدم ولم العرى استخدم(١.٨) لمبرهنة الإنشائي الإثبات أن نلاحظ

 درجاته ومتتالية عرى بلا رسم يوجد لا أنه ونلاحظ المكررة، الأضلاع

 درجات لمتتاليات تمييز على الحصول القريب هدفنا (=ى.سيكون2,0,0)

 لا التي الرسوم درجات متتاليات تمييز مسألة للتمارين ونترك البسيطة، الرسوم

 عرى. على تحتوي

 متتالية ى(=٠٠d,,d,,d), السالبة غير الصحيحة الأعداد من متتالية تسمى

graphical رسمية sequenceمتتالية ى تكون (بحيث بسيط رسم وجد إذا 

D G. السالبة غير الصحيحة الأعداد من جموعة تسمى كذلك،  درجات

graphical رسمية مجموعة setبسيط رسم وجد إذا Hتكون بحيث Dمجموعة 

.D H ل تجسيداً realization يسمى كما ى لى G تجسيداً H. ويسمى  درجات
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 رسمية، متتالية ى متتالية تكون حتى وكافر لازم بشرط التالية المبرهنة تزودنا

٢٤

 رسمية. ى تكون عندما ى لتجسيد خوارزمية ضمنيا تعطينا كما

(٩,1 ر مبرهنة

s,,٠٠٠,d), لتكن =(d,,dغير الصحيحة الأعداد من متزايدة غير متتالية 

d,>l,n بحيث السالبة  كانت وفقط إذا رسمية متتالية ى عندئذ،.2<

,(d.,ر٨٠٠٠ d-\,d٨,٠٠٠,1d,-1-d٠=)رسمية. متتالية ,ى 

 البرهان

 عنونة وتوجدs, ل6, تجسيد يوجد إذن رسمية. متتاليةs, أن أولا نفرض

 بحيث ر( لرؤوس ··,وآووا٠,٧,

d,-1ايعه,=/ d,
2<i<d,+1
d,+2<i<n

: يلي كما6 إلى وأضلاع رأس إضافة بعد ى لG تجسيد على ونحصل
V ()-7 ()U{٧}
E()-H()U{٧٧, :2<id, +1}

 رسمية. متتالية ى فإن وعليه

 بينها من ونختار ،s تجسيدات توجد إذن رسمية. متتاليةs أن الآن نفرض

،1<i <n ,degv لكل =d, ،H(G)={ ١,,٨,٠٠{,«, بحيث ،6 الرسم

 لرؤوس مجاور ر« أن ندعي يمكن. ما أكبر,+ لى المجاورة الرؤوس درجات ومجموع

 درجات أن نفرض تناقض، على وللحصول.d,,d,,٠٠,.d ر,ر درجاتها:

 بحيث <زk يوجد إذن غيرذلك. را ل المجاورة الرؤوس

,deg», =d,>d =degv، أن بما,«. مجاور غير ور« إ« ,«مجاور 
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,degv, > degvجاور وغير,« لى مجاورا,,« يكون بحيث, رأس يوجد فإنه 

 يلي: كما6 منG' رسماً ننشئ الآن، ا. إى

L)( ضع (G')=L، وضع 

E()-(١,٤)(\{٤,v,,})U{ {.١ ء,,
 جموع ولكن ى تجسيدG' أن نلاحظ(.١1 شكل)ه في موضح هو كما

 وهذا.6 في المقابل المجموع من أكبرG' في ا ل المجاورة الرؤوس درجات
 درجاتها: لرؤوس( جاورفي ,ا (.إذ اختيارنال يناقض

G- D رم,ر٠0.,d,,d,,d. ,ا إذن .  رسمية متتالية ,ى فإن وعليه رى، ل تجسيد

[)' ١-----1

ln

(.1٥,١ شكل«

 بسيط رسم أي في بأنه نذكر ، التالي المثال حل في(١,٩) مبرهنة استخدام قبل

(E,٧=)Gولكل زوجياً، عددا الرؤوس درجات مجموع يكون elيكون ا 

degx بحيث+ رأس وجد إذا أنه كماdegv>0 -/ا/<1  يوجد لا فإنه0=

 هذه من الاستفادة يكن وعليه اا. >ا2 عندماdegy -[اا=1 بحيثy رأس
 رسمية. غير بأنها المتتاليات بعض على الحكم في البسيطة الملاحظة

(٣,1) مثال

 رسمية. غير متتالية (=ى6,6,5,4,3,3,1) أن أثبت )أ(

 لها. تجسيدا وجد رسمية متتاليةs=(4,4,3,2,2,1) أن أثبت )ب(



٢٦ الرسومات نظرية في مقدمة

 الحل

 المتتالية من الناتجة المتتالية على للدلالة إى، الرمز ونستخدم(١,٩) مبرهنة نطبق

 إعادة من الناتجة المتزايدة غير المتتالية على للدلالةs, الرمز نستخدم كما ,ى،

 ذلك. لزم كلما 'ى حدود ترتيب
()

 (=ى6,6,5,4,3,3,1)
,s(=5,4,3,2,2,0ى'=) 

s'=(3,2,1,1,-1)=s
 رسمية. غير ى وعليه ؟ غيررسمية ,ى إذن

 )ب(

 (=ى4,4,3,2,2,1)
,s(=3,2,1,1,1ى'-) 

 (=إى1,0,0,1)
 (=,ى1,1,0,0)

,s(=0,0,0إي=) 

 ى (ل تجسيد على ونحصل أيضا. رسمية ى فإن رسمية متتالية ,ى كانت ولما

 في موضح هو كما الترتيب، على ,؟,ولا,ولا ل(6 ,ك,, تجسيدات إيجاد بعد

(.١.١٦ شكل)

ooO
6,

:، ، i;،
G,66 و

(1٦١,١ شكل



٢٧  الرسومات نظرية أسس

 متتاليةs, أن لاحظنا لو ر؟ عند التوقف بالإمكان كان أنه إلى الإشارة وتجدر

 يستطيع القارئ فإن ثانية، ناحية ومن وحيد. غير( التجسيد أن كما رسمية،

 (،2,2,1,1,1,1) للمتتالية تجسيدR اR و,2R, من كلاً أن من التحقق بسهولة

2R, ,uR, إنشاء يمكن لا ولكنه السابقة الخوارزمية باستخدام2  إنشاء يمكن وأنه

 الخوارزمية. تلك بواسطة

 كما موجبة، أعداد عناصرها التي الرسمية المجموعات التالية المبرهنة تعين

 تحديد مسألة فإن وعليه المجموعات. لتلك تجسيدات لإيجاد طريقة تعطينا

 صفرا. تساوي منعزل رأس كل درجة لأن محلولة تعتبر الرسمية المجموعات

(١,1 )ه مبرهنة

D,,٠٠٠,a{, الموجبة الصحيحة الأعداد من جموعة لكل ={a,,0بحيث 

,a>٠٠٠,>a,<aو n>1، تجسيد يوجد فإنه Gل Dبحيث a,+l)(ا/. =ا 

 البرهان

K,, n=1 التام الرسم فإن n. كانت إذا  على الرياضي الاستقراء نستخدم

 يحققG=K,+K ر,, الرسم فإنn=2 كانت وإذا المطلوب، يحقق

 المطلوب.

m أن نفرض الآن،  الموجبة الصحيحة الأعداد من مجموعة لكل وأنه2<

,}b,,b,0..,b{بحيث ,b>٠٠٠,>b, <bو l<i <mرؤوسه عدد تجسيد يوجد 

,b يساوي +lلتكن. ,}a·,٠٠,,a,,a={الصحيحة الأعداد من مجموعة ا 

a<,٠٠٠<4 ر, بحيث الموجبة  الموجبة الصحيحة الأعداد مجموعة أن نلاحظ.4>

}٠٠٠٠4,-a,a,-a٠4,-4{وبالاستناد ،4-,4<4-,٥<٠٠٠<٥-,٥, تحقق 



٢٨ الرسومات نظرية في مقدمة

 بحيثH1 تجسيد المجموعة لهذه يوجد أنه نجد الاستقراء فرضية إلى

١+a.-٥)=V.الرسم إن الآن، ا .,(K,(HUK=6لى تجسيد 

Dالبرهان. ينهي وهذا 

 تقارين

 ؟48 رؤوسه درجات مجموع رسم أضلاع عدد ا-كم

 ؟14 رؤوسه عدد2 النوع من منتظم رسم أضلاع عدد ا-كم

 لرؤوسه؟ ممكن عدد أقل ما ،٦٠ أضلاعه عدد -رسم٣

 ؟3,2,2,2,2 رؤوسه درجات رسم يوجد -هل٤

 متعدية؟ الرسوم في الرؤوس بين التجاور علاقة -هل٥

 أربعة. رؤوسه وعدد دورات على يحتوي لا مترابط لرسم مثالا -أعط٦

٢}-٧,٠١٠٠٠٠٠٠٧٠{ لتكن-٧
 وعدد ا هي منها كل رؤوس مجموعة التي المختلفة الرسوم عدد )أ(جد

.0<m=/"  ا حيث« أضلاعها

 ا هي منها كل رؤوس مجموعة التي المختلفة الرسوم عدد جد )ب(

 يعلم؟ عندماK ر, للرسم الجزئية الرسوم عدد كم )ج(

 دورة. على يحتويG أن فأثبت@&G)>2 -إذا٨

.k 2k(G)& الأقل على طوله ممر على يحتوي أن فأثبت  -إذا٩

G)>k -إذا١٠  الأقل على طولها دورة على يحتويG أن فأثبت@&2<

.k1



٢٩  الرسومات نظرية أسس

 ومركبتان. رؤوس خمسة له لرسم مثالا -أعط١١

 اثنان. منها كل درجة رؤوس بخمسة لرسم مثالا أعط-١٢

n  رؤوسه عدد الذي+ النوع من المنتظم الرسم أضلاع عدد أن أثبت-١٣
٢٢ . يساوى -2 =

 ؟K,, أضلاع عدد -كم١٤
٩n
(E, ا)=G بحيث رسما G -ليكن١٥ E أن أثبت ا. /> n= او٧ ا

4 التجزئة. شناني يكون أن يكن لا

 فاستخدم فردي طولها دورات على يحتوي لا رسما6 كان -إذا١٦

 التجزئة. ثنائي رسمG أن لإثبات الأضلاع عدد على الرياضي الاستقراء

 غير ليصبح ,ظ من حذفها يجب التي الأضلاع من عدد أقل هو -ما١٧

 مترابط؟

 ممر. بينهما يوجد فإنه رسم في راسين بين مسار وجد إذا أنه -أثبت١٨

 من المكونة المجموعة على تكافؤ علاقة هي الرسوم تماثل علاقة أن أثبت-١٩

 الرسوم. جميع
 كان إذاself-complement لنفسه متمما رسما( الرسم -يسمى٢٠

G =G، رؤوسه عدد وآخر أربعة رؤوسه عدد لنفسه متمم لرسم مثالا أعط 

 خمسة.

 إما أنه فأثبت ،n رؤوسه عدد لنفسه متمما رسما( كان -إذا٢١

.n= lmod4 =n وإما 0mod4



٣٠ الرسومات نظرية في مقدمة

 مثلثاً. يحويG وإماG إما أنه أثبت ستة. رؤوسه عدد رسماG ليكن-٢٢

 يجاور+ ،6 وإمافيG في إما أنه أثبت «ثمeV)( رأساً اختر إرشاد:

 رؤوس.' ثلاثة الأقل على
 يكون عندما صحيحة ليست اا تمرين في النتيجة أن يوضح مثالا أعط-٢٣

 خمسة. الرؤوس عدد

 فردي عدد منهما كل درجة فقط رأسان رسم في وجد إذا أنه -أثبت٢٤

 نفسها. المركبة إلى ينتميان فإنهما

 ا٢ -ا)،(2" أن أثبت-٢٥

.k  النوع من منتظم رسم( أ أثبت-٢٦

 اE =ا)(k2' أن أثبت-٢٧

 التجزئة. ثنائي رسم0 أن أثبت-٢٨

.k22 ,Q لكل =Q,xK,  أن أثبت-٢٩

.C(K,)-٢ (K,)  أن أثبت-٣٠

 على لنحصلK من حذفها يجب التي الأضلاع من عدد أقل هو -ما٣١

 التجزئة؟ ثنائي رسم

={1,2,...,k} ()P لتكن-٣٢ k. رؤوسه رسم بأنه1; الرسم نعرف

A8 A,8 يكون eP() K). مجموعتين لأي ( من الجزئية المجموعات مجموعة

;1. و٨-8 كان إذا وفقط إذا1 ، في =Q, A/+1/= أن أثبت ا.8 ا  ضلعاً

(.١,١٤ شكل) في المعطى/ للرسم التجاور مصفوفة جد -)أ(٣٣



٣١  الرسومات نظرية أسس

 الرسم فيb الرأس إلى» الرأس من4 طولها التي المسارات عدد جد )ب(

(.١٠1٤ شكل) في المعطى

 اتتجند"ما منوية اللك ارسم رسم٣٤

1 0 1 0
01 0 1

١ 0١ 0,

 الأقل على يوجد أنه أثبت ،2 الأقل على رؤوسه عدد رسم أي -في٣٥

 متساويتان؟ درجتاهما رأسان

,E هل;(١٠1٤ شكل) في-٣٦ =Hإجابتك. علل ؟ 

,G. هل(١.1٤ شكل) في-٣٧  إجابتك. علل ؟6=

,H هل,(١٠1٤ شكل) في-٣٨ =Hإجابتك. علل ؟ 

,K هل,(١1٤ شكل) -في٣٩ =Kإجابتك. علل ؟ 

« إن
٤,

 بهي
٨,

H,

H,

,

٠(٤1,١ شكل«
K,

6 ر

K
·، /



٣٢ الرسومات نظرية في مقدمة

automorphism G ذاتياً تماثلاً يسمى نفسه إلى  الرسم من تماثل -كل٤٠

Aw) لتكن.6 للرسم (G6 للرسم الذاتية التماثلات مجموعة.

Aw )ه,) أن أثبت)( (G)،الدوال. تحصيل عملية هي ه حيث زمرة 

the automorphism group  الذاتية التماثلات زمرة الزمرة هذه تسمى

.G  للرسم

 أن فأثبت٧}-٧,,٧,٠٠.٠٧{, ،6(=VE) كان إذا )ب(

.S, Aw التاطر زمرة من جزئية زمرة (G)

.A4w()-Au (G) ( أن أثبت ج(

 رسم ولكلK و, وللرسمK للرسم الذاتية التماثلات زمرة جد )د(

(.1٥,١ شكل) في الموضحة الرسوم من

، Aw(K,) ،Aw(C,) ،Au(8,) ،Awt(K,) ( ه(جد

.r =s Awt(K,,) حيث

،٠  از »ا رل#«
(.1,1٥ شكل«

 منها. لكل تجسيدا وجد الرسمية المتتاليات عين يلي، -فيما٤١
(5,5,3,2,2,2) ()

(7,6,6,5,4,3,2,1) )ب(
(7,7,6,5,4,4,3,2) )ج(



٣٣  الرسومات نظرية أسس

(7,6,5,5,4,3,2,2,2) )د(

(5,4,4,3,2,1,1) )ه(

 رسمية. غير المتتالية أن بطريقتين أثبت يلي، -فيما٤٢

(7,6,5,4,3,3,2) ()

(6,6,5,4,3,3,1) )ب(

(5,2,2,2,1,0) )ج(

(.٨,1) مبرهنة لإثباتn على الرياضي الاستقراء -استخدم٤٣

 بحيث الصحيحة الأعداد من متتاليةs=(d,,d,,٠٠.d), -لتكن٤٤

d,=d, >000>d,>0.أضلاع على يحتوي )قد عرى بلا رسم يوجد أنه أثبت 

 زوجيا عددا2dً, كان إذا وفقط إذا ى درجاته متتالية مكررة(
i-1

.d, <d,+d,+٠٠٠+d,  و

 الموجبة الصحيحة الأعداد من متتالية (=ىd,,d,,٠٠٠,d), كانت -إذا٤٥

,d, بحيث #dلكل j#، رسمية. غير متتالية ى أن فأثبت 

 المتماثلة غير التجسيدات جميع وجد رسمية المتتالية أن أثبت يلي، -فيما٤٦

 منها. لكل

(3,3,2,2,2) (

(7,6,5,5,4,3,2,2,2) )ب(

(7,6,5,4,4,3,2,1) )ج(

(2,2,1,1,1,1) )د(

(2,2,2,2,2,2) )ه(



٣٤ الرسومات نظرية في مقدمة

s,,٠٠,.d), المتتالية أن أثبت-٤٧ =(d,,dإذا وفقط إذا رسمية متتالية تكون 

s"=s-(٨-d,-1,٨-d,-1,٠٠٠,٨-d,- ١) المتممة"لها "المتتالية كانت

 رسمية. متتالية

(9,8,6,5,3,3,3,3,1,1) المتتالية تكون بحيث التجزئة ثنائي رسم يوجد هل-٤٨

 له؟ درجات متتالية

(6,6,6,6,6,6,5,3,3,3,3,3) المتتالية تكون بحيث التجزئة ثنائي رسم يوجد -هل٤٩

 له؟ درجات متتالية

 المعطاة. الدرجات لمجموعة تجسيدا جد يلي، -فيما٥٠

D={4,3,2,1} ()

D-{3,4,5,7} ( ب)


