
 لاثاي ولتمل

 الأشجار
TREES

 أساسية ونتائج تعاريف(١,2)

 نطاق على التطبيقات في تستخدم التي الرسومات أصناف أحد الأشجار تعتبر

 كترتيب الآلي بالحاسب المرتبطة التطبيقات في الخصوص وجه وعلى واسع،

 كالفرزoptimization الأمثلية مسائل بعض في تظهر كما القوائم. وتصنيف

sorting.الرسم يسمى (T =(I,Eشجرة treeعلى يحتوي ولا مترابطا كان إذا 

 على يحتوي لا كان إذاforest غابةF ,ا(=E) الرسم يسمى كما دورات.

 الأشجار كل على يحتوي(٢١ شكل) أشجار. مركباته رسم الغابة أن أي دورات.

.5 يساوي أو من أقل رؤوسها عدد التي المتماثلة غير

o ٠  ي، ء::
(.2,1 شكل

٣٥



٣٦ الرسومات نظرية في مقدمة

 أضلاع عدد أن الأشجار، مبرهنات أهم من تعتبر التي(٢.2) مبرهنة توضح

 التالية. المبرهنة إلى سنحتاج لإثباتها.1- رؤوسها عدد= الشجرة

(١,2 ر مبرهنة

 كل درجة رأسان الأقل على فيها يوجدn>2 رؤوسها عدد التي الشجرة

 ا. تساوي منهما

 البرهان

 أن .بما1 في أعظم طول ذو ممرP-١,,1,,٠...٧, وأن شجرة7 أن افرض

n=2، فإن m>2لأن Tفي ضلعا١ً,« كان إذا ضلع. على تحتوي Tلأي 

T T كون يناقض وهذا,,«2٠,٠٠٠٠٧٤٦ ر الدورة على تحتوي k<m> فإن3

 لأي ا ضلعافي ليس ,ا± كذلك.1 في ضلعا ليس ;ا عليه شجرة.

(xeH(Pلأن Pعليه.1 في أعظم طول ذو ممر deg(v)=1.وبالمثل 

. degT,)=1

(2,2 ر مبرهنة

.n-1 n أضلاعها عدد  رؤوسها عدد التي الشجرة

 البرهان

 هي الشجرة فإن ،n=l كان إذا الرؤوس. عدد على الاستقراء نستخدم

 لأي صحيحة المبرهنة أن افرض الحالة. هذه في صحيحة والمبرهنة ر التام الرسم

 مبرهنة ،منk+1 رؤوسها عدد شجرة ا .لتكنk>2 رؤوسها عدد شجرة

 الذي الضلع هوe ليكن.deg@)=1 بحيث« رأس على ا تحتوي (،2١)

. deg() =1 T و مترابط رسم -T لأن مترابط ١ الرسم أن لاحظ«. طرفيه أحد



٣٧  الأشجار

T- T عليه دورات على يحتوي لا  لأن دورات على1« يحتوي ولا

 يساوي -ا٧ أضلاع عدد الاستقراء، فرضية ».من رؤسها عدد شجرة

k-1.أضلاع عدد عليه lيساوي ./

(٢,١ ر نتيجة

n-k n، أضلاعها عدد فإن (E, ا)=H رؤوسها عدد غابة  كانت إذا

 مركباتها. عددk حيث

 البرهان

,T لكل مركبات هيV,E,),1=isk=),1 لتكن ،1<iskشجرة 

 اE, ا/٧, -ا1 (،٢,2) مبرهنة من دورات. على يحتوي ولا مترابط رسم1, لأن

 عليه.isk>1 لكل

,E(+)٧-/,١+)٠٠٠ ا(+٧-/1) /(V,/-1+/E /E,/-/E,/+00ا٠ 

k٨-٠-k/-اف٣ 

 الأشجار تمييزات(2,2)

 فهم إلى تهدف كما الشجرة. لتعريف مكافئة عبارات التالية المبرهنات تقدم

 الأشجار. وخواص لتركيب أعمق

(٣,2 ر مبرهنة

G) الرسم =( ,Eوحيد. ممر( في رأسين كل بين يوجد كان إذا وفقط إذا شجرة 

 البرهان

 رسمC لأن ممر رأسين أي بين يوجد عليه شجرة،G ,ا(=E) أن افرض

P= x,,,, ٠•. ,,,ر مختلفان ممران+ و راسين بين وجد إذا مترابط.



٣٨ الرسومات نظرية في مقدمة

 بحيث دليل أصغرi+1 فليكن ،y+= وy«= حيث=(y ولا,•.. و,لا

، بحيث دليل أصغر ز وليكن + =y.y,ر e} i.y< و ز  رر,= ليكن

G  أن الفرض يناقض وهذا دورة ور،,ند,,+٠.. ,لا,,+ لا, ر ور0.. ,ور,لا, عليه

G -(V,)  الرسم في رأسين أي ب أنه افرض الآخر الاتجاه لإثبات شجرة.

 ،,\+1,٠٠٠٠٨,2 دورة على يحتويG كان إذا مترابط.( عليه وحيد. مر يوجد

 يناقض وهذا,,,± والممر,,,+...,, هما, إلى لا من ممران يوجد فإنه

 ومنه دورات. على يحتوي لاG عليه رأسين. أي بي وحيد ممر يوجد أنه فرضنا

D . G شجرة

 بمعنى ، الأضلاع عدد حيث من مترابط رسم أصغر هي الشجرة الحقيقة، في

(.٢,٥) مبرهنة توضحه ما وهذا مترابط، غير رسما يعطي منها ضلع أي حذف أن

 مركبات عدد كان إذا ،G ,ا(=E) الرسم فيbridge جسراe الضلع يسمى

.G Ge مركبات عدد من أكبر

(٤,2) مبرهنة

 كتوى ليسu كان إذا وفقط إذاG ,ا(=E) الرسم في جسر" الضلع

 دورة. في

 البرهان

 العكسي. بالمكافئ البرهان طريقة نستخدم

 أي عليه،,.3,,±,,٠٠٠,٨,٧٠ دورة في كتوى+ الضلع أن افرض

 بممر مرتبطان هماG الرسم في+ الضلع على يحتوي/ بممر مرتبطين رأسين

 مركبات عدد ومنه٠1,,,,,٠..,٨, بالممرu الممر تبديل بعد{ من ينتج

 جسرا. ليسw الضلع أن أي-.w مركبات عدد يساوي6



٣٩  الأشجار

 المركبة في موجودانu الرأسان عليه، جسرا. ليسw الضلع أن افرض

 إلى" الرأس منG- الرسم في/ ممر يوجد ومنه-(.w الرسم في نفسها

 أن أي+. الرأس إلى« الرأس من6 الرسم في ممرh +.عليه، الرأس

.w C الضلع على تحتوي +P الرسم في دورة

(٢,٥) مبرهنة

6 في ضلع كل كان إذا وفقط إذا شجرةG فإن مترابطاً، رسماGً كان إذا

 جسرا.

 البرهان

 على يحتوي لاG أن إثبات المطلوب لإثبات فيكفي مترابط،( أن بما

 لاG الرسم أن الواضح من جسرا.6 في ضلع كل كان إذا وفقط إذا دورات

 دورة. في كتوى ليس( فيe ضلع كل كان إذا وفقط إذا دورات على يحتوي

 كل كان إذا وفقط إذا دورات على يحتوي لاG الرسم أن ينتج(٢٤) مبرهنة من

 جسراً.6 في ضلع

(٦,2 ر مبرهنة

 كان إذا وفقط إذا شجرةG فإنn رؤوسه عدد رسماG(=٧,E كان) إذا

.n-1 G أضلاعه وعدد دورات على يحتوي لا رسما

 البرهان

 يحتوي لا رسم( الشجرة تعريف فمنn رؤوسها عدد شجرةG كان إذا

.n- ١ يساوي6 أضلاع عدد(٢.2) مبرهنة ومن دورات على



٤٠ الرسومات نظرية في مقدمة

 رؤوسه عدد دورات على يحتوي لا رسم( أن افرض الآخر، الاتجاه لإثبات

G C أن إثبات شجرة G أن لإثبات يكفي غابة. n-1. عليه n أضلاعه وعدد

D . G مترابط أنه أي واحدة، مركبة له ،(2,1)  نتيجة من مترابط. رسم

T)' الشجرة تسمى =(V,Eمولدة شجرة spamning treeللرسم 

(E,٢=)Gكان إذا E'¢ E، مولدة شجرة هي ا رؤوسها شجرة أي أن أي 
.6 من جزئياً رسماً كانت إذاG للرسم

(٧,2 ر مبرهنة

 مولدة. شجرة له يوجد كان إذا وفقط إذا مترابط ,ا(=E) الرسم

 البرهان

G T فإن مترابط رسم T أن بما(. للرسم  مولدة شجرة توجد أنه لنفرض

 مترابط. رسم

 عدد على الرياضي الاستقراء نستخدم مترابط. رسم6 أن نفرض الآن

 عدد مترابط رسم كل فإنn>0 صحيح عدد لكل يلي: ما لإثباتn الأضلاع

 صفر الأضلاع عدد فإنn=0 كان إذا مولدة. شجرة له يوجدn أضلاعه

k  أضلاعه عدد مترابط رسم كل أن نفرض الآن صحيح. المطلوب فإن وعليه،

H =(٧ (H),E (H)) k ليكن صحيح. عدد >0  حيث مولدة شجرة له يوجد

E(H)=k بحيث مترابطا رسما  فإن دورات على يحتوي لاH كان .إذا1+

Hللرسم مولدة شجرة H.،أن لنفرض إذن Hليكن دورات. على يحتوي 

eإذن الدورات. هذه إحدى في محتوى ضلعا eفي جسرا ليس Hفإن وعليه 

H-eأنه نجد الاستقراء فرض إلى بالاستناد• أضلاعه عدد مترابط رسم 



٤١  الأشجار

 للرسم مولدة شجرة أي أن واضح.H-e للرسم مولدة ا شجرة توجد

H-eللرسم مولدة شجرة هي H.إذن Tللرسم مولدة شجرة D .Hت 

 نقوم ببساطة المولدة. الشجرة لإنشاء طريقة يعطينا السابق البرهان أن لاحظ

 الأضلاع. لبعض المتتابع بالحذف الدورات من بالتخلص

(2,2 ر نتيجة

 ا.E >اn-1 فإن ،n رؤوسه عدد مترابطاً رسماG ,ا(=E) كان إذا

 البرهان

(٢,٧) مبرهنة من«. رؤوسه عدد مترابط رسمG ,ا(=E) أن افرض

T)' مولدة شجرة توجد (V,Eبما للرسم.) أن E'cE، فإن 

 ا.E >اn-1 ومنه اE -ا'٨-1 (،٢,2 مبرهنة) من ا.H ا>اE ا'

(٢,٨) مبرهنة

 كان إذا وفقط إذا شجرةG فإنn رؤوسه عدد رسماG=(V,E كان) إذا

.n-1 ) أضلاعه وعدد مترابطا رسما

 البرهان

 مترابط رسم( الشجرة تعريف فمن +، رؤوسها عدد شجرةG كان إذا

 الآخر، الاتجاه لإثبات.n ا- يساوي( أضلاع عدد(2,2) مبرهنة ومن

 لإثبات يكفي ،n-1 أضلاعه وعدد« رؤوسه عدد مترابط رسم6 أن افرض

 على يحتوي( أن افرض دورات. على يحتوي لاG أن إثبات شجرةG أن

 عدد مترابط رسم-(e ومنه جسرا ليسe عليه فيها. ضلعe وأن دورة

(.٢,٢) نتيجة يناقض وهذا ،n-2 أضلاعه



٤٢ الرسومات نظرية في مقدمة

(٩,2) مبرهنة

 كان إذا وفقط إذا شجرة6 فإن دورات على يحتوي لا رسماC كان إذا

.e eE() G+e ضلع لكل وحيدة دورة على يحتوي

 البرهان

xy) وليكن شجرة( ليكن =e eE(Gأن .بما Gلا رسم فإنها شجرة 

 من ,,أ,4 ,ر٠.. لا,,ا, وحيد مر يوجد (،٢,٣ مبرهنة) من دورات. على يحتوي

G في دورة ا/«٥٠٠٠٠4,٠y, .إذنG «في إلى± +e.هذه أن واضح 

e  على تحتوي منهما كلا فإن مختلفتان دورتان يوجد كان إذا لأنه وحيدة الدورة

.G  «ق إلى من مختلفان ممران يوجد وعليه

G بحيث دورات على يحتوي لا رسما( ليكن +eوحيدة دورة على يحتوي 

e)@ ضلع لكل el.أن افرض ,uفي ممر بينهما يوجد لا رأسان G.إذن 

e+0، حيث e=u، و دورات على يحتوي لا (e eE(Gيناقض هذا .إن 

D .  الفرض

 المعلمة الأشجار عدد تعطيCayley كيلي إلى تنسب والتي التالية المبرهنة

.K,  للرسم المولدة

(١٠,2 ر مبرهنة

.٨" يساوي,& للرسم المولدة المعلمة الأشجار عدد

 البرهان

 من المتتاليات عدد أن نعرف.K, الرسم رؤوس هي ا}=n,...,1,2{ لتكن

 بين تقابل إيجاد للبرهان يكفي عليه.n" يساوي ا من المأخوذةn-2 الطول



٤٣  الأشجار

 معلمة شجرة لكل النوع. هذا من والمتتالياتK, للرسم المولدة المعلمة الأشجار

 عدد أقل ى ليكن يلي. كما(4,4,,٠٠٠ ا٨٨) المتتالية نعرف, للرسم1 مولدة

 أقل ر؟ .اعتبر1 من ى احذف ى. ل المجاور الرأس ا اختر ،1 ادرجته في

 هذه كرر و. لى المجاور الرأس ا اختر ،1 ى- في ا درجته }-اs{, في عدد

 .على فقط رأسان الشجرة من تبقى ما وسيكون «،ا على نحصل حتى العملية

(.4,3,5,3,4,5) المتتالية تعطي(٢.2 شكل) في المعلمة الشجرة المثال سبيل

1

2

7 8
(2,2 شكل

6

d,()-1  يظهر1 الشجرة من« رأس أي أن أولاً لاحظ الإجراء لعكس

 في تظهر لا التي هي ا درجتها التي الرؤوس ومنه٠(4٠٥,٠٠٠4, )م المتتالية في مرة

 ا عنصرفي أصغرs ليكن الآتي. نتبع,(٠4٥٠٠٠.٠(٠ )ء منT لإيجاد المتتالية.

 في عنصر أصغر وى ,ى,ا.اختر الضلع ارسم ، ,ا,ا(٠.. ا,٨ )م في ليست درجته

,}s{بنفس استمر ودرا. الضلع ارسم ، ,ا(٠.. )و,ا, في ليست درجته -ا 

 على نحصل الآن ,ى.4,,8 /ر٨,٥,٠٠٠٠S ,ا ر ضلعاn-2 على تحصل حتى الطريقة

 }-ا.منS رى,:·ور؟,, {م المجموعة في المتبقيين الرأسين بين ضلع بإضافة/

 أوجدنا عليه مختلفتين. شجرتين تقابلان مختلفتين متتاليتين أن ملاحظة السهل

 المطلوب. التقابل



 الرسومات نظرية في مقدمة

 الأشجار على تطبيقات(2,٣ ر

٤٤

 نقوم ببساطة المولدة. الشجرة لإنشاء (طريقة2,٧) مبرهنة برهان يعطي

 ليست الطريقة هذه لكن الأضلاع. لبعض المتتابع بالحذف الدورات من بالتخلص

 التي الخوارزميات بعض سنعطي يلي فيما الآلي. الحاسب في للاستخدام مناسبة

 الآلي. الحاسب باستخدام مولدة شجرة على الحصول خلالها من يمكن

(2,1 ر خوارزمية

.G  مترابط رسم المدخل:

.G  للرسم مولدة شجرة المخرج:
 الخوارزمية

.7;-(٠E) , و =,ا4 =او٣٨{ وضع ا =l  رأس أي -اختر١
 ضلعا اختر.k ا> صحيح لعدد أنئت قد1; ,،(=E), أن -افرض٢

e, eE=حيث"٤ ,elر/,ر(= ر_«.ضع,{€ و( ,lحيث 

El =/U{e،} {#HU- ر،{و

 ذلك. أمكن كلما(2) الخطوة كرر-٣

(١١,2 ر مبرهنة

G) كان إذا =(V,Eًمولدة شجرة (تعطي٢1) خوارزمية فإن مترابطاً رسما 

.G  للرسم
 البرهان

.1, ),/,,م(= على نحصل إذن خطوة.m بعد تتوقف الخوارزمية أن نفرض

 وذلك شجرةT,, أن أولاً سنثبت(. للرسم مولدة شجرةT, أن إثبات نريد

 صحيح عدد لكل يلي: ما لإثباتn على الرياضي الاستقراء باستخدام



٤٥  الأشجار

n=1 ,T كان إذا شجرة. n<mT> فإن1 =(V,,E,) ,H وعليه = ٨ فإن

 صحيح. عدد1sk<m حيث شجرة",(=٧,E), أن نفرض الآن شجرة.

 بإضافةT منl ، على حصلنا أننا واضح(٢١) خوارزمية في(2 الخطوة) من

.٧٤٠ el، l> برأس ه e رأساً يربط e/ ،l€ ضلع وبإضافة ا  رأس

 الضلع لأن دورات على تحتوي لاT ر, فإن دورات على تحتوي لا1, أن بما

 للرأس مجاور ،« الرأس أن واضح ،. من رأسين يربط لاe إ الجديد المضاف

wإذن ،ا إلى المنتمية الرؤوس بجميع مرتبط ر« فإن مترابط رسم ،ا أن وبما 

 شجرة.1, إذن شجرة. ر،ا فإن وعليه مترابط، رسم ر_ا

 أن نثبت أن يكفي ذلك أجل من(. للرسم مولدة شجرةl, أن سنثبت الآن

< رأس يوجد فإنهm /ا[< كان .إذاm ا!ا< أن واضح.m ا=٧ ا

 ممر يوجد فإنه مترابط رسم( أن .بماy ,,آ< .ليكن٤el, حيث

 صحيح عدد أكبر هو1 <ز<٣ ليكن• إلى لا منy وولإرلا=٠.. ±=,لا,

,e ر«وl, إذن،.y ,إ< بحيث eL=يناقض هذا ولكن رلا,لا 

.m=  ا٧ ا فإن وعليه(٢١) خوارزمية في(٣) الخطوة

 العمقي التقصي وأشجار العرضي التقصي أشجار ()أ(2,٣ ر

(.٢.١) خوارزمية من خاصتين حالتين نقدم يلي فيما

(2,2) خوارزمية

.١ e (E, ا)=G معين ورأس  مترابط رسم المدخل:

 عرضي تقص شجرة تسمى( للرسم مولدة شجرة المخرج:

breadth first search treeجذرها .»



٤٦ الرسومات نظرية في مقدمة

 الخوارزمية

.T, =(E) ,E و =4  =,او٤ و{٧=,٧ ا-ضع

 هو٣ .ليكنk ا> صحيح لعدد أنشيئت قد1,](=E) أن -افرض٢

e/ ضلع يوجد بحيثk,...,1,2 الأعداد بين عدد أصغر e=حيث ر,إ«,ا 

,el,و٧ ، el٤{ حيث1 ر ),,ر(= ضع٧ ر{U,و٢ ر=٧ 

.E،=hU{e،}

 ذلك. أمكن كلما(2) الخطوة -كرر٣

 تقص شجرة على للحصول(2,٢) خوارزمية خطوات(٢,٣ شكل) يوضح

(. للرسمa جذرها عرضي

T ا
١ 7, ;1 ث 7

: من3
(.٣,2 شكلر

(٣,2) خوارزمية

.١ e G معين ورأس (E, ا)=  مترابط رسم المدخل:

 عمقي تقص شجرة تسمى( للرسم مولدة شجرة المخرج:

depth first search treeجذرها .»

 الخوارزمية

٠1, =(7,E,)  و=,4 {}-,او و٧= ا-ضع



٤٧  الأشجار

;T), أن -افرض٢ =(,,Eا= صحيح لعدد أنشئت قد h.ليكن rهو 

 حيث ر«=e/€ ضلع يوجد بحيثk,...,1,2 الأعداد بين عدد أكبر

,v, eLو ، l€ضع٠٧ ر ،( l=)حيث1 ر {،} U,ر,او=٧ 

.E=/\U{e،}

 ذلك. أمكن كلما(٢) الخطوة -كرر٣

 تقص شجرة على للحصول(٢,٣) خوارزمية خطوات(٢ شكل)ة يوضح

(.2.3 شكل) في المعطى6 للرسمc جذرها عمقي

f"ء لا 
,٨ ,ا ا

 ن".
I; 7
٠ب٠٦٠;

 التقصي أشجار تطبيقات أحد سنقدم التقصي. لأشجار عديدة تطبيقات توجد

 العرضي. التقصي لأشجار تطبيقاً يلي فيما نعطي بينما الثامن، الفصل في العمقي
(١2,2 ر مبرهنة

)=G) كان إذا ,Eًوكانت مترابطاً رسما Tجذرها عرضي تقص شجرة 

x.٧ el d لكل (٢,)=d, ( ٢,٧) فإن(٢,2) خوارزمية من ناتجة

 والتمهيديات. التعريفات بعض تقديم إلى نحتاج(2,١٢) مبرهنة إثبات لغرض

 توقف بعدG ,ا(=E) المترابط الرسم رؤوس هي٧ ,ولا,ر٠..,, لتكن

breadth العرضي الدليل نعرف(.٢.2) خوارزمية first indexلرأس el»بأنه 

i العدد <nبالرمز له ونرمز=«٧, حيث <ا )(BF.الرأس إن نقول كما 



٤٨ الرسومات نظرية في مقدمة

immediate مباشر مرجع" predecessorونكتب« للرأس )(u =pكان إذا 

.E, =E, , ,el {}لا و ا

(2,1 ر تمهيدية

V) ليكن ,E=)6ًبعد6 الرسم رؤوس هي ,ولا٠..١ و مترابطاً رسما 

 فإن,«=p ),ا( وكانG في ضلعاvً ,ا, وi ز< كان إذا(.2,2) خوارزمية توقف

.p<٥

 البرهان

٧, رأس يوجد(٢,2) خوارزمية من(٢) للخطوة طبقاً فإنهp>4 كان إذا

 ت.٧,=p )م( كون يناقض وهذا6 في ضلع٧ ,م و٣<i بحيث

 التالية. النتيجة على نحصل(٢1) تمهيدية في,«-p ),ا( وبأخذ

(٣,2 ر نتيجة

 توقف بعد.G في رأسين,"٧ وليكن مترابطاً رسماG ,ا(=E) ليكن

.BH () <BH () BH فإن (p()) <BIl (p())  كان إذا (،2,2) خوارزمية

(2,2 ر تمهيدية

G) ليكن =(/,Eًكان إذا.6 رؤوس من معيناً رأساً+ و مترابطاً رسما 

٧,uبحيث( في رأسين )»(d (x,)<dخوارزمية توقف بعد فإنه 

.BHI ()<BH () ( يكون(2.3

 البرهان

 »بحيث رأس لكل التالية: العبارةk على الرياضي بالاستقراء سنبرهن

.BH (a)-Bl (8) d فإن (r,b)>k d بحيث ا رأس ولكل (x,a)=k



٤٩  الأشجار

k عندما d فإن0= (,a)=0أن يقتضي وهذا a=خوارزمية ومن ر=٢ 

(BFl (b)>1 b لكل2,2) =a،عندما صحيحة العبارة .عليه k  صحة نفرض.0=

 بحيث رأسا« وليكنd(٣=),+١ بحيث رأساw .ليكنk>0 عند العبارة

h+1,(<٣)•ليكن Pالذي الرأس هو١ و6 "في إلى+ من ممر أقصر 

d أن لاحظ.P +في يجاور (x,»)=kأن .بما Pإلى+ أقصرممرمن uفإن 

p())>k,٢)dأن .سنثبت d (x,p ())-k.١ كان إذا)(=pفإن 

d (r,p())=k.أن لنفرض )(=»p٠ وp())>k)dأن .ما 

(٢,١)d(,p())>k =dأن الاستقراء فرض من ينتج فإنه 

(BH (p())> BII (w.كون يناقض وهذا )(pًللرأس مباشراً مرجعا wًطبقا 

d (.عليه٢.2 لخوارزمية) (r,p())-kأن .بما d (r,v)2k  فإن2+

.d,(,p())=k<k+1-d(٢,p()) d. ومنه (٢,p ())>k+1

/BH ))ا( أن نجد الاستقراء فرض ومن (()) <BIl (p.ينتج(٢٠١) تمهيدية من 

.BH () <BH ()  أن

(٢,١٢ ر مبرهنة برهان

BHl كان إذا.BHl)( على الرياضي الاستقراء نستخدم  فإن0-()

,d(r,r)=d=)0 =اومنه (xلكل المبرهنة صحة لنفرض.٦ 

k>١>0بحيث رأس« أن ولنفرض BHl ()=k  ممر أقصرP ليكن.1+

P w أن بما.3 الممر في« للرأس المجاور الرأس هو  و افي إلى« من

 كان إذا.d(٢<),d(,p))( «فإن إلى+ أقصرمرمن

BFT ()<BHl (p()) (,+)d أن(2.1) تمهيدية من فينتج <d (r,p())



٠٥ الرسومات نظرية في مقدمة

 عليه،«. للرأس مباشرا مرجعاp)( كون يناقض وهذا

BH1 (p())<BHl ()=k+1 d(+,)=d(+.p())=k. أن ويما

 ولكن.d(2,p())=d,(٢,p))( أن الاستقراء فرض من فينتج
,(٢),٢٠p())+1-d),p())+1-d,٢)d (x,)=k+1=dومنه 

 المطلوب. ينتج

 صغرى مولدة شجرة لإيجاد خوارزميات ()ب(2,٣ ر

weighted موزوناً رسماGً ),ا(= الرسم يسمى graphكل قرن إذا 

 يسمى كما.e الضلع وزن يسمى(«e) سالب غير حقيقي بعدد فيهe ضلع

 إذا.١G) بالرمز له ويرمز6 الرسم وزن2(«e) الرسم أضلاع أوزان مجموع

 ونرمز+ الممرIengt طول2(«e) نسمي فإنناG في رأسين بين ممراPً كان

 الموزون الرسم في و«« الرأسين بينdistance للمسافة نرمز.len(P) بالرمز له

(E,٧=)Gبالرمز @,»(d( بالرمز )أو,»(dرسم دراسة حالة في 

 كما مرتبطين.« وw كان إذا و«w بن ممر أقصر طول بأنها ونعرفها واحد(،

d()=0 u ونعرف و. d@,»)=o مربين يوجد لا كان إذا  نعرف

.G  الرسم في رأس« لكل

C b C

2
c

d ل 1
3

e e
G

(.2 شكل«ه,

b

€
d 1

3

T



٥١  الأشجار

minimum الصغرى المولدة الشجرة spanning treeمترابط موزون لرسم 

(E=)ا, Gالعظمى المولدة والشجرة يمكن ما أصغر وزنها مولدة شجرة هي 

maximum spanning treeوزنها مولدة شجرة هي( مترابط موزون لرسم 

 مولدة شجرة هي ا الشجرة(٢ شكل)ه. في المثال سبيل على يمكن. أكبرما

 في الموضحةl الشجرة أن حين في صغرى. مولدة شجرة ليست لكنهاG للرسم

 نفسه. للرسم صغرى مولدة شجرة هي(٢,٦ شكل)

(Prim  بريم )خوارزمية(٢,٤) خوارزمية

.n  رؤوسه عدد( مترابط موزون رسم المدخل:

.6 للرسم1,,(=E), صغرى مولدة شجرة المخرج:

 الخوارزمية

E,=٨ ثمضع{}=او ا رؤوس من ا رأس -اخترأي١

٠1 =(٠E,)  و

=(,E,) e أن -افرض٢  ا صحيح لعدد أنثيئت قدk>1. ضلعا اختر

7٤ ر(=٠)/ ضع ،ا٤k ، ،ابرأس في رأساً يربط يمكن ما أقل وزنه

.± =, U{e} }U راو ٤/= ٧ {ر حيث

 ذلك. أمكن كلما(2) الخطوة -كرر٣

 مولدة شجرة على للحصول بريم خوارزمية خطوات(٢.٦ شكل) يوضح

(.2 شكل)ه. في المعطى( للرسم صغرى



«O

 ,ا

 الرسومات نظرية في مقدمة

«2»

T;

٥٢

-4 d b « Ob
1 1

c ٢  )ا ل(
d 1

3 3 3
e e

t٠ 7; 1
(٦,2 شكل

(١٣,2 ر مبرهنة

 مولدة شجرة تعطي بريم خوارزمية فإن موزونا، مترابطا رسماG كان إذا

(. للرسم صغرى

 البرهان

1 إ أضلاع عددk>1 .لكلn يساوي6 الرسم رؤوس عدد أن افرض

 شجرة.l; أن أي دورات، على يحتوي ولاk رؤوسه وعددk ا- يساوي

 الاستقراء (.سنستخدم للرسم صغرى مولدة شجرةT; أن الآن سنبرهن

 شجرة في محتواة7, الشجرة ،k=l صحيح عدد لكل يلي: ما لإثبات الرياضي

,T, فإنk ا= كان إذا صغرى. مولدة =Kمولدة شجرة في محتواة فهي ثم ومن 

 في محتواة1 ر أن أي.٨-1 عند صحيحة الخوارزمية أن الآن لنفرض صغرى.



٥٣  الأشجار

 ضلعا نختار الخوارزمية تنفيذ عند الآن.H ولتكن صغرى، مولدة شجرة

e= Vحيث٤ ,v, elو l€»ر إلى نضيفه ثم ر ;lعلى لنحصل 

e) كان .إذا1; eE(Hالصغرى المولدة الشجرة في محتواة1 ر فإن Hونكون 

,e) كان إذا أما البرهان. أنهينا قد eE(Hالرسم فإن ,H +eدورة على يحتوي 

 ليكن.E()-E(T,)44 فإنT; في محتواة غيرC أن .بماC ولتكن وحيدة

e e وليكن( من P حذف بعد عليه نحصل والذي ،« إلى ،لا من الممر

 حيثC أضلاع أحد٣y=e عندئذ.7, ضلعافي /ليس في ضلع أول

,elا و د, ye.عليه (e)> w@e.»)المولدة الشجرة وزن فإن ولذا 

H' H. إذن H'=(H+e,)-e المولدة الشجرة وزن يساوي أو من أصغر

.1 على تحتوي صغرى مولدة شجرة

(Kruskal  وسكال كر )خوارزمية(2 )ه, خوارزمية

.n  رؤوسه عدد( مترابط موزون رسم المدخل:

(. للرسم صغرى مولدة شجرة المخرج:

 الخوارزمية

 من الجزئي الرسمe>1> وضع يمكن ما أقل وزنه ,ه ضلعا ا-اختر

.e, G بالضلع المولد

 المولد( من الجزئي الرسم ،٠٥٠٠٠٠٠e,T,=<e> أن -افرض٢

h صحيح لعدد أنشئ قد ،٠٠٠٠e٤,٠4,e بالأضلاع >l.ر ضلعا اختر eفي 

}e٤,٠٠٠,,C =(- {e,,eوبحيث( في مايمكن أقل وزنه بحيث 

.l[ , إ = <e,,e5,٠..,e4١٠4م> ضع دورات. بلا رسم<٨,٠٠٠٠ e٤>



٥٤ الرسومات نظرية في مقدمة

 ذلك. أمكن كلما(2 الخطوة كرر-٣

 شجرة على للحصول كروسكال خوارزمية خطوات(2,٧ شكل يوضح

(.٢ شكل)ه. في المعطىG للرسم صغرى مولدة

• و+  إ+ تهإإو
T, ;r ,ا

(.٧١,2 شكل
T 7;

(١٤,2 ر مبرهنة

 شجرة تعطي كروسكال خوارزمية فإن موزونا، مترابطا رسما( كان إذا

(. للرسم صغرى مولدة

 البرهان

,٠e٠٠٠٠٠e,l >٨, ليكن =<eمن الجزئي الرسم Gخوارزمية المخرج 

 دورات بلاT, أن بما.G للرسم مولدة شجرة1,, أن أولاً سنثبت كروسكال.

G «,w أن ،.بما في بممر يرتبطان el ()  راسين كل أن إثبات يكفي فإنه

 بالرمز رند,لا للضلع نرمز+.=٢,,٤,,٠.. ,د,,±,«= ممر يوجد فإنه مترابط

,fلكل r-1>ليكن.1 <ز ,(f, eLtTأن .نلاحظ ,f+على يحتوي ,ا 

 عليه، ,ا. في أضلاع الأخرى أضلاعها بينماf, أضلاعها أحدC وحيدة دورة

,P-C-fمسار على الحصول يمكن فإنه وعليه,. إلى,+ من ،ا في ممر 



٥٥  الأشجار

,f), كلماكانf, مكان{ «بوضع «إلى ،امن في eEdT1, .إذن

.m =n-1  و( للرسم مولدة شجرة

(. للرسم صغرى مولدة شجرةl, <=رe,,e٠٠٠٠e,> أن الآن سنثبت

 صغرى مولدة شجرة ا لتكن منته. المولدة أشجاره عدد فإن منت رسم( أن بما

(. للرسم

>000>(,e),, أن واضح الخوارزمية، من (e)١,(>e).»ليكن kأصغر 

,e) بحيث دليل eE(T.أن نلاحظ e+7وحيدة دورة على يحتوي Cأحد 

 تحتوي لا فإنها شجرةT, أن .بما1 في أضلاع الأخرى أضلاعها بينماe, أضلاعها

• eE(I,,) feE(T) و C /بحيث ضلع على( تحتوي عليه،  على
w()>w), أن ندعي (e.أن افرض تناقض على الحصول لغرض 

e),(٠<)١w (fأن بما fفإن الخوارزمية خلال يخترمن لم f+يحتوي ر]ا 

 المنشود. التناقض هو وهذا دورة على تحتوي1 دورة.إذن على

T-f, أن الآن نلاحظ +eللرسم صغرى مولدة شجرة Gأضلاعها أحد 

.G ,,T للرسم صغرى مولدة شجرة e. أن نجد السابق الإجراء بتكرار

 مترابط موزون رسم في ممر أقصر إيجاد خوارزمية رج(٢,٣ ر

(Dijkstra  ديكسترا )خوارزمية(2,٦ ر خوارزمية

.٧, el (G) G معين ورأس« رؤوسه عدد  مترابط موزون رسم المدخل:

d(,,)=d, @,,)  بحيث6 للرسم1, ),,ا(= مولدة شجرة المخرج:

،nel (G)  لكل

.d@,) (@D من بدلاً  الرمز نستخدم يلي فيما



٥٦ الرسومات نظرية في مقدمة

 الخوارزمية

D6,)=0. ا-ضع ,E واعتبر (,E,)= }=او٧{ حيث41=

 قدP) وأن ،k>1 صحيح لعدد غرف قد1;,(-E), أن -افرض٢

u لكل حسبت €l.اخترضلعا yبحيث y €kو x €kوبحيث 
@(}y eEد w (ry) =min{D(r) + (y): el,, el,(+٢)D.ضع 

U{} ,E= إ٨E و٧ ر=l،=y٧ حيث1; ر_(=٠ {xy}  و ر«

.D([) =D(r,)+w (y)  وضع

 ذلك. أمكن كلما(2 الخطوة كرر-٣

 مولدة شجرة على للحصول ديكسترا خوارزمية خطوات(٢,8 شكل) يوضح

• هو المعين الرأس حيث( للرسم

 م
0

rO
t;

0 1
1OO

1,

7, T,

0 1 0 1 2

٠
·٧/7; 1

(.٨,2 شكل
7; ١,



٥٧  الأشجار

(٢,١٥ ر مبرهنة

 خوارزمية فإن معيناً، رأساً ,اe٧)( و موزوناً مترابطاً رسماGً كان إذا

 لكلd=(d@,u, ),م( بحيث( للرسم1 مولدة شجرة تعطي ديكسترا

.a e٣ (G)

 البرهان

 الرسمT,=,,L), وليكنn يساوي( الرسم رؤوس عدد أن افرض

 مولدة شجرة1,, أن أولاً سنثبت ديكسترا. بخوارزمية المخرج( من الجزئي

 أن ما.b ء٧-)(٧, وael ، فليكن ،V()=L, كانت .إذاG للرسم

Gممر6 في يوجد فإنه مترابط b,=٣,٨,٠٠٠٠ ,ر,٢=a.أصغر ا ليكن 

 الخوارزمية من(2 الخطوة) تكرار يمكن إذن،,.el, و,±e,, بحيث دليل

H,, عليه تناقض. وهذا1 ، على الحصول بعد (G)=Lأي n=n.واضح 

T,=(,,E,) k> فإن .وعليه1 <n ,T لكل دورات وبلا مترابط رسم  أن

(. للرسم مولدة شجرة

el) لكلd=(,,@d,),,@ أن الآن سنثبت (G•الاستقراء سنستخدم 

k صحيح عدد لكل مايلي: لإثباتk على الرياضي <n>1فإن 

.w <l ,,d,@,,)-d لكل @,,)

 المطلوب أن الآن نفرض.d(,,»,)-0-d)«,,(, فإنk=1 كان إذا

k لأجل صحيح  عند بالخوارزمية المختار الضلعe إ=٧٤٠ ر وليكن.1<

 الممر ليكن.٧٤ رeL وe,2 ,آ وحيث ،ا امن على الحصول
 و±

 مختلفا ممراP':,y,٠..٠ ولا وليكن.1 ر الشجرة في٧ ر، و" بين )الوحيد(



٥٨ الرسومات نظرية في مقدمة

 ,لا آء بحيث دليل أصغرm ليكن.G الرسم في ء« إلى ا" من! عن

y ،آ و  فإن الخوارزمية من(2 الخطوة) على بناء((٢٩ شكل) )انظر4

(D()+ (2) <D(,,)+2 (y.فإن ثانية ناحية من 

D0,)+ 0,y,) < len@P') ]«,\),,d و ( ر = len(P)= D()+w (a»[ر )

.d,, ,(٨,٧،)=d,,» >(٠٤),d، )م فإن وبالتالي ten@P')  إذن

p

١
p

7
(.٩,2 شكلر

'٤١-+

 ;د

 لا٨+1
 ، بء»1

 }لا

 تمارين

.7 رؤوسها عدد التي المتماثلة غير الأشجار ا-ارسم

 التجزئة؟ ثنائي رسم الشجرة -هل٢

 ؟3,3,1,1,1,1 درجاتها متتالية شجرة يوجد -هل٣

 مولدة شجرة توجد فإنهG مترابط رسم في ضلعاe كان إذا أنه -أثبت٤

 أضلاعها. أحدe يكون بحيث( للرسم



٥٩  الأشجار

 أثبت.d,,d,,...,d, درجاتها ومتتاليةn رؤوسها عدد شجرة ا -لتكن٥

F2-ز n-2  أن
i-1

 بحيث موجبة صحيحة أعداد متتاليةd,,d,,...,d, -لتكن٦

YA.-2-23٨ ة
i-1

.d>1 d,=1 و ,k بحيث ( يوجد أنه أثبت أ(

 درجاتها متتالية شجرة توجد أنه لإثبات الرياضي الاستقراء استخدم )ب(

.d,,d,,٠..d,

G=(ا ,h) /-/E/. لرسم مثالاً -أعط٧ ٣ -ا1 ويحقق شجرة ليس

k e مركباته عدد و G أضلاعه عدد و« رؤوسه عدد رسما  كان -إذا٨

.e> k- ا  أن فأثبت

 أكثر أو رأسين ذات شجرة في ا درجتها التي الرؤوس عدد أن أثبت-٩

-eefv) يساوي .22 (,م.2

k n درجتها التي رؤوسها وعدد  رؤوسها عدد شجرة1 -لتكن١٠

 أن أثبت.k20 لكلn, يساوي

h, =n,+2n, +3n,+4n٠٠٠+kn,٨+٠٠٠+2.

 ؟n طولها التي للدورة المولدة الأشجار عدد -كم١١

 من أو واحد رأس من يتكونC(T) أن فأثبت شجرة1 كانت إذا-١٢

 متجاورين. راسين

 كان إذاself-centered ذاتيا متمركز( الرسم إن -يقال١٣

)(٧)(-C.ذاتيًاً. المتمركزة الأشجار جد 
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 كانت إذا مناقضاً مثالاً أعط أو صحيحة كانت إذا التالية العبارة أثبت-١٤

 بينهما يكون أن فيجب( للرسم مولدتين شجرتينI; وl, كانت إذا خاطئة:

 مشترك. ضلع

.e eE(T,)-E(T,) G. ليكن  للرسم مولدتين شجرتين1; و ا -لتكن١٥

e, eE(T,)-E(T,) '/) يوجد أنه أثبت -e,)+e ٠ من كل تكون بحيث

(. للرسم مولدة شجرة(l,-e,)+e و,

.&(G)>n-1 n بحيث رسما( وليكن  رؤوسها عدد شجرة1 -لتكن١٦

 الاستقراء استخدم [إرشاد:.1 يماثل جزئي رسم على يحتويC أن أثبت

[n  على الرياضي

 جزئيا رسما تماثلT أن فأثبتn رؤوسها عدد شجرة1 كانت -إذا١٧
.€ من

 أيضاً. شجرةF تكون بحيث7 الأشجار جميع -جد١٨

 منتظمة. رسوم هي التي1 الأشجار جميع -جد١٩

 أن لإثبات الأضلاع عدد على الرياضي الاستقراء -استخدم٢٠

.T -(٧,E) 1-/٢/=/E شجرة لكل ا
 تو و مر

 نفس لهما ضلعان يوجد لا بحيث مترابطا موزونا رسماG كان -إذا٢١

(. للرسم وحيدة صغرى مولدة شجرة توجد أنه فأثبت الوز

 وليكن ،6 للرسم الوزن دالة١ حيث مترابطا موزونا رسما6 -ليكن٢٢

Mبحيث عددا (M >w (eلكل )(e eE.الدالة عرف E() Kكما»': 

e)( «لكل('e=)٨-١)(e يلي eH.مولدة شجرة إيجاد مسألة أن بين 
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 مسألة إلى تحويلها يمكن« هي له الوزن دالة الذيG للرسم )صغرى( عظمى

 هي له الوزن دالة تكون عندماC للرسم )عظمى( صغرى مولدة شجرة إيجاد

.w'

 المخرج يكون بحيث كروسكال وخوارزمية بريم خوارزمية من كلا -عدل٢٣

 عظمى. مولدة شجرة

 شجرة جد(٢,١0 شكل) في المترابطة الموزونة الرسوم من رسم لكل-٢٤

 صغرى. مولدة

 شجرة جد(٢,١0 شكل) في المترابطة الموزونة الرسوم من رسم لكل-٢٥

 الرسم في الرؤوس باقي إلى» من الممرات أقصر تحوي مولدة

 عرضي تقص شجرة (جد٢,1١ شكل) في الرسوم من رسم -لكل٢٦

«. جذرها عمقي تقص شجرة و« جذرها

0 0

(.١0١,2 شكل

a

8
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y ٧٨٠
(.١١,2 شكل


