
 وشالت ولمل

 الهاملتونية والوسوم الأويلوية الرسوم
EULERIAN GRAPHS AND
HAMILTONIAN GRAPHS

 الأويلرية الرسوم(3,1 ر

 هذه وموضوع الرسومات. نظرية في المهمة المسائل من المسارات مسائل تعتبر

 ، التاريخية الناحية ومن مفروضة. شروطا تحقق مسارات عن البحث هو المسائل

 مسألة وهي النوع هذا من مسألة أويلر حل عندما الرسومات نظرية بدأت فقد

 البند. هذا ختام في نقدمها سوف والتي السبعة الجسور

C Eulerian في circuit O. أويلرية دارة( تسمى  الرسم في (دارة لتكن

 رسمG إن ونقول6 رؤوس وجميع أضلاع جميع على تحتوي كانت إذا

Eulerian أويلري graphكان إذا Gإذا وبالمثل، أويلرية. دارة على يحتوي 
Eulerian tail l أويلريًاً طريقاً يسمى T فإن6 الرسم في مفتوحاً طريقاً  كان

 رسمG إن ونقول6 رؤوس وجميع أضلاع جميع على يحتوي كان إذا

semi-Eulerian أويلري نصف graplكان إذا Cأويلري. طريق على يحتوي 

 بخوارزمية يزودنا برهانها أن كما الأويلرية للرسوم تمييزاً التالية المبرهنة تعطينا

 الأويلرية. الدارات لإنشاء

٦٣



٦٤ الرسومات نظرية في مقدمة

(١,3 ر مبرهنة

G  كان إذا وفقط إذا أويلري رسم( عندئذ، صفري. غير رسما6 ليكن

 زوجية. رؤوسه جميع وكانت مترابطا

 البرهان

٤=٢٨٠٤٨٠٢١٠٠٠٠,e,, ٤,=٣ أويلرية دارة توجد إذن أويلريا.6 ليكن

 كل وأن مترابط( أن واضح(. رؤوس وجميع أضلاع جميع على تحتوي
 مع المرات من موجبا زوجيا عددا يلتقي٠,٥,٠1,e, المتتالية في رأس

 فإن وعليه.e,e, بالضلعين يلتقي٣=٢٨ ,د= الرأس أ كما الأضلاع
 زوجية.( رؤوس جميع

٤ H K

 ج

(.1,٣ شكل

r

G

 موجبة. زوجية أعداد رؤوسه جميع درجات وأن مترابطG أن الآن نفرض

 كان إذا المطلوب. لإثباتn الأضلاع عدد على الرياضي الاستقراء سنستخدم

n=1فإن Gكان إذا أما(1٣ شكل) في+ الرسم يماثل n=2يماثل6 فإن 

n=1 ,H يكون عندما أويلري6 فإن وعليه(٣١ شكل) في K  الرسمين أحد
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 عدد يكون عندما صحيحة النتيجة وأنn>2 أن الآن نفرض.n=2 أو

«. يساويG),(= أضلاع عدد أن نفرض كماn من أقل الأضلاع

: التالية الخوارزمية وفق,/=٤e,/e,٠٠٠e, ,د طريقاً الآن ننشئ

.T ٨= وضع مد el  رأس ا-اخترأي

 ضلعاً اختر أنشئ. قد٧,٢٨e-,T,e٠٠٠e,٢, الطريق أن -افرض٢

E-{e,٠eي٠٠٠, .e,} {,±,+}= من ر
T,=٤٨e,,e٠٠·e, », e,±  ر وضع

 ذلك. أمكن كلما(2) الخطوة (كرر٣)

H,,e٨,٠٠٠{ الرسم في ,د درجة بيماأن -G-{e,,eفإن0 تساوي 

 جميع على ,,اتحتوي كانت .إذاG الرسم في دارة1, فإن وعليه٤٨=٤٠

6 في أويلرية دارة ليست7, أن الآن نفرض أويلرياً. رسماً يكونG فإنG أضلاع

 الصفرية غير المركبات هيH,,H,,00,H, لتكن.H الصفري غير الرسم ونعتبر

 جميع ودرجات مترابط رسمH,,H,,00.,H, من كلا أن واضح.h للرسم

 في,'( أويلرية دارة توجد أنه نجد الاستقراء فرضية وبتطبيق موجبة، زوجية رؤوسه

,H٠0٠,٣,٠ لكلi-1,2أن وما Gبين مشترك رأس الأقل على يوجد فإنه مترابط 

,/ الدارة إلىC, الدارة الآن .نضيفr,i=12,٠00 لكلH, والرسمl, الدارة

(. في أويلرية دارة على فنحصلi-1,2,٠٠٠,٣ لكل المشترك الرأس عند

(3,1 ر مثال

 رؤوسه جميع ودرجات مترابط لأنه أويلري في(٣ شكل)ا, في( الرسم

،e١١e0٠e ,,e و e رe,4٠٠٠ الدارات إضافة يكن فإنه ٠ بالدارة بدأنا إذا زوجية.



 الرسومات نظرية في مقدمة٦٦

 أويلرية دارة على لنحصل الترتيب على تد,لا,: الرؤوس عندe و,6,e، e٨٨ و,

 (هي في

e,4,6,56,٩4\44,e,٠٠٠e٨444,٨6,٩6,و٨ e

(3,1 ر ملاحظة

 في الاستقرائي الإثبات تعديل يمكن أنه بسهولة ير أن للقارئ يمكن
• في أويلرية دارة لإنشاءG في دورة بأي نبدأ بحيث(٣١ مبرهنة)

 الأويلرية. الرسوم في الأويلرية الدارات لإنشاء جيدة خوارزمية الآن نقدم

(Fleury's algorithm)  فلوري خوارزمية(3,1 خوارزمية)

.( =(٧,L)  أويلري رسم المدخل:

.6 في أويلرية دارة المخرج:

 الخوارزمية

.7٨ د= وضع دel رأس أي -اختر١

 ضلعا اختر أنشئ. قد ,ا=٧e٠٠٠,٢٠e.e,«, الطريق أن -افرض٢

-H{, منe {,,,+}=رر {',e٠,٠eالرسم في جسرا ليس ر،رى بحيث 

,}e.ي٠, G, =C-{e,,eآخر. خيار هناك يكن لم إذا إلا 

 ذلك. أمكن كلما(٢) الخطوة -كرر٣

(3,2 ر مبرهنة

O) كان إذا =( ,Eخوارزمية بوساطة منشئ طريق كل فإن أويلرياً رسما 

(. في أويلرية دارة هو(1.٣)
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 البرهان

(. في فلوري خوارزمية بوساطة منشأ طريقاe٠٠٠,٢,٣e=,Tً ,د, ليكن

٣,=r ,G م فإن0 تساوي =G-{e,,e,,٠.e,}  الرسم في,± درجة أن بما

T,  أن افرض تناقض، على الحصول لغرض(. الرسم في دارة1, فإن وعليه

 ضع(. الرسم أضلاع جميع على تحتوي لا
S={xel 6, degx الرسم في >0}،S-}S

S أن واضح  بين مشترك رأس الأقل على يوجد فإنه مترابطG أن وبما ،#4
,T والمجموعة ٨>0 الدارة <n ,x= ليكن+.٨ eS S. أن واضح كذلك،

,,x بحيث صحيح عدد أكبر هو eSو eS±,,,ولتكن 

٨-{eeE:S e من ورأس+ من رأس بين { يصل
 فإن وعليهA٨(E-{e,,e,,٠٠,e=){,٨ أن ؟ تعريف من ينتج

.}e,e١٠6{ء٤}٠٠٥٠٠٠( e,٠٠,,E-{e,e)4تعريف ومن.٨ mأن ينتج 
 )انظرG, الرسم في جسرe ر، إذن.E)A٨}-٠e٥,٠٠,e,})={e {ر,

 ضلع يوجد فإنه0 من أكبر6, الرسم في,+ درجة كانت ولما(((.٣.2 شكل)

'}r,,,٢'={eبحيث ,e'#eو ,e'#eر، أن .بما eفإن6. جسرفي 

.0, في جسرe' أن تقتضي فلوري خوارزمية في(٢) الخطوة

S S
()

(.2١,٣ شكل

H, H,
 )ب(
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H ,ر,e{' للرسمH,,H,,H, مركبات توجد فإنه وعليه =G,,-{eبحيث 

.+-٢, eH, , أن واضح ()ب((.٣.2 شكل) )انظر٤ eH,,٤,eH,,+'eH,

 الرؤوس إذن.6, الرسم في الوحيدان الفرديان الرأسان هما٤,, د٨ أن نلاحظ

 المركبة في رأساً=٢, كان ولما+.٨, ,',,د, هيh الرسم في الفردية

,H٠٠ ,د· المسار بسبب، e,المركبة فإن٢ ,Hواحد فردي رأس على تحتوي 

 زوجيا. يكون أن يجبH, في الفردية الرؤوس عدد أن مع يتناقض وهذا ,د هو

(3,2) مثال

 رؤوسه جميع ودرجات مترابط لأنه أويلري(٣ الشكل) في( الرسم

 أويلرية دارة إنشاء يمكننا فإنه فلوري خوارزمية وطبقنا« بالرأس بدأنا إذا زوجية.

.6e٠4,e/4,e٠4,e, :  الدارة مثل6 في

W

G
(.٣١,3 شكل

(٣,3) مبرهنة

 إذا وفقط إذا أويلري نصف رسم6 عندئذ، صفري. غير رسماG ليكن

 كل ذلك، على علاوة فرديين. رأسين على بالضبط ويحتوي مترابطا( كان

 الآخر. الفردي بالرأس وينتهي الفرديين الرأسين بأحد يبدأ6 في أويلري طريق
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 البرهان

(. في٨e,3±,٠e,, أويلري طريق يوجد إذن أويلري. نصفG ليكن

 الأخرى الرؤوس بينما فردي رأس,٠ من كلاً وأن مترابط( أن واضح

 زوجية. رؤوس "ووند,رند٠ ر,±,·

 فرديين رأسين على بالضبط ويحتوي مترابطG ,٢(=E) أن الآن نفرض
baجديدا ضلعا .نضيف eبين يصل b,aجديد رسم على فنحصل 

'(H-(Eحيث }eت{ E'=Eأن .مما Hزوجية رؤوسه وجميع مترابط 
 فنحصل( منe .نحذفH (في أويلرية دورة توجد وعليه أويلري فإنه

.6 في1 أويلري طريق على

 )ب(- ء"

(3,2 ر ملاحظة

 يمكن فإنهb,a هما الفرديان رأساه وكان أويلري نصف رسماG كان إذا

 طرائق. بعدة( في أويلري طريق إنشاء
 أويلرية دارة ننشئ ثم الفرديين الرأسين بين يصلe جديدا ضلعا ا-نضيف

.e  الضلع نحذف ثم الجديد الرسم في
 الطريق. هذا إلى الأخرى الأضلاع نضيف ثمb إلىa من طريقاً -ننشئ٢

 فردي. رأس من نبدأ بحيث فلوري خوارزمية -نعدل٣
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 السبعة( الجسور )مسألة(3,٣) مثال

 تقعان جزيرتين وعلى النهر ضفتي على أحياؤها وتنتشر نهر على مدينة تقع

 في موضح هو كما جسور سبعة بوساطة المدينة هذه أجزاء تتصل النهر. في

 (أ(.٣.٤ شكل)

 السبعة الجسور من كلاً نعبر ثم منه ننطلق بحيث المدينة هذه في مكان يوجد هل

 المكان؟ ذلك إلى نعود ثم واحدة مرة

 تمثل حيث المدينة لهذه رياضيا نموذجا ()ب(٣.٤ شكل) في الرسم يثل

 الرسم هذا هل يلي: كما السابق السؤال صياغة ويمكن الجسور. الأضلاع

 أويلري. غير فإنه وعليه فردية رؤوس على يحتوي الرسم أن واضح أويلري؟
 أيضا. أويلري نصف غير أنه نلاحظ

(3,1) تقارين

 أويلرية نصف أو أويلرية(٣ شكل)ه. في المعطاة الرسوم كانت إذا فيما ا-بين

 فجد أويلري نصف كان وإذا فيه، أويلرية دارة فجد أويلريا الرسم كان إذا لا. أم
 فيه. أويلرياً طريقا

 السبعة الجسور مسألة حل يصبح كي الجسور من عدد إضافة يمكن -هل٢
 ممكناً؟

 بعد6 من الناتج الرسمH وليكنG المترابط الرسم في (دارة لتكن-٣

 رأس الأقل على يوجد أنه فأثبت صفري غيرH كان إذا.C أضلاع حذف

.H C و  بين مشترك
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(.٣ ه,١ شكل٠

 يحتوي لاG أن فأثبت زوجية رؤوسه جميع وكانت رسماG كان -إذا٤

 جسور. على يحتوي لا أويلري رسم أي أن استنتج جسور. على

 أويلرياً؟K, يكون بحيثn قيم هي -)أ(ما٥

 أويلرياً؟K,, يكون بحيثn,٨ قيم هي ما )ب(

 أويلرياً؟C, يكون حيث« قيم هي ما )ج(

 أويلرياً؟W, يكون بحيث« قيم هي ما )د(

 أويلري. نصف الرسم يكون بحيث السابقة الفقرات ناقش )ه(

 يمكن كان إذا وفقط إذا أويلريG أن أثبت مترابطاً. رسما6ً -ليكن٦

 ضلعيا. منفصلة دارت إلى( تقسيم

 بالرمز( للرسم الضلعي للرسم نرمز صفري. غير بسيطا رسما( -ليكن٧

)(Lرؤوس: يلي كما ونعرفه (G/)في رأسان ويتجاور6 أضلاع هي 

.G L(G) في متجاورين كانا إذا وفقط إذا



 الرسومات نظرية في مقدمة

 أويلري.)(+ أن فأثبت أويلرياً بسيطاً رسماGً كان إذا)(

G ()L فإن أويلرياً ( كان إذا يلي: ما خطأ أو صواب أثبت ب(

 أويلري.

 الهاملتونية الرسوم(3,2)

٧٢

Hamiltonian هاملتونية دورة( لرسم مولدة دورة كل تسمى cycleفي 

Hamiltonian هاملتونياً ممراGً ل مولد ممر كل ويسمى ،6 pathفي G.وإذا 

 هاملتوني رسم إنه فيقال هاملتونية دورة على( الرسم احتوى

Hamiltonian graph، رسم إنه فيقال هاملتوني ممر على( احتوى إذا أما 

.Semi-Hamiltonian graph  هاملتوني نصف

(٣,3) ملاحظة

 والذي(٣٦ شكل) في الموضح بالرسم الهاملتونية الرسوم دراسة هاملتون بدأ

 المستوى. علىdodecahedron الوجوه عشري لاثني إسقاط هو

(.٦,3 شكلر

(٤,3) مبرهنة

 فعلية جزئية مجموعة لكلcop(-S)=lS/ فإن هاملتونيا رسماGً كان إذا

.G-S conp(GS) الرسم مركبات عدد هو ] حيث (G)  من ى خالية غير
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 البرهان

conp يكون عندما العلاقة تتحقق (G-S)=l.،أن نفرض لذلك 

.G-S copn الرسم مركبات هي6,,6,,٠٠,.6,, وأن (G-S)=m>1

k ٤٠٠٠٠٠٧٠,e, كان إذا أنه واضح(. في هاملتونية دورة١ ,e, ٧ ولتكن

 يكون عندما«٤ ر ر«= نعتبر حيث إ«eS فإن,«e6, بحيث دليل أكبر هو

<m k. لكل متحقق هذا أن وبما =n.comp (G -S)</S/ i> أن فينتج ،1

(٥,3 ر مبرهنة

 بحيث( في متجاورين غير رأسين٧« وليكن.n>3 رتبته رسماG ليكن

degu degv >n.،كان إذا وفقط إذا هاملتوني( عندئذ G +u.هاملتونيا 

 البرهان

 أن نفرض الآن، هاملتوني.G+ فإن هاملتونياGً كان إذا أنه واضح

G +uأن نفرض تناقض، على الحصول وبهدف هاملتوني.٧ Gهاملتوني. غير 

 لتكن.w الضلع على تحتوي أن لابدu+6 في هاملتونية دورة كل إذن

,e,7(١,)-٧,4,٧5٠٠٠٧,e)':)-(في هاملتونية دورة G +w.إذا 

 الدورة فإن ر, جاورل و,ا,« مجاورل ,لا بحيثi<n-1>3 وجد

.G , في هاملتونية تكون(٣.٧ شكل في الموضحة٨٧٠٧٠١٠٠٠٧,٧,٧١٥٧,٠٠٠٧

 مجاور غير رءا الرأس فإن6 افي ل ومجاور و" عن مختلف ،+ رأس لكل إذن

 فإن وعليه،«. لى

degv, <n-2-(deg -n-1=( -,ا1 deg٧,

D . ,«deg تناقض وهذا +deg, <n-1  إذن
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u-٧,

 ا ا//

 ه،:

٧٤

 من متتاليةG,(-6),6,,6,,000,6 إ ولتكن ،n (رسمارتبته ليكن

,y, بحيث الرسوم ،G,_, =G, +r,y±,,الرسم في متجاورين غير رأسان 

deg x +deE <n si<k-1 وبحيث ،0 deg لكل x, +deg, y,>n ،G,

.G closure للرسم  إغلاقا6ً إ يسمى ،(. في متجاورين غير رأسين لكل

(٦,3) مبرهنة

 فإن6 إغلاقاًلG و' ،( من كل وكان ،n رتبته رسماG كان إذا

6 -إ6'
 البرهان

 على للحصولG إلى أضيفت التي الأضلاع متتالية هي٠e٠٠٠٠٠٠٤ ، لتكن

,Gء٠٠٠٠ ٠،/ ولتكن fإلى أضيفت التي الأضلاع متتالية /هي Gللحصول 

 وبهدف.6 ، في ضلعf, كل وأن6 إ في ضلعe, كل أن .سنثبت6' على

,e)' بحيث دليل أصغر هوr أن نفرض تناقض، على الحصول 4/(G.ضع 

H,,٠0٠,e {ر, =G +{e,,eإذن٤ H6 إ الرسمين من كل من جزئي رسم
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deg, x +deg, y >n G أن =,e تعريف من ينتج y د  ليكن.6 و'

 فإن وعليه،

deg, 2 +deg,, y > deg, ,deg+ د y >n

 في ر/ضلع كل وبالمثل،.6 م في متجاورين غير د و د كون مع هذا ويتناقض

,G.٥٠6,-6' إذن

.n G رتبته الذي  للرسم وحيد إغلاق يوجد فإنه (،٣,٦) مبرهنة على بناءً

.G ()c إغلاق على للدلالة  الرمز نستخدم

(٧,3) مبرهنة

Gكان إذا وفقط إذا هاملتوني رسم (c(6هاملتونيا. رسما 

 البرهان

 التوالي، على ،٤ ا٠e و٠٠٠٠٠e٤ الأضلاع إضافة بعدe)( أنشأنا قد أننا نفرض

.6 =e() G=G و i> حيث1 <k , لكل6 =G,,+e,  (.ضع إلى

 كان إذا وفقط إذا هاملتونيG,=G أن(٣.٥) لبرهنة المتكرر التطبيق من ينتج

,C،ًوأن هاملتونيا ,Cكان إذا وفقط إذا هاملتوني ,G،جرا. وهلم هاملتونيا 

G ر إذن  هاملتونيا.c)( كان إذا وفقط إذا هاملتوني6=

(3,1 ر نتيجة

 هاملتوني.G فإنc()=K, وإغلاقهn=3 رتبته رسماG كان إذا

 البرهان

 أن(٣٧) مبرهنة من وينتج هاملتونيc)( إذن هاملتوني.K, التام الرسم

G.هاملتوني 
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(3,2 ر نتيجة

+,y degr رأسين لكل +degy >n n>3 وكان G رتبته رسما  كان إذا

 هاملتوني.G فإن ،G في متجاورين غير

 البرهان

 (،١,3) نتيجة إلى استنادا وعليه،.c(6)=K, أc)( تعريف من ينتج

 هاملتوني.G أن نجد

·١٠٠٠٠(٣,٣ ر نتيجة
G rel، فإن (G) deg لكل >- n>3 وكان G رتبته رسما  ء2• ء كان إذا

 هاملتوني.
 البرهان

y±,٠٩٦ متجاورين غيرHان واضح ء degx +degy >-+-=n2 راسين لكل 2-

(.3,2 نتيجة) على بناءً هاملتوني6 .إذنG في

(٤,3) نتيجة

 فإن ا/""اء«،2 وكان «، وحجمه±«3 رتبته رسما6 كان إذا

G.هاملتوني 
 البرهان

C, كان إذا =Kفإن G.أن نفرض الآن، هاملتوني ,K#)٧ .ليكن+,

degx أ (.سنثبت في متجاورين غير رأسين أي +degy >n.ضع 
 ءn-2 ء

2 وأن ا "/<ه ا" أن =.واضح٢١6{

degx +degy = l ا (G) E/- ا (H)
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 إذن
n-2n-1 22 »-+و»e"« "أد" ا٠

degx فإن وعليه، +degy >nفي متجاورين غير,+ رأسين لكل .)

 هاملتوني.G أن جد(٣,2) نتيجة إلى بالاستناد

(٨,3) مبرهنة

 حيث( درجات متتاليةd,,d,,d,.٠0, ولتكن ،n>3 رتبته رسما( ليكن

,٠0.<d,>d، <d.لكل أنه وافرض >"k، إذاكان d، skفإن 

d,>n-k.،هاملتونيا.( يكون عندئذ 

 البرهان

c (G) c(G) أن نفرض تناقص على الحصول بهدف تام. رسم  أ سنثبت

« الرأس درجة على للدلالةdeg ا الرمز يلي فيما نستخدم وللبساطة، تام. غير

: بحيث,+y رأسين نختار أنه يمكننا فإنه تام غيرc(G) أن بما.c)( الرسم في

c() y,« في متجاورين غير ( ( أ

m =deg r <degy ( ب)

deg +degy <n ( ج)

aeg )د( + aegyيمكن ما أكبر 
}}

. deg y <n-m ، وأن degr =m < ٠٠٠2- أن و)ج( )ب( من ينتج أنه نلاحظ

 صع

$ ={e(٢ ()\{y}):c() y في { مجاور غير٧
T ={٣e(٧ ()\{¢}):e() r في { مجاور غير٧
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 إذن
/S1-ا٨= - deg y>n-ا٨-) -m)=m-l
[T m- =ا٨-1

 ، ، د ،4

«deg لكل <deg r =m «deg آن )د( من وينتج <degy <n-m eS وآن ،٧

 في منها كل درجة إن بحيث رأساm الأقل على يوجد فإنه وعليه،+.eT لكل

(c(Gومن( في ثم G)تساوي أو من أصغر mإذن d, <m.ثانية، ناحية ومن 

degx أن تقتضيm"< أن نلاحظ -m <n-m.الأقل على يوجد إذن 

mc() -m+1-n-١-n= في منها كل درجة بحيث رأسا ا1 ا{+}ن

,,,d فإ وعليه.n-m من أصغر(( في ثم )ومن <n-m.يعطينا هذا إن 

 المطلوب. التناقض
(٩,3) مبرهنة

 عندئذ، التجزئة. ثنائي رسماGً(=٧=)(٧,uL,,E))( ليكن

 هاملتوني. غيرG فإن /+ا,آ/L ا كان إذا )أ(
٠٠/1 ٠• ٠ el) لكلdeg«-> وكان =ا,ا/=ا,ا]n>2 كان إذا )ب(  ء2 ء• فإن «؟6)

G.هاملتوني 
 البرهان

: إذن ا.ا<ا!ا. أن لنفرض )أ(

cop (G-)=/L,  ا,ا>ا
 هاملتوني. غير رسم( أن إلى يؤدي(٣,٤ مبرهنة) تطبيق فإن وعليه

K,, ( أن بما هاملتوني. غير( أن نفرض تناقض، على الحصول بهدف ب(

 جزئي رسم( بحيثH هاملتوني غير رسم يوجد فإنه ،n>2 لكل هاملتوني
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 ليكن.e)(< لكل هاملتوني+/e وبحيث ،h للرسم مولد
H H و هاملتوني +xy H. أن بما + في متجاورين غير رأسين el,,y ,E ء

.y H الضلع على تحتوي +y  في هاملتونية دورة كل فإن هاملتوني، غير

.H  «في إلى من/ هاملتوني ممر يوجد فإنه وعليه

 ليكن

P :( , ,و٠,··15,,71٥,,(= (=y)

٠١ ,و٦٨٠٠٠ ,و«,:e ,ا و«,···,,,,«e_5٨ ,آ حيث

٣٠,٧, 4E (H) ,, فإن٧ eE (H) -2n,٠٠,ie{4,6، كان إذا 2}  لكل

 الهاملتونية الدورة وجود يقتضي,« ,و«مeh(H) لأن وذلك

 إذن.H غيرالهاملتوني الرسم في٧٠٧,٠٧ ر,٠٠٠ ر"٥,٠٧,٠1,·",Y ,لا,

 لا٥, ولكن }-,ا.٧{, المجموعة في رءا للرأس مجاور غير رأساdegv,-1ً يوجد

 في ر« مجاور غير رأساdegً, الأقل على يوجد إذن أيضاًء,« ل مجاور غير
n ٠٤n ٠٠h. ,l.أن وبما »,<degفإن --=-deg»,, <n- deg», <n، ٠2،22٨ يعطينا وهذا- -

D .  المنشود التناقض

 شروطا الهاملتونية بالرسوم المتعلقة الشروط يصاحب أن طبيعي لأمر إنه

 ذلك. التاليتين النتيجتين من كل وتوضح الهاملتونية. نصف بالرسوم متعلقة

(٣,٥ ر نتيجة

+,y degr رأسين لكل +degy >n-1 n وكان G رتبته رسما  كان إذا

 هاملتوني. نصفG فإنG في متجاورين غير
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 البرهان

 تافه. هاملتوني ممر على يحتوي( فإن وعليه ،K=6, فإنn=1 كان إذا

H+٨, ونضعn>2 أن الآن نفرض  أن نلاحظ ا.(K,)={2{ حيث6=

1>3+٨(-H)،وأن اا 

deg, +deg, y = degx +1+degy +1>n+1

H H. أن جد(3,2 نتيجة إلى وبالاستناد y,« في متجاورين غير  رأسين لكل

 ممراC-{2ً{ فيكون ،H فيC هاملتونية دورة أي نختار الآن، هاملتوني.

 هاملتوني. نصفG إذن.6 في هاملتونيا

(٦,3) نتيجة

() degx لكل n "ج وكان' G رتبته رسماً G كان إذا el فإن٣
 ء2•"

 هاملتوني. نصف

 البرهان

 أن واضح
n-1 n-1degr +degy >+=n-1

 على بناة هاملتوني نصف6 ».إذن في متجاورين غير٣±. رأسين لكل

D .(3, ٥ نتيجة)

 غير أم هاملتونيا ما رسم كان إذا فيما بيان مسألة تعتبر العموم، وجه على

 على تساعد بخواص الهاملتونية الدورات وتتمتع الصعبة المسائل من هاملتوني

 غير رسم ما رسما أن لبيان الخواص تلك استخدام يمكن كما الدورات تلك إنشاء

 الخواص. تلك من بعضا يلي فيما نسرد هاملتوني.
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degv بحيث رأساً« كان إذا )أ(  تحتوى أن يجب هاملتونية دورة كل فإن2=

.٧ على الساقطين الضلعين على
degv بحيث رأسا« كان إذا )ب(  من فقط ضلعين استخدام يمكن فإنه2<

 الأضلاع تهمل وعليه هاملتونية، دورة إنشاء عند« على الساقطة الأضلاع

 الدورة. إنشاء في المضي عند الأضلاع تلك بحذف ا على الساقطة الأخرى

 دورة على الحصول يمكن لا فإنهG الرسم في هاملتونية دورة إنشاء عند )ج(

.G G رؤوس جميع على الدورة تلك احتوت إذا إلاً  من جزئي رسم في

 ا درجته رأس أو مفصل أو جسر على المترابط البسيط الرسم احتوى إذا )د(

 هاملتوني. غير فإنه

(3,2 ر تمارين

 هاملتوني. رسم(٣,٦ شكل) في الموضح الرسم أن -أثبت١

 ا درجته رأس أو مفصل أو جسر على( المترابط الرسم احتوى -إذا٢

 هاملتوني. غيرG أن فأثبت

 درجة رؤوس ثلاثة في يوجد لا أنه فأثبت هاملتوني نصفG كان -إذا٣

.1 منها كل

 هاملتوني.G أن فأثبت7 رؤوسه وعدد4 النوع من منتظماGً كان -إذا٤

G k-1 أن فأثبت2 C رؤوسه وعدد ا النوع من منتظما  كان -إذا٥

 هاملتوني.

G m أن فأثبت/٣ ا)(22 +2 n و G النوع من منتظماً  كان -إذا٦

 هاملتوني.

.n=5  لكل هاملتوني رسم ,ت أن -أثبت٧
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.n >2  لكل هاملتوني رسم ،@ الفوقي المكعب أن أثبت-٨

C ,,اE) التجزئة الثنائي الرسم كان إذا-٩ =(Uفأثبت هاملتوني نصف 

 اا٢ -اL =ا/ء١ أو ا٤٠ -اL/ إما أنه
.m n أضلاعه وعدد >3  رؤوسه عدد هاملتونيا بسيطا رسما( -ليكن١٠

G  زوجا(في زوجا متجاورة غير )أي، مستقلة رؤوس مجموعة1#4 لتكن

٠٨-m'2n m'=E(deg+-2). أن أثبت  وليكن
x€l

٨, من كل في المختلفة الهاملتونية الدورات عدد فجدn>3 كان -إذا١١

W,  و

.K,, n>2 في المختلفة الهاملتونية الدورات عدد فجد  كان -إذا١٢

.K,, n>1 في المختلفة الهاملتونية الممرات عدد فجد  كان -إذا١٣

 هاملتونياً المعطى الرسم كان إذا ما بين (،28 شكل) في الرسوم من -لكل١٤

 فيه. هاملتونية دورة فجد كذلك كان وإذا

"//

(.٣,٨ شكل
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. K,  إغلاق -جد١٥

(.٣,٩ شكل) في الرسوم من رسم كل إغلاق -جد١٦

(.٣,٩١ شكل

 حث ،m وحجمه=«3ذ رتبته6 هاملتوني غير لرسم مشالاً ا-أعط

2 "]م/"١


