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 الخطية التكاملات
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 الخطية التكاملات(١ ,ا١)
Line ltegrals

 البسيط المثال نعتبر ماهيتها لتوضيح الخطية. التكاملات موضوع الفصل هذا في نقدم
 الثانوية المرحلة فيزياء مادة من لقانون التالي

 المسافة8 القوة المبذول= الشغل

 فإن وعليه متجهة كميات المقطوعة والمسافة القوة فإن الثامن الفصل في بينا كيا

 مستقيمة غير الحركة كانت أو متغيرة القوة كانت إذا ، الآن قياسي. ضرب هو الزمن
 الصغيرة. الأساسية الاسهامات من للعديد كمجموع القوة عل نحصل فإننا

(١١,١) w-/٤.a1
 لي

 و

 صغيرة قطعةd أ و الاتجاهي القوة مجال هوF و المبذول الشغل هوW حيث

 معين. مسار يحددها الكلية الحركة أن اعتبار مع مستقيم خط من

١٥٧



١٥٨ الرياضية العلوم ي أساسيات

 اة و),ه,يه(=F(=٤),£, وكانت البعد ثنائي مستوى في الحركة إذاكانت
 هو المبذول فالشغل

(١1,٢) w= /٢4  +ب64 د
 لدر

 والآخر للمتغير بالنسبة أحدها تكاملين كمجموع التكامل كتابة ويمكن
F5;  و ي القوة احداثيات من كل تكون أن إمكانية ملاحظة مع ز للمتغير بالنسبة

.3 و د المتغيرين في دالة

 احداثياتهاB نقطة إلى(3 )مود احداثياتهاA نقطة من يكون ما فعادة المسار أما

(ys)#بالمنحنى العرف الاسقاط بمحاذاة ,م (f(z=3، في التكامل وحساب 

 بالنسبة التكامل عملية إجراء ثم د بدلالةy المتغير بكتابة عادة يتم ا(1,2) المعادلة

A  المتغير إلى
#g

dy = [[ECxf(3)) + 6Cr,f())r' (]ds+£,)ا د(£4ع د 
 م معا,

d •١٠ ب٠٣ وبالتأكيد.f(a)dx بالمقدارd عن للتعويضf )ج('"= استخدما حيث

.3 عن عوضاy إلى بالنسيبة التكامل إجراء نستطيع فإننا متاسيا( ذلك كان )إذا

(1,1) إلى(0,0) منy قdج-+xdy تكامل نحسب دعنا ، توضيحي وكمثال

 مختلفين لمسارين
 ر -و=(١ ر



١٥٩  الخطية التكاملات

(.1,1) إلى(1.0) من و(1.0) إلى(0,0) من (الستقيان٣)

dy =ترو لدينا للمسار)ا(، = 2dx.يكون وعليه 

17121 ،213L7 -باا«إ ،] ء{ا-دة ب;-'[ءي،

x=1،٥ لدينا =y، و(10{ إلى(0,0) من =وه0  (،2 وللمسار)
٥=dxيكون وذا(.1.1) إى(1.0) من 
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 والاستثناء المعطى"، المسار عل يعتمد الخطي التكامل أن ذلك من ونستنتج
((١١,٣ البند) في سنتاقشه ما )وهو تاما تفاضة المكاملة الدالة تكون أن هو الوحيد

 بسيط. بمسار معقد مسار باستبدال الحسابات تبسيط نستطيع الحالة هذه وفي

 المعطاه الكميات تكون عندما عادة تستخدم الخطي للتكامل أخرى صيغة توجد

 قياسية كميات هي

1

 ج

(١)



(١1,٣)

 الرياضية العلوم ي أساسيات

= /٤Gة »a
 ل

١٦٠

 من٠3=f)( المنحنى عل هl القوس طول إلى بالنسبة يكون التكامل حيث

.y = h(t) = و يد g(t)  مثل وسيطية معادلات بدلالة أيضاً المسار يكون أن الممكن

(2,١١ الخطي) التكامل لحساب مشاية بصورة (يتم11,3 الخطي) التكامل وحساب

 الصورة عل تكون هt أو جه و له بين العلاقة أ الاعتبار بعين الأخذ مع

(١١,٤) dl =
d ):()$(+» ذ مd١2=١ ا dl =

%(D)+ °)تره( حيث فيثاغورس مبرهنة باستخدام مبرر وهذا = (x.)ه 

 أن أيضا وواضح =ه.4٧14دة مة فإن شم=لا كان إذا ، المثال سبيل عل
 عل ذلك ويعتمدF (وh(e),(t)) أوF(a,f(a)) بالصيغة عنها يعبرF ,ة(yن)

 الخطي. التكامل لحساب المستخدمة الصيغة

 التامة التفاضلات(٢,11)
Exaet Differentials

 حيثP(#,y)d ح+z,)dy)0 العبارة مع للتعامل نحتاج الأحيان بعض في

 صيغة هي العبارة هذه هل ، هنا والسؤالY و3 متغيرين في دالة0 و2 من كل
Pdx إن فنقول بنعم الإجابة كانت إذا ؟f(3,3) لدالةdf للزيادة +Qdyهو 



١٦١  الخطية التكاملات

 الصيغة بمقارنة تقوم تام( تفاضل العبارة كون حالة )فيf(,y) لإيجاد تام. تفاضل

 أن لنجد(٦,١0) العادلة مع

(١١,٥)
a٢o@»=(ي )
 و والا

،8f
30 -و «م )مي(=

 وعوضاf(3,yً) لمعرفة استخدامها لانستطيع أننا إلا صحيحة، الصيغة هذه أن ومع

 و(١٥,٥) المعادلتين باستخدام التام للتفاضل اختبار علل الحصول نستطيع ذلك عن

 كان إذا وفقط إذا تام" تفاضلPd ج+Qdy العبارة أن إلى فنخلص ا(٥,1)

(١١,٦) ٤ ر ري-  ةy) بدة،

dx + 3xydy ، cosydx المثال سبيل فعل + stnxdy zy ولكن تام تفاضل3
 تاما. تفاضلا ليس

 نجد دعنا السؤال هذا عل للاجابة ؟ التامة بالتفاضلات الاهتبام هذا لماذا
Pdx تكامل + 0dyالنقطة من Aاحدائياا التي (A)النقطة إلى لا.م Bالتي 

df كانت فإذا ,.ج(.ys) احداثياتها = Pdz + Qdy0 فتمجد

8 ، 8»r-( « )يج ء، )مه(+ ه
١Ay 2

 لا

-٢·
 لا

 ق يد

(٢)

(٣)



 الرياضية العلوم ي أساسيات

Aي ي 

/Ad+ + fG= /=رده =ع٢ ا«ة@ @f-(«٩ ء
BAA

١٦٢

 نفسه. المسار عل يعتمد ولا وشهايته المسار بداية عل فقط يعتمد التكامل فإن وجذا
 بدوره وهذا التكامل مسار معرقة إلى بحاجة فإننا تاماً تفاضلا العبارة تكن لم إذا أما

 التكامل. عملية تقييد إلى يؤدي

 فمثلا، الحالة. ودوال القوى مع يرتبط التام التفاضل فإن التطبيقية الناحية من أما

 أخرى خاصية أي عل تعتمد ولا فقط ارتفاعها في الفرق عل الكامنة الجاذبية طاقة تعتمد

 )درجة فقط النظام حالة عل الحالة دالة قيمة تعتمد الحرارة، ديناميكا في وبالمثل، لحركتها.

 الحالة. تلك إلى الوصول طريقة عل وليس إلخ(.. الحجم أو الضغط أو الحرارة

 تقارين

dx ةdy تكامل أن أثبت ا(١,1) +3xyة yبحسابه وذلك المسار عل يعتمد لا 

(.١١,١) البند مثال في المستخدمين(2 (و)1) للمسارين

 البند مثال في المستخدمين(2 و)(١) للمسارين ةydl تكامل احسب(٢,١1)

،(١1,١)

٥4=٥٦d av(٦+ ؟( ( أن فأثبت٧ الحجم عل يعتمد لا€ كان إذا0١1,3

 أصبح" عل المعادلة طرفي قسمنا وإذا ثابت(.R )حيث تاما تفاضالا ليس

 الحرارة. ديناميكا في ذلك أهمية عل علق تاما. تفاضلا


