
 فثر وزلإي ولقل

 الجزئية التفاضلية المعادلات
Partial Differential Equations

 بدائية (حالات1,١٤)
Flementary Cases

 هي السابق الفصل في درسناها التي العادية التفاضلية المعادلات في المستخدمة الدوال

 نحتاج ويهذا متغيرات بعدة دوال مع سنتعامل الفصل هذا في فقط. واحد بمتغير دوا
3y;4،'٠٠ وبx1&،٠ -ر٠٠ د م )بة(. زيية مشتقة إس )تخ( العادية الثقة بتبديل العاشر الفصل في تعلمنا كا

 التفاضلية المعادلات عن لتفريقها(PDE) بالجزئية التفاضلية المعادلات تسمي هنا ومن

 تقط. متغيرين في دوال عل مقتصرة أمثلتنا ستكون الموضوع تناول ولتبسيط العادية.

 وهي جزئية تفاضلية معادلة بأبسط نبدأ

(١٤,١)
،8z،($)-٥

 ثابا لا التغير أن وبا ثابتاً، يكون أن يجب التكامل فإن صفرا تسادي المشتقة أن يا
 العام الحل أن ونستنتج ثابتة. دالة هي المتغير فيg0) دالة أي فإن(٤1l1 المعادلة في

 الناشئ التكامل ثابت أ البسيط المثال هذا لنا يبين ),=(ة، (و=y) هو للمعادلة

١٨٩



١٩٠ الرياضية العلوم ي أساسيات

 في الحال هو ك] ثابتا مقداراً وليس دالة يكون أن يجب الجزئية التفاضلية المعادلات عن

 العادية. التفاضلية المعادلات

 التا التفاضل لدينا كان إذا السابقة. الحالة من أهية أكثر حالة مل معالا الآن تقدم

1- y+-ه مة[تي ه=[" 
Mج- 

 أن ا(نجد1 المعادلة)ه, باستخدام ؟fGx,y) هي فيا

(١٤,٢) (٢٦ د x3 ربر
(3 إ-+_٧١٧ ،

?xو ,لدة}42 يو 

.@f· ،18,٠ ، ء  و=- و/yة.'٠٠a )لا مشتقة أن يعني والذي )ج(- الأسهل بالاشتقاق نبدأ دعنا

 أن نستنتج إذن، ±، مي ثابتاً د بقاء مع3 للمتغير بالنسبة

(١٤,٣)
y

f(ر,ج ) =-+g(3)

 مع إلى بالنسبة(١٤,٣) المعادلة باشتقاق هي )(ى لإيجاد طريقة أفضل إن

(2,١٤) العادلة من الأول ا-لجزء مع الناتج مقارنة ثم ثابتا3ً إبقاء

y 1 yو f _dة-,):(:-:: ة 



١٩١  الجزئية التفاضلية المعادلات

d٥ ،.
٠٠-= يدق،٦يdج" ان نجد بالقارئة نقط. في دالة )(ه لأن )في( تي منا"" حيث

 )لايجتوي ثابت مقدارC حيث )ع@و ا=nx+c أن ذلك عن وينتج-"

·٠• هو انام للفاضل اخل نجدان و كيراك»،

y
f(x, ( ز =-+ ln4+C

 المعادلة عل للحصو باشتقاقه وذلك صحته من التحقق الآن السهولة من حيث
.(١٤,2)

.8%2
.=٥- وهي الثانية الرتبة من سهلة معادلة تأخذ ، البند هذا في أخير وكمثال

 ةaay--+٠-" أن بملاحظة المعادلة هذه حل نستطيع

(١٤,٤)

(١٤,٥)

8283%4
 ةة7 ),ة(,,ة د دد د [ر=

3

 تجد ثابتاyً إبقاء مع± إلى (بالنسبة١٤,٤ العادلة) بمكاملة

8>
 ر,لا )كذ( ه=0

 العا الحل يعطينا ثابتا2ً إبقاء مع لا إلى بالنسبة أخرى بمكاملة الآن

2(&,) =G(y) + h(x)

 حيث

 هO ا=) )ه



١٩٢ الرياضية العلوم ي أساسيات

 فقط. لا في دالة

G(y  )ن للدالتين مريحة تعريف بقاعدة تزودنا لا(١٤,٥) المعادلة أ الرغم وعل

 هي (ة3 )لا. أن معرفة من ثكننا الأقل عل ولكنها ، حدية شروط وضع دونh و)(

 فقط. ج في دالة والأخرى فقطy ي دالة إحداها دالتين مجموع

 بدائية أمثلة هي البند هذا في المقدمة الجزئية التفاضلية المعادلات أمثلة جميع

 الآن ننتقل الجزئية. المشتقات تعنيه لما فتنا معر مع مباشرة تكاملات بإجراء حلها يمكن

 واقعية. أكثر أمثلة إلى

 المتغيرات فصل(2,١٤)
Separation of Variables

 الموج معادلة مثل الفيزيائية الإهتبامات ذات الجزئية التفاضلية المعادلات معظم

 الثانية الرتبة من معادلات هي

(١٤,٦)
2 2

3y 1 y ة
%e48٤28 يو

 و الزمن± و الموقع3 و لوتر الرأسية الإزاحةy يمثل أن الممكن من حيث
cهذه وجل التفاضلية المعادلة هذه مثل لحل الطرق من العديد توجد الموجة. سرعة 

 خاصة حالة عل منصباً هنا اهتيامنا سيكون الكتاب. هذا نطاق عن يخرجنا الطرق

 هذا بين علاقة بوجود يوحي الاسم أن ومع ، المتغيرات فصل تدعى فقط واحدة
 مفهومان أه إلأ (،١٣,2) البند في قدمناه الذي المتغيرات فصل ومفهوم المفهوم
 قاما. غتلفان



١٩٣  الجزئية التفاضلية المعادلات

 علل الملاحظات بعض نقدم ، البند هذا في الرئيسي الجزء مناقشة في الشروع قبل

 تحويل بمقدورنا فيكون=٦-ct وw=٢+ct عوضنا إذا(.١٤,٦) للعادلة
2

+٥ا ا- 8u8w-=٠' فحوى هو =وهذا٥ وهي(١٤,٤) المعادلة تشبه معادلة إلى الموج معادلة

 الصورة عل(١٤,٦) للمعادلة العام الحل يكون وهذا(.١0,٦) التمرين

y(#,t) =G(x+ct) +h(x- ct)

 مناسبة. حدية شروط بوضعh وGت الدالتين إيجاد يمكن حيث

 ، محدد مثال دراسة خلال من هي المتغيرات قصل طريقة لفهم وسيلة أفضل إن
 هو: ومثالنا

 معادلة وتحققy<a>0 و>±0 الشريحة عل معرفة دالةf(3,y) لتكن

 لايلاس

(١٤,٧) rة rه' 
 ةx- قرة ا]=

 الحدية الشروط تحقق وأتهاao عندماf ,ة(y)0 أن فرضنا إذا

f(x,0)=f(x,a)=٥

(١٤,٨) my٠ 2my,f(0, s("")+2=( د ("")a د
a a ٢

 لابلاس. لمعادلة مناسباً حلاً فجد



١٩٤ الرياضية العلوم ي أساسيات

 الشروط وتعيين الدراسة تحت المنطقة هورسم المسألة هذه حل لمحاولة وسيلة أفضل

 الصورة علل حل إيجاد محاولة هي المتغيرات فصل في الأولى الخطوة الحدية.""

(١٤,٩) f(a,y) = X@)YG)

 أن لنا تخمن(١٤,9) المعادلة أن هنا المهمة الملاحظة التسمية(. جاءت هنا )ومن

 ليس ولكنY(y )ت و(#xي) مستقلتين دالتين ضرب حاصل (هو١٤,٧) المعادلة حل

 وليس حل إيجاد حاولة بقولنا: بدأنا )ولذا صائب. التخمين هذا يكون أن المؤكد من

 الحل(. أن افرض

 نقوم لا، أم حل هي(١٤,٩ المعادلة) في المبينةf(#,y) الدالة كانت ماإذا ولرؤية

 عل لنحصل»١٤,٧) المعادلة في بالتعويض

4-Y%X
 ر-yت قبن" =,ج٥

 (نعلم١٤,٩) تعريف من لأنه كلية بمشتقات الجزئية المشتقات استبدلنا حيث

 أعلاه المعادلة طرفي بقسمة فقط.y المتغير في دالةY وأن فقط3 التغبر في دالةX أن

 عل نحصل7 عل
٤ب

 ا/
()

 ةx«," اax ر/ar الإ= بؤت )لإ( )لإلإ(، ±،»

84 8٧ dY
 )كهم(»-o )مم$(-v خ

y Dy4 ر 'y



١٩٥

(١٤,١0)

 الجزئية التفاضلية المعادلات

1 %y 1a%y
 دد د دد

X dx? Ydy

 والطرف فقط ج في دالة هو(١٤,١0 للمعادلة) الأيسر الطرف أن نلاحظ هنا

 وليكن ثابت مقدار أته] حالة في فقط يتساويان فإنا ثم ومن نقطy في دالة هو الأيمن

 الجزئية التفاضلية المعادلة أن نجد ذلك من لاحقا(، التسمية هذه سبب )سيتوضح نه

 هها عاديتين تفاضلتين معادلتين إل تنقسم(١٤,٧)

3y
(١٤,١١) ق»-=ي,Y و - %X

X«دية= 

 بوضع أي (،13 )ه, البند في المقدمة بالطريقة المعادلتين من كل حل ويمكن
K=Aeو٣ Y= Be(١٤,١١) المعادلتين بين العلاقة بملاحظة أو وهكذا.٩

 و(١٤)%, المعادلتين فإن المستخدمة الطريقة كانت أياً البسيطة. التوافقية والحركة

(.١٤,٧ للمعادلة) التالي الحل إلى يؤديان(14,1)

f(ة ,y) = [Aeة +- Ee"لا ] [Ccos(تyه )+ Dst@(١٤,١٢)[( جرنه

 تكاملات. ثوابتB وC وB وA حيث

 الشروط استخدام علينا يبقى الجزئية التفاضلية للمعادلة الحل وجدنا أن بعد
f(»,y) الشرط يتحقق لكي ، بداية الثوابت. لحساب الحدية  يدo عندما0=

٤A يكون أن فيجب A كان إذا )لأنه0= =  وبالمثل ة(. ازدياده مع تزدادf فإن0

 عل سنحصل فإنناB=٥ كان لو )لأنهC=٥ أن إلى يؤديf(v,0=)٥ الشرط
f(%,a) الآن،(.f )نر,%@=0 التناقض (a أن يعني0=  ويكونsin ه@0=



١٩٦ الرياضية العلوم ي أساسيات

a= mحث ا rيعني ا للقيمة ثم ومن للعدد المختلفة القيم) صحيح عدد 
 العام المحل أن نجد هذا من جد(. (كبير١4,١2) الصورة عل التي الحلول عدد أن

 الصورة عل يكون أن (يجب١٤,٧ للمعادلة)

(١٤,١٣)
· mm ،«»-}-٢").'a'ر 

 أن ضمنيا وافترضنا5, بالعامل(BD,) الضرب حاصل استبدلنا حيث

٥=C,=4.المعادلات حلول أن إلى يرجع(١٤,1٣) الحل في المجموع وجود إن 

 لمجموعة خطي تركيب أي التالية: بالخاصية تتمتع معها نتعامل التي الجزئية التفاضلية

 أيضةً. حل هو المحلول من

 أ نجد(١٤,٨) المعادلة في الحدي الشرط مع حداً حداf(6), وبمقارنة

E=1و E;=2و E  هو" العام الحل يكون ويهذاm=3 لكل0=

(١٤,١٤)
y 2n )«( -ه)"(ء٣/٥+2sa±( )لا"٥-2 ء/+

' a d

 التفاضلية العادلة جقق(١٤,١٤) الحل أن من بالتحقق تكون الأخيرة والخطوة
(.١٤,٨) الحدية والشروط(١٤,٧) الجزئية

 الجزئية التفاضلية المعادلة لحل أعلاه المثال في قدمناها التي الطريقة تعميم يمكن

 اختيار أن كا مكافئة. عادية تفاضلية معادلات إل بتحويلها وذلك للفصل القابلة

٣
4

g



١٩٧  الجزئية التفاضلية المعادلات

 الشروط فيه استخدمنا الذي (والترتيب1٤,1١ (و)١٤,10 المعادلتين) في الثوابت
 ساعد قد المبدئي المنطقة رسم فإن ولذا الحل. علل الحصول في كثيراً يساعد الحدية

 الجزئية التفاضلية العادلة حل أن لنا بين إذ ، الحل سلوك عن فكرة اعطاء في كثيرا
 ه غير آخر ثابتاً استخدمنا إذا أما.y اتباه في ومتذبذبة• اتجاه في خامدة دالة هو

 من أ. التخيل والعدد تربيعية جذور عى تحتوي معقدة جبرية لمعالجات فسنحتاج

 نتيجة كانت إذا الأخص وعل أولا، الأبسط الحدي الشرط استخدام أيضاً الأفضل
 الحدية الشروط وترك (،١٤,1٢ المعادلة) من الحدود بعض حذف الإستخدام هذا

 الآخر. إلى صعوبة الأكثر

 شائعة فيزيائية أمثلة(١4٣)
Common Physical Rxamples

 منها الأول ، فيزيائية لمسائل جزئيتان تفاضليتان معادلتان(1٤,2 البند) في قدمنا

 المعادلة أما تعليق. إلى تحتاج لا وهذه(١٤,٦) المعادلة في القدمة الوج معادلة هي

 بواسون ومعادلة المعادلة لذه (،١٤,٧ المعادلة) في المقدمة لابلاس معادلة فهي الثانية

 خاصة أهمية بالضرورةصفرأ، ليس الأيمن الطرف حيث لابلاس لعادلة تعميم وهي

 هي شاتعة ثالثة ومعادلة أخرى. ومواضيع الموائع وديناميكا الإلكترونات دراسة في

 في المذابة المادة توزيع وكيفية المعادن في الحرارة انتشار تصف التي الانتشار معادلة

 ذلك. شابه وما الذوبان محلول

(١٤,١٥) du-ه 
45. ة د د t٦



١٩٨ الرياضية العلوم ي أساسيات

 الفضاء في معادلة إلى(١٤,٦ الواحد) البعد ذات الموج معادلة تعميم الممكن من
8%

٩° بالمتجه ,,رج التفاضل مؤثر باستبدال البعد ثلاثي  ء٩++١٩

(١٤,١٦) 1 8°٧V41ر =
2 ة٤

?a?8%٥ ه
 7؟ ر)ر<}=

y2  ةx° ة82

 حيث

 لابلاس ومعادلةKPfw ج= تصبح(١٤,١٥ الانتشار) معادلة وبالثل، ة
 فصل باستخدام(١٤,١٦) المعادلة طحل ، فمثلا.74=0 إلى ختزل(1٤,٧)

(y,z) الصورة عل حل إيجاد نحاول المتغيرات = (a)YGy)Z(-)T(t)٣ ,ة

 هو كا الهيدروجين ذرة مثل كروي تماثل الدراسة غت للمسألة كان إذا.""
 الكروي القطبي النظام استخدام الأفضل من فيكون(١2,٣) البند في مبين

 صعوبة أكثر )وهذا و ،r، 8 بدلالة٢°٧ بكتابة الديكارتي النظام عن عوضاً
y بدلالة الديكارتي النظير من ،a، )الصورة عل حل إيجاد تحاول أننا أي ، ة 

(r,8,@,0) = R(r)0(8)6@«)TTt.الحل هذا بين ارتباط وجود لوحظ (لا 

 الكروية. التوافقية الحركة وبين بينه علاقة وجود أيضاً لوحظ كبا ، بيسل ودوال
 المهمة الخاصة الحالات من العديد استخلاص نستطيع مناسبة شرطية حدود باختيار

-y ا'} ±إت "ة ةy-6 الديكارتي( )النظام 8 :و ة824
(٤)

٥1٥,٥w٠1٥٣٠1 و" ,٥
9{ أد٢ رم٢ل ب= ه ، ،د،  الكردي( القطبي """النظام )تة(,ج,'٨٤ مد ة °أوو )وة+ ق»و+, ةaa ة



١٩٩  الجزئية التفاضلية المعادلات

 له المختلفة الحلول عل يدل الذي الترقيم أن أيضة لوحظ ك](.١٤,١٣) للمعادلة

 الذرة. فيزياء في المستخدمة الكمية الأعداد يبعض علاقة

 والتي الزمن( عل )لاتعتمد ودنغر شر معادلة أن إلى القارئ انتباه نلفت وأخيراً

 مميزة قيم معادلة عن عبارة أيضاً وهي موج معادلة تعتبر

(١٤,١٧) HY =E٣

 والكامنة-iv-/(8nm) الحركية الطاقات مجموع هوH هاملتون مؤثر حيث

 المميزة الدوال فتدعى(١٤,1٧ العادلة تحقق التي" الموج دوال أما• والثابتة٧

 الحقيقة في الطاقة. مستويات تبينE اللقايلة المميزة والقيم الثابتة النظام حالات وتمثل

(.9,1٧) المعادلة في المعرفة للمصفوفة المتصل الشكل هي(١٤,١٧ المعادلة

 تقارين

 التام للتفاضلf@,y) (جد١٤,١)

df = y cos(zy)ت da+ [xcos(=y)+ 2y]dy

a(#,t) =eة p(-x%/4ke)Wi ( أن أثبت(3,١٤

 =,ج ي,ج/ الانتشار لعادلة حل ةu ه%
-r'٤



 الرياضية العلوم في أساسيات

8- 33 8r%mE%
 د ده٢ د أرح

H?8x° 8y2

٢٠٠

 أن لنفرض(1٤,٣)

 دوال احسب الثنائي. البعد نظام في الحرة للإلكترونات ودنغر شر معادلة هي

 عندما٧=٥ أن علمت إذا5 به المسموح الطاقة ومستوى لا الموج
.y = b،y0ت= ±=a،= 0

 هي(3,6) القطبية الاحداثيات في لابلاس معادلة(١٤,٤)

8%4 186 1844
- أ$ [اد

3,> ٢3r  م488

 الصورتي عل حلول وجود المتغيرات فصل طريقة مستخدماً أثبت

4(r.6) = (A,6 + 5,)(Ctr+ D)
 و

46r,٥) = [A,eos(p0) + BstnCp0)](C," +Dي r-")

،D،C القيم حيث B ،A، 8 فقط واحد بمتغير دالة كانت إذا ثابتة. م

 الحالتين في٥<3=4 عندما المعادلة حلP عل ذلك تأثير فبين

6(a,8)=Tcos8 (١)

4(a6) = Teم s2)6ق )


