
 ومالت وق

 المثلثية الدوال
Trigonometry

 الدائري والقياس الزوايا(1,٣)
Angles & Cireular Measwre

 الدورة ومقدار ، بالدرجات عادة وتقاس مستقيم دوران مقياس أنها عل الزاوية ترف

 الزاوية ومقياس90 يساوي القائمة الزاوية مقياس فإن ولذا ،360" يساوي الكاملة

 أن إلأ الزوايا، لقياس الدرجات شيوع من الرغم وعل وهكذا.180" يساوي المستقيمة

 عديمة كمية وهو الرياضيات في استخداماً الأكثر القياس هو اديان( )الر الدائري التقدير

 بحيث مقدارها بزاوية# قطر نصف دورنا إذا ، التالي النحو عل تعريفها يمكن البعد

 فإن""" يساري الدوران هذا عن الناتج القوس طول يكون

«3,١) R -ه ا
 والزاوية ، راديان2r تساوي360" فإن2rR يساوي الدائرة عيط آن وبا

T٤ ٠ راديان. تساوي- القائمة -2 ٠

 "ايى
٣١



٣٢ الرياضية العلوم ي أساسيات

 دائري قياس إلى بالدرجات المقاسة الزاوية تحويل الممكن من ، عامة وبصورة

 في سنفرض تقرياً.57.3' يساوي الراديان أن أي مق,. بالقدار قيمتها بضرب
 الراديان. هو الزوايا مقياس أن صراحة( يذكر )مالمم الكتاب هذا

 والظل التام وجيب الجيب(2,٣)
Sine, Cosine & Tangent

 أضلاع أطوال بين كنسب المقدم هو والظل التام وجيب للجيب تعريف أبسط إن

 المجاور الضلع طولA وكان الوتر طول هو٣ كان إذا ، أي الزاوية. قائم مثلث

 فإن"" لها المقابل الضلع طولy وكان٥ للزاوية

(٣,2) =±(eهاء) 
٣

3cos(B) =­
٣

ytan(B) =-
3

 الثلاث المثلثية الدوال قيم بين علاقة نجد أن نستطيع التعريف هذا إلى استناداً

(3,3)
sin (B)

taM(B)=
cos (6)

 يساوي مثلث زوايا )جموع9o-"٥ تساري و" لا بين الزاوية قيمة أن وبا
 هي حادتين زاويتين تمام وجيب جيب بين العلاقة فإن(180'

«٣,٤) 2' «ىGe)= -"(و، )ه

 "ي



٣٣  المثلثية الدوال

 متقاربين ة و3 ويكون جدأ صغرا يكونy طول فإن جدا صغيرة0 إذاكانت
(o )ج(=٥ أن»٣,8 »و٣,2 إى استادا نجد ، وعليه ، الطول في = cosض) 

(sGo )ج(=1 وأن = sa.ء 

 أن نجد فيثاغورس دثبعنة ماسب الزاوية قائم مثلث باستخبام
3a( ( =)ي ي(د، ±

 وعليه"".sa =)ي( )ي(دهء خ- وأن»A =)ي( مءs ثد-)ي( وان
٠ ،٠1m٤٠٤»  يمه-)±(سء، "):(، -»،.اأي تدنأيم،»انلاة

ta»(ي ) =v3 )4an. وأن  م)ي وأن

 تعميم السهل من وتكنه٥<"٥< و٥" اخالة عل الأن حد دراستا قمرنا لقد
(2,٣) المعادلة في3 و لا و د تعريف بتعميم ذلك ويتم ،0 للزاوية قيمة لأي ذلك
 مقاسة الزاوية إزاحتها التي والنقطة الأصل نقطة من والمسافة الإحداثيات تمثل حيث
 قيمة6 )تأخذ0 تساريA لمحور الموجب الاتجاه مع الساعة عقارب عكس باتجاه
 وجيب الجيب قيم إيجاد نستطيع عندئذ، الساعة(. عقارب مع الدوران اتجاه إذاكان سالبة
 السالب(.ع» إشارة تجاهل )مع حادة زاوية باستخدام6 زاوية لأي والظل التام

(٤) م٤

 )ه(



٣٤ الرياضية العلوم ي أساسيات

 كل مع تتكرر قيمها أن أي دورية دوال هي المثلثية الد،وال أن أولا لاحظ ، ذلك ولرؤية
(.180' هي الظل ودورة ،360 هي التام وجيب الجيب من كل )دورة دورة

sin(8) =st (8 + 2mN)
cos(8)=cos(6 +2mN)(٣,٥)
tan(م )= tan (6 + 2aN)

 صحيح- عددN حيث
.y، د ء-٠ = فإن ثم ومن ، موجب لا و سالب د فإن90 ه18084" كانت إذا

=(oمما) الزاوية تائم مثلث في المجاور إلى القابل بين للنسبية السالبة القيمة يساوي 
.tan@6) =-tan(a-6)  أن أي ،180-'٥ المتممة الزاوية زواياه إحدى

(sin@6) فإن وبالمثل = stnfa-  وبتكرار ،cos@-6-=(cos@8) وأن6
 الجيب قيم أن نجد270"<8<360 و180<'8<270 للحالتين ذلك

 قيمتها# ومحور القطر نصف بين لزاوية مثلثية دوال قيم تساوي والظل التام وجيب
.6 الزاوية به الواقعة الربع عل تعتمد الإشارة أن ملاحظة مع أصغر

 حروفها حيث(CAST) كلمة استخدام هي الإشارة لتذكر طريقة أفضل إن
 التوالي، علtangent وsine و لله وcosine للكلات الأولى الحروف من مكونة

 بالربعT الثاني، بالربعS الأول، بالربعA الرابع، بالربعC الحرف بوضع وذلك
 عل المعين. الربع في موجبة يمثلها التي المثلثية الدالة قيمة أن تبين الحروف هذه الثالث،

.tan(3o0) = -tan(6o) =tan(210) و tan(30) ،  المثال سبيل

(coangent)  التام ظل دالة وهي الأخرى الدوالالمثلثية نقدم البند هذا تنهي أن قبل
 التالي"" النحو عل وترف(ose عan9) التام قاطع ودالة(seee0) القاطع ودالة

(٦) لا



٣٥

«3,٦)
1

secd =  ر
cas6

 المثلثية الدوال

1
Cosecd =  ر

siaB
1

co3 =
tanB

(o أن سابقا بيئا لقد =  ولكنtan(o)=0 وcos(0)=1 وs (ها0

 بعيد حد إلى يشبه المثلثية للدوال الدائري التعريف في الدائري القطاع أن يملاحظة
 أن فنجد الصفر من6 تقرب عتدما الزاوية قائم مثلث

(٣,٧ sin8 £ 0, tanB A8,
8%

casA %1-
2

 أيضا ذلك من التحقق الممكن ومن بالراديان. ومقاسه8\»1 تكون عندما

.6=0 يجوار المثلثية الدوال بيان إلى بالنظر

 فيثاغورية متطابقات(٣,٣)
Pytbagorean ldentities

 أن علل وتنص فيثاغورس مبرهنة هي الزاوية القائم المثلث خصائص إحدى إن

 القائمة. ضلعي طولاy و د و الوتر طول هو٣ حيث3 >ر+,=2

 وبالعريس ")خ(.(+3")=1 عل نحصل3 عل العادلة طرفي وبقسمة

 المتطابقة عل نحصل(2,3 المعادلة) في

(٣,٨) sا n-8 + cos%٥ = 1

st8") عليه المتفق الاصطلاح استخدمنا حيث = (stn.وصيغ الصيغة هذه 
 متطابقة. أها عل لتدل المساواة)=( من بدلأ= باستخدام عادة تكتب ة مشا أخرى



 الرياضية العلوم ي أساسيات٣٦

(stn6 = cas8)  الاعتيادية المساواة عن تختلف وهي8 قيم لجميع دافا صائبة أها أي

 مشاهة بطريقة نحصلr من بدلأ و و د علل فيثاغورس متطابقة بقسمة ، الآن.
 المتطابقتين عل

co٤38 + 1 = casec4Btan8 + 1 = sec48,(٣,٩)

 المعادلة عل فنحصل(2,٨) المعادلة ترفي=bstn8 وxي=acos8 وضعنا إذا
 الناقص. للقطع الوسيطيتان المعادلتان تسميا المعادلتان فهاتا ولذا (،٢,١0)

 =ةRcos6 هما الأصل نقطة مركزها التي للدائرة الوسيطيتان المعادلتان وبالمثل
.y = Rsin6  و

 المركبة الزوايا»٤,3)
Compound Angles

٤B+A+68 ، مثل زاويتين، مجموع تساري زاوية كانت إذا =A=6نمن 
 برهان أن ومع.BB وAA من لكل مثلثية قيم بدلالةs اnBst قيمة عن التعبير الممكن

 تذكرها" السهل من أنه إلأ ، والجبرية الهندسية المعلومات بعض يتطلب الصيغة هذه

sin(A+B) =sinAcosB +cosAsinB(٣,١0)

 ضعف صيغة عل نحصل٨A=BA=B فيها يكون التي الخاصة الحالة وي

 إلإب±ليب

 ت

Rst4A +s) = Pg لأ
gx+sr

PG

٣Aم 

GStosA + PSsinA
4 د

Pg
05 Ps  ه»5ز-44 مم36٨

= 5iBCOSA + coSBsinA



٣٧

(٣,١١)

 المثلثية الدوال

sim2A = 2sinAcosA

-stn(A) الفرق لجيب صيغة عل الحصول الممكن ومن B(٣,١٠ المعادلة) من
cه s(-ه )= cos8 sin(-8) وأن =-sin8  أن بملاحظة وذلك

(٣,١٢) sin(A-B) =simAcosB -cosAsinB

 التاليتين الصيغتين عل نحصل مشابهة جبرية وعمليات مشابه هندسي ويشكل

 التام جيب لدالة زاويتين وفرق لمجموع

(٣,١٣) cos(A± B) = cosAcosB F- stnAstB

 الأيمن الطرف في السالبة الإشارة تقابل الأيسر الطرف في الموجبة الإشارة حيث
=A كانت إذا صحيح. والعكس BA=Bالزاوية ضعف صيغة عل نحصل فإننا 

 التام لجيب

(٣,١٤) cas2A = cas6A- si4A

 فقط الجيب باستخدام الصيغة هذه عن التعبير يمكن(٣,٨) المعادلة وباستخدام
 نقط التام جيب أو

(٣,١٥) cos2A=2cos"A-1=1-2sinA

 مناسبة وقسمة(٣,١٣)٠(٣,١٢)٠(٣,١٠)٠(٣,٣) المعادلاتت وباستخدام

 الظل دالة وفرق لجموع صيغتين عل الحصول نستطيع



(٣,١٦)

 الرياضية العلوم ي أساسيات

tanA ±tanB
tdm, = ز]+ثر FtanAtanBء،،( )ث ا 

2tanA
A =8 tan2A. وبوضيع =,,,  ;ة عل نحصل

 القسمة خارج (صيغ٣ )ه,
FActor Rormulae

٣٨

 والفرق المجموع تربط صيغ عل للحصول السابق البند صيغ استخدام الممكن من
 عل نحصل(13,3) إلى(3,١0) المعادلة بإضافة المثال، سبيل عل ، الضرب مع

(١٧,٣)

(١٨,٣)

stn(A+ B)+ stn(A- B)= 2sinAcosB

 عى نحصل=¥A-B وX=٨+B وبوضع

X+٢٣-٣
sا nX +simY =2sn(") 2 ا2( ل"(دء

 جع إلى الضرب لتفريق مناسبة الأولى أن إلأ ، متكافتتين الصيغتين هاتين أن ومع

 العكسية. للعملية مناسبة تكون والثانية

 للصيغتين مشايتين صيغتين عل نحصل(٣,12 و)(٣,10) المعادلتين بطرح

(1v,3(و) 18,٣)مواقع وتبديل الأيسر بالطرف سالبة إشارة بوجود فقط وتختلقان 

nstnا sو coscosالأيمن.ه» الطرف في 

٢٤,(٠٢-٨٢٠٢٤٧٠٧-٧٠(٨Y
-٥ لإد- ءo«٧=a«2 )ل"(»ء)لز'(٠+ ى-w=2 ,'(«و)لم"(د« )أ



٣٩  المثلثية الدوال

 التام لجيب التاليتين الصيغتين عل(١٣,٣) المعادلة من نحصل مشابهة وبصورة

(٣,١٩)

(٣,٢0)

cas(A+B)+cosA-B) =2cosAcosB

c0s(A+ B)-cas(A- B) =-2sinAsinB

 عن بالتعويض(18,3) المتطابقة في المقدمة للصيغة مشابهة صيغة عل كانحصل

Xالسابق. في كبا ر 

 العكسية المثلثية الدوال(٦,3)
lnverse Trigonometric Runction

.٥=3٥ أن تستنتج فإننا يساوي الزاوية قائم مثلث في6 زاوية جيب أن علمنا إذا

 إلى ذلك تعميم يمكن أنه أي المثلثية. الدالة معكوس استخدام عل مثالا هذا إن

 عام تعريف

(٣,٢١) y =sin6ت "sin= ب٥

 وفي العكسية، للدوال شائع رمز ولكنها المقلوب تعني لا-1 القوة أ نحذر حيث

 ويصورة للإلتباس. منعاsiً"- عن عوضا هrcsi الرمز يستخدم الأحيان بعض

 حيث المثلثية الدوال بقية لمعكوس تعاريف علل (نحصل٣,21 للتعريف تقاما مشاجة

=rccosy ت cos-3yو ه rctany = tan-"yوهكذا.» ه 

5٤ I٤
t3٥ (-'-ر=--+m,٠٠٠3'3•

a٤ m
cor-+(1/2) =+-+-,٠٠٠-3-3

(٩)



٤٠ الرياضية العلوم ي أساسيات

 بزاويةy=sin6 بيان بتدوير نقومsin"y=8 بيان عل وللحصول

 من لكل وبالمثل الرأسي. هو8 ومحور الأفقي هو ز محور يكون بحيث ،90' دوران

cos-"y=6و tan-'y=بياني إلى بالنسبة٥ cosو tan، المثلية الدوال ولذاقإن 

،sin  من لكل معينة قيمة علل الحصول الممكن من لأنه القيم؟ متعددة دوال العكسية

tar ،cosخ= الثال،إذاكان سبيل عى الزوايا. من العديد من sr0الممكن من فإنه 

 إحدى إليه مضافا360 للزاوية مضاعف أي أو6=150' أو =ه3٥' تكون أن

 فتين معر غيرcos-y وstn-"y أن هي الأخرى المهمة والملاحظة القيمتين. هاتين

lcos8l < 1 st8l] و <1  لأن ،1 من أكبر للقيمة المطلقة القيمة كانت إذا

tar-"y a-. عل لاينطبق ذلك ولكن ،8 لكل <tan0 <+ ٥ لأن

 التام وجيب الجيب قاعدتا(٧,3)
TWe Sine & Cosine Rules

 أضلاع أطوال بين العلاقة تبين التام دجيب للجيب قاعدتين بتقديم الفصل هذا ننهي
 المتجهات(. مفهوم تقديم بعد مباشر سيصبح )وبرهاه( وزواياه مثلث أي

C،8 هي مثلث زوايا كانت إذا ،Aالقابلة الأضلاع لأطوال نرمز أن العادة فجرت 

 أن إثبات يمكن الترميز هذا باستخدام التوالي."" علc،b بالرموز،

(٣,٢٢)
a b €

 ،ع دج

siA sinB sinC

،
(١٠)



٤١

(٣,٢٣)

 المثلثية الدوال

4 =A2 ٤2- 2bc cosA

 وان

 التهام. وجيب الجيب قاعدتا وتسميان

 مشابهتين معادلتين عل الحصول يمكن كاأنه معادلات، ثلاث عن (عبارة٣,22 أن) لاحظ
.B> = ° +- a- 2ca cosB،  فمثلا الرموز، مواقع (بتبديل3,33 للمعادلة)

 تمارين

 بيانياً اتجاهاها توضيح مع درجات إلى راديان من التالية الزوايا حول(٣,١)

3n2n٦ 2n٠--
'3'5'2'3'4'6 ر}= إ+٤ '2

1٥٤T T٤

tan قيم جد(3,3) ،aos ،stللزوايا s.اثلشية الدوا هذه أيفاقيم جد ،،ة 
2m3m5mrm 4m 5m

 ،واج-7 ±، ى٤+ و غ و للزوايا

6 تكون عندماstn0 م6 لماذا بين ،st و الراديان تعريف باستخدام(٣,٣)  و
.cos8 = 1-=  أن إلى (تؤدي٣,1 )ه المعادلة لماذا ين ثم صغيرة.

١8'.
=t )ك( كان إذا,»٤ tanمن كل فجد cos8 ،tan8، 8ا s٤ بدلالة.



٤٢ الرياضية العلوم ي أساسيات

، tan6 =-/3 -n sm ك0 ( المجال في التالية المعادلات حل(٣ ه,
.4cos38 = cos0 sta3d =-1

A Ast(8 حيث +«) sin8 الصورة عل ه + bcos6 ( كتابة يمكن أنه أثبت(٣,٦
.stn8 + cos0 = J372 a المعادلة حل ثم.8 و  بدلالة عنها يعبر و و

stn46 cos46 اكتب ثم ومن = 8cos'8- 8cos48 +1 ( أن أثب(٧,3
،cos6 si0 و  بدلالة

8sin6 أن أفت(٣,٨) = cos48 - 4cos28  للمقدار مشابهة صيغة جد ثم3+
.cos٥

 المعادلة تحقق التيm و0 بين0 قيم جد ، القسمة خارج صيغة باستخدام(٣,٩)
.casB = c٥٤26 -+ cas48

.cos0 + cos36 + cos56 -+ cos70 = 4cosBcos28cos48 ( أن أثت(١0,3

 الربط وزاوية1514A و1327A هها الذرة ثلاثي جزيء رابطي طولا,(١١)

 الآخرتين. الذرتين بين المسافة جد.107.5 مي


