
 النهتلاضائ

 الفلية المعادلات أنظمة ملول
$olving Linear Systems

 الشكل: من الخطية المعادلات أنظمة لحل العددية الطرائق بعض ندرس سوف الفصل هذا في
4,,3 +4,,±, +..٠+a,,=b,
4,±, +4,±, +.٠٠+a,,, =b,

(3.1)

4,3 +4,٨8, +٠٠4,٤,=b,

، i=1,2,.٠,,n ، m,..., =ز٣i,1,2, للمجاهيل بالنسبة ,b أجل من ,a و  ر إن حيث

 حقيقية. أعداداً

 العلمية، التطبيقات من بالكثير علاقة(3.1) الخطية المعادلات لأنظمة

 حل يتطلب كهربائية شبكة في الكهربائي الجهد لحساب فمثلاً، والطبيعية. الهندسية
 في المسائل ببعض علاقة الخطية المعادلات لأنظمة أيضاً الخطية. المعادلات من نظاماً

 والجزئية. العادية التفاضلية المعادلات حل أثناء تنشأ إها حيث العددي التحليل

 النظام حل علل تؤثر لا والتي ها المسموح الحسابية العمليات بعض هناك
 يمكن فإنه@3.1) الخطي النظام منi للمعادلة بالرمز,ا رمزنا إذا(.3.1) الخطي

 بالتالي: العمليات هذه تلخيص

١١٥



١١٦ العددي التحليل

.E, 6E,  بالرمز العملية لهذه نرمز الأخرى، مكان كل معادلتين ا-تبديل

 المعادلة مكان الناتجة المعادلة ووضع7#0 بالعددE, المعادلة -ضرب٢

. 7#, E, ,E، بالرمز العملية لهذه نرمز

 ووضع ر& للمعادلة ذلك وإضافة٦=0 بالعددE, المعادلة -ضرب٣

.E, +p4, -»E, ,E، بالرمز العملية لهذه نرمز  المعادلة مكان الناتج

(1,٣) نظرية

 العمليات باستخدام آخر خطي نظام من خطي نظام عل الحصول تم إذا

 متساويان. يكونان النظامين هذين فإن السابقة

(1,٣) مثال

 متساوية: التالية الخطية الأنظمة

», +3,=1
»-x,=1

22, +2x,=2
3-,=1

(3.2)

(3.3)

 و
±, +±,=1

 -ي+٥ ر=+٠١ «ه بي عر"رسام٥ ا الواهب من
 يتم الأخير الخطي النظام إن وحيث(.3.3 و)(3.2) الخطيين للنظامين حل هو والذي

 الحسابية العمليات إجراء أن عل يدل هذا فإن الأخرين النظاميين من عليه الحصول

 الحل. قيمة من يغير مG3.2) الخطي النظام عل سابقا المذكورة

 هذه عل ترتكز الفصل هذا في ندرسها سوف التي الطرائق بعض الواقع، في

 مساوية أشكال إلى(3.1) العام شكله من الخطي النظام تحويل تتضمن التي الحقيقة،

(3.4)



١١٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 يمكن والتي" المباشرة الطرائق" اسم الطرائق هذه عل يطلق حلها. يسهل

 التدوير بأخطاء فقط متأثراً الخطي للنظام )فعل( مضبوط حل لإيجاد استخدامها

 والتي التكرارية الطرائق وهي نناقشها سوف أخرى طرائق هناك بالحاسب. المتعلقة

(.3.1) الخطي النظام لحل تقريبية قيم تحسب

 الخطية. المعادلات أنظمة لتمثيل فعالة كأداة المصفوفات استخدام يمكن

 في نستعرض سوف فإننا الخطية الأنظمة لدراسة مناسبة كبداية فإنه ذلك عل وبناء

 المصفوفات. علم في الأساسية والنظريات التعريفات بعض التالي البند

 الجبرية المصفوفة(1,٣)
Matrir Algebra

(1,٣ تعريف)

 عل مرتبة تكون الأعداد من مستطيل ترتيب عن عبارة هيA المصفوفة

 وأعمدة. صفوف شكل
(2,٣ تعريف)

 المصفوفة إن يقال فإنه عمودn و صفm عل تحتويA المصفوفة كانت إذا

Aالنوع من mxnبم بالرمز لها ويرمز A.كانت إذا m=nتكون المصفوفة فإن 

 مربعة.

A ,A6 كانت إذا ,(A) )ز أو ،a  ر الرموز تستخدم عادة فإنه مصفوفة

 تكتب عادة ز. العمود مع ة الصف تقاطع عند المصفوفة عناصر إلى للإشارة

 بالشكل:mxn النوع منA المصفوفة



 العددي التحليل١١٨

(3.5)

4,,4 ور·40٠٠٠٠٠٠٠ ر

4 و مةه·٠٠٠٠٠٠٠٠ ه٨

4 رم٩,٥·4٠٠٠٠٠٠٠٠ مم

A =

(٣,٣) تعريف

 عمود متجه فتسمى واحد وعمود صف٣ من مكونة المصفوفة كانت إذا

 بالشكل: وتكتب

x
#,

(3.6)I=

 صف متجه فتسمى عمودn و واحد صف من مكونة المصفوفة كانت إذا أما

 بالشكل: وتكتب
(3.7)y=[,, [. "وور٠ لا····

(٣,٤ تعريف)

A" mxn، بالرمز له ويرمز المصفوفة منقول A النوع من مصفوفة  لتكن

,("A ر معرفة مصفوفة هو =a)بالشكل: وتكتب 

4,,4 و·40٠٠٠٠٠٠٠ ره

4 و, %ه·٠٠٠٠٠٠٠٠ ومه

(3.8)

4 ,ر ه٥ ير'4٠٠٠٠٠٠٠٠ يم

A" =



١١٩  الخطية المعادلات أنظمة حلول

"A وكانnxn النوع منA المصفوفة كانت إذا =Aتسمى المصفوفة فإن 

 )متناظرة(. متاثلة مصفوفة

 أيضاً تكونp فإن حقيقي عدد7 و مصفوفةA كانت إذا أنه هنا نذكر

mxn B النوع من مصفوفتان A و ,(pA). كانت إذا =%  ر ب معرفة مصفوفة

,(A, ب ومعرفة =a)ور b=)(,فإن A+Bالنوع نفس من مصفوفة تكون 

,(A+B, ب ومعرفة =a, +b.)[إن يقال أنه ك A =Bر كانت إذا b=ر aلكل 

1sismو snكانت وإذا.1 زك Aالنوع من مصفوفة mxPمصفوفة8 و 

 ومعرفةmxn النوع من مصفوفة يكونAB الضرب حاصل فإنpxn النوع من

 بالتالي:

(3.9) ,ق»-2٠ خ

(2,٣) مثال

0 5 -إاكاتأ١
0
 إن

1 3 02 6-1  :-«ن ه والمر {-ه, -بد:٢
3 9 -11 3 02 6-1

=+A+B=  ث] يمه ،[:٤, له
 يلي: فيما المتساوية المصفوفات لنعين-٣

1 3 01 3 01 3 0
،A=B=C= '] [لا،ذ-إن. ،:3[

1 2- قان:٣-2 ا-د3 1
2 61 3 0

=2ا=  .ه -:،٠ ء



 العددي التحليل

 لأن وذلكA ةC ولكن.A=B فإنi =ز,12,3 لكل وه رة= أن با

١٢٠

.0 و,# ورت

1 3 0  ا-«مهراس أً:٠ إ- ، بامد؟ ،
-2 0

C= AB:يكون 

::::٩ -عه} •5

(2,٣) نظرية

B لتكن ،Aو Cالنوع من مصفوفات ثلاث mxnولتكن aأعداد7 و 

 صحيحة: التالية الخواص فإن حقيقية.

.A+B=٥+A -١

.(A +B)+C=A+(B+C)-٢

.mxn ٣-A+0=0+A=A، النوع من الصفرية المصفوفة0 إن حيث

 أصفاراً. عناصرها جيع تكون التي تلك هي الصفرية بالمصفوفة المقصود

.A+(-A) =-AA=0-٤

.c(A+B)= aA+o -٥

.(c+7)A =0A+م-٦ 

.c(7) =(@y)A -٧

 المباشرة للطرائق دراستنا أثناء لها نحتاج سوف خاصة مصفوفات هناك

 هو كبا الخاصة الخواص بعض المصفوفات لهذه(.3.1) الخطي النظام لحل والتكرارية

 يل: فيا موضح



١٢١  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(٣ )ه, تعريف

 كان إذا عليا مثلثية مصفوفةnxn النوع منD المصفوفة إن يقال ا-

 أصفاراً. تكون القطر تحت تقع التي المصفوفة عناصر أن أي ز>ة. لكل ,ة=0

nxn ,l النوع من ما المصفوفة -تسمى٢  ر=0 كان إذا دنيا مثلثية مصفوفة

 مساوية القطر فوق تقع والتي المصفوفة عناصر كل أن يعني هذا.i ز< عندما

 للصفر.

 التي المصفوفة هيnxn النوع منM=(d )ر القطرية المصفوفة-٣

 فإنi=1,2...,n أجل منd,=1 كانت إذا.i ز= لكلd ر=0 تحقق عناصرها

.l,  بالرمز لها ويرمز أحادية مصفوفة تسمى الحالة هذه في القطرية المصفوفة

 التالية: الخاصية الأحادية للمصفوفة
(A =AI, 1 ي,3.10)

.nxn  النوع من مربعة مصفوفة ه إن حيث

(٣,٣) نظرية

kxp ، mxk ، nxm F الأنواع من مصفوفات C و ،M، A  لتكن

 محققة: التالية الخواص فإن حقيقي عددa وليكن بالترتيب، ،mxk و

A0C)=(AB)C -١

A(8+F) =AB +AE -٢

.BI,=B B=8, و -٣

a(AB) =(oA)B-٤

(٣,٤) نظرية

 الأكثر. عل واحد معكوس المربعة للمصفوفة يكون



١٢٢ العددي التحليل

(٣ )ه, نظرية

.MA =I AB=I فإن B إن بحيث مصفوفتان A و  كانت إذا

B A أيمن معكوس  المريعة للمصفوفة كان إذا أنه(3 )ه, نظرية من نستنتج

AM=BA وأن وحيدة تكونB فإن =I.نسمي فإننا ذلك عل وبناء Bمعكوس 

 في موضح هو كل شاذة( )غير منفردة غير أو للعكس قابلةA أن ونقولA المصفوفة

 التالي: التعريف

 المصفوفة( )معكوس(٣,٦) تعريف

 هناك كان إذا منفردة غيرnxn النوع منA المريعة المصفوفة إن ا-يقال

 تسمىA"- المصفوفة.AA-=A-'A=I وتحقق نفسه النوع منA"- مصفوفة

 )غير شاذة غير مصفوفة الحالة هذه في المصفوفة إن ويقال.A المصفوفة معكوس

 منفردة(.

 معكوس. لها يوجد لم إذا )منفردة( شاذةA المصفوفة إن -يقال٢

(٣,٣) مثال

-2

 واد"هبتب،
2

٨ه--٨-٨{-

 از٠ -ه ساء-ا:
٩٤:-'٠ إ٩
 وحيد حل له يكون(3.1) الخطي النظام فإن معكوسA للمصفوفة كان إذا

.I =A-'b
 غير كانت إذا أما الطريقة هذه م حساب من بأس فلا متوفرةA'- كانت إذا

 في ندرسها سوف التي بالطرائق مقارنة مكلف الحل إيجاد لهدف حسابها فإن متوفرة



١٢٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 قابلةA كانت إذا أنه لاحظ الحل. هذا لحساب تستخدم عادة وهي الكتاب هذا

 الوحيد. الحل هو الصفري( )المتجهr=0 أن تعنيAr=0 فإن للعكس
 المصفوفة( )عدد(٣,٧) تعريف

 بالتالي:nxn النوع منA المصفوفة محدد يعرف

etA =}o,», q1١=12٠٠٠٠٨ لأي ه، 

 أو

etA=Fa,4,  =ز،1,2....« لأي ه1@
i=ا 

 عن عبارة هوW, إن حيث ،٢ ب المتعلق المتعامل هوW("1=)-,4, إن حيث

 من وهي ز، والعمود أ الصف حذف بعدA المصفوفة من الجزئية للمصفوفة محدد

.(-1)x@-1)  النوع

(٣,٤) مثال

 المصفوفة: محدد لنحسب

٠ !ا٠: 6-2 -3
 أن: نجد(3.11) المعادلة فيi=3 وn=3 بوضع

 ،م.مر=همه
--2 ا-اه«-3ز-«-[ {اه 42 0

=-2(-6)+3(-12)+602+4)=12

 إذا إنه حيث للعكس، المصفوفة وقابلية المحدد قيمة بين علاقة هناك الواقع في

 معكوس. لها ليس أي شاذة، تكون المصفوفة فإن الصفر يساوي المصفوفة محدد كان

;٠ !ا«» إ- 240



 العددي التحليل١٢٤

(٣,٦) نظرية

 أمكن إذا محققة تكون التالية العمليات ،8 وA عشوائية مصفوفات لأي

 إنجازها:

(A")"=A-١
.(A+ B)" =A" +M" -٢

.(AB)" =B"A" ٣
.(A-ا ) =(A")" "A فإن موجودة  كانت إذا-٤

. detA =detA"-٥

 المحزمة( )المصفوفة(٣,8) تعريف

 عددين وجد إذا محزمة مصفوفةmxr النوع منA المصفوفة تسمى

a إن بحيثp,4<n>1 إن حيث4 وP صحيحين  أوi+ps ز كان إذا0=

i>هو المصفوفة لحزام السعة +ز.٧ l-٩+p.ة= 

 الأقطار( ثلاثية )المصفوفة(٣,9) تعريف

 سعته حزام ذات محزمة مصفوفة عن عبارة هي الأقطار ثلاثية المصفوفة
 0ه.=3

(٣ )ه, مثال

 ا-المصفوفة:

003-1
0112

-12
A=\

0 -4
4100

 الأقطار. ثلاثية مصفوفة عن عبارة



١٢٥ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 -المصفوفة:٢

1 0 0
1 1 0
6 3 2
2 -1 2

-1
2

٨ ا= 2
0
0

3
1
3
4

 مصفوفة وهي =ه،s-1-3+3 لمرسا وسعة عرمة ممنونة هي

 الأقطار. خاسية

(9,٣) تعريف

 إذا السيطرة قطعية مصفوفةnxn النوع منA=(a )ر, المصفوفة إن يقال

 كان:

 ا٠ ا-الإد(3.13)
.i=1,2,٠,n  أجل من

(٣,٦) مثال

 المصفوفة:

1

6 و

41

 و-ه ب
-2 -3

 إن: حيث السيطرة قطعية مصفوفة

./6H>-2/+\-3/1\+/1/<و/3\>/2\+/0/ \،4 -إ /
(7,٣) نظرية

 غير مصفوفةA فإنnxn النوع من السيطرة قطعية مصفوفةA كانت إذا

 شاذة.



١٢٦ العددي التحليل

 بالتحديد( موجبة )مصفوفة(٣,10) تعريف

nxn A النوع من r"A المصفوفة كانت إذا  >ع0 وتحقق متاثلة مصفوفة

 بالتحديد. موجبة مصفوفة تسمىA فإنn البعد ذوx#0 عمود متجه لكل

(8,٣) نظرية

 فإن بالتحديد موجبة مصفوفةnxn النوع منA المربعة المصفوفة كانت إذا

Aشاذة. غير مصفوفة تكون 

 الخطي النظام كتابة يمكن المصفوفات رموز باستخدام أنه يتضح سبق مما

 المصفوفي: بالشكل(3.1)
Ar=b (3.14)

 إن: حيث

.b = =Iو ، A=

4 ر,45·٠٠٠٠٠٠٠-4 ر\

4 ,,و4 ور'40٠٠٠٠٠٠٠ رر

4 ر,4,'4٠٠٠٠٠٠٠٠ ه

 هنا نشير اللاحقة. البنود في نرى كياسوف٤ الحل إيجاد عل يساعدنا والذي

 المعاملات. مصفوفة تسمىA المصفوفة أ إلى

٨ كانت إذا أنه نستنتج(3,٨ و3,7) النظريتين من أنه إلى نشير الختام في

 حل(3.14) الخطي للنظام يكون فإنه بالتحديد موجبة أو السيطرة قطعية مصفوفة

 شاذة. غير مصفوفة تكوA لأن وذلك وحيد،



١٢٧ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الجاوسي الحذف طريقة(2,٣)
Gausو Elimination

 استخدام هي(3.1) الخطي النظام لحل الجاومي الحذف لطريقة الرئيسة الفكرة

 المساوي: المثلثي بالشكل لكتابته ها المسموح العمليات بعض
Ar =B (3.15)

 إن: حيث

 رة6 ر٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ,ة
0 ,,ة٠0٠٠٠٠٠٠٠ ,ة

A=

" سرا«ااسثله
3
x,

.٤=

,
 الخلفي: التعويض باستخدام بسهولة حله يمكن والذي

2 ب ى
,4 لا٠ (3.16)

٠ او=٤-٤ و٠+
.i=1,2,٠٠٠,n 2,1,..٠,i=n-1,n-2 لكل ,ة ة0 كان إذا وذلك  أجل من

 سوف العام، بالشكل الجاوسي الحذف طريقة بمناقشة الشروع قبل
 التالي: المثال خلال من نستعرضها



١٢٨ العددي التحليل

(٣,٧) مثال

 الخطي: النظام لحل الجاوسي الحذف طريقة سنستخدم هنا

E,: 3+2x,-3,+x,=2
E,: 2x+8x,-x,+x,=9
E,: -3x,-10x,-32,=-و٣+ 
E,: 2r+12x,+,+x,=15

 نظام عل نحصل حتى القطر تحت التي العناصر معاملات حذف هو الهدف

 أجل من ،E, المعادلات من+ المتغير لنحذف كبداية، حله. يسهل خطي

،(E,-2E,)»E,  التالية العمليات بإجراء وذلك =ز2,3,4

,E,+3E,)»E),و E,-2E)-»E،) عل: نحصل حيث الترتيب، عل 
E,:  +و2=,32-,2٤+,٤
E,: 4x,+3و -w,=5
E,: -4x,-4x, +4x, =4
E,: 8x,+311د,-#,= 

 أجل من رك، المعادلتين من و« المتغير حذف يمكن مشابه ويشكل
(E, +E,)E,  الحسابية العمليات باستخدام وذلك =ز،3,4

 عل: للحصول-(2E,)-E و,
E,: #,+2x,-3,+2لا,= 
E,: 4x,-+3,-±,=5
E: 3x+3x,=9
t,:  +و3=,31

 من« المتغير حذف يمكن )ظ%+و(h, العملية وباستخدام
 عل: للحصول الرابعة المعادلة

(3.17



١٢٩ الخطية المعادلات أنظمة حلول

E,: x,+2x,-2,+x,=2
E,: 4r,+3,-x,=5
E,: -3x,+3r,=9
E,: 2٤,=4

 يمكن وبالتالي عليا مثلثية مصفوفة عن عبارة معاملاته مصفوفة خطياً نظاماً وهذا

 يلل: كا الحل لإيجاد(3.16) الخلفي التعويض استخدام
4±,==2
2

3x]=-"[9-302)]=-1=-"[و- »,
33

11 ,±]-=3-5 و+٣]-=[,2+1+5=[2
44

x =[2-2x,+±,-x,]=2-4-1-2=-5

=,.2 و -=و«1 =,«،2،٤-=5 هو:(3.17 الخطي النظام حل فإن وبالتالي

 الخطي النظام لحل العام بشكلها الجاومي الحذف طريقة مناقشة الآن نستأنف

 تسمى ما ونستخدمAx=b المصفوفي بالشكل النظام هذا نكتب ذلك لعمل(.3.1)

 بالشكل: كتابتها يمكن والتيG3.1) الخطي للنظام الموسعة بالمصفوفة

(3.18)

b4١ ر4٠٠٠٠٠٠٠٠٠4٥ :ير

,b4٥ ر يمه٠٠٠٠٠٠٠٠٠ :يروه

[A :b]=l:

,b٠٠٠٠٠٠٠٠٩٠٥٩,٨٨. :يه

 هو+(1) العمود إن حيثnx@+1) النوع من مصفوفة عن عبارة هي والتي

.b  العمود متجه عن عبارة



1٣٠ العددي التحليل

 التي العناصر حذف هو الجاوسمي الحذف طريقة هدف فإن ذكرنا أن سبق كيا

 من« المتغير حذف هي للطريقة الأولى المرحلة فإن بالتالي المصفوفة، قطر تحت تقع

 التالية: العمليات بتنفيذ وذلك ز=٠,n,..2,3 أجل من ،E, المعادلات

(E, -m,/E,)E, (3.19)

a,
m، أجل من ,,a، ر=" إن حيث =0 n,..., أن بفرض وذلك =ز،2,3

4
 عل: لنحصل

[A0 :30]=

٥ "إ٥٩٠٠٠٠٠٠٠.٥4:6)% 'LM٠11211

0 ٥(3) ....٠٠٠٠٠ a43) :j@?)
2m- 222

0 a2) ...٥٠٠٠٠٠٠42) ( ز0:
'm" ٣m2

(3.20)

15jsn ر العناصر أعل الموجود الرمز ،aهذه أن عل لدلالة وة 

1s sn ز ،a} =a,  ر أن أي (،3.19) الحسابية بالعمليات تتأثر لم العناصر

 )هنا الارتكاز عنصر فإن للصفوف تغيير هناك يكن لم إذا أنه إلى هنا نشير.8"%=6 و

 ناحية من الحسابية. بالعمليات تتأثر لا الأولى( )المعادلة الارتكاز ومعادلة(4

 قد العناصر هذه أن إلى للإشارة هو العناصر باقي عل الموجود)@ الرمز أخرى،

 قد التي للعناصرa ه بالرمز سنرمز الواقع، في(.3.19) الحسابية بالعمليات تأثرت

.k=1,2,٠٠٠٠n-1 H لكل  للمرحلة المرافقة الحسابية بالعمليات تأثرت

 المعادلات من و+ المتغير حذف يمكن فإنه ،a يلإ#0 الارتكاز عنصر كان إذا الآن

 العمليات: بتنفيذ وذلك ز=٠,n,..3,4 أجل من رظ،

(E, -mر E,) E,



١٣١ الخطية المعادلات أنظمة حلول
a،و 

 عل: للحصول =ز34...٠٨ أجل من ،m, ل= حيثإن

(3.21

a٩ a49) .٥٩٠٠٠٠٠٠٠٠9) :60
٠11n12٦٦

0 a43 2٨(?٥٩٠٠٠٠٠٠) ز!4.. 0 222

(8G3:00 )ق4 )ق
3٨ • '333

(j0:40 )ق.....0٠ )ق
n3 nn· M0

84 .3@)]=

 عل حصلنا نكون(k-1) المرحلة إنجاز بعد فإنه وهكذا،

(3.22)

٥4 :80lm • 1

a42) :jG?)
2n· 2

a 811 12

0 a42)
22

٠٥.
(٠٠٠٠٠٠a4:8%)٥ )ث

kn· kkk

0

٥4 )ظ ز:66
m • ٠٠٠٠٠٠٠٠٠00 ٤يه م

[A4 .8«]=

 العمليات إنجاز يمكن فإنه الصفر يساوي لاa الارتكاز عنصر كان إذا
 الحسابية:

(3.23)(E, -mر E,)E,

a٨  رa المعادلات من;± لحذف ز=H+1,H+2,...,n أجل من ،m ر=" إن حيث
,K، ٠٠.٠ أجل منn,H+1,k+2=.ث=0 كان إذا أما ز a2إجراء يمكن لا فإنه 

 في المتبع والأسلوب.m ر حساب من التمكن لعدم وذلك(3.23) الحسابية العمليات

 الصفر. يساوي ولا القطر تحت يقع# العمود في عنصر عن البحث هو الحالة هذه



 العددي التحليل١٣٢

 الصفيين مواقع تغيير ننجز فإننا ،k+1spsn إن حيث {}ه،=0 كان إذا

,E 6E، لكل =هيه0 كان إذا أما سبق. كيا الحذف نتابع ثم ومن 

٠٠٠,٣,p=k,k+1، الخطي النظام لهذا وحيد حل يوجد لا أنه يعني هذا فإن 

(.٣,١ و٣,1 المثالين )راجع الحسابية. العمليات وتتوقف

 الشكل: تأخذ الوسعة المصفوفة فإن بنجاح الجاوسي الحذف عمليات جميع تمت إذا

(3.24)

·٥٠٠٠٠٠٠٠٠ )إ غ:4)
٦n • ٦a 011 12

:j4?)0 a٥4إ.٩٠٠٠٠٠٠٠٠?( )
2n° 222

0 ·٠.[A4 :B"]=

0 ٥٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠(" :j()m·  م

 الخطية: المعادلات نظام قثل والتي

,b=,34 ر3,+4 ,>و,+٠٠٠٠٠٠٠٠٠+4 ر

44 ر3 و+٠٠٠٠٠٠٠٠٠+4 ,,ر=b ر

(3.25)

 و

0٠±,=b,

 الخلفي التعويض استخدام يمكن.G31) الأصل الخطي للنظام المساوي

 الدالة الرموز نكتب لم أننا إلى هنا نشير.٤]=X,2,,0..,2[, الحل لإيجاد(3.16

(.3.25) المعادلة في لها الحاجة لعدمa, العناصر تغيير علل

 تمت قد الحذف طريقة أن يعني هذا فإن ،a يلإ=0 كان إذا أنه نذكر أخراً،

 هذا استخدام كيفية التالي المثال يستعرض وحيد. حل الخطي للنظام يوجد لا ولكن

(.٣,٧) المثال في الموجود الخطي النظام لحل الأسلوب



١٣٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(٣,٨) مثال

 الشكل: تأخذ(٣,v المثال في الموجود الخطي للنظام الموسعة المصفوفة

1 2 -1 1: 2

[A :b]=\
2 8 -1 1: 9

-3 -10 -1 1:-2
2 12 1 1: 15

 أجل من ر(،-m,E,)2, الحسابية العمليات وباستخدام
,,m إن حيث ز،=2,3,4 =-3 ،m,, ,m و2=  عى: نحصل2=

2 -1 1: 2

0 4 1-1٠ 5[A0 :  ا=[@ن
0 -44 4: 4
0 8 3-1:11

 الحسابية العمليات نستخدم =ز3,4 أجل من ,ظ، المعادلتين من ,د ولحذف

m٨ m,=-1 و2= ,E(,E رE,-m)، إن حيث =ز،34 أجل من

 عل: لنحصل
1 2 -1 1: 2

0[A0 :86]= 4 ا 1-1:5
0 0 -3 3: 9
0 0 1 1:1

m إن حيث (،E,-m,E,)E, الحسابية العملية وباستخدام  يكون2-=

 الموسعة: المصفوفة لدينا



١٣٤ العددي التحليل

1
0[A« .1@]/
0
0

2-1 1: 2
4 1-1:5
0 -3 3: 9
0 0 2:4

 الثلثي: الخطي النظام قثل والتي

x +2x,-2,+x,=2
4x, +¥,-x,=5

-3x, +3x,=9
2x, =4

 في كيا ،1-]=5,2-,1,2[ الحل عل للحصول الخلفي بالتعويض حله يمكن والذي

(.٣,٧) المثال

 ارتكاز عنصر يواجهنا قد أنه الجاوسي الحذف طريقة مناقشتنا أثناء ذكرنا لقد

 الحالة. هذه مثل يستعرض التالي المثال للصفر. مساوياً يكون

(٣,٩) مثال

 الخطي: النظام لحل الجاوسي الحذف طريقة استخدم

x -3x,-3و -M,=1
- +3r, +3x,-±,=1

3x, -7x,+2x,+2r,=4
٤-2,+2x,+٣,=5

 هي: النظام لهذا الموسعة المصفوفة

1 -3 -1 -1:1
-1 3 3 -1:1

3 -7 2 2:4
1 -1 2 1:5



١٣٥ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 إن حيث =ز،2,3,4 أجل من (،E ر,-m,E,)E, الحسابية العمليات وبإنجاز

m,,  علل: نحصلm٨=1 وm ر,=3 ،1-=

-1 -1: 1
2 -2 :2
5 5: 1
3 2 :4

20 :ي
20

 العمليات متابعة يمكن لا فإنه( يمه=0) للصفر مساوياً الارتكاز عنصر أن وبا

3<ps4 ،a,#0  العنصر عن نبحث ولكننا الجاوي. الحذف لطريقة الحسابية

 الاستبدال عملية نجري فإننا ذلك عل بناء ر,ه.=2#0 أن نلاحظ إننا حيث

,E, €Eعل: للحصول 

-3 -1 -1: 1
0 2 5 5: 1
0 0 2 -2:2
0 2 3 2:4

 لب

 عل: حصلنا الجاوسي الحذف طريقة وبمتابعة

1 -3 -1 -1:1
0 2 5 5: 1
0 0 2-2:2
0 0 -2 -3:3

-3 -1 -1: 1
0 2 5 5:1
0 0 2-2:2'  و

0 0 0 -5:5

.1]=9,3,0-,1"[ هو الخطي النظام حل فإن وبالتالي



١٣٦ العددي التحليل

 الخلفي والتعويض الجاومي الحذف(:٣,1) خوارزمية

 النظام لحل الخلفي والتعويض الجاومي الحذف طريقة الخوارزمية هذه تستخدم

Ax الخطي: =bالمجاهيل عدد أعطينا إذا n، المصفوفة عناصر Aوالتجه bفإئز 

 الخطي. للنظامx الحل تحسب الخوارزمية:

.٤-٢ الخطوات اعملk=1,2,٠..,n-1 أجل من:١ الخطوة

 +.ه0 +بيثإن موجب صحيح عدد أصغر عن الجلوة":ابحث

 تف وعبد"، حل "لا«جد فاطع الك جنن مج عد بأريوجد
 ذلك. )لعمل الآخر. مكان كلk و ا الصفين مواضع فبدل1 ةk كان إذا:3 الخطوة

(.٣,٢ بالخوارزمية الاستعانة يمكنك

.٩-٥ الخطوات اعملi=k+1,k+2,...,n أجل من:٤ الخطوة

 =ء«. ه:احسب اخطوة

٠4٤=0 ضع:٦ الخطوة

.b, =b,-m٨b  إ احسب:٧ الخطوة

٠4, =a,-m٨4 k+1,k+2,...,n= ير احسب ز  أجل من:٨ الخطوة

 قف. وحيد"، حل يوجد لا فاطبع"a يي=0 كان إذا:9 الخطوة
6.x, ="  ا:احسب0 الخطوة
4 بم

.٤ -]م-2a ,ا,1 احسب١-٨-١٠٨-2٦٠٠٠٠21 أجل من:11 الخطوة

 .قف.٤ الحل اطبع:12 الخطوة



١٣٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 هناك يكون(٣,1) الخوارزمية فشل حالة في أنه التاليين المثالين يوضح

 أما حله، المراد الخطي للنظام الحلول من لانهائي عدد وجود هو منها الأول احتالين،

 مصفوفة تكون الحالتين كلتا وفي الإطلاق. عل حل وجود عدم فهو الثاني الاحتيال

 أسلفنا. كيا وحيد حل يوجد لا أنه أي شاذة، الخطي للنظام المعاملات

(٣,١0) مثال

 الخطي: النظام اعتبر
2+٤,-x=1

2x-2x,+3د,= 
3x,-¥, =4

 هي: الموسعة مصفوفته والذي

٨': " س."-شل: طه سنعدم

+}٤ الا٠٠٦3/ 3:10-40:00 0

 الثلثي: الخطي النظام تمثل الأخيرة المصفوفة

٦+3 =يد-,1
-4x, +3x,=1

0=0
 عى: نحصل الثانية المعادلة من مجاهيل، بثلاثة معادلتين لدينا أنه يعني وهذا

1+, =-[1-3x,]
4



١٣٨ العددي التحليل

 ه- بين قيمة أي تأخذ أن يمكن وأها,« معينة قيمة حساب يمكن لا أنه وبا

 الخطي. للنظام الحلول من نهائي لا عدد يوجد فإنه وه+،

(٣,١١) مثال

 الخطي: النظام لنعتبر

3+,٦ -و3=,1
23-22,+2,=3
3x,-5=د, 

 المثلثي: الخطي النظام عل حصلنا الجاوسي بالحذف المتعلقة الحسابية العمليات وبإنجاز

+±2 =,لا-,1
- 4x, +3x, =1

0 =1

 لدينا يوجد لا الحالات هذه مثل في منطقية، غير الثالثة المعادلة أ يتضح منه والذي

 الخطي. للنظام حل أي

 الخطي النظام لحل اللازمة الحسابية العمليات عدد بمناقشة البند هذا نختتم

 عل للحصول أنه نلاحظ بداية الخلفي. والتعويض الجاوسي الحذف باستخدام(3.1)

 عمليةn@-1) قسمة، عملية(n-1) إلى نحتاج(3.18) المصفوفة من(3.20) المصفوفة

 قسمة، عملية(n-2) إلى نحتاج فإنه بالمثل طرح. ججع/ عمليةmn-1 و) ضرب

(n-1)@n-2)ضرب عملية (و n-1)-2)عل للحصول طرح جمع/ علية 

(3.24) المصفوفة عل حصلنا عندما فإنه الأسلوب، هذا في بالاستمرار(.3.21) المصفوفة

 عددها ضرب عمليات ،1+2+٠٠٠-(+1) عددها قسمة عمليات أنجزنا قد نكون

.1x2+٠٠٠+(n-1xn xn(n-1)+٠٠٠+x2 عددها طرح ججع/ وعمليات1



١٣٩  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الجمع عمليات لعدد مساوية تكون نحتاجها التي الضرب عمليات عدد أن يعني وهذا

 يل: كبا كتابتها إعادة ويمكن والطرح،

1x2+2x3+٠٠+0-١xn=}6-

 -لإ-٤ي ا
n(n+1)(2n+1) n@n+1)

26
1nIn-+l"('")(2٨+1-3)=-[٨6٨-1٨+1]
36

 التالي: بالشكل كتابتها يمكن القسمة عمليات عدد أن لاحظ

2+1+٠٠ رز--@+»»"٨-١
 در2

 نحتاج(3.2A) في الموضح الشكل إلى(3.18) المعطى شكلها من المصفوفة لتقليص إذن،

"٨(٨-1()٨+1 و) قسمة عملية'n(»-1) ضرب، عمليةm(n-1(+1) إلى 3-٠2-3 ء
 ججع/طرح. عمليات

 الخلفي. التعويض لإنجاز اللازمة العمليات عدد نحسب أن علينا بقي

 عملية إلى نحتاج(3.16) في والمعرفة الخلفي التعويض في خطوة أول لإنجاز أنه نلاحظ

 فإننا(3.16) المعادلة في الموجودة العمليات باقي لإنجاز وبالنسبة فقط. واحدة قسمة

 ضرب عملية2+1+٠٠٠(+n-1) قسمة، عملية-(l) إلى نحتاج

 الحسابية العمليات عدد فإن عليه بناء طرح. جع/ عمليات2+1+٠٠٠(+n-1 و)

 ضرب عمليةm@-1± قسمة، عملية« هي: الخلفي التعويض لإنجاز اللازمة

-2 طرح. جع/ عمليات'm@-1 و)



١٤٠ العددي التحليل

 الحذف طريقة لتنفيذ اللازمة الحسابية العمليات عدد أن يتضح سبق مما

+@«1) ضرب، عملية'n(-1(2٨+5) هي: الخلفي والتعويض الجاوي

 طرح. جمع/ عمليات'2n+5)(n@-1 و) قسمة عملية

 العمليات الكل المجموع فإن كبير عدد« كاك إنا أنه إى هنا الإشارة جدر

٠3٠٠3٠-٠ طرح جع/ عمليات'n و' قسمة ضرب/ عمليات'n3 )تقريياً( هو الحسابية

 الارتكاز مع الجاوي الحذف طريقة(3,3)
Gauss Elimination with Pivoting

 فإنه للصفر مساوياa٤ً) الارتكاز عنصر كان إذا أنه السابق البند في ذكرنا لقد

 إن حيث ،a ثي+0 كان إذا وذلك±»«k, الصفين مواقع تغيير من لابد

k+1<lsm.لحل الحسابية العمليات أن الحقيقة عل ترتكز كانت السابقة مناقشتنا 

 من ولكن، منتهية. غير عشرية أرقام ذات أعداد باستخدام تفذت قد(3.1) الخطي النظام

 الحالات هذه مثل وفي منتهية. عشرية أرقام ذات أعداد تستخدم عادة التطبيقية، الناحية

 بسبب وذلك(3,1) الخوارزمية فشل توضح التي الأمثلة بعض إيجاد الصعب من ليس

 الحالات. هذه أحد يوضح التالي المثال الحسابات. عل التدوير أخطاء سيطرة

(٣,١٢) مثال

 الخطي: للنظام الوحيد الحل هوr=[0,I[ المتجه

[«o
0.3454

1.566 x,  .{-ي::.1.569
 الحذف طريقة لتنفيذ معنوية عشرية أرقام أربعة ذات أعداد استخدمنا إذا الآن

 لدينا: يكون فإنه النظام هذا لحل الخلفي والتعويض الجاوسي



١٤١  النلية المعادلات أنظمة حلرل

3=== وه0.3454 رورر,

 عدسا.د.إ:
1804-1805- بو.ي ز; اجا ±,٥

 أ: تجد ومنه

-1805  عع ح م1.001

٦--1804

0.0003- أ=يد٢1.569-0.566)01.001=[3.333

 ]=ة،3.333,1.001[ العددي والحل المضبوط الحل بين كبير فرق هناك وبالتالي

.4$ الفضاء في الحلين مواقع يتضمن الذي(3,1) رقم الشكل في ذلك ويتضح

 ة
3

٤ي -٤ ٧

 "إ-
٤ غ

١١

(.٣,١3) للمثالF العددي واحل± المضبوط الل مقارنة(.3,1) رقم الشكل



١٤٢ العددي التحليل

 يل: كيا المثال هذا في حصل الذي )نسبياً( الكبير الخطا سبب تفسير يمكن

a الارتكاز عنصر أن نلاحظ  أن نعلم، كي] أنه، وبا جداً صغير0.0003=

 تكون أن الطبيعي من فإنه للصفر مساوياً الارتكاز عنصر كان إذا ستقف الحسابات

 أرقام ذات أعداد واستخدام الصفر من قريب الارتكاز عنصر كان إذا سيئة النتائج

 المطلقة القيمة كانت إذا عام، بشكل التدوير. أخطاء معها ترافق والتي منتهية عشرية

 للمضروب المطلقة القيمة فإن/a\ بالقيمة مقارنة \صغيرةa ا الارتكاز لعنصر

/m/كان وإذا الواحد. من أكبر تكون \aا<< a\ء >>ا1 فإن m/عل وبناء 
 تتضاعف سوف إ# الصف عناصر لحساب مرافقة تدوير أخطاء أي فإن ذلك

 إذا بينيا \،m ء >ا1 كانت إذا وتتراكم تكبر التدوير أخطاء فإن وعليه مرة./m [ء
 بالنسبة فمثلاً الحسابات. استمرار مع تصغر التدوير أخطاء فإن\m٤</1 كانت

,,m أن نلاحظ السابق للمثال H-1151>>1\الموجودة التدوير أخطاء فإن وبالتالي 

 غير حل حساب إلى يؤدي مما مرة ألف من أكثر تتضاعف الأول الصف عناصر في

 القيمة تبقي بحيث الصفوف ترتيب بإعادة المشكلة هذه عل التغلب يمكن مقبول.

 طريقة هي المشكلة هذه بعلاج الكفيلة الطريقة واحد. من أقل للمضروب المطلقة

 يل: كا طرحها ويمكن الجزئي الارتكاز
 الجزئي الارتكاز أسلوب(3,3,1)

 وتحتk العمود في عنصر نختار الجاوسي الحذف طريقة منk المرحلة عند

 إن ا،حيث الصحيح العدد عن نبحث أي مطلقة، قيمة أكبر ذا يكو القطر
kslsnإن: بحيث 

١a3 HMg(3.26) ا¥»/ي

E, <»h, l التغيير عملية نجري k ة  كان إذا



١٤٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(١٣,٣) مثال

 الموجود الخطي النظام لحل الجزئي الارتكاز مع الجاومي الحذف طريقة نستخدم هنا

 حساباتنا. في معنوية عشرية أرقام أربعة ذات أعداد عل استناداً وذلك السابق المثال في

,a أن أولا نلاحظ H=max{la [,la,  نجري وبالتالي /،0.3454={/

,E, العملية <»Eعل: للحصول 
1.018-2.436  ::، [ز-.٤

 أن: نجد الثانية المعادلة من,« ولحذف

a0ر0.0003 م, oo9٣,-=--= م
2! a, 0.3454

,E, العملية وبإجراء -m,E,)E)عل: نحصل 

/4٣ -//أ3 15701.568 #,0
 لدينا: يكون ومنه

1.570 1.0o1=X = 1.5682

٤="[1.569+(2.436)01.001]=10.01
0.3454

 من بكثير أفضل وهوi=[0.01,1.001"[ هو الجديد العددي الحل أن أي

 الحل مع مقارنته يمكن لا طبعاً، السابق. المثال في عليه حصلنا الذي العددي الحل

 الرسم( مقياس )حسب إنه حيث السابق العددي الحل مع فعلنا كبا هندسياً المضبوط

 المكان. نفس في المضبوط الحل مع يتطابق

 أما الجزئي، الارتكاز لإنجاز اللازمة الخطوات(3,2) الخوارزمية تتضمن

(.1,٣) الخوارزمية إلى الرجوع فيمكن الخلفي والتعويض الجاوسمي للحذف بالنسبة

0.3454
 سهم]

 و



١٤٤ العددي التحليل

 الجزئي الارتكاز(:3,2) خوارزمية

 الخوارزمية فإنb والمتجهA المصفوفة عناصر ،٣ المجاهيل عدد أعطينا إذا

 الجاومي. الحذف أثناء الجزئي الارتكاز تستخدم

 الجاوي. الحذف طريقة في# العمود هوkcol ملاحظة:

Apivot =  رره] الخطوةا:
Ipivot=keol : ٢ الخطوة

k1=kcol+1 : ٣ الخطوة

Irow أجل من:4 الخطوة = k1,k1+2,...,n٦ و ه الخطوتين اعمل

Amax =  رؤ"لا«بد»مء-مد ]ممه:٥ الخطوة
lpivot) كان إذا:٧ الخطوة =kcol)،قف. الصفوف، لتغيير حاجة لا فاكتب 

i=kcol,kcol أجل من:8 الخطوة +1,...,n١١-٩ الخطوات اعمل

 ىave رييه=:٩ الخطوة

 يممه ببدره=:١٠ الخطوة

 رممهم»=Save:١١ الخطوة

sawe =  يا:١٢ الخطوة

hرر =b  مدبر:١٣ الخطوة

save الخطوة 8 مسمر=1٤:

(.٣,١) خوارزمية باستخدام الخلفي التعويض مع الجاوسي الحذف نفذ:1 ه الخطوة



١٤٥ الخطية المعادلات أنظمة حلول

(٣,١٤) مثال

 الخطي النظام لحل الجزئي الارتكاز مع الجادسي الحذف طريقة لنستخدم

 الموسعة: مصفوفته الذي

2 إ، إ٦٨ -5 3:-1

E, E, =H الصفوف تغيير نجري وبذلك ريه\  /ر»/جي أن هنا نلاحظ

 عل: لنحصل
3 -4 1: 1
1 -1 -1:  أ.. لا1

,E)E, العمليتين وباجراء ،(E,-;E)»E@,-عل: نحصل 

34 1 1

٥ 1 4.1،
3 3' 3

٥ 7 7.7
3 3'3

,E, العملية تجري ريه] ,ه>اl أن وبا <»Eعلل: لنحصل 

3 -4 1: 1
7 7 70
3 3 3

0 1 4 1
3 3 3



 العددي التحليل١٤٦

,E, العملية وبإنجاز +±E,)-E)لدينا: يكون 

4 1: 1
7 7 7
3 3 3
0 -1: 0

3

0
.1]=2,1,0[ الحل عل حصلنا الخلفي التعويض وباستخدام

 تؤثر أن يمكن كيف تحديد المستحيل( من يكن لم )إن الصعب من إنه

(.3.1 الخطي للنظام المحسوب الحل دقة عل المختلفة الارتكاز استراتيجيات

 هذه في السلمي. الارتكاز إستراتيجية تكون قد حالياً المقبولة الإستراتيجية

 نحسب: الجاوسي الحذف طريقة منk المرحلة عند الإستراتيجية،

٥٤=٢ ا"#»ايو(3.27)

(3.28)

kslsn ثي العنصر نختار ثم ،aيحقق: الذي 

١a4١١a%٢1= اaX
ksis» S11 ى

s, =0 ,E. كان إذا أنه إلى هنا نشير 69B, l التغيير نعمل k ة  كان وإذا

 عناصر كل لأن وذلك الخطي، للنظام وحيد حل يوجد لا أنه يعني هذا فإنk لبعض

 في السلمي الجزئي الارتكاز خوارزمية كتابة للقارئ سنترك الصفر. تساويk الصف

 التيارين.

(٣,١) مثال

 الخطي النظام بحل السلمي. الجزئي الارتكاز إستراتيجية يل فيا نستعرض

 الموسعة: مصفوفته الذي



١٤٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

1 -2 1: 1
3 2 1:  ا:ا1

5 و اجوج=4 رk=4 و {ر.ه/جوم=s، 3،s اجوج=٩ رk=2 أن نلاحظ

 -و-=- ،= ت ب يهل1 ي1 ر_يه] ،%ا ا فإن بالتالى
 وS2 و ,ى2-

'a,
 عل: للحصول ظ و، الصفوف تغير فنعمل م"يوم=ا"ا أن وبا

3 2 1: 1
1 -2 1:  لا.ا1

,E-4E)E, العمليتين وبإنجاز ،(E,-'E,)E)عل: نحصل 

3 2 1: 1

0 8 2 2
3 3 3

0 4 10 8
 د

3 3 3
a,

 عل: للحصولE, £ه العملية ننجز =لشج"و=لج"25 داأن

2 1: 1

0 4 10 8
3 3 3

0 8 2 2
3 3 3



١٤٨ العددي التحليل

,E, الحسابية العملية وبإنجاز -2E,)E)عل: لنحصل 

3 2 1: 1
4 10 80
3 3 3

0 0 -6: 6

.x=[,-0.5,-1]  الحل عل نحصل الخلفي التعويض باستخدام وأخيراً،

 وهي أخرى، ارتكازية إستراتيجية توجد أنه إلى بالإشارة البند هذا نختتم

 بحيثkSp,4sn أجل من ،4 وP الصحيحين العددين عن البحث عن عبارة

 للصفوف تغيير نعمل ذلك وبعد يمكن. ما أكبر تكونa للعنصر المطلقة القيمة إن

 الكي الارتكاز بإستراتيجية الإستراتيجية هذه تسمى ذلك. لزم إذا للأعمدة أو و/

 رغم الاستخدام قليلة فإها ذلك عل وبناء للتطبيق كبير جهد تتطلب الواقع في وهي

 بواسطتها. عليها الحصول يمكن التي النتائج دقة

 للمصفوفات الثلثي التحليل(٣,٤)
L Uم Ractorization

 حاصل إلىnxn النوع منA المصفوفة تحليل نناقش سوف البند هذا في

 مثلثية مصفوفةU و دنيا مثلثية مصفوفة ا إن حيث ،A=LU المصفوفتين ضرب

.nxn  النوع من كلاهما عليا،

 لإيجاد معين أسلوب عن عبارة هي الجاومي الحذف طريقة أن إثبات يمكن

 لصفوف تغيير أي هناك يكن لم إذا وذلك ،A=LU بالشكل للمصفوفة تحليل

 ذلك. تتضمن التالية النظرية الحذف. عملية أثناء المصفوفة



١٤٩ الخطية المعادلات أنظمة حلول

(3,9) نظرية

 الجاوي الحذف طريقة تنفيذ تم قد وأنه ،nxn النوع من مصفوفةA لتكن

 أن يعني هذا فإن الصفوف، لمواضع تغيير بدونAx=b الخطي النظام عل

 مثلثية ومصفوفةL دنيا مثلثية مصفوفة ضرب حاصل إلى تحليلها تم قدA المصفوفة

 أن: أي ،D عليا

A=LU
 إن: حيث
0·٠٠
0

1 0
m,, 1

1 •..
1

0
m٠٠٠٠٠٠ ايرm, ٠٠٠٠٠٠

 وLب=

٢٠٠٠٠٠٠٠٠٠)
lm

·٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا2 2m

a٩ a011 12

0 a4?)
22

0 ••.U=

٥4)
mn

0 ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 0

 البرهان:

 العناصر تصفير تتضمن الجاوسمي الحذف طريقة من الأولى المرحلة أ نعلم

 أن بفرض وذلك(3.19) الحسابية العمليات باستخدام =زn,...,2,3 أجل منa رر

 اليسار منA المصفوفة بضرب المرحلة هذه إنجاز يمكن الواقع في #,,ه.0

 المضروب: بمصفوفة

1 0٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 0
-m,, 0٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 0

- m,,, 0٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 0

M٩



 العددي التحليل١٥٠

 عل: للحصول

٥٩ a4 ....0٠٠٠٠ a٥89 :641n٠11211

0 ٥42)...٠٠٠٠٠٠ 4٩) :j)
2n0 222

M٩0A =

%٥4)•.٥43٠٠٠٠٠٠٠) غ:0)? 'm· nn20

(.3,2 البند) في استخدامها تم التي الرموز نفس استخدمنا هنا

 علل: نحصل الجاوسي الحذف طريقة منk المرحلة عند عام، بشكل

٥4 %غ:
l» • 1

(3.29)

%٥4) )إن:
2n' 2

aب a411 12

٥@
22

0 :.
0

٥ )ج(...٠٠.٥6):6 إ
kn- }kk

0

a48) :84)
m" n0 ٠٠٠٠٠٠٠٠٠0 ٥)nk

٨«) =

 أجل من لآه العناصر حذف يمكن فإنه ،a و0 أن ويفرض
k+1,k+2,...,n=المضروب: بمصفوفة اليسار من(3.29) يضرب ز 



١٥١ الخطية المعادلات أنظمة حلول

(3.30)

0
0

0
1

1 "..M")

0 -mءبه l".
0

0 -m1٠٠٠00ي 

 عل: للحصول

a0
lM

62m

،(kl)(k+l)
 بز»n تبز,···a «.بز

0

 «+عبى
m)٠٠٠٠٠٠٠٠0 )+ط·

M,k+10

M0A«) = A«+

 العليا: المثلثية المصفوفة عل نحصل فإننا الأخيرة المرحلة عند فإنه وهكذا

»٠٠٠٠٠٠٠٠٠ )ا(1 a0
1w11 12

٥00·٥.٠٠٠٠٠٠٠ اشأ2 2n22

0A@

٥ a«٥٥٥٥0 و،ي Mn

 إن: حيث

(3.31)A٢ =M«-"M6-2 .٠٠M0A



 العددي التحليل١٥٢

 تساوي لاH=1,2,٠.٠,n-1 أجل من ،a ثهي الارتكاز عناصر أن بفرض وذلك

 العليا المثلثية المصفوفة وهوA=LU التحليل من جزء تعطينا(3.31 المعادلة الصفر.

(U=A4.المصفوفة: لنعزف ا الدنيا المثلثية المصفوفة لإيجاد 

٤01 ن ن م0
·٠٠٠٠٠٠٠٠ («10

،

(3.32)1 :.1=[M1م] =
0 mربي l":.

•.. 0
0 ٠٠٠0 m0٠٠٠01٤ر 

 تحليل فيL الدنيا المثلثية المصفوفة فإن وبالتالي.k=12,٠..,n-1 أجل من

:k=1,2,...,n-1 ،L A المصفوفات ضرب حاصل عن عبارة هي  المصفوفة

(3.33)

0
0

01

1 ':.
1

L=11% ...1 -

0
mي l

 يعطينا:U=A"" المصفوفة ضرب حاصل لأن وذلك

LU =101%) ..1-9M6-1...M@3M%A
=11%) ..٠13IM6-2) ...M143)M٩)A

=٠٠٠٠٠.=A
 المطلوب. يثبت وهذا



١٥٣ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 أن: أي عام، بشكلnxn النوع منA المصفوفة تحليل الآن لنناقش
(3.34)

 ة٩٠٠٠٠٠٠٠٠٠٥ م\

0 ووةw٠٠٠٠٠٠٠٠٠ هو

l,0٠٠٠٠٠٠٠٠٠0م 

 .ا ا

0
4 اw٠٠٠٠٠.٠0.0 م

a, 4, ·0٠٠٠٠٠٠٠  رر4

4 ,ر0 ور·0٠٠٠٠٠٠٠ روه

A=l:

٩٠٥٠٠٠٠٠٠٠٠٠4٠ ه٨\\44٨,

.i=12,٠.٠,n  أجل من وة أو4 و قيم لدينا يكون أن بد لا التحليل هذا لإنجاز

 كالتالي: وهي مشهورة أساليب ثلاثة الواقع في هناك

 أجل من ،ا ا= وضع ويتضمن(Doolitle) دوليتل ا-أسلوب
.i=1,2,٠٠٠,n

 أجل من ,ة ا= وضع يتم وهنا(Crout) كروت أسلوب-٢
.i=1,2,٠..,٣

 لجميع ر«=،ا نضع الأسلوب هذا وفي(cholesk) شولسكي -أسلوب٣

 بالتحديد. موجبة مصفوفةA المصفوفة تكو عندما الأسلوب هذا تطبيق يتم ة. قيم

 رباعية مصفوفة لتحليل دوليتل أسلوب استخدام كيفية يستعرض التالي المثال

 رباعية. أبعاد ذاتU و1 المصفوفتين ضرب حاصل إلى الأبعاد

(٣,١٦) مثال

 المصفوفة: لنحلل
1 2 -1 1

A =/
2 8 -1 1

-3-10 -1 1
2 12 1 1



١٥٤ العددي التحليل

.i=1,2,3,4 A=LU، أجل من ر،ا،=1 بوضع وذلك  الضرب حاصل إلى

 الشكل: يأخذ التحليل أن الواضح من

w,121-00011 ر,ة٩ ر5 و" و

w w waد w '24[LU0001182-1 .ا
A=  ا

1-10-3-1 وا يما0001 ووة مهة
11122 ء! ما'0001 هم#

 بضرب وذلك لا في الأول الصف عناصر قيم إيجاد يمكن فإنه4=1 أن يا

 بالعناصر ضرب حاصل كل وبمساواة ا ل الأول الصف في بلا من الأول الصف

 عى: نحصلA المصفوفة من توافقه التي

,,4-4 ر =hw, = ر= ر,ة
4 ر

،w,  و=1 و وة-=1 ة،=2 ر,ة،=1 لدينا يكون ومنه ز.=1,2,3,4 أجل من

.D  في الأول الصف عناصر وهي

 الأول العمود عناصر إيجاد يمكن فإنه معروفة أصبحت ر,ة أن ب] الآن

 من الأول العمود في ا من الأخيرة الثلاثة الصفوف بضرب وذلكL للمصفوفة

Dالمصفوفة في توافقها التي بالعناصر الضرب حاصل وبمساواة Aلدينا: ليكون 

4,٠
4,=٦,4 ر ج= =م,ا

 ررة

٠ و- د، ا«دد اسرد م نسمن ه و;=،
 و

 الثاني الصف بضرب وذلكD ل الثاني الصف عناصر إيجاد يتم ذلك وبعد

 عل: للحصول والمساواةD من الأخيرة الثلاثة بالأعمدةL من



١٥٥  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 ره ر#رما=+lw ر,
1

= =ر.ة]a ر, [ررلاروا-  .ا
 وهي:D الثاني الصف عناصر لدينا يكون ومنه =ز،2,3,4 أجل من

 العمود إيجاد يمكنناD من الثاني الصف وبمعرفة ر,ة. وا-=w يه=w، 1 ي,=4

D L من الثاني العمود في  من والرابع الثالث الصفين بضرب وذلك± في الثاني

 لدينا: يكون حيثA المصفوفة من يوافقها با ومساواتها

1 ,]a,,-l[ا,,= 
 موة

 نوجد ذلك وبعد.4 =يم2 و -=يوا1 عل نحصل وبالتالي ،i=3,4 أجل من

L U للمصفوفة الثالث الصف بضرب وذلك  للمصفوفة الثالث الصف عناصر

A  من يوافقها با مساواتها ثم ومن ا للمصفوفة والرابع الثالث بالعمودين
 عل: للحصول

» =4٨w +4,,w٩ و=٨

4 رو=4 روw رر+4 رو"رو+4 رو«وو
1

 =رية]a ري-4 روw ر, [رو«روا-
 وا

 عناصر نحسب الآن ويه.=3 و ويه-=3 لدينا يكون ومنه =ز،3,4 أجل من

 ما من الرابع الصف بضرب وذلك فقط، ا العنصر هو وهناL ل الثالث العمود

 حيثA المصفوفة في يوافقه با الضرب حاصل ومساواةD من الثالث العمود في
 لدينا: يكون

4٥ و ا=٨ رw ور وولا،ا+ وولاووا+=
11

 ووا=]٩٠ ا-و٠ ر4 ور =[وولامءا-،
 ووة3

 فقط، ية العنصر من يتكون وهو لا الرابع الصف نحسب وأخراً،

 عل: للحصولD من الرابع العمود فيL من الرابع الصف بضرب وذلك



١٥٦ العددي التحليل

1
 ها ه٨٨=h٨w ,ف٨+4 ماء بهلا,ا+ ا+٨ي مه= ة٨و=]a٨٨!-٠ ممهلا،ا-وة =[موقءا+2

 الشكل: يأخذA المصفوفة تحليل إذن

1 2 -1 1 1 0 0 ٥, 2 -1 1
2 8 -1 1 2 1 0 0 0 4 1 -1

-3-1 1 0-3 -10 -1 1 0 0 -3 3
2 12 1 1 2 1 1 0 0 0 22 -

3

 الضرب حاصل إلىA المصفوفة تحليل من نستفيد ماذا القارئ يتساءل قد

LDالخطي النظام حل وهي الرئيسة المسألة لحل بالنسبة Ar=B.عل الإجابة ؟ 

 كالتالي: التساؤل هذا

A=b A=LU الخطي النظام كتابة يمكن فإنه  التحليل لدينا كان إذا

 الخطيين: النظامين لدينا يكونUx=2 وبوضع1Ux=b بالشكل

L =b
Dr=z

(3.35)

(3.36)

 الأمامي: التعويض باستخدامG3.35) الخطي النظام حل يمكن ثم ومن

bلا,=- 

.• -و:٤ل.
(3.36) الخطي النظام حل يمكن ة المتجه وبمعرفة.i=2,3,...,n أجل من

.٤ الحل عل للحصول الخلفي التعويض باستخدام

(3.37)



١٥٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(١٧,٣) مثال

Ar=b A=LU الخطي النظام لحل  التحليل استخدام نستعرض هنا

A B=[2,9,-2,15]. إن حيث  و(3,1٦) المثال في الموجودة المصفوفة هي

 لدينا: يكون السابق المثال من بداية

1 0 0 0 1 2 -1 1 ±, 2
2 1 0 0 ٨ 4 1-1 _,د9

-3 -1 1 0 ٥ 0 -33 و#-2
1 1 0 0 0 2 ±, 152 2
3

 لدينا: يكونUx=٦ ويوضع

 ا
0001

2,
0012

 وة
01/-3 L ج=1- = B

 و
1

2,122
3

 أن: نجد03.37 الأمامي التعويض وباستخدام

 ,ة=2
22 =,ة+,9 ج= 2, =9-2z,=5

-3z,-2ة+,ة,=- =
12z, +22,-- z,=15+٦ و
3

 -=,ة3z+2 =,ة+,9
12,=15-22,-2z,+-٥,=4
3

: Ux = ٦ الخطي النظام لدينا يكون ثم ومن

1 2 -1 1 3 2
0 4 1 -1 , 5
0 0 -3 3 , 9
0 0 0 2 ٣, 4



١٥٨ العددي التحليل

.x=[-5,2,-1,2]" (G3.16 الحل عل نحصل  الخلفي التعويض وباستخدام

،A =LL  التحليل لإيجاد المتبع الأسلوب توضح(٣,٣) الخوارزمية

L nxn، المصفوفة قطر عناصر قيم تكون بحيث وذلك A النوع ذات  للمصفوفة

 استخدام ثم ومن المعطاة(. هيD المصفوفة قطر عناصر كانت إذا تعديلها )يمكن معطاة

 والخلفي. الأمامي التعويض باستخدامb=A٢ الخطي النظام لحل التحليل هذا

A =LU  التحليل(:3,٣) خوارزمية

 فإنL المصفوفة وقطرA المصفوفة عناصر ،٣ المجاهيل عدد أعطينا إذا

 تحل الخوارزمية فإنb المتجه لدينا كان وإذا.A=LU التحليل توجد الخوارزمية

.Ar=b  الخطي النظام

 موجب. صغير عدد هوeps ملاحظة:

.4 و قيم عنi=1,2,...,n أجل من:١ الخطوة

٤ و٣ الخطوات اعملi=1,2,...,n أجل من:2 الخطوة

 و]/=,«2."-1 احسب =ز٤٠٤+١٠٠٠« أجل من:٣ الخطوة

,w كان إذا K< eps،تف. "، المصفوفة تحليل يمكن لا" فاكتب ا 

 .]م-،ا2 ا-أ1 -+احسب٤,١+١٠٠٠٠٠« اجل من:٤ الخطوة
8

 "ر=ة :احسب٥ الخطوة

٦,=٢ ,=,لآ-1 =ااحسب23.٠٠٠٠« أجل من:1 الخطوة

(.١,٣) الخوارزمية في الخلفي التعويض خطوات راجعD٤=٦ الخطي النظام لحل ملاحظة:

.٤ والحل و1ًم المصفوفتين اطبع:٧ الخطوة



١٥٩  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الموجبة المصفوفة ومنها الخاصة المصفوفات بعض(٣,١) البند في ذكرنا لقد

 وبالتالي شاذة غير تكون المصفوفة هذه أن إلى أشرنا حيث (،٣,10 )تعريف بالتحديد،

 لهذه الأخرى الصفات بعض هناك الواقع، في(.3.1) الخطي للنظام وحيد حل يوجد

 التاليتين. النظرتين توضحه كبا المصفوفة

(9,٣) نظرية

 فإن بالتحديد موجبة مصفوفةnxn النوع ذاتA المصفوفة كانت إذا

 متحققة: تكون التالية الخواص

 شاذة. غيرA المصفوفة-١

.1sisn a,>0 لكل -٢

E /لإ1،٩-٣ g.اجوح%. 

.1si,isn  )ي-a٤)< ر,a لكل

 لإيجاد شولسكي طريقة استخدام يمكن بأنه(3,٩) النظرية من نلاحظ

 عندما أنه هنا لاحظ.1sisn لكل ،ة=,ا نضع حيث ،A=LU التحليل

i=1٧,ر فإن وبالتالي ه١=٤ ر٦=4 لدينا يكونaعدد يكون لا وهذا =ا 

 بالمصفوفة الخاص التحليل التالية النظرية تتضمن.a >ر0 كان إذا إلا حقيقي
 بالتحديد. الموجبة

(٣,١0 نظرية)

 وفقط إذا بالتحديد موجبة مصفوفةnxn الأبعاد ذاتA المصفوفة تكون

 تساوي لا القطرية عناصرها دنيا مثلثية مصفوفة لا إن حيث ،A=LL كان إذا

.(1<isn  لكل ,ا ة0 الصفر)



١٦٠ العددي التحليل

 التحليل لدينا كان إذا فإنهA=LU للتحليل بالنسبة الحال هو كيا

A=LLالخطي النظام حل يمكن فإنه Ax=bيل: كا 

 الثلثي الخطي النظام وحل ثت=±٦ فبوضعAr تلذ=B=1 أن يا

 ثم ومن ة عل للحصول(3.37 الأمامي التعويض باستخدام =علاb العلوي

.٤ بالنسبةL±=z المثلثي النظام لحل(3.16) الخلفي التعويض نستخدم

 الضرب حاصل إلىA المصفوفة تحليل خطوات توضح(٣,٤) الخوارزمية

(.٣,١0) النظرية في معرفة هي كا± إن حيث ،L ا

 شولسكي طريقة(:٣,٤) خوارزمية

 فإنA بالتحديد الموجبة المصفوفة عناصر ،M المجاهيل عدد أعطينا إذا

 إضافة يمكن فإنهb المتجه لدينا كان وإذا.A=LL التحليل توجد الخوارزمية

.Ar=b  الخطي النظام حل لحساب والخلفي الأمامي التعويضين خطوات

.4 ر ر٨aم= :احسب١ الخطوة
4,

 ررا. "ز= احسب =زn,....23 أجل من:٢ الخطوة

 وه.٤ الخطوتين اعملi=2,3,٠.٠,٨-٣:1 الخطوة

'.٠ {/ي-.%-، انطو،:احسب

.4 ءاءلآ-رمال;=,1 =/احسب١+٧٠٠٠ آجل من ه: الحظوة

 -ا.-٠ ا٥ :/لأ-- :اصب1 الوة
.1s sisn وi1 كز  أجل من ر! اطبع:٧ الخطوة



١٦١  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(٣,١٨) مثال

 الخطي: النظام اعتبر

=d22٤-x,
-٦+2٤-,٤-=, م1
2

2
2+2 ي=

 باستخدام وذلك بات الضرب حاصل إلى النظام لهذا العاملات مصفوفة سنحلل

 يل: (كا٣ )ه, الخوارزمية

 عى: الحصول يمكن ومنه4 2م=,a/= أن نلاحظ البداية في

٤١-«٥2-٠١'9،، .ا .ه1٥٥ و%_1
 لدينا: يكون فإنه وبالتالي

 ا٠-٠ لأ-و»ا i-ي،,--٠ة
 -«{,-اوه,-بز،امج=،ا و, د د

 أن: نجد وأخيراً

٠-٠٠-٤ل في-مء--
 لدينا: يكون وبالتالي



١٦٢ العددي التحليل

1

:.:2 w2

2- 0
2 -1 0 0 ,2

A=LL} = -1 2 «15 10 0 1.5 -
0 -1 15

0 1 2 0 0 2
1.5 3 3

 العلوي: المثلثي الخطي النظام من أنه نجد٤ الحل لإيجاد

5 0 0 : ،2
1

«1.5 0 1
٠2 a2

1 2 20 1.5 3 3

 النظام ومن الأمامي. التعويض باستخدام وذلكz=[1,0,1"[ المتجه عل نحصل

 الثلثي: الخطي

0

 ا+١
1

٠2
1.5

،2

0

00 ،3
 افلقي. بالتعويل ونك-R+ ا"رفي.ي الل عل نصل



١٦٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 والمصفوفية المتجهية المعايير(٣ )ه,
Wector and Matrir Norms

 لقياس الأمثل الأسلوب هي ما لعدد المطلقة القيمة أن نعلم نحن

 المصفوفة أوn البعد ذو م المتجه حجم لقياس بالنسبة أما العدد. هذا مقدار)حجم(

Aالنوع ذات nXnالبتد. هذا في نستعرضها سوف معينة معايير فهناك 

(٣,١١) تعريف

9" من حقيقية دالة عن عبارة هو9" المتجهات مجموعة عل المتجهي المعيار

 التالية: الخواص ويحقق ا].ل بالرمز له ويرمز ؟ إلى

.1e 9"  لكل ا1 >ا0-١

.r=[0,0, ...,0]  فقط وكان كان إذا ا٤ =ا/٥-٢

.reS"و ae S  ا٤-/a٣= ا/a لكل اا

+\y٤. ا١-٤,ye S" y\/9+ لكل ا٢ ٤ ا

 يتضمن التالي التعريف ،٤ المتجه حجم لقياس متجهية معايير عدة هناك

 استخداماً. المعايير أشهر وهي واا.لا الإقليدي والمعيار ا.\ العظمى القيم معيار

(٣,١٢) تعريف

xe" ليكن  يل: كيا معرفةxeS" للمتجه ا ووالا.١ .الا. المعيارين فإن9

١ =-ا/ء٣ ا«ا

١٠١ توy,-ة»-
 ,ا. بالرمز الإقليدي وللمعيار ا بالرمز العظمى القيم لمعيار يرمز أته إلى نشير

(3.38)

 و

(3.39)



١٦٤ العددي التحليل

 من ليس.٤ المتجه حجم لقياس ا المعيار العددية الأمثلة في عادة يستخدم

 (،٣,١١) التعريف في الموجودة الخواص يحقق الا اا. المعيار أن من التحقق الصعب

 وا. للمعيار بالنسبة الحال كذلك للقارئ. ذلك ونتراك

(1٣,٣) تعريف

 للمعيارين بالنسبةy و٤ المتجهين بين المسافة فإن ،x,ye" لدينا ليكن

 يلي: كبا معرفة أووا

(3.40) اا٤-y=-\٣ -+/جم٧١

 و

(3.41) /ا٤-y =,ا\

(٣,١٩) مثال

 أن: يا.y=\,2.85,2.1 و1.]=2,3.1,2{ المتجهين اعتبر

٤-y=[1٠2,3.1,2] -[,2.85,2.1T =[0.2,025,--0.1T
 فإن:

y\=max{/  ا/٤-0.25={0.1-/,\0.25/.]0.2
 و

 ا[٤-y =,ا٩(0.2)2(+025).-(+1"=0.3354

 )المسافة( الفرق لحساب(٣,13) التعريف استخدام يمكن أنه إلى هنا نشير

 فمثلاً،.Ar=b الخطي للنظامi )التقريبي( العددي والحل± المضبوط الحل بين

 العددي والحلx=[0,1"[ المضبوط الحل بين الفرق يكون(٣,12) للمثال بالنسبة



١٦٥  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 مع يتوافق وهذا ا٤-f_=6.667 هو _ا للمعيار بالنسبة3]=3.333,1.001"[

 رقم الشكل راجع الرسم، بواسطة عليها الحصول تم التي المتجهين هذين بين المسافة

(.٣,3 البند) (في3,1)

(٣,١٤) تعريف

e" إن حيث }،r مع)" المتجهات متتالية إن يقال  تتقارب ،k لكل٤)»5

e>0 إلى )e5"N لأي كان إذا /ا.ا للمعيار بالنسبة1 ٤) طبيعي عدد يوجد
 إن: بحيث

.k> N(e) >r«-x لكل اا e

(٣,١1) نظرية

e م;)ل المتجهات متتالية تتقارب 9" ،{r«1، إلى "re9بالنسبة 

.1sisn  لكل إ«جزإ=٢, كان إذا وفقط إذا ا للمعيار

(0٣,٢) مثال

 بالتالي: والمعرفة}r م{" المتجهات متتالية اعتبر

12 « ر »ء ا(د]= )اإر4 إ6 د46[]=٠1+,5,,1٥٢

١ و٢٩٠4٥32"1+٤٩٩

 فإنه "#«جن]=1 و "لإدنلإ=0 نإ،٣"=5 ن،-=1 باأن
 بالنسبةx=[-1,5,0,1[ المتجه إلى المتجهات متتالية تتقارب(٣,١1) النظرية حسب

.4 المتجهي للمعيار
(1,٣ تعريف)ه

 هو)$(nxn النوع ذات المصفوفات مجموعة عل المصفوفي المعيار

 التالية: الخواص وتحقق ؟ إلى"$ من اا.ا، بالرمز لها يرمز حقيقية، دالة عن عبارة



١٦٦ العددي التحليل

.Ae  >ا٥-١/A ؟ لكل اا
٢-A/= A فقط وكان كان إذا ا/0  الصفرية( )المصفوفة0=

.Ae %" aeS و aA لكل اا / = ا c ١ ا A/ا٣- 

.A,Be S A لكل اا +B\ /A اذا ٤-/B//+ ا

.A,Be 9" AB لكل اا // ٩ ا A\  ا-٥/B ا

 الضرب عملية كانت طالما صحيحة تكون الخامسة الخاصية أن ملاحظة مع

 بمتجه. مصفوفة ضرب عن عبارة الضرب حاصل كان إذا حتى ممكنة،

(12,٣) نظرية

 فإن: "؟، عل متجهي معيار اا.ا[أي كان إذا

 لاA =ا/pg /جAم/

 مصفوي. معيار عن عبارة

(٣,١) تعريف

 معزفA للمصفوفة ا فإن ،nr النوع من مصفوفةA=(a), لتكن

 بالتالي:

(3.42) ا1--٣ %ا{ي٠

(٣,٢١) مثال

 للمصفوفة: ااA ا/ لحساب

2 3 3- ا:ا،1- 3 -1



١٦٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 أن: نلاحظ

1H62 =ا,»ا21+13 -/+ا

F١5=3-١+١8١+4ر.ها =ا١ 

2 -=ا.»ا١+1+15١--7
 ا.A =ا/max{6,15,7}=15 لدينا يكون عليه ويناء

 العددية للحلول الخطأ تحليل(٣,٦)
Error Analysis for the Numerieal Solutons

 للنظام٤ عددي حل أي فإن للحسابات المرافقة التدوير أخطاء بسبب

 تقدير في تنشأ قد التي الصعوبة سنناقش البند هذا في له. تقريبياً حلا يعتبر3.1) الخطي

 معروف. غير المضبوط الحل أن باعتبار وذلكi التقريبي بالحل المتعلق الخطأ

 بهذا التعلق الخطأً سنعزف فإننا(3.1) الخطي للنظام تقريبياً حلا3ً كان إذا

 بالشكل: التقريب
 ي

(3.43)e=٤-٤

 ناحية من.٤ المضبوط الحل معرفة لعدم وذلك معروفاeً الخطاً يكون لا عادة

 في والمعزف )الباقي( الترسب بمتجه يسمى ما بحساب الخطأً دراسة يمكن أخرى،

 التالي: التعريف

(٣,١٧) تعريف

 المتعلق الترسب متجه كتابة يمكن (،3.1) الخطي للنظام تقريبياً حلا3ً ليكن

 يل: كا التقريب هذا
r =b-Ar (3.44)



١٦٨ العددي التحليل

 لآ التقريبي الحل كان إذا فيا يحدد٣ المتجه أن يتضح(3,1٧) التعريف من

i r أن يعني هذا فإن الصفري المتجه يساوي x. كان إذا  المضبوط الحل من قريب

 ذلك عل بناء أيضاً. الصفري المتجه يساويe المتجه فإن وعليه المضبوط. الحل هو

 أن يعني هذا فإن الصفر من قريبة٣ المتجه عناصر قيم كانت إذا أنه المتوقع من فإنه

 أن بالضرورة ليس الواقع، في المضبوط. للحل جيد تقريب يكونF التقريبي الحل

 التالي. المثال يوضحه كيا صحيحاً هذا يكون

(٣,٢٢) مثال

 الخطي: للنظام الوحيد الحل هوr=[,1[ المتجه

5.53 ¥2.5  .ثا:]: [ءث
 للنظام بالنسبة التقريب هذاr الترسب متجه.i=[2.2,0[ التقريبي الحل اعتبر

 هو: الخطي
03 2.22.55.5

 امهث] أ"ة"؟•• أس م==
 /ا.e =ا/1،2 المضبوط بالخطاً مقارنة جداً صغير وهوIr =ا/0.0006 فإن وعليه

 بين بالفرق يتعلق فييا صحيحة معلومات يعطينا لمr الترسب متجه أ عل يدل وهذا

 الحل قرب أو لبعد كمقياس اعتباره يمكن لا وبالتالي والمضبوط. التقريبي الحلين

.٤ المضبوط الحل من ؟ التقريبي

r  المتجه كان إذا فيا نعرف أن لنا كيف التالي: التساؤل تثير السابقة المناقشة

 هذا عل تجيب التالية النظرية التقريبي؟. الحل عن الصحيحة المعلومات يعطينا سوف

 التساؤل.



١٦٩  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(13,٣) نظرية

 النوع من شاذة غير مصفوفةA إن حيثAx=b الخطي النظام لدينا ليكن

nxn.كان إذا "e9$ًتكون طبيعي معيار لأي فإنه النظام لهذا تقريبياً حلا 

 متحققة: التالية المتباينات

 ا/٤-3 ا\ك//r ا\A ا/(3.45

4o@0\١81لإرrا/٨ ,ا Aا أرج±-F 
١ ا٤ اا//٥ ا/

 النظام. لهذا بالنسبةf بالتقريب المتعلق الراسب متجه هوr إن حيث

 البرهان:

 أن: نلاحظ بداية

r =b-Ai=Ar-A3=A(-3)
 لدينا: يكون فإنه شاذة غير مصفوفةA أن وبا

٤-3=A-'r
 عل: تحصل ومنه

 /ا٤-3 ا=ا/A-'r اك\A ا\r ا\
.03.45) المتباينة وهي

b أن أوً نلاحظ الأخرى المتباينة لإثبات الآن =Arأن إلى يؤدي 
 ا.١b اك/A ا٤l ا

.b  لدينا: يكون(r جزا/ لا" عل@3.45 المتباينة طرفي وبقسمة
-- ااA ا/'-٠

، اا٦ الق- الاجA ا"٢ ل او٨١ ا٨ لا٢ ا

١ ا١A\/Ib٤١ اا١١B ا/
 المطلوب. وهو



١٧٠ العددي التحليل

 ،١ اA١١ اA و/- اA ا"- القيم بين علاقة توجد أنه يتضح(3,١3) النظرية من

 الأكثر هي(3.46) النسبي الخطاً صيغة الواقع في التقريبي. والحل الترسب متجه

 وهو:A للمصفوفة الشرط بعدد يسمى ما عل يحتوي بمقدار محدودة وهي استخداماً

(A)=ا A /"-١A اا (3.47) ا

 بالشكل:(3.46 و)(3.45) المتباينتين كتابة يمكن للمصفوفة الشرط عدد رمز باستخدام

١ ا٤-3IsAA لإر إلا بم٢
 ااA ا/

(3.48)

١ ا٦ م-l لإرمرجr الا
 اا١٥١٤١'

(3.49) ااb و/0

 الأفضل من فإنه المطلق للخطأ أعل حداً لحساب أنه الواضح من الترتيب. عل

 المصفوفة معيار لحساب سيبذل الذي للجهد توفيراً وذلك(3.45) المتباينة استخدام

 في الموجود القسمة حاصل حساب من وتلافياً الشرط عدد قيمة حساب لأجل

 الحسابي الجهد فإن النسبي للخطا أعل حد هو المطلوب كان إذا أما.03.48) المتباينة

 متساوياً. يكون(3.49 و)03.46) المتباينين لاستخدام

(1٤,٣) نظرية

 عدد فإن اا.ا] معيار لأي فإنه شاذة، وغيرXn النوع من مصفوفةA لتكن

.7(A)>1  يحقق المصفوفة لهذه الشرط

 البرهان:

 لدينا: يكون المصفوفي المعيار خواص باستخدام

٤(A)= "A ا/A ا AA ا>اا  =اI/1 ااا

.nxn  النوع من الوحدة مصفوفة هي1 إن حيث



١٧١  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الواحد من قريبةA للمصفوفة الشرط عدد قيمة كانت إذا أنه إلى هنا نشير

 عن بعيدة الشرط عدد قيمة كانت إذا أما التصرف. حسنة مصفوفةA إن يقال فإنه

 قيمة اقتربت كل] أنه هو هنا بالتصرف المقصود التصرف. سيئة تسمى فإنها الواحد

 بالمقابل صحيحة. الترسب متجه لنا يوفرها التي المعلومات تكون الواحد من الشرط

 صحيحة. غير المعلومات تكون الواحد عن بعيدة الشرط عدد قيمة كانت إذا

 يل: فيا السابق المثال في الموجودة المسألة بدراسة ذلك نستعرض
(٣,٢٣) مثال

.32.5
٤٠2.5005-٠ ؟ا ا] هي السابق المثال في المعاملات مصفوفة أن نلاحظ بداية 3

A فإن وبالتالي /=  هو: معكوسها أن كل اا.5.5005

="A ر-20002000  امه] [ه»م»-
 يكون: الشرط عدد فإن وبالتالي.1 اA -ا/"-4000 لدينا يكون ومنه

A(A) =١A/ A-//=(5.5005)(4000) ا =22002 >>1

 متجه لنا يوفرها التي المعلومات عل الاعتباد يمكن لا عليه ويناء جداً، كبير وهو

 إن حيث السابق المثال في بالفعل حصل ما وهذا العددي. الحل دقة لاختبار الترسب

"6x10/ا= rالمضبوط الخطاً بينم] الصفر من قريبة قيمة وهي /ا il_=1.2-١ ا٤

 يمكن الواقع في(.٤ =/ا1 المضبوط الحل حجم إلى نسبة أي )نسبياً، جداً كبير وهو

 عل: نحصل حيث المطلق للخطا أعل حداً حساب

6x10-"(4000)=2.4/ا= -A\ا r/ااك/ا i-١ ا٢



١٧٢ العددي التحليل

 الأعل الحد حساب يمكن وكذلك يكون. أن يجب كيا المضبوط الخطا من أكبر وهو

 وهو· النسبي للخطا
 بم لب

،، الا٢ لاة- لا"لإر(ر<zoo ر«9I0 وي4

b\  اا٤ ا[\5.5005

 في أساسياً دوراً تلعب ااA ا١ اA'- واا اA اا"- القيم أن نستنتج النتيجتين هاتين من

 للخطأً. الأعل الحد حساب

 معياري عل كلياً يعتمد للمصفوفة الشرط عدد أن نلاحظ النظرية الناحية من

 حساب أثناء تدوير أخطاء هناك يكو تطبيقياً، ولكن، ومعكوسها، المصفوفة

 إذا المستخدمة. الحسابية العمليات دقة عل المعكوس حساب يعتمد وبالتالي المعكوس

 معنوي عشري رقم+ عى تحتوي أعداد باستخدام ثفذت قد الحسابية العمليات كانت

 معيار في مضروب المصفوفة معيار هوA للمصفوفة الشرط لعدد التقريبية القيم فإن

 التي الطريقة عل أيضاً يعتمد الشرط عدد الواقع، في التقريبي. المصفوفة معكوس

 ؟(. تلاحظ ماذا السابق، المثال )راجع المصفوفة. معكوس لحساب استخدمت

 النظام لحل العددية التتائج دقة عل تؤثر التدوير أخطاء أن سابقاً ذكرنا لقد

(.3.1) الخطي

 العددي الحل دقة لتحسين استخدامه يمكن معين أسلوب هناك الواقع في

 الأسلوب هذا يسمى الجاوي. الحذف طريقة باستخدام عليه الحصول يتم الذي

 يل: كيا عرضها يمكن والتي التكرارية التصفية بطريقة

 الحصول تم والذيb=A٤ الخطي للنظام# التقريبي الحل لدينا ليكن

 عمليات عل استناداً الخلفي والتعويض الجاوسي الحذف طريقة باستخدام عليه

 لنعزف3"#= بوضع معنوي. عشري رقم ا عل تحتوي أعداد عل تعتمد حسابية



١٧٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 ليس والذي الخطي للنظام المضبوط الحل هو م إن حيثe"=٢-3" المتجه

 الشكل: يأخذ3" التقريبي للحل بالنسبة الراسب متجه إذن معلومات. أية عنه لدينا

(30)=Ae@ (3.50-٢)A30 =A-M-A34 =Aم=٢@( 

 ضعف أي) معنوي عشري رقم24 عل تحتوي أعداد باستخدام حسابه يتم والذي
.(i  لحساب المستخدمة الأعداد سعة

Ae0" الخطي النظام حل يمكن الآن =rالحذف طريقة باستخدام 

 الخطي للنظام الأصلية المصفوفة هي المعاملات مصفوفة أن هنا لاحظ الجاوسي،

 عل للحصول نفذت التي الجاوي الحذف عمليات من الاستفادة يمكن وبالتالي

 الخطي للنظام "ة التقريبي الحل عل الحصول بعد تنفيذها. إعادة وعدم ة الحل

 التقريبي: الحل نحسب (،3.50)

@==٦8+- ج0

 أن إلى هنا نشير معنوي. عشري رقم2 عل تحتوي أعداد باستخدام

 للحل بالنسبة الخطوات نفس تكرر.3" التقريب من أفضل يكون3 "م التقريب

 وهكذا3@=30%+٤% حساب ثم ومن" عل للحصول3@ التقريبي

 المضبوط الحل إلى تتقارب والتي,:{"} التقريبية الحلول من متتالية لدينا يكون

 الدقة: علل نحصل حتى المتتالية هذه عناصر حساب في نستمر عادة.٤

 (مى٢)
١٥l١ 'ةا  ع

١ ا١36
 الحسابية. العمليات في استخدمت التي المعنوية العشرية الأرقام عدد هي ا إن حيث

 قيمة تكون وعندما.A(A) الشرط عدد قيمة بزيادة يزداد التكرارات عدد الواقع في

(A#)ل المطلقة القيم فإن جداً كبيرة ...,e"3تتناقص. لا قد ,%ج 

(3.51)



١٧٤ العددي التحليل

 التصفية طريقة تلخيص يمكن فإنه3" التقريبي الحل لدينا كان إذا

 التالية: الخطوات في التكرارية

 عشري رقم2 عل تحتوي أعداد باستخدام٢"=B-A3" ا-حساب

 معنوي·

 رقم4 عل تحتوي أعداد باستخدامAe"=٢" الخطي النظام -حل٢

 معنوي. عشري

 رقم2 عل تحتوي أعداد باستخدام3)"@=34 "ج+ حساب-٣

 معنوي. عشري

.k=1,2,3, ٠٠٠ أجل من وذلك

(٣,٢٤) مثال

 الخطي: النظام لحل التكرارية التصفية طريقة نستخدم سوف هنا

15913#,3.3330 15920  سر:ًا: ابيخ-ا:أي:10.333-
1.68525.17911.5611 و8.4254#

 معنوية. عشرية أرقام لخسة ذات أعداد عل ترتكز حسابات باستخدام وذلك

 عل: نحصل الجاومي الحذف طريقة وباستخدام بداية

3.3330 15920 -10.333 : 15913
0.0000 -10596 16.501 : 10580
0.0000 -7451.4 6.5250 :-7444.9

 و
3.3330 15920 -10.333 : 15913
0.0000 -10596 16.501 : 10580
0.0000 0.0000 - 5.0790 :-4.7000



١٧٥  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 العددي الحل علل حصلنا الخلفي وبالتعويض
 الحل هذا يوافق الذي الترسب متجه إذن.3"]=1.2001,0.99991,0.92538"[

 هو:
 وعد،- ايبي0.00518-
-0.18616

"Ae"" الخطي النظام وبحل =rعل ترتكز وحسابات الجادسي الحذف باستخدام 

 عل: نحصل معنوية عشرية أرقام عشرة ذات أعداد

 ج4-]=0.20008,0.00009,0.07461[
 التقريبي: الحل لدينا يكون فإنه وبالتالي

$"%) =3٩+٤0 =[1.0000,1.0000,0.99999]

 الحل فإن وبالتاليx=[11{ هو الأصل الخطي للنظام الوحيد الحل الواقع في

 م0 -ا=A3@ .وبحساب3"" التقريبي الحل من بكثير أفضل3 ل التقريبي

""Ae"» الخطي النظام وحل =rعل: نحصل 

30)=30)4 ج0)]=1.0000,1.0000,1.0000'[

 كانت إذا التكرارية التصفية طريقة تستخدم عادة أنه إلى هنا الإشارة يجدر

 الشرط لعدد تقريبية قيمة حساب يمكن أنه إلى نشير كا التصرف. سيئةA المصفوفة

 بالتالي: وذلك شاذة غير مصفوفة لأي

G5aAإلإقلإءر 
١ ا٦١

 أعداد عل ترتكز حسابية بعمليات إيجاده تم الخطي للنظام تقريبي حلi إن حيث

Ae= ٢ الخطي للنظام التقريبي الحل هو ة المتجه معنوي. عشري رقم+ عل تحتوي



١٧٦ العددي التحليل

٣ المتجه سبق، كبا#. الحل ها سب التي والدقة الأسلوب بنفس حسابه تم والذي

 ؟. التقريبي للحل بالنسبة الراسب متجه هو
(٣,٢ )ه مثال

 في الموجود الخطي للنظام المعاملات لمصفوفة الشرط لعدد تقريبية قيمة لإيجاد

 أن: نعلم (،3,2٤) المثال

]i=[.2001,0.99991,0.92538و ]0.20008,0.00009,0.07461€=[-

 عشرية أرقام غسة علل تحتوي أعداد باستخدام نفذت قد الحسابية العمليات وأن

 لدينا: يكون إذن(.t=5 معنوية)

a(A)-16672=16671.944=,إلإقلإ0208١٠ كى 
١ ا/ا1.2001

.A(A)=15999  هي المصفوفة لهذه الشرط لعدد المضبوطة القيمة الواقع في

 طريقة يستخدم للحاسوب برنامج كتابة عل تساعد(٣,٥) الخوارزمية

 الخطي النظام لحل أنه إلى هنا نشير.A=b الخطي النظام لحل التكرارية التصفية

Ar=bتخزين ثم ومن(٣,١) الجاوسي الحذف خوارزمية استخدام يمكن 

i+1 sn ز ,R(,E,-m,E) أجل من  أي تنفذ، التي العمليات

k  وsisn-1 التكرار عند مناداته يتم فرعي برنامج في للصفوف، تغيير وأي1

.Ae = ٣ الخطي النظام لحل



١٧٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 التكرارية التصفية طريقة(:٣ )ه, خوارزمية

 التفاوتb المتجه ،A المصفوفة عناصر ،٣ المجاهيل عدد أعطينا إذا

 ، تقريبي حل توجد الخوارزمية فإنm للتكرارات الأقمى والعدد ،Tol به المسموح

.Ar=b y، الخطي النظام

(.3,1) الخوارزمية باستخدامAx=b الخطي النظام حل ا: الخطوة

k=1  ضع:٢ الخطوة

٩-٤ الخطوات أعملksm بين]:٣ الخطوة

i=1,2, ٠٠٠,٨ أجل من:٤ الخطوة

=6,-)a, r) ,د احسب r( المتجه عناصر لحساب
 ا=ر

Ae الخطي النظام حل:٥ الخطوة =rالجاومي( الحذف )باستخدام 

i=1,2,٠٠٠,n : ٦ الخطوة

,y, احسب =± +e(3)@ المتجه عناصر )لحساب

y//s كان إذا:٧ الخطوة Tol-هو:" المطلوب التقريبي الحل فأكتب ا٤ y،" .قف 

k=k+1  ضع:٨ الخطوة

3, =y, i=1,2....,n ضع  أجل من:9 الخطوة

 قف. تكرار"،m بعد المطلوب التقريبي الحل عل نحصل :اكتب"لم١٠ الخطوة

 الخطية المعادلات أنظمة لحل التكرارية الطرائق(٣,٧)
Iterative Methods for Solving Liear Systems

 تكون والعلمية الهندسية التطبيقات من الكثير في تنشأً التي الخطية الأنظمة

 عناصرها معظم تكون التي المصفوفة أي هشة، مصفوفة عن عبارة معاملاتها مصفوفة



١٧٨ العددي التحليل

 الأنظمة هذه مثل لحل المباشرة الطرائق استخدام تم وإذا كبيرة. سعة وذات أصفاراً

 كبيرة سعة إلى وتحتاج أصفاراً(، معظمه )وناتج كبير حسابي جهد ذلك يتطلب فسوف

 الكثير فإن السبب لهذا توفرها. يمكن لا قد والتي الحاسوب ذاكرة في ضرورية( )غير

 يسمى ما استخدام إلى يلجئون المسائل هذه مثل تواجههم الذين الباحثين من

 أها أي تقريبية طرائق التكرارية الطرائق تعد الأنظمة. هذه لحل التكرارية" "الطرائق

 من متتالية وتحسب ،٤"" وليكن تقريي، حل من تبداً وإنا مباشرة الحل تحسب لا

 توضيح ويمكن±. المضبوط الحل إلى تتقارب أن يتأمل والتي}r," المتجهات

 التالي: بالشكل ذلك

٤00) )@ر ر0ش٠٠.٤)( ب٠٠٠٤

 مصفوفةA إن حيث ،b=A٤ الخطي النظام كتابة هي الطرائق لهذه الرئيسة الفكرة

 المساوي: بالشكل ،nxn النوع من مريعة

x =T±+c (3.53)

 اختيار بعد.r البعد ذو عمود متجه وىnxn النوع من مربعة مصفوفةT إن حيث

 الصيغة باستخدام}r مج{" المتجهات متتالية نحسب ،r"" الابتدائي التقريب

 التكرارية:

eلا+ T٤ )ش»=٤ (3.54)

 فإن المتجه أماA المصفوفة علل تكوينها فيT المصفوفة تعتمد.k>1 أجل من

T b. المصفوفة لكتابة أساليب عدة هناك A والمتجه  المصفوفة من تستنتج عناصره

 جاوس-سيدال جاكوبي، وهي: )طرائق( أساليب ثلاثة هنا ندرس سوفc والمتجه

 والاسترخاء.



١٧٩ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 التكرارية جاكوبي طريقة(3,7,1)

 التالي: بالشكل تكتبه أننا أي03.1 بالشكلAx=B الخطي النظام نكتب بداية

4,١٦ +4,», +٠٠٠+4,2, =b,
4,3, +a٨2, ,b=, ,ر4٤+.٠٠+

4٨3 +4,3, +٠٠.+4٨٨3,=b,

# للمجهول بالنسبةi المعادلة نحل فإننا (،3.53) المساوي بالشكل النظام هذا لكتابة

 عل: لنحصل٠.٠٠n,i=1,2 لكل

1
x=-[a,2, +٠٠٠+a,٣,-b]

4١ ر

1
-=,«]4 ر,٦+4 و«و,+٠٠٠+b,,-a٨ [ر

 ومة
(3.55)

1
3,=[٩,٨3+4,A2+٠..+4,ر,±ر -bي ]

4,
 لدينا: يكون حيث

٩٨و
4,

4 ور

4

(3.56)
0 ,ر,

0,1 -م.

0 ت,01

0

0

 ممه
,=Tو 

8
4 ر,

6,
4,

€=

a  م4 يم



 العددي التحليل١٨٠

 بالشكل جاكوبي لطريقة التكرارية الصيغة كتابة يمكن(3.55 العلاقة باستخدام الآن

 التالي:

 »»لإ-اإ=»"1(3.57)
 ه أ=ر

 كالتالي: الصفوفي بالشكل كتابتها يمكن وكذلك.k>1 وi=1,2,٠..,n أجل من

(3.58)+"«٤,T=ر« 

(.3.56) في معرفة هي كماe والمتجهT ز والمصفوفةk>1 إن حيث

 لطريقة التكرارية الصيغة استخدام يمكن فإنه ،1"" الابتدائي المتجه اختيار تم إذا

 الطي للنظام الضبوط الل إلى تتقارب قد التي المتجهات من متالية لتكوين جاكوبي

 التكرارية جاكوبي لطريقة المصفوفي الشكل استنتاج يمكن أنه إلى هنا نشير

(s8.03يلي: كما 

 المصفوفات: جع حاصل إلىA المصفوفة نوزع أولا

,,a-4,4 ور·٠٠٠٠٠٠٠

 ر,ه4٥ و"٠٠٠٠٠٠٠ يروه

A= : ا

4٨,4'40٠٠٠٠٠٠٠ بم



١٨١ الخطية المعادلات أنظمة حلول

٥٥٠٠٠٠٠٠٥//٥-٩٥٠٠٠٠٠ ه-٠
0'٠.0-a,, 0٠٠٠٠٠٠٠٠٠

-.·0 م

4,, 0٠٠٠٠٠٠٠٠٠ 0

450 و٠٠٠٠٠٠٠٠٠0
 د "رد

٠٠٠٠٠٠٠٠٠00 \مه-\٩٠٥٠٠٠٥٨-4 ري٥١\00

(3.59)=D--U

 المساوي: الشكل إلىAr=b الخطي النظام تحويل يمكن ويذلك

(3.60)(٥-L-U)r=b

 علل: نحصل منه والذي

DI-(L+U)r=b = Dr=(ل + U)r+b = x=D-'(L+U)r+D-'B
 إن: حيث(3.58) جاكوبي لطريقة التكرارية الصيغة لدينا يكون وبالتالي

.e=٥-'B ,T و =D-(+U)

 نشير التكرارية. جاكوبي طريقة استخدام كيفية(٣,٦) الخوارزمية تتضمن

 متجهات جيع يجزن لا الخوارزمية هذه استخدام من ينتج الذي البرنامج أن إلى هنا

 تكرارين نتيجة طباعة يستطيع وبالتالي فقط، متتاليين متجهين يجزن وإنا المتتالية

.i=1,2,٠٠٠,n y أجل من و, ،  الخوارزمية رموز حسب وهما، فقط متتاليين



١٨٢ العددي التحليل

 التكرارية جاكوبي طريقة(:٣,٦) خوارزمية

 الابتدائي المتجه ،b المتجه ،A المصفوفة عناصر ،٣ المجاهيل عدد أعطينا إذا

 الخوارزمية فإنM للتكرارات الأقمى والعددTol به المسموح التفاوت ،y=r "ل

.Ar=b  الخطي للنظام لا تقريبي حل توجد

k=1  ضع:١ الخطوة

٦-٣ الخطوات اعملksM بينيا:٢ الخطوة

-+5 -ا2 -+احسب,«،%١2٠٠« أجل من:r افو،

y\/s كان :إذا٤ الخطوة Tol-2, هو:" المطلوب التقريبي الحل فاكتب١ ا٤، 

M,..٠,i=1,2،" .قف 

k=k+1  ضع:٩ الخطوة

,y أجل من:٦ الخطوة n,.- ,لا ضع =ة٠,1,2=

 تف. تكرار"،M بعد المطلوب التقريبي الحل عل نحصل "لم اكتب:٧ الخطوة

 ملاحظات

 يكون أن يجب أنه التكرارية جاكوبي خوارزمية في٣ الخطوة من ا-يتضح

a,  وأحد شاذة غيرA المصفوفة كانت إذا لذلك ،i=1,2,٠.٠,٣ أجل من0=

 يكون بحيث المعادلات ترتيب إعادة يجب فإنه للصفر مساوياً يكون قطرها عناصر

 الصفر. تساوي لا القطر عناصر كل

 الوقوف: شرط وتتضمن الوقوف خطوة هي الرابعة -الخطوة٢
se[/«٢-٤4/(3.61) ا



١٨٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

kو k-1 r التكراريين عند التقريبين الحلين1 و"ل k>1، إن حيث  أجل من

 التقريبي للحل المطلوبة الدقة هو صحيح عده >اe=5x10، 1" هنا الترتيب. عل

 لإيقاف أخرى شروط يوجد الواقع في الحل. حول به المسموح بالتفاوت يسمى ما أو

 الشرط: منها نذكر الحسابات
٤ ش»-«  اا <ا6)
 ا١٤4

 عادة المستخدم هو ا، العظمى، القيمة معيار فإن ذكرنا أن سبق كيا.k>1 إن حيث

 الحالات. هذه مثل في

(٣,٢) مثال

 الخطي: للنظام تقريبياً حلاً لإيجاد التكرارية جاكوبي طريقة نستخدم هنا

4x, -,+x,=1
v, +3x,+x, =4
3 +2٣, +5x, =2

.1 ش»]=1,0,0F الابتدائي المتجه من ابتداء وذلكe=5x10" بدقة

 بالشكل: كتابتها يمكن والتي النظام لهذا(3.57) التكرارية جاكوبي صيغة لنكتب بداية

11٠1  )شبر )«-مبر لا-شد+
44٩١٨2

11 ا-4 +(-kطبر )لاغبر إر( 
3333'2
221  د )ر لا-خبر )-بر+

 و5'552

.k21  أجل من

 الشكل: الصيغة هذه تأخذk=1 وبوضع



 العددي التحليل

111  د ر٩= عكد )%كر+

4434١
411 ، ر0= )@ر مكر+

«3 و3
221 ، مر @ر ر40+  د5!553

١٨٤

 علل: نحصل "لإد=0 وx "لإ=x، 0" ا= عن وبالتعويض

4 '=سo-o !-!+ر 444

 -إسo ±-ر٥ ر+ر
333

 و5555 ل=٢ ت ا« م!٥ ر2 ر12

 ونعوضk=2 نضع ذلك بعد34,']=1 "[لإ, هو الأول )التقريب( التكرار إذن

- "ولنحململ." الجد عناصر فم عن

s،م1 م1 ام .ر! !رل(! ه٥ = ,-Y. = - لإ X, -+ = 45 442 4٩ 4 41
+ م11 م4 ر!! .ر!!"٠11833 = ،= XX' + =, 34 35 33" 33 32
o0s، 2م1 م2 ي2 رإ!2 رم ،، 554 ',ي 'ل={,=٦ ،ا 552 553

 حتى نستمر وهكذا.1 ش»]=0.45,1.18333,-0.05"[ هو الثاني التكرار فإن وبالتالي

 في موجودة المسألة هذه لحل العددية النتائج المطلوب. التقريبي الحل عل نحصل

 أننا إلى هنا نشير المطلوب. التقريبي الحل هو٤"" أن يتضح حيث(٣,١ رقم) الجدول

(3.61) الشرط يحقق الذي التقريبي الحل عل حصلنا عندما الحسابية العمليات أوقفنا
 عل: حصلنا حيث



١٨٥  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 ء0-1 ف»]=0.00021-,0.00017,0.00024[

"2.4x10" لدينا يكون وبالتالي <sx10[الدقة يحقق وهذا//٢07-1 ف@ =ا 

 المطلوبة.

(.٣,٢٦) للمثال العددية النتائج(.3 رقم)ا, الجدول

k 1 2 3 4 5 6

 خبر
1

 )خير
2

 )شير
3

0.25000 0.45000 0.55833 0.59083 0.59833 0.59978
1.00000 1.18333 1.20000 1.20167 1.20028 1.20017
0.20000 -0.05000 -0.16333 -0.19167 -0.19883 -0.19978

 التكرارية جاوس-سيدال طريقة(7,2,٣)

 نحسب فإننا(3.37) جاكوبي لطريقة التكرارية الصيغة من واضح هو كيا

n العنصر ،2,٠.٠,i=1,2، إ العناصر باستخدام" xأجل من Jsnحيث1 ك 

 والعناصر1 زsi-1 أجل منxي"% العناصر استخدمنا لو ولكن #ز.i إن

،x i+1s العناصر لأن وذلك أفضل تقريب عل لحصلنا sn ز  أجل من٣ إ لا

si-11 زsالعناصر من المضبوط الحل في توافقها التي للعناصر أفضل تقريب هي 

si-1 "-لإ ،x1 زs.يمكن والتي التكرارية سيدال جاوس- طريقة مبدأ هو هذا 

 بالشكل: التكرارية صيغتها كتابة

 به «،لأ-مج- »بز١ هه



١٨٦ العددي التحليل

 نتبع التكرارية سيدال جاوس- خوارزمية لكتابة.k1 وi=1,2,٠..,n أجل من

٣ الخطوة في التي المعادلة استبدال مع(٣,٦) الخوارزمية في الموجودة الخطوات نفس

 يل: با نستبدلها أي03.63) جاوس-سيداك لطريقة التكرارية الصيغة تمثل التي بالمعادلة

٠ ي-١-٤ دب«بز:و
(3.60) العلاقة من فإنه الصفوفي، بالشكل الطريقة لهذه التكرارية الصيغة لكتابة الآن

 لدينا يكون

(D-L)x-Ux=b = (-L)r= Ux+b = x=(D-L)Ux+(-L)B

 جاوس-سيدال لطريقة التكرارية الصيغة لدينا يكون ومنه

(3.64) »ءTr=6» لا+

 إلى هنا نشير.c=(-L)-'b وT(=٥-L)-U إن حيث ،k>1 أجل من

 التكرارية الصيغة لاستنتاج(3.63) بالعلاقة الممثلة المعادلات استخدام يمكن أنه

 التبارين. في للمناقشة ذلك نترك ولكننا(3.64 المصفوفي بالشكل

(٣,٢٧) مثال

 بدقة تقريبياً حلاً لحساب التكرارية سيدال جاوس- طريقة استخدم

e=5x101 )"ل]=1,0,0"[ بوضع وذلك(3,2٦) المثال في الموجود الخطي للنظام.

 بالشكل: تكتب النظام مذا م4 التكرارية) جاوس-سيدال صيفة

 )طبر ب -خبر)لا-ر لا+
 د4434
41 ،١1  )ظ@ير )خبر )لا-شير
3333"٦

221  )خبر_ طبر )طبر+
 و5'552



١٨٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

.k>1  أجل من

 الشكل: الصينة مء تاعذk=1 دوعع
 د ر0) إير9) )مر+

443٥١2
411 2"33، ر8=) "ر )(د+
221  ر ر0) @ر34)+

 عل، المبنةنسمل مد من ال امدية بري رة٤ي و-0 عن وبالسرير

١+2oر- ooي=± 
4 444

٠ سd3٠ لدينا: يكون الثانية المعادلة في "لإد=0 و"«= عن وبالتعويض

sد o+"1رط(!-ين-± 
33 4 3

x عن وبالتعويض  أن: نجد الثالثة المعادلة في٣"=1.25 و0.25=

s)+-.15@.رو4 د- o2أير) 
355

 حتى نستمر وهكذا.1"]=0.25,1.25-,0.15"[ هو الأول )التقريب( التكرار إذن

 في موجودة المسألة هذه لحل العددية النتائج المطلوب. التقريبي الحل عل تحصل

 أننا إلى هنا نشير المطلوب. التقريبي الحل هوr ل أن يتضح حيث(3,2 رقم) الجدول

(3.61) الشرط يحقق الذي التقريبي الحل عل حصلنا عندما الحسابية العمليات أوقفنا

 عل: حصلنا حيث

 )هاء-٢"»]=0.00027,0.00002,0.00017[



١٨٨ العددي التحليل

"2.7x10" لدينا يكون وبالتالي <5x10[الدقة يحقق وهذا١ إ٢ م٢ "أ -ز 

 المطلوبة.

k 1 2
(.٣,٢٧) للمثال العددية النتائج(.٣,2) رقم الجدول

543
 )خبر

1

 )خبر
2

 )ظإر
3

0.25000 0.60000 0.59417 0.59961 0.59988
1.25000 1.18333 1.19972 1.19970 119998

-0.15000 -0.19333 -0.19872 -0.19980 -0.19997

 نلاحظ(3,2 و)(٣,1) رقمي الجدولين في الموجودة العددية النتائج بمقارنة

 طريقة استخدمنا عندما السابع التكرار عند المطلوب التقريبي الحل عل حصلنا أننا

 مما سيدال، جاوس- طريقة باستخدام الخامس التكرار عند عليه حصلنا بينا جاكوبي

 جاكوي. لطريقة ذلك من أسرع سيدال جاوس- طريقة تقارب معدل أن عل يدل

 السابقين المثالين في حله تم الذي الخطي للنظام بالنسبة أنه لاحق مثال في نثبت سوف

 يمكن الواقع، في جاكوبي. طريقة من أسرع سيدال جاوس- طريقة تقارب معدل أن

 تقارب معدل يكون شاذة غير معاملاته مصفوفة تكون خطي نظام لأي أنه أثبات

 جاكوبي. طريقة يساوي أو أسرع جاوس-سيدال طريقة

 الاسترخاء طريقة(٣,7,٣)

 كتابة يمكن بداية يل: كيا الاسترخاء لطريقة التكرارية الصيغة استنتاج يمكن

 التالي: بالشكل سيدال جاوس- لطريقة التكرارية الصيغة

 بي مم.»-٨ -#،ملأ-٤«+١



١٨٩  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الطرف من الثاني الحد في ه الحقيقي العدد بإدخال.H21 وi=12,٠.٠٠٨ أجل من

 التكرارية: الصيغة عل نحصل المعادلة هذه من الأيمن

 »-بي0٠ ا%٩-٤ -"%،٤٤١ هه
 الاسترخاء. لطريقة التكرارية الصيغة وهي ،k>1 وi=1,2,٠..٠٠٣ أجل من

 عل نحصل =نه1 عندما أنه ونلاحظ الاسترخائي بالعامل ه العدد يسمى

 الصيغة تسمى(3.65) فإن >ه1 كان وإذا سيدا، جاوس- لطريقة التكرارية الصيغة

 طريقة تسمى فإها <ه1 كان إذا أما المتتالي. الزائدي الاسترخاء لطريقة التكرارية

 بحيث ه الاسترخائي العامل اختيار يمكن الواقع في المتتالي. التناقصي الاسترخاء

 يمكن. ما أسرع التقارب سرعة تكون

 المصفوفي الشكل استنتاج يمكن السابقتين للصيغتين بالنسبة الحال هو كبا

 لنحصل نه ب(3.60) المعادلة طرفي نضرب بداية الاسترخاء. لطريقة التكرارية للصيغة

 عل:

a(D -L-U)r= ab
 لدينا: يكون الأيسر الطرف فيnr وطرح وبإضافة

Dr-Dr+ aDr- alr- oUx = b
 علل: نحصل ومنه

(D- -x-(1( نله o)Dr- aD= ab -D) =ب L) =[(1- a)D + aU]r+ ab
= r=(D- a)D- (]-)بله1 + +r[ هUل a0D- b-( نله

 هي: المصفوفي بالشكل الاسترخاء لطريقة التكرارية الصيغة فإن وبالتالي
e+@-لا T; ٤ )ش»-2 - SOR (3.66)



١٩٠ العددي التحليل

T1=)-مة (]"-)به -a)D + k>1، [للاه إن حيث ٠.٠,٨,i=1,2 و

.c= a@  وB"-(٥- بله

 النظام لحل التكرارية الاسترخاء طريقة استخدام كيفية(3,٧) الخوارزمية تستعرض

.Ar=b  الخطي

 التكرارية الاسترخاء طريقة(:٣,٧) خوارزمية

 الابتدائي المتجه ،b المتجه ،A المصفوفة عناصر ،n المجاهيل عدد أعطينا إذا

y "ل =r، به المسموح التفاوت Tol، للتكرارات الأقى والعدد ة الحقيقي العدد 

.A=b y الخطي النظام M تقريبي حل توجد الخوارزمية فإن

.k=l  :ضع١ الخطوة

k بينيا:٢ الخطوة <M٠٦-٣ الخطوات اعمل

.i=1,2, ٠٠٠,٣ أجل من:3 الخطوة
3y-]0

#=٧+;W٩-2،±-20»احسب 
 ,«، هو:" المطلوب التقريبي الحل فاكتب اا٤-yI ك/Tol كان إذا:4 الخطوة

i=1,2,...,n،" .قف 

k=k+1  :ضع٩ الخطوة

y, =», n,..٠,i=1,2 ضع  أجل من:٦ الخطوة

 تف. تكرار"،M بعد المطلوب التقريبي الحل عل نحصل لم" اكتب:٧ الخطوة

(٣,٢٨) مثال

 الخطي: النظام لحل التكرارية الاسترخاء طريقة نستخدم هنا



١٩١  الخطية المعادلات أنظمة حلول

2x,-1=د, 
-2x, +3x, +x,=0

+6x34 =يx,

 النتائج يعطيان(٣,٤ و(٣,٣) رقا الجدولان.٢ ل]=0,0,0"[ بوضع وذلك

 الحل أن إلى هنا نشير الترتيب. عل وا=ة=»1.2 عندما المسألة لهذه العددية

 ا/r%" =ااء-0.0026 فإن وبالتالي ،1]=0.75,0.5,0"[ هو النظام لهذا الوحيد

 عندما أنه إلى الإشارة مع=».1 عندما ا/٢""-1 =اا0.0026 وa=12 عندما

 تسريع تم أنه المثال هذا من نستنتج إذن، سيدال. جاوس- طريقة لدينا يكون=»1

 ه. قيمة بزيادة التقارب

k 1
 =ه.1.2 عندما(3,28) للمثال العددية النتائج(.٣,٣ رقم) الجدول

6532

 )شبر
1

0.60000 0.76800 0.72860 ...0. 0.74550
0.48000 0.47040 0.50420 ..00. 0.50160

0.75190
0.49890

k
 "لإ«0.00260-0.00570-0,02480-0.03840-0.12000

 )طير
3

k 1

0.50000 )»ي
1 0.33333

 )غ»ير
0.166672

 ض@ر
3

 =ه.1 مندما(٣,٢8) للمثال العددية النتائج(.3,4) رقم الجدول
8732

0.66667 0.69444 ٠٠٠٠. 0.74550 0.74760
0.33390 0.44444 ..٠٠٠ 0.49520 0.49740
0.05560 0.03700 ...... 0.00300 0.00160

(3.54) التكرارية الصيغة تقارب لضان الكافي الشرط التالية النظرية تتضمن

.٤"" عشوائي اختيار لأي



١٩٢ العددي التحليل

(1,٣ )ه نظرية

 ب المعرفة}r مع{" المتجهات متتالية فإن ااT/<1 كان إذا

e+"k>1 ،± =Tة0 و٤ c، الوحيد الحل إلى تتقارب "reSللنظام 

.14% e9" A =bع ابتدائي اختيار لأي  الخطي

 البرهان:

 هذا ويطرح ،٤=Tr+e المساوي بالشكلAx=b الخطي النظام لنكتب
 عل: نحصل٢»=e+"T٤ من الأخير

 شاء-T=1 خ» -لاT=T٤ )ء-"»(
 لدينا يكون الطرفين معيار ويأخذ

")T اك//)T ا\ خ»± لا ااء-(36) -n-إ/٤» ا=إاء 
 عل: نحصل استدلاليا03.67ً المتباينة وبتطبيق

(3.68)

١ ا٤"-٤ الكإ\T ا\4»-٦ اكااT ا%\٤»)«-٢ كزا٠•• ا<T ""ا/\ ااء-
 عل: نحصل لاهاية ما إلى يؤولk عندما(3.68) المتباينة طرفي نهاية ويأخذ

/ /T ا lim( ااا٢"" ااء-(36 و / m ا٦» كااء- نلإ
٢ مهر مرر

 لدينا: يكون03.69) المتباينة من فإنه عليه وبناء ل،im ااT/=0 فإن ا/T </ا1 أن وبا
+٩ ٩w w ج٠ج4 رد]

lim±«ش =r
 مريز

 المطلوب. وهو

 حداً أي ،1"" بالتقريب المتعلق للخطا أعل حداً تتضمن التالية النظرية

 برهانها ونترك الخطي. للنظام المضبوط الحل هو٤ إن حيث إا،r«-r ا/ للمقدار

 التبارين. في للمناقشة



١٩٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

(1٦,٣) نظرية

(3.5) المعادلة في المعرفة}r م;{ل المتجهات متتالية فإن١ اT\<1 كان إذا

 التالية: المتباينة وتحقق٤""eS" ابتدائي اختيار لأي٢e5 إلى تتقارب

K

١٤." "؟لاعأء. مرر ر». ،

1-١T١
(3.70)

.k21  أجل من

 جاكوبي، التكرارية للطرائق بالنسبة أنه يتضح السابقتين النظريتين من

 اT و% </ا1 ا\،T; /ا1 كان إذا متقاربة تكون والاسترخاء سيدال جاوس-

 معيار نقط نستخدم سوف فإننا ذكرنا أن سبق وكيا الترتيب. عل ا،T مهl<1 و

 أعل حداً لحساب وكذلك التكرارية الصيغ تقارب من للتحقق _ا، العظمى، القيمة

 التالي. المثال في ذلك كل نستعرض للخطا.

(٣,٢٩) مثال

 تقارب من الحسابية، الناحية من التأكد،(3,2٧ و)(3,2٦) المثالين في تم لقد

 الخطي للنظام الوحيد الحل إلى سيدال وجاوس- جاكوبي التكراريتين الطريقتين

 يكون الطريقتين لهاتين التقارب أن نثبت سوف هنا(.٣,2٦) المثال في الموجود

 المتعلق للخطأً أعل حداً نوجد ثم ومن(3,1٥) النظرية بتطبيق وذلك مضموناً

 للحل الأعل الحد أما جاكوبي. طريقة باستخدام عليه الحصول تم الذي بالتقريب

 بشكل حسابه فيمكن الأخرى الطريقة باستخدام عليه الحصول تم الذي التقريبي
 مشابه.

 بالشكل: المعاملات مصفوفة توزيع يمكن أنه نلاحظ بداية

A =D-L-U



 العددي التحليل١٩٤

 إن: حيث
4 -1 1 4 0 0 0 0 0 0 1 1 ا اذ::ا::٠}::٠٨ ا1- 2 5 0 0 5 -1 -2 0 0 0 0

 لدينا: يكون جاكوبي لطريقة بالنسبة وبالتالي
1 0 0 0 1 1
4 0 1 -1 4 4

T, =٥'+D)=/0 1 0 -1 0 -] =
1 0 1

،

3 3 3
1 -1 -2 0 1 20 0 0
5 5 5

;T لدينا يكون فإنه ذلك عل وبناء I (1٥,٣) النظرية وحسب اا1>4

 مضموناً. (يكون3,2٦) المثال في الموجود الخطي للنظام جاكوبي طريقة تقارب فإن

 عل نحصل إننا حيث جاوس-سيدال، لطريقة بالنسبة الحال كذلك

 جاوس- طريقة تقارب معدل فإن ااTZ و /<اT<,l/<1 أن وبا ا.T ي١<-=/1

 في عليها حصلنا التي العددية النتائج يوافق وهذا جاكوي، من أسرع يكون سيدال

(.2٧,٣ و(٣,2٦) المثالين

 الحصول تم والذي٤" بالتقريب المتعلق للخطا أعل حداً لنحسب الآن

 إ/٦@ ""ر ا/k=7، 1 عن بالتعويض إنه حيث جاكوبي طريقة باستخدام عليه
2.  عل: نحصلG3.70) المتباينة فيT١, و,=ا

oosrn9ر'لاجل٤0»-]92/3' =رن s-١ ا٠0 أء
1-1/31-١١T/



١٩٥  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الخطي للنظام المضبوط الحل لإيجاد مباشرة طريقة استخدام يمكن الواقع في
 المضبوط الخطاً فإن وبالتالي ،1]=0.6,12-,0.2[ وهو(٣,2٦) المثال في الموجود

 يجب. كا للخطأ الأعل الحد من أصغر وهو ا٢-٢"" =ا(2x10% هو

 الحسابية العمليات إيقاف تم قد(3,2٧ و)(3,27) المثالين في أنه إلى هنا نشير

 جاكوبي لطريقة بالنسبة إننا حيث »±ا/،-»-"<]5x10" الشرط تحقق عندما

 عليه وبناء اا٤ "أ ف"ر- =ا(2.4x10 و" ا\٤%" ق»ج-=]1.5x103 عل حصلنا

٤"" التقريبي الحل طبعاً السابع. التكرار عند توقفت قد الحسابية العمليات فإن

 لصالح يكون الحا، بطبيعة هذا، المستخدم، الوقوف شرط به تكهن الذي من أفضل

 أن هنا نذكر بالغرض. يفي المستخدم الوقوف شرط أن عل ويدل العددية النتائج

 ماr و""٢" التقريبين للحلين ألمرافقين المضبوطين الخطأين

"2.2x10[ا- ""r-1.7 و/٤x103[عند الوقوف فإن وبالتالي ا٤-٢ م =ا 

 المتباينة1 الآخر الوقوف شرط باستخدام أنه ذكر كيا مناسب. يكون السابع التكرار

 لدينا يكون حيث التقريبي الحل نفس علل ]نحصل(3.62)

 "يج"3ا ل هs٧1o- و جاكوب لطريقة بالة "±ا اا"يج لد»ى٥
١ ا٤' ا ا٤' ا

 هوr"" التقريب أن من التحقق للقارئ يمكن جاوس-سيدال. لطريقة بالنسبة
 له. المرافق المضبوط الخطاً بحساب المطلوب التقريبي الحل

 التكرارات عدد لحساب(3.70) المتباينة استخدام يمكن أنه إلى هنا نشير

t>1'- معينة بدقة تقريبي حل عل للحصول اللازمة ،e=5x10يكون حيث 

 لدينا:

K

"١s5x1٥""1-١٢0١ ا٤4 أء- لا؟الا 1-١T١



١٩٦ العددي التحليل

 بحل عليه الحصول يمكن والذي إيجاده، المراد التكرارات عدد هوK إن حيث

 المتباينة
K

'١ks 5x٤-٤""٥00ال رTل 
1-١T١

 الفصل. هذا وتمارين(2,٤) البند راجع.1oe اللوغارتقية بالدالة بالاستعانة وذلك

 تقارب ضان من التحقق في تساعدنا التي النظرية بطرح البند هذا نختتم

 المصفوفة هذه تعريف راجع السيطرة، قطعيةA المصفوفة كانت إذا التكرارية الصيغ

 التحليل كتاب إلى الرجوع يمكن النظرية برهان عل وللإطلاع(.٣,1) البند في

 م(.١٩٧2)Orega العددي

(17,٣) نظرية

 جاكوبي طريقتي من كل فإن السيطرة قطعية مصفوفةA كانت إذا

 الوحيد الحل إلى تتقارب}r مج{" المتجهات من متتالية تكونان سيدا وجاوس-

$xeالخطي للنظام Ar=bابتدائي اختيار لأي $"e٢ "ك.



١٩٧  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 قارين(3,8)
Erercises

 المتاثلة: المصفوفات حدد ثم التالية المصفوفات منقول ا-أوجد

2.:.٠ ;ي.إ:/ا٨
1-7 -1-6 7

0

 التالية: المصفوفات اعتبر-٢

=C43 و 12 ،B= 42
-1

10 ،A= 21
4

،3 1
- 6 0 -2 -3 6 -1 -3

 ته٠ ته،عه ،٨ اواء،باي،«-
 المصفوفة: محدد -احسب٣

2

1- ،اد، -2 ،  مختلفين. بأسلوبين

-3
2

 يل: فيا بالتحديد موجبة والمصفوفة السيطرة قطعية المصفوفة حدد-٤

;· إ/!31
0:. ، ب: 1 2 -6 0



 العددي التحليل

 مصفوفة لجعلها صفوفها بعض ترتيب إعادة يمكن التي المصفوفة حدد-٥

١٩٨

١ قطعة لسيطر9٥ فيا يل
 جو ، جي جي

B= 44
0 6 -1 -3

-1 -2 ،A= -2 0
-3 7 2 -1 -2

٠
-4 1

-11 و
1 -5

 الخطية الأنظمة لحل الخلفي والتعويض الجاوسي الحذف طريقة -استخدم٦

 التالية:

3r+ ±+x,=5 v,+2x,-2,=1
x,+3x,-23=و (i) 2x,+ (@ ,د=0
3x, +x,-5x,=-1 -٤+2,+3x=-1

 يوجد لا أنه لإثبات الخلفي والتعويض الجاوسي الحذف طريقة -استخدم٧

 الخطي: للنظام وحيد حل
x,+ 2%,+#,=1
- 3x +6x,-9x, =-3
2x,-8x,+8x, =2

 ولماذا؟. الإطلاق، عل حلا يوجد لا أم الحلول من لانهائي عدد يوجد هل

 الخطي: النظام -اعتبر٨
43 +P,=&
-x +4¥, -6x, =4
3-2x,+2x,=1



١٩٩ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 وة8 قيم لإيجاد الجاوسي الحذف طريقة استخدم ثابتين. عددين وة8 إن حيث

 الخلفي التعويض استخدم ثم. الحلول من لانهائي عدد الخطي للنظام تجعل التي

 للصفر. مساوياً عناصره أحد يكون حلاً لإيجاد

 الخطين النظامين لحل الجاوسي الحذف طريقة استخدام نريد أننا -لنفترض٩

 المتكافئين:

1.921 -/:[د٠ 3, 1.342 .ج-/;/"ا4 ٣, 5ld 9.031
 مدة]9.031

 ]، النظامين حل تحاول لا [ملاحظة: ولماذا؟. أفضل يكون أن تتوقع الحلين أي

 النظام لحل الجزئي الارتكاز مع الجاوي الحذف طريقة -استخدم١'

 الخطي:
, +2x, +4x, =7
4x +3x,-2x=3
x, +5x, +6x, =8

 لا أنه لإثبات الجزئي الارتكاز مع الجاوي الحذف طريقة -استخدم١١

 الخطي: للنظام وحيد حل يوجد
x + 2x, +x,=1
- 3x, +6x,-9, =-3
23 -8x, +8x, =2

 ولماذا؟. الإطلاق، عل حلا يوجد لا أم الحلول من لانهائي عدد يوجد هل

 الخطي: النظام -اعتبر١٢

 ايي بزة إ.



٢٠٠ العددي التحليل

 لإيجاد الجزئي والارتكاز الجاوسي الحذف طريقة استخدم ثابت. عدد م إن حيث

 الحلول. من لانهائي عدد الخطي للنظام تجعل التي8 قيمة

 السلمي. الارتكاز لإنجاز اللازمة الخطوات تتضمن خوارزمية -اكتب١٣

 الخطي: النظام -حل١٤
2x, +3x,-5=يد 
4x, +8x, -3x, =3
- 23, +3x,-1د,= 

 عشرية: أرقام أربعة عل تعتمد وحسابات التالية الطرائق باستخدام

 الجاوي. الحذف طريقة أ(

 الجزئي. الارتكاز مع الجادسي الحذف طريقة ب(

 السلمي. الارتكاز مع الجادي الحذف طريقة ج(

 الثلاث. الحالات في عليها تحصل التي النتائج من تلاحظ ماذا الخلفي. والتعويض

 التاليتين: المصفوفتين حلل-١٥

 أ.1 :ي1
.1sis3 LD لكل ,ا=1 بوضع وذلك  الضرب حاصل إلى

 حاصل إلى السابق التمرين في الموجودتين المصفوفتين -حلل١٦

.i=12,3  أجل من ا"=1 بوضع وذلك ، تابلا الضرب

 النظامين لحل ا٩ التمرين في أوجدتها اللذين التحليلين استخدم-١٧

 التاليين: الخطيين



٢٠١  الخطية المعادلات أنظمة حلول

E'٤.l:!ا- 
 النظامين لحل ا٦ التمرين في أوجدتها اللذين التحليلين استخدم-١٨

 في± والحل ة للمتجه بالنسبة تلاحظ ماذا السابق. التمرين في الموجودين الخطيين
 الحالتين.

 يوجد لا أنه لإثباتl ي=1 وضبع مع المثلثي التحليل طريقة استخدم-١٩

 الخطي: للنظام وحيد حل
3+22,+¥,=1
-3x, +6x,-9x, =-3
2x, -8x,+8x, =2

 ذلك. يدل ماذا وعلUت العليا المثلثية المصفوفة لقطر بالنسبة تلاحظ ماذا

,w وضبع مع الثلثي التحليل طريقة -استخدم٢٠  يوجد لا أنه لإثبات1=

 لقطر بالنسبة تلاحظ ماذا السابق. التمرين في الموجود الخطي للنظام وحيد حل

 التمرين هذا من تستنتج ماذا ذلك. يدل ماذا وعلL الدنيا المثلثية المصفوفة

 السابق. والتمرين

 المصفوفة: لتحليل شولسكي طريقة -استخدم٢١

٠::
(.11,٣ تعريف) في الموجودة الخواص يحقق ,ا المعيار أن -أثبت٢2

 ءلا.l و, .ا/±الا احسب-]=±2,1,3,5[ -ليكن٢٣



 العددي التحليل

 الخطي: للنظام الوحيد الحل هو1]=1,1027[ -التجه٢٤

2x, +3x,-x, =5
4x, +8x,-3x,=3
-2x, +3x,-x,=1

٢٠٢

 لهذا تقريبي حلi=[1.01,9.99,27.1"[ إن حيث ا٤ ا- الفرق احسب
 النظام.

 بالتالي: والمعرقة}r م;)" المتجهات متتالية أن -أثبت٢٥

٠ 1-٢٩ 5?]'1cos,e٤=[+61ر]=2(44 )ف4 إ@ »

H" k'٥21 3'و

 ه. إلى تؤولk عندما ]=م1-,1,0[ المتجه إلى تتقارب

 التاليتين: للمصفوفتين ا اا. -أوجد٢٦

4 2 -1 1

B=  ا
2 8 -2 2 2 0 - 6

-3-101 A= 1 و4 4 -1

2 11 4 -33 1 -7

 التالية: للمصفوفات الشرط عدد -احسب٢٧

::%:: از٠ ا 2 6

 حيث ،Ar= الخطي للنظامD,0=3'[ التقريبي الحل لدينا -ليكن٢٨

1 2
2 متجه هوr إن حيث ا٢١ -ا فاحسب =اP1.99o9[ وA "ا= ا, إن 4.0001:-٠



٢٠٣  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 من لكل أعل حداً احسب ثم.1,]=0[ للتقريب بالنسبة الخطي للنظام الترسب

 النسبي. والخطأ المطلق الخطأ

 الخطي: للنظام الوحيد لحل هوx=[1,10,27[ -التجه٢٩

23, +3x,-x5=ي 
4x, +8r,-3x,=3
2x +3¥,-¥,=1

 بالحل والمتعلق النظام لهذا بالنسبة الترسب متجه هو٣ إن حيث]r ا] احسب

 تستنتجه أن يمكن الذي ما٠ ا٤-3 -ا احسب.3.]=01,10.01,27.1"[ التقريبي

 العددية. النتائج من

 الخطي: النظام لحل التكرارية التصفية طريقة أستخدم-٣٠

4.1110x -5.0781, +9.3452x, =7.4116
1.8565x, +13.723x,-11.743x, =19.416
2.6662x, +4.2248x, +1.8450x, =15.627

 فقط. والثاني الأول التكرارين احسب

 الخطي: النظام اعتبر-٣١

=12x-2,
-2x +5x, +2x,=1

+6x, =84x,
2 .٢%",]=02,'[; الابتدائي والتقريب

 مضمون. يكون جاكوي طريقة تقارب ان ابت٨

.1» الثاني التكرار احسب٢"" من ابتداء ب(

.٤"" ليكن بالتقريب المتعلق للخطأ أعل حداً احسب ج(



٢٠٤ العددي التحليل

 بدقة تقريبياً حلاً لحساب جاكوبي طريقة استخدام نريد أننا لنفترض

"5x10.التقريب. هذا عل للحصول اللازمة التكرارات عدد أوجد 

 قارن جاوس-سيدال. طريقة باستخدام وذلك ا؟ التمرين حل -أعد٣٢

 تلاحظ؟ ماذا.3١ التمرين في حسبتها والتي جاكوبي لطريقة تلك مع الاT و ا قيمة

 يكون عندما الاسترخاء طريقة باستخدام وذلك٣١ التمرين أعد-٣٣

.a=1.1

 ماذا.3١ التمرين في حسبتها والتي جاكوبي لطريقة تلك مع ا ة؟ ا قيمة قارن

 تلاحظ؟.

A المصفوفة وأنAx=b الخطي النظام -اعتبر٣٤ =B-Cإن: حيث 

 ;;بمز.٤3 ا
-1 -2-1 0 0 5

.be %°  والتجه
-»B-'C4 التكرارية الصيغة أن أثبت أ( +8-'b=،«لا-خ( k>1لحل 

 التقارب. مضمونة تكون النظام هذا

 الطريقة من أسرع يكون التكرارية جاكوبي طريقة تقارب أن أثبت ب(

 )أ(. الفقرة في الموجودة

 في الموجودة التكرارية الصيغة استخدم ،1""]=0,0,0"[ من ابتداء جا

 الثالث التقريب احسب.B=[,-1,0٢ يكون عندما الخطي النظام لحل )أ( الفقرة

 التقريب. جذا المتعلق للخطأ أعل حداً احسب



٢٠٥  الخطية المعادلات أنظمة حلول

 بالشكل التكرارية الصيغة لاستنتاج(3.63) المعادلات استخدم-٣٥

 جاوس-سيدال. لطريقة المصفوفي

،b =[0,0,1] Ax=b، إن حيث  الخطي النظام اعتبر-٣٦

1 3 -10.25 0 -0.25  .، ا:٠ ذ؟:
 للحل الثاني التقريب لحساب التكرارية جاوس-سيدال طريقة استخدم أ(

.٢""]=0,0.2,0'[ من ابتداء وذلك المضبوط

 النظام لهذا بالنسبة الترسب متجه هوr إن حيث ااr اا احسب ب(

.٤"" التقريبي بالحل والمتعلق

 احسب ثم النظام، لهذا المضبوط الحل لحساب مباشرة طريقة استخدم جا

٠٨ ا٢4)-3_/ الخطأ

 ختلفين. بأسلوبين اا٦"-3 ا للخطا أعل حداً د(احسب

(.٣,١٦) النظرية أثبت-٣٧

 ا.T, <ا1 فإن السيطرة قطعية مصفوفةA كانت إذا أنه أثبت-٣٨

 الخطي: للنظام الوحيد الحل هوx=[,1,1"[ المتجه-٣٩

x +10x,+ x12ي= 
±+ ,+10x =12

10٦, + x+ x=12

r""  الرابع التقريب لحساب وجاوس-سيدال جاكوبي طريقتي من كل استخدم
 النتائج خلالل من تلاحظ أن يمكنك ماذا.1 "ك]=0,0,0"[ بوضع وذلك للحل



٢٠٦ العددي التحليل

 المتجهات متتالية بأن توحي العددية النتائج هل عليها؟ تحصل التي العددية

 تتباعد؟. أم تتقارب}r م;{"

 التمرين في الموجود الخطي النظام في الموجودة المعادلات ترتيب أعد-٤٠

 لأي التقارب مضمونتين تكونان وجاوس-سيدال جاكوب طريقتي إن حيث٣٢

 بتطبيق وذلك٤" احسب1"]=0,0,0"[ من ابتداء.٤ "لe ؟3 ابتدائي اختيار

 قارن الجديد. بترتيبه الخطي النظام عل وجاوس-سيدال جاكوبي طريقتي من كل

 ماذا.٦ التمرين في عليها حصلت التي تلك مع عليها تحصل التي العددية النتائج
 تلاحظ؟.

 الحاسب تمارين

 التالية: العمليات لتنفيذ للحاسب برامج ح\-اكتب

.A+8  الجمع حاصل أ(

AB  الضرب حاصل ب(

.A  م الضرب حاصل جا

 للحاسب، برنامج لكتابة(٣,١) الجاوسي الحذف خوارزمية استخدم-٢ ح

 الخطي: النظام لحل استخدمه ثم

4x, +2x,-3x, +¥,+2x, =3
2x, +5x,+3,+3,-x, =7

-3x, -2x, +2x,-٣,+4x, =-5
x ,x,+3x+ و±-,6+ =12

-5x +, +7x,-3x,+2x, =8



٠٧٢ الخطية المعادلات أنظمة حلول

 الارتكاز مع الجاوسي الحذف طريقة ينفذ للحاسب برنامج -اكتب٣" ح

 السابق. التمرين في الموجود الخطي النظام لحل استخدمه ثم الجزئي،

 لحساب: للحاسب برنامج -اكتب٤ ح

.n x البعد ذو  للمتجه العظمى القيمة معيار أ(

.nxn A النوع من  للمصفوفة العظمى القيمة معيار ب(

 إن: حيث ا[،Al و] /ء لحساب البرنامج هذا استخدم جاثم
]x=[-3,4,0,1,9,-11,2و 

4 2 -1 1 7
2 8 -2 2 11

A=1-1٥-31 -ا 5
2 11 4 3 13

 سل،مث: ،
3 5 1 1 6
1 4 2 1 - 6

B= /=A ا61 و 5 3 7 -1 0
4 5 -1 8 1

-1 1 4 3 6

.A  للمصفوفة الشرط عدد أ(احسب

 احسب-لأءدة اشي. الفام ل الرابة المنية خمرينة ير
 ي

 المؤلف. البرنامج لكتابة(3 )ه, بالخوارزمية الاستعانة يمكنك تلميح:



٠٨٢ العددي التحليل

2٤ ,م- التالي الخطي النظام -اعتبر٦ ح

=0-2r +3x,
4x,+6لا,+ x, =3

 جاكوبي، التكرارية الطرائق باستخدام وذلك5x10" بدقة تقريبياً حلاً احسب

 النتائج قارن.1 "ل]=0,0,0"[ ووضع =ه(1.1 )مع والاسترخاء -سيدال جاوس

 إن حيث إا،٢»-r راا العلاقة استخدام يمكنك تلاحظ؟. ماذا عليها تحمل التي

 أحد باستخدام النظام هذا بحل عليه الحصول يمكن والذي المضبوط الحل هو٤

 )المباشرة(. الرياضية الطرائق


