
 لاز)يو النمل

 الاستكمال
Interpolation

،n+1 3,,y),···,(y,),(y,)} عددها والتي  {)ي المختلفة النقاط لدينا ليكن

x<٠٠٠<2, إن بحيث  والتيy=f)«( للدالة الفعل التعبير نعرف لا وأننا2>

 عشوائية. نقطة عندf الدالة قيمة إيجاد هو نريده ما النقاط. هذه عل منحناها يحتوي

 خلال يمر منحنى برسم تد ل عشوائية قيمة أجل منf)«( الدالة تقريب يمكن

 الأسلوب هو الاستكمال النقاط. بهذه تمر دالة نوجد أخرى، بعبارة المذكورة، النقاط

 من الكثير في والمستخدمة المهمة الرياضية الأساليب من ويعد الدالة، هذه يوجد الذي

 من مأخوذة مرئية ملاحظات المواقف هذه معظم تتضمن اليومية. حياتنا في المواقف

 للعقة1.5 وقياس السرعة عداد قراءة من السيارة سرعة تقريب فمثلاً، معينة. تجارب

 استخدام عل تعتمد التي اليومية حياتنا من أمثلة تعد القياس بكأس الدواء من شاي

 رضيع طفل أوزان لدينا ليكن الحيوية، الرياضيات في وكمثال الاستكيال. أسلوب

(:٤,١) رقم بالجدول مجدولة

 رضيع. طفل أوزان(.4,1 رقم) الجدول

1346810 العمر)بالأشهر(

4.24.96.07.18.29.3 )بالكيلوجرام( الوزن

٢٠٩



٢١٠ العددي التحليل

 إيجاد يمكن أشهر. خسة عمره كان عندما الطفل وزن معرفة الطبيب ويريد

 تطبيقية أمثلة هناك الواقع، في الاستكما. باستخدام الوزن لهذا دقيقة تقريبية قيمة

 لحلها. الأمثل أو الوحيد الأسلوب هو الاستكمال استخدام يكون جداً كثيرة

 نظرية مجال في العامة المسائل من الكثير في الاستكبا يستخدم رياضياً

 حلها: في الاستكال دور و التقريب مسائل بعض يل فيا نذكر التقريب.

 فإننا ،f)«( والدالة ج ل معينة قيم عل يحتوي جدول لدينا -ليكن١

 الجدول. في موجودة غير لم قيم عندf(z) تقريبية قيم لإيجاد الاستكمال نستخدم

 التالية. البنود في سنناقشه والذي الاستكبال لتوضيح المسألة هذه نستخدم سوف

 حل يتم معطاة. مجدولة أرقام تقاماً تطبق والتي متذبذبة غير دالة -إيجاد٢

e) الشرائح دوال بواسطة الاستكبال باستخدام المسألة هذه fnctionsن spl)والذي 

(.٤,٦ البند) في نبحثه سوف

 الاستكبال نستخدم إننا حيث لدالة، عددي تكامل أو تفاضل حساب-٣

 تقريبية قيم عل للحصول يكامل أو يفاضل ثم ومن للدالة أبسط تعبير عل للحصول

 الخامس. الفصل في بالتفصيل ذلك ندرس سوف التكامل. أو للتفاضل

 التفاضلية المعادلات لحل عددية طرائق لتطوير الاستكبال يستخدم-٤

 أننا إلى هنا نشير ، الخطية غير المعادلات لحل العددية الطرائق وكذلك والتكاملية

 الثاني. الفصل في نيوتن-رافسون طريقة استنتجنا عندما ذلك استخدمنا

 الحدود كثيرات بواسطة (الاستكمال1,٤)
Polynomial Lmterpolation

 متصلة دالة تقريب ضان \م٨٨٦ عام(weierstrass) رستراس أثبت لقد

 المشهورة: نظريته عليه تنص كا حدود، كثيرة بواسطة



٢١١ الاستكمال

 التقريبية( رسراس )نظرية(4,1 نظرية

 يوجد فإنه معطى، عددe>0 و]a,b[ الفترة عل متصلة دالةf(x) لتكن

()p إن بحيث xe. حدود كثيرة [a,b] f()-p(#)/<e لكل ا

(1,٤) النظرية عليه تنص ما يوضح(٤,1) رقم الشكل في الموجود الرسم

 مغلقة. فترة في حدود كثيرة بواسطة عشوائي وبشكل متصلة دالة تقريب إمكانية وهو

 التقريب. ونظرية الحقيقي التحليل كتب في النظرية لهذه البراهين من الكثير يوجد

 هنا تطرحه لن فإننا الفصل هذا اهتمامات من ليس النظرية هذه برهان إن وحيث

 يتضمن للبرهان. مBartle1٩٧٦ و مDawis1٩٨٢ كتاب مثلاً، مراجعة، ويمكن

 ب: والمعرفة@Bemstein) برنستين حدود كثيرة أن دافيز كتاب في الموجود البرهان
p٨ «»+=«o»n.@=٤/[r(' .- -»عن ء

'mkمز 

 متصلة. دالةf(x) تكون أن بشرطn٥ عندما /جييf(»)-B «-ا)«(,0 تحقق
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 التقريبية. رستراس نظرية (،4,1 رقم) الشكل



٢١٢ العددي التحليل

 متصلة دالة تقريب أجل من الحدود كثيرات من فئة اعتبار المناسب لمن إنه

)(f.كانت إذا )»(fالمقدار يتناقص فعادة ملساء، دالة (]f()-px[بشكل 

-If(x)\)¥( قيمة تتناقص الحالات من الكثير في.n قيمة زيادة مع سريع pبشكل 

 الحالات. هذه من حالة يوضح التالي المثال بطيء.

(1,٤) مثال

 للدالةn و الثالثة الثانية، الدرجات ذات برنستين حدود كثيرات أوجد

/mAx «ا)0 تقارب معدل أن أثبت ثم ومن ،f)( ثد= f()-B,(wمن هو 
 ]عد0,1[•

n• الرتبة.1
 أن: نلاحظ بداية

1 1B, =2f()x0-x)+ f@)x= x(1+x)
2 2

B, =3rC')r0-»)? +3r'2تمرر)- )+r0)r ( +(د2"=
3 3 3

 فإن: هكذا و

».e-5إ4 -ءر -»+»إ--و٥() 
Fم k 'n n

 لدينا: يكون فإنه وبالتالي
1 1 1f(»)-B,()/=x-x(1+@-1)x)k=- /r(x-1)/5ا 
n n 4n

 برتبة يكون الصفر إل اججيf()-B.(r/) المقدار تقارب معدل أن يعني وهذا

•77 ذلك، عل بناء برنستين. حدود كثيرات تقارب بطى يوضح وهذا.o)( "أي ٠
 نقالاً. أسلوباً يكون لا قد برنستين حدود كثيرات بواسطة التقريب فإن

 عندp(x) أخرى دالة مع تتوافقf(x) الدالة أن نقول أخرى، ناحية من

٤=xكان إذا (f(x)=p(x.كان إذا ذلك، إلى إضافة )'(f'(x)=pفإن 



٢١٣  الاستكمال

f( ٣) الدالتين أن يقال عام، بشكل و.2ت=2 عند مرتين p() f(x) توافق

 أجل منf"(w ("م=),x), كان إذاx=٣ عند مرةn متفقتانp و)«(

1-٠٠,٨,.i=0,1,2.الدالة كانت إذا الواقع، في )=(fمرة٨+1 تفاضلياً متصلة 

 إن: حيثPG)+eG=(f) لدينا (يكون١,10 )نظرية تايلور نظرية لا"حب

١"X-2,١2Y-2,p@»)=f@)+@-x,)f'@x,)+(6"ة(ً/ ٩w)+...+ء؟(ا م «G)
n!"2!

-٤; د«م
 و

m]

((Ceم«@ »'(-)Gه 
(n+1)!

(4.3)

n ()p الدرجة ذات تايلور حدود كثيرة هي ()m هنا.3 و لا بين تقع  إن حيث

 بالحد أيضاً ويسمى ،p)«( بواسطةx)f) الدالة بتقريب المتعلق الخطا هوe)( و

 عند مرةn توافقها والتيf)( تقريبية دالة هيp)( أن الواضح من المتبقي.

x=3.كثيرة استخدام كيفية توضح والتي الأول الفصل في الأمثلة مراجعة يمكن 

 المتعلق الخطا عل للحصول المتبع والأسلوب الدوال بعض لتقريب تايلور الحدود

 التقريبية. بالقيم

 لاراتج حدود كثيرة(4,2)
L agrangeم polynomial

 فقط، واحد عدد عندf)±( الدالة توافق تايلور حدود كثيرة أن نعلم نحن

 علل تحتوي صغيرة فترة في الدالة هذه لتقريب مفيدة تكون فإنها وبالتالي +، وليكن

 كثيرات تستخدم بل تايلور الحدود كثيرة تستخدم لا عادة، فإنه، ذلك عل وبناء.3

 البند. هذا في ندرسها سوف أخرى حدود



 العددي التحليل٢١٤

 نكون أن ونريد د و د المختلفين العددين عند معرفة دالةf)«( لتكن

 العددين عتد الدالة هذه توافق والتي الأولى الدرجة منpG) حدود كثيرة

(#,,f(x))  بالنقطتين تمر حدود كثيرة تكوين نريد نحن أخرى، بعبارة المذكورين.

 منحنى أقصر هو المستقيم الحط أن(٤,2) رقم الشكل من يتضح,#(.f))( و

 الخطية. الحدود بكثيرة المستقيم هذا تمثيل يمكن المذكورتين. النقطتين بين يصل

(4.4)
X- ±-٦ ،p()="/(¥,)+""f(٤)
3 ¥ ٣٤

 لدينا: يكون فإنه.@2 المعادلة) فيx=٤ وشعنا إذا إنه حيث

±-X2.- (٤(/=)٣٨)f""٥"=) ""+)(ي xم@ 
٣-٦-¥٤٨

 المعرقة المحدود كثيرة فإن وبالتالي =)ام.f)#( عل نحصل2=٤ نضع وعندما

 كتابة يمكن الواقع في,#(.f))¥( و.¥(f))( بالنقطتين غر.»2) المعادلة في

(.3,٤ والبند التيارين )انظر أشكال، بعدة(4.4) الخطية الحدود كثيرة

1٦

1 =pا٦١ 

١ ج (إ=٩);  ،٠ م

1٨=f\٣٥

3
٤ ر يا

 .٩».9) الخطية الحدود كثيرة(.6,3) رقم الشكل



٢١٥ الاستكمال

 بالرمز:(4.2) المعادلة في الموجود القسمة لحاصل لنرمز

 يL,(:)3± و
 ر±=

3,-3
L,(:) ٣٠33 =

 العكن: :خأ.»ةد ييي ،
p() =I()f(x,)+L(ض )f(٤) @.5)

.L(x)=0 L(#)=1 و ،L(x)=0 ،Lم (x)=1  أن استنتاج يمكن ومنه

 الدالة وأنn+1 عددها والتي,+3,3,٠..,#, المختلفة الأعداد لدينا ليكن الآن

n ()p الدرجة ذات f(x) حدود كثيرة تكوين نريد هنا الأعداد. هذه عند معرفة

 تحقق أها أي المذكورة، الأعداد عندf)( الدالة توافق والتي الأكثر عل

.i=0,1,2,٠.٠,n (¥)p@,)=f أجل من

 يحقق الذيL)«( القسمة حاصل نكزن فإننا هذه، الحدود كثيرة لاستنتاج

 الشرطين:

(4.6a)

(4.6b)

L(¥)=1, k=0,1,2,٠..,m
L(x,)=0, k=i

 الشكل: يأخذ أن يجبl)( القسمة حاصل بسط فإن(4.6 )ا الشرط لتحقيق

(٣-٣ ()ج٣-٣-)0٠(x-2 -¥()رM ),,ر٠••(x-2 )ي(4.7)

.2ي=٣, عندما(4.7) يساوي أن لابدL,(x) مقام فإن(4.6a) الشرط يتحقق ولكي

 الشكل: من يكون أن ينبغيL)( القسمة حاصل فإن ذلك، عل وبناء

(-x)(-2).0.(±-x)@-#ببر )...(-x,)L,(x)،
 ج2=

-3ka).0.(w-2,)(#٤ -3)(¥-)٠٠٠(٣)#-٤



 العددي التحليل

 ب]-:
,X#-مدة 

٢١

(4.8)

 تستكمل والتي الأكثر علn الدرجة ذات الحدود كثيرة كتابة الآن يمكن

 بالشكل:x,3,±,,0٠,.2, المختلفة الأعداد عندf)«( الدالة

p(») =L(2)f(٣)+L,(2)f(#)+00...+L,()f(x,)

re-(4.9) »،غ

.2=)(1 وتحقق»8 المعادلة في المعرفة القسمة حاصل هيLم)( إن حيث

 كثيرات عن عبارةk=0,1,2,...,٨ أجل من ،L)( أن الواضح من

(4.9) المعادلة في والمعرفةp)( الحدود كثيرة فإن وبالتاليn الدرجة من حدود

 كثيرة.@9) المعادلة في المعرفة الحدود كثيرة تسمى الأكثر. علn الدرجة من تكون

 التالية. النظرية عليه تنص كا وحيدة وهي الاستكالية لاغرانج حدود

(2,٤) نظرية

 والتي,3 ,و±,,٠..,3, المختلفة الأعداد عند معرفة دالةf)( لتكن

 الأكثر علn الدرجة ذاتp(x) وحيدة حدود كثيرة يوجد فإنه ،n+1 عددها

 المذكورة. الأعداد عندfGr) الدالة توافق والتي

 البرهان:

 التي الحدود كثيرة وجود تثبت مباشرة النظرية هذه سبقت التي المناقشة
n )f تكون درجتها وأن ,د3 و,,3...,2, المختلفة الأعداد عند  )ج الدالة توافق

p(»)  حدود كثيرتي لدينا أن لنفترض وحيدة، الحدود كثيرة أن ولإثبات الأكثر. عل



٢١٧  الاستكمال

 من٩6=),f@w و)p(¥,)=f),%( وتحققان الأكثر علn الدرجة من4)«( و

 الأكثر علn الدرجة من حدود كثيرتي لدينا أن يعني هذا.i=0,1,2,...,n أجل

 أن وي]٠n+1 عددها والتي ,,د,لا,+...,x, المختلفة الأعداد عند ومتساويتان

n+1>nفإن )(p(x)  في والموجودة(٢,١٤) النظرية حسب وذلك± لكل4=

 وحيدة.p)( الحدود كثيرة أن يثبت وهذا(.2,9) البند

 إلى يحتاج(4.9) بالمعادلة والمعرفةp)( الحدود كثيرة حساب أن إلى هنا نشير

n' +4n+2و قسمة ضرب/ عملية n +3n+1طرح. ججع/ عملية 

 عد«ت عبهم»،ي "{,عم،ه.«
(=f(xالأعداد عند x =3.5 ،x=3و x, •x-2 قيمة احسب ثم.4.5=

p(4).f( ٩) مع وقارنها

 بالشكل: تكون أيدينا بين التي الحدود كثيرة فإن ختلفة أعداد ثلاثة لدينا أنه با

p()=L(#)f(#)+L,()f(#) +L,()f()
 إن: وحيث

L(ر, (-)(x-¥,) (w-3.5)(x-4.5)  ل د ح ح 'ي,2٢( تهع ر8.-415.75

x-2,) (3-3.5)03-4.5) 3()٦-x)ه' 

L,() (-2X(-2) (x-3)x-4.5) Y( شر.7.5 د.13.5)2 =  ت 'ع ٢-{.
(#-2)(¥-٤,) (3.5-3)03.5-4.5)
(#-٤,)(x-¥) (٣-3)(x-3.5) 2 , م

، ، ر

x,-x), -±) (4.5-3)(4.5-3.5)  'ة(3

4=(s @ي،3=)1 و ،r@.s)=4.4،لدينا: يكون فإنه @ي - • 5 3



٢١٨ العددي التحليل
(4,10)

44.4p(x) =-(x-8x+15.75)--(x2 -7.5x+13.5)+ (x-6.5x+10.5)
1533

4 و2912
 ع= +لإ

5515

=4 بوضع.2 تكون الحدود كثيرة درجة فإن الصفر يساوي لا ثد معامل أن وبا
 فإنf(4)=0.5 إن وحيثp(4)=0.466667 عل حصلنا(4.10) المعادلة في

=,f@4)-p(4)H[الدالة بتقريب المتعلق المضبوط الخطا وهو )(fبكثيرة 

 أن من التأكد للقارى يمكن.x=4 عندp)«( الحدود
.L(3)+L,(3)+L,(x)=1

 ذلك معf)( الدالة منحنى يوضح(٤,٣) رقم الشكل في الموجود الرسم
 (،3,1) النقاط عند يتقاطعا أه] ملاحظة يمكن حيثp)( الحدود لكثرة

 بالنقاط تمرp)( الحدود كثيرة أن يعني وهذا فقط.(4.5,0.2) و(3.5,0.66667)

((J03)) ،03,f(3,3)و ((f@3,3)عن تختلف وأا )(fالقيم جيع أجل من 

 في الاستكال. نقاط بين المسافة عل يعتمد الاختلاف هذا مقدار إن ، تد الأخرى

 وf)( الدالتين قيم بين الفرق ازداد كلا الاستكمال نقاط عن د بثدت كلل الواقع

)(p.الدالة بتقريب المرتبط الخطاً يعد والذي الفرق هذا توضح التالية النظرية 

.p() (f@x الحدود بكثيرة



٢١٩

 'ل

3

15

0.<

 الاستكمال

pا +) i

(٩)١

 و

05 1 15 25 3 35 1 45 5 5.5

 تقاطعها. ومواقعp)( وf)¥( الدالتين منحنيي(.4,٣) رقم الشكل

.٦

 لاغرانج الحدود كثيرة(:٤,١) خوارزمية

 تعيينه، يتم ثابتc إن حيث ،f )ع( تقريبية قيمة الخوارزمية هذه تحسب

y=()  الدالة تستكمل التي الاستكالية لاغرانج الحدود كثيرة باستخدام وذلك

.i=0,1,2,٠٠٠٠n  أجل من ,+، الحقيقية الأعداد عند

 و,# القيم (،n+1 النقاط عدد أن )لاحظn الموجب الصحيح العدد المدخلات:

.c t,..٠,i=0,1,2 الثابت العدد وكذلك ,y أجل من =f(#)

.f(c) pc c التقريبية والقيمة  الثابت العدد المخرجات:

.i=0,1,2,...,n Y أجل من e، و,#٤٣  ادخل:١ الخطوة



٢٢٠ العددي التحليل

pc=0  ضع:٢ الخطوة

fact=1
fact =fact(c-,) i=0,1,...,n ضع  أجل من:٣ الخطوة

٧-٥ الخطوات اعمل =زn,...,01 أجل من:٤ الخطوة

d=1  ضع:٥ الخطوة

 يل: ما اعملi=0,1,2,...,n أجل من:1 الخطوة

i ±)d=d زج كان إذا  -ر3), ضع
d, fact

Pe=pc+{_  »ج ضع:٧ الخطوة
. pe c و  اطبع:8 الخطوة

(3,٤) نظرية

 الأعداد عل تحتوي]a,b[ الفترة إن حيثa,b]""f()eC[ لتكن

(a,8) ()m في [a,h] عدد يوجد  في2 لأي فإنه ،2,3,3,,٠٠,.2, المختلفة

 ويحقق:

f@»-8@=4م'مج "«@l-٤١»١
 ا«كنا" لاراج حدر: تتر: مي مs حيث!ن
 البرهان:

p() k=0,1,2,...,n فإن w= أجل من2 ٤ كانت إذا أنه الملاحظ من

n(») ()f، عشوائي اختيار لأي متحققة.»11) المعادلة فإن وبالتالي  الدالة توافق

.k=0,1,2,٠.٠,n . أجل من#±• أن نفرض سوف فإننا لذلك (a,b)  في



٢٢١  الاستكمال

 الدالة ولنعزف(=)«(»x-x(),٤-x).0(.٢-x), الدالة لدينا ليكن

)(e4[ أجل منe[a,b:بالتالي 

٤ «12)e()=f()-p()-(f(٥)-p())٣()
«(»)

 وكذلكe()=0 فإنk=0,1,2,...,n أجل من =ا2 عندما أنه الواضح من

 عند الصفر تساويe أن يعني وهذا ،e()=0 عل نحصل فإنناt=x عندما

 با أخرى، ناحية من٠n+2 عددها والتي لا و3,,±,,٠..,2, المختلفة الأعداد

 كثيرةp)( وأن]a,b[ الفترة عل(n+1) عددها متصلة مشتقاتf)( للدالة أن

.[a,b] (n+1) الفترة علل ()e عددها متصلة مشتقات  للدالة يكون فإنه حدود

 إن بحيث(a,8) للفترة ينتميm)( عدد يوجد العامة رولز نظرية حسب إذن،

e4""(m)=0.علل: نحصل»4.12) المعادلة من 

n-1]eG)-  ا٥")((pee-(@)-(@"»٣@@٩ م-)
«(»)

 ("»م،0=(m فإن الأكثر علn الدرجة ذات حدود كثيرةp)( إن وحيث

 لدينا: يكون وبالتالي

1J0)-P()= («@w@"""/ ج م,.
7-+ ٠

(.4.1) المعادلة عل نحصل ومنها

 الدالة تفاضلات كانت إذا الخطاً لتحديد(4.11) المعادلة استخدام يمكن

f() (x) بتقريب المتعلق للخطا أعل حداً تقدير يمكن إنه حيث محدودة،

 التالية: بالمتباينة ثابت، عددc إن حيث ،x=٥ عندp)( الحدود كثيرة بواسطة

١f(e)-peeKs"١-([]٣/)٦ جو١r«G»)١(n+1)! 7 [«a] م عد



٢٢٢ العددي التحليل

 ما. بتقريب المتعلق للخطأ أعل حداً حساب كيفية يوضح(٤,٣) المثال

(٤,٣) مثال

 حداً نحسب (سوف٤,2 المثال) في الموجودتين الحدود كثيرة و للدالة بالنسبة

 لدينا: يكون فإنه ،n=2 أن با بداية،.p(4) بالتقريب المتعلق للخطأً أعل

)(/4-3)(4-3.5)4-4.5)/ max [f)١"K(٩)p(-4)3ا 
3 إ أعب3.4.5[

.[a,6] x=3 الفترة طرفي أنها عل,=4.5 و  اعتبار تم أنه هنا لاحظ

٠6م6  لدينا يكون وبالتالي ايجهم =ام6 فإنf"(٣=) م، أ يا الآن
(x-2)' (x-2)3.451أعد =

١(٩-p٩)K!ع "x6-!4' 6 4

 الحد هذا قارن.0.25 هو المذكور بالتقريب المتعلق للخطأ الأعل الحد أن يعني وهذا

 ؟. تلاحظ ماذا(.٤,2) المثال في عليه الحصول تم الذي المضبوط بالخطاً

 للخطأ أعل حداً لحساب(٤,٣) النظرية استخدام يمكن أنه إلى هنا نشير

 يكون إنه حيث ،p)«( الحدود كثيرة بواسطةx أي عندf )ج( الدالة بتقريب المتعلق

 لدينا:

If@)-p@»)Ks" '+(1 دإ)e[e[« مجG)/']la.5#» -([]اجوق٤ ا) جوو١ م

 الخطي. الاستكرال حالة في ذلك حساب (كيفية٤,٤ المثال) يستعرض

(٤,٤) مثال

 أي و«# وليكن ،]01[ الفترة عل المعرفةf)@ الدالة لدينا ليكن

 ولنفترض.h=٦-٤ وإن#<٧<٤, إن بحيث الفترة هذه في مختلفين عددين
 هي]0,1[ الفترة علf)( للدالة الثاني للتفاضل المطلقة للقيمة العظمى القيمة أن



٢٢٣  الاستكمال

.4٨"M ٠٠٠8•M. بالمقدار محدود الخطي بالاستكمال المتعلق الخطأ أن أثبت

 هو: الخطي الاستكال حالة فيp)( وf)( بين الفرق أن نعلم بداية،

(@f(«-xXx-),ج=()p-(٤)1f ء.
 يكون: أن يمكن للخطأً حد أعل إذن،

٠1م )(/max/(x-2)(-3)\max /f/ك (f()-p(zا 

 سر، اسية د .مي ي -، لتتر.-ب. سة لرد
 وهي:=±(٤٥)+ عندما تقع الدالة لهذه

2•
 "ر ,{,ل=-= فذ( (ر±+5+4 +فهر5 ر2٨

412٥22

٠٠٠٠ ٠-٠٠, h'•  أن وبا /جح.s()k"= فإن وبالتالي.h=٤-٣ أن الحقيقة باستخدام وذلك

./f(٣)-p()K'HM f()/-M لدينا يكون فإنه اجوم
m[0. ٠8'-[ لا

 القسمة فروق(٤,٣)
Divided Diferences

 المسادي: @بالشكل0 الخطية لاغراتيج حدود كثيرة كتابة يمكن

p@») =fGx ()J-(±)/, ر ( د..ر)
'0'0

» #
 القسمة: حاصل إن حيث

fTw,, ٤ أ /(±).f()
02٦

3,-٤
(4.13)

 إذا±. و للعددين بالنسبةf(x) للدالة الأولى الرتبة ذو القسمة فرق يسمى



٢٢٤ العددي التحليل

 نظرية باستخدام فإنه« و د العددين تتضمن فترة عل للتفاضل قابلةf(r) كانت

 عل: نحصل التفاضل في المتوسطة القيمة

fTx,±]=f'(e)
± و+ قيم كانت إذا ذلك إلى إضافة.3 و بين يقعc عدد أي أجل من

 فإن: متقاربة
X+2.م, 

f[x,±]=f'(٩ل)2
 جيد. تقريب يعد ما عادة والذي

 عند معرفةf)( الدالة وأن,# و# ،x, غتلفة أعداد ثلاثة لدينا ليكن

 الدالة هذه تستكملp)( تربيعية لاغرانج حدود كثيرة توجد وبالتالي الأعداد هذه

 الا، جام كابة بكي ادورة الاماه مد
P@»)=fTx1+fTx,,xJ (o./(+-+)G+-x"٤ -أضه.ألأ+ر«- ا/

 و2
 القسمة: حاصل إن حيث

x X• X x- @.1٩fTw,±,x,]. Jt,%l- JT,4]مد 
10٦ و'2•

.٣, و# ±، للأعداد بالنسبة د(م لدنة الدنية الرتبة خر القسمة فر يسى

: أن لاحظ

JT+,x,]J(#)-ي (x)
1 2-

3, -٦

 نشير كيا,#. و± للعددين بالنسبةf(2) للدالة الأولى الرتبة ذو القسمة فرق هو

 «، للعدد بالنسبةf(3) للدالة الصفري القسمة فرق هوfTx]=f(x) أن إلى

 الصفرية القسمة فروق هيi=0,1,2,٠..,n أجل منfTx]=f6) الواقع في

,+. بالنسبةf للدالة



٢٢٥  الاستكمال

 في كاH=1,2,٠٠٠,٨ أجل من الرتبة ذو القسمة فرق تعريف يمكن عام بشكل
 التالي: التعريف
(1,٤ تعريف)

 بالنسبةf(r) للدالةk=1,2,...,n أجل منk الرتبة ذو القسمة فرق

 بالتالي: معزفi=0,1,2,...,n-k أجل من3-,,#,0,.3,٤ المختلفة للأعداد

f٢,...,]fT%,[٣, \إ3,٤ ,وو]٠..,٣-
}-٤٦٥٠٠٠2 و٤-+٢

,x#,يد- 
(4.15)

 ذات القسمة فروق هيf[3,3,,,0.. [رهبلا, وfT ,ر,,...,٣٤[ إن حيث

.k-1  الرتبة

 التاليتين: الخاصيتين عل نحصل(٤,1 للتعريف) لهذا مباشرة كتتيجة

 متناظرة. القسمة ا-فروق

 ذات الحدود كثيرة فإن ،k الدرجة ذات حدود كثيرةf)( كانت إذا-٢

 أن يعني وهذا نفسها. هي تكونf@x) الدالة تستكمل والتيk الدرجة

,±¢]...,#,f[xيساوي وهو ,±,لا٠..,3; الأعداد عن مستقل ثابت عدد 

.f(r)  للدالة الرئيس المعامل

n (),p الدرجة ذات لاغراج حدود كثيرة  كانت إذا سبق، ما عل بناء

 يمكن فإنه ،3,2,3,,0..,2, المختلفة الأعداد عندf(z) الدالة تستكمل والتي

 بالشكل:p)(, كتابة

p,(x) =[3,]+ fT,2J(-x)+f[2,2,2,l(٣-¥()#-٦+)٠٠٠
·٠٠+f[,3,...,3,](-#)(#-٦),٠0.(x- ( رد

=f[]+2 fl,#,٠..,+l-+lG-16«.)-٤)•• )د



٢٢٦ العددي التحليل

 كتابة أن الواضح من لنيوتن. الاستكبالية القسمة فروق بصيغة يعرف والذي

 هذه في إليها المشار القسمة فروق معرفة يتطلب.@16 بالشكلp)(, الحدود كثيرة

 مجدولة، معلومات من القسمة فروق إيجاد كيفية يوضح(٤,t) رقم الجدول المعادلة.

(.4.16) المعادلة كتابة عل يساعد والذي

. f(x)  للدالة القسمة فروق(.4,2 رقم) الجدول
٤ f(r)
» f[]

JT,٤], J[±]- f[]٥ د 1-
٦ 3

# fT]

JT [,٤, ة, J[]-fE]
1٥ 2- », »

,]fTد, 

[,±,,mT د J[]. JT,]
2 و'٠3  -و3,

,]JT3 و

mTx,, [,Rl-JTr,# \,دد ا/
٥ و'21

 و+#

f[,x,,د,], J[,,x,]- [ يد,]ي
15 د2''3 3,-x,

f(x,,z,,4د,] #,,x]-f#,,±و ]
 و3 و4

٦-,٤,

(٤ )ه, مثال

 التكعيبية الحدود كثيرة لإيجاد(416) لنيوتن القسمة فروق صيغة استخدم

،f0.2)=2.5 ،f0)=3 ()f القيم عند (),P الدالة توافق والتي

f() f(2)=1.2. للدالة تقريبية قيمة لحساب استخدمها ثم f(1.6)=1.8 و
.x=1.3  عنلد



٢٢٧  الاستكمال

 القيم لدينا يكون إنه حيث المسألة، لهذه القسمة فروق جدول نكتب بداية

 مع(416) لنيوتن القسمة فروق صيغة وباستخدام(.٤,٣) رقم الجدول في الموجودة

n=3عل: نحصل 
p(»)=fTx]+ JTx,,xJ(¥-x)+f[x,2,,](-x)¥-2)

+/[x,2,3,,2,l(¥-)(x-3)(- (, د
=3-2.5(3-1)+1.25(x-1)(x-1.2)-0.9375(x-1)(x-1.2)(x-1.6)

 لدينا: يكون حيثP)(, في=±1.3 نضع1.3)f) تقريبية قيمة عل وللحصول

p,(1.3)=3-2.500.3)+1.2500.3)00.1)-0.9375(0.3)00.1(-0.3)
=2.2959

(.4), للمثال القسمة فروق(.4,3 رقم) الجدول

x ftr)
1 3

2.5-3
1.2-1

1.2 2.5

1.6 1.8

20 12

2.5-1.8 ر.ي5
1.6-1.2

1.8-12 ور.
2.-16

-1.75+2.5
1.6-1

-15+1.75515
2-1.2

0.31251.250 و375
2-1

 عدد عند الأول الدالة تفاضل يساوي الأول القسمة فرق بأن ذكرنا أن سبق

 تفاضلات مع معينة رتب ذات القسمة فروق بين العلاقة إيجاد يمكن الواقع في.c ما

(.٤,٤) النظرية تستعرضه ما هذا الرتب. نفس ذات الدالة



٢٢٨ العددي التحليل

(6,٤) نظرية

m f(x) عددها متصلة تفاضلات ذات n>1 الدالة أن ولنفترض  لتكن

n+1 [a,b]. عددها والتي3 ,,#,#و٠..,3, المختلفة الأعداد ولتكن  الفترة عل

 إن بحيث(a.8) الفترة فيm عدد يوجد فإنه].a.b[ الفترة في موجودة

,fTx )@لأيد, ٤@17 ر »
٥>"13--323'« إر"-

m!

 البرهان:

 المعادلة في والمعرفةn الدرجة ذات الاستكالية الحدود كثيرةp)(, لتكن

 لنعزف.3,3,,±,٠..,, المختلفة الأعداد عندf)«( الدالة تستكمل والتي(4.16

 أجل منf()=p),@, أن يا.g()=f(¥)-p)«(, الدالة

n,٠٠,.i=0,1,2، فإن g(x,)=0أجل من n,٠.٠,i=01,2.نظرية حسب إذن 

ne) عدد يوجد فإنه رولز (a,bإن بحيث g"@)=0.أن: إلى يؤدي وهذا 

g""@)=f4"@)-  =)@"%م0
 فإن:n الدرجة ذات حدود كثيرةp)(, أن يا الآن

,#.]..٠,nlfTx,3=إم")#( 
 المطلوب. عل نحصل ومنه

 القسمة فروق بشكل مكتوبة لاغرانج حدود كثيرةp)(, كانت إذا الواقع، في

 أن: لإثبات(٤,٤ و)(٤,3) النظريتين استخدام يمكن فإنه.»16)

r«»-م',م=@.م ""«j-»١»١
 في والعضاة القسمة فريق لمساب قنية«» اخوانية تستعرهن

 عندp)(, قيمة تحسب كبا ،3,3,3,,٠..,, المختلفة للأعداد(٤,1) التعريف



٢٢٩  الاستكمال

c،±= إن حيث cا من الخطوات إن إلى نشير(.4.16) باستخدام وذلك ثابت عدد 

p,()  الحدود كثيرة قيمة تحسب٦ و٥ الخطوتين وأن القسمة فروق تحسب٤ إلى

 المضبوط الخطأً لحساب أخيرة خطوة إضافة يمكن أنه إلى هنا نذكر كيا.2=٥ عندما

(\f(c)-p@cالقيمة كانت /إذا (f(c.معلومة 

 القسمة فروق(:٤,2) خوارزمية

 ز=n,...,0,1,2 أجل من ره القسمة فروق الخوارزمية هذه تحسب

.c pc معطى ثابت عدد أجل من =p@c)  تحسب ثم ومن(4.16) باستخدام

 و,# القيم (،n+1 النقاط عدد أن )لاحظn الموجب الصحيح العدد المدخلات:

.c m,..٠,i=0,1,2 الثابت العدد وكذلك (,@f أجل من

d أجل من pc. ر القسمة فروق المخرجات: n,..., العددية والقيمة ز=0,12

٠i=0,1,2,...,n , أجل من ,لا و3 ،n  أدخل:1 الخطوة

.4, =y i=0,1,2,...,n ضع  أجل من:2 الخطوة

٤ الخطوة اعملi=12,...,n أجل من:3 الخطوة
d,-d,_,

 أير_إيي=,ه. ضع =ز٣٠-«١,٠٠٠٠٤+1٠٤ أجل من:4 الخطوة

pc =4,  ضع:٥ الخطوة

.pr=d, +(٥-3,)pc i=n-1,m-2,...,1,0 احسب  أجل من:٦ الخطوة

.i=0,1,2,٠.٠,n ,d أجل من  اطبع:٧ الخطوة

.Pc  و٥ اطبع:٨ الخطوة



٢٣٠ العددي التحليل

 المتساوية الفترات طرائق(٤,٤)
Equally Spaced Intervals

 فإنه متساوية،2,#,3,0..,2, المختلفة الأعداد بين المسافات كانت إذا

 والتي المبسطة الصيغ بعض البند هذا في ندرس سوف(.4.16) الصيغة تبسيط يمكن

 العددي. والتكامل التفاضل نناقش عندما الخامس الفصل في سنحتاجها

 بالتالي: ومعرفة تصاعدياً مرتبة3,#,3,,0..,2, المختلفة الأعداد أن لنفترض
 لا-2

.h="2 i=0,1,2,...,n و ،2,=r, +ih
n

 مداجن-+٠«-»- اامرمن يي"-: ي

 .»بالشكل:16 الاستكالية نيوتن صمغة كتابة يمكن فلانه الرموز هدء باستخدام

p,(2)=p,(# +sh) = f[ج ]+ shf[+,,2]+ s(s-1hf[x,#,#]
+٠٠٠+ s(s-1)(s-2)٠00(s-n+1h"f[x,,3,,0..,#,]

=fT٤1+٤Y٠(s-1٩-٤+١)٠٠٠'fT٠٠٤٠٠٠٠٠٣1

 المعادلة كتابة يمكن الواقع في لنيوتن. الأمامية القسمة فروق صيغة المعادلة هذه تسمى

 بالتالي: والمعرفة الأمامية الفروق باستخدام وذلك مبسط بشكل@4.19)

 هو: الأولى الرتبة ذو الأمامي -الفرق١

4f(r) =f(¥+h)-f()
: معزف الثانية الرتبة ذو الأمامي الفرق-٢

A7f(») =A@4())
=4(f(٤+h)-f(±))
= f(٤+2h)- 2f(x+h)+f(w)

 الشكل: يأخذn>1 الرتبة ذو الأمامي الفرق أن إثبات يمكن عام، ويشكل-٣



٢٣١  الاستكمال

n p

«»"r@-}"ا٧'٢٤١-»٨- 
 الفروق باستخدام(٤,٣) البند في المعرفة القسمة فروق كتابة يمكن الآن

 يل: كبا الأمامية
JTw,r1=J(#)-J() f@+h)-f@) () ي4

hh3,-3

4(s)_4f()
fTx,2,,3د, J[,x]-f[,#]_ h H

0 و و[2 ب
»,-3 2h

_4(f(+h)-f()) _ Af@)
2٨ 2٨°

 لدينا: يكون عام ويشكل

٥"٣,z]= J()fT٣,٤
٥ د1٥٠-٠٥ ٨' "{إ n!

(4.21)

 المعرفة الحدود كثيرة كتابة يمكن القسمة لفروق الصيغ هذه وباستخدام

 المبسط: بالشكل@4.19) بالمعادلة
(4.22)

(lr@e+'%(«٩- -٩3 "٨٤+٤1-م١-٦@.٠+٠١.) 
 بالشكل: كتابتها يمكن والتي لنيوتن الأمامية الفروق بصيغة المعادلة هذه تسمى

 -».م٣-«+(.٤ »/ام
 إن: حيث

(4.23)

 'ى 1ا

[ ي اا-)ز:]١ ب٠٥

i=0

i0و 
(4.24)



٢٣٢ العددي التحليل

 فروق جدول لحساب حاجة هناك تعد{ أنه(4.22) المعادلة من يتضح

(٤,٤ رقم )الجدول الفروق جدول حساب تتطلب المعادلة هذه فإن بالمقابل، القسمة.

 قسمة. عمليات إلى يحتاج لا والذي

.f( , )ج للدالة الأمامية الفروق(.4,4 رقم) الجدول
#

3,

 و«

 و#

f(x,)

f(3,)
4(x)

f() Aت f(x)
4(x) A f(x)ت

f@,) 8"f()
4(x)

f()

 كثيرة لكتابة(4.22 و)(419) الصيغ استخدام (كيفية٤,٦) المثال يستعرض

 أجل من3,=٦+ih المختلفة الأعداد عندf)( الدالة تستكمل استكالية حدود
.i=0,1,2,...,n

(٤,٦) مثال

 أجل من,#=0.2i+1 الأعداد عندf(3)=sinhx الدالة اعتبر

i=0,1,2,3الحدود كثيرة لكتابة(4.22 و)(4.19) الصيغتين نستخدم .سوف 

 ثم المذكورة الأعداد عندf(r)=sinhx الدالة تستكمل والتيp)«(, الاستكالية
.f(1.1)  تقريبية قيمة لحساب نستخدمها



٢٣٣ الاستكبال

 للدالة القسمة فروق أولا نحسب»19) الصيغة لاستخدام

f(»)=sinh x(.٤ )ه, رقم الجدول في موضحة هو كبا

.f(x)=sinh x  للدالة القسمة فروق(4 )ه, رقم الجدول

3 f()
1 1.17520

1.6713
12 1.50946 0.75725

1.9742 0.33017
1.4 1.90430 0.95535

2.35634
1.6 2.37557

 أن: نجد فإنناh=0.2 إن وحيث

p,(»)=p,(+0.2s)=1.17520+0.201.6713)s+(0.2)(0.75725)s(s-1)
+00.2)00.33017)s(s-1)(s-2)

0.2-٠٠٠ ٠-٠٠ و -ل{ما ا٥5 لدينا يكون فإنه ،f0.1) ل تقريبية قيمة ولحساب
p,(1.1)=1.17520+0.201.6713)0.5+(0.2)(0.75725)0.5(-0.5)

+(0.2)00.33017)0.5(-0.5)(-1.5)
=1.33574

 هو التقريب بهذا المتعلق المضبوط الخطا فإنJ(1.1)=1.33565 أن وبا

./f(1.1)-p,0.1)/9x10°
 نوجد فإننا(4.22) لنيوتن الأمامية الفروق صيغة لاستخدام أخرى، ناحية من

()f مhx للدالة الأمامية الفروق قيم =siثم(٤,٦) رقم الجدول في والموضحة 

 عل: للحصول(4.22) الصيغة في نستخدمها



٢٣٤ العددي التحليل

p,@3)=p,0+029)=1.17520+033426 +0o60sgثأs-},oo15g3)وئ-lGs-2)
2إ3

 ل التقريبية القيمة وهيp,(1.1)=1.33572 عل نحصل =ى0.5 وبوضع

./J(٠1)-p,0.1)H=7x10% f(1.1). هو التقريب لهذا المرافق المضبوط الخطأ

 تأثير عن ناتج بالصيغتين المتعلقة الأخطاء قيم في البسيط الاختلاف أن إلى هنا نشير
(4.18) المعادلة باستخدام للخطأ أعل حداً حساب يمكن الحسابية. التدوير أخطاء

./f(1.1)-p,0.1/S1.5x10"  عل حصلنا حيث

.f(x)=sinh x  للدالة الأمامية الفروق(.4,٦ رقم) الجدول

2 f()
1 1.17520

0.33426
1.2 1.50946 0.06058

0.39484 0.01585
1.4 1.90430 0.07643

0.47127
1.6 2.37557

 قد أنه افترضنا إذا ا-لخلفية. نيوتن صيغ استتتاج يمكن مشابه، ويشكل الآن،

 فإن ،2 -وبم±,..,3 ,و3#, أن أي تنازلي، بشكل الاستكا أعداد ترتيب تم

 العكل، لأعد ».م جةادردالاستكانة

p,() =fTx,]+f[,,,%,l(-±,)+f[x,٠2ه #,l(¥-(,٤-¥),٤+00٠
·00+f[3,3,0.٠,2ي ](-x,)(x-x,000ر( (-x)



2٣٥  الاستكمال

٠٠٠X-2  ء•h'٠ إن حيث =ى و"i=0,1,2,...,r أجل منih+=±,,2 كان وإذا

hعل نحصل فإننا سابقاً، معرفة هي كبا i)h-٨+s=),٧-2أجل من 

,...,i=0,1,2.الخلفية القسمة فروق صيغة لدينا يكون(4.25) في وبالتعويض 

 بالعكل، كابها يكن والتي جن

p,(3)=p,(¥, +sh) =fTx,]+ sh[3,,,3,]+s(s +1hf[±,,,١,3,]+
٠٠٠+ s(s +1)(s +2)٠0٠($+n-1)h"f[x,#...,±,]

=fT٣.1+٤Ys(s+٩+٤-٦)٦٠٠٠'fT٤,٠٠٠٠٠٣٦

 الفروق باستخدام وذلك مبسط بشكل.@26) الصيغة كتابة يمكن كذلك

 بالتالي: والمعرفة الخلفية

 هو: الأولى الرتبة ذو الخلفي الفرق-١

V(ج )=f()-f(٣-h)

: معزف الثانية الرتبة ذو الخلفي الفرق-٢

75f()=VGVrGe))
= V((w)-f(٣-h))
=f(٣)-2f(٤-h)+f(٤-2h)

.7'(e)=7'(fGe)) i>2 لدينا يكون  أجل من فإنه عام بشكل-٣

 عل: نحصل التعريف هذا وباستخدام

1
fTx.٠٤.]=-V(w,)

h
1fTx,٢.]=3مج,+,, %f(x.)

-. 2h



٢٣٦ العددي التحليل

 لدينا: يكون =ة1 أجل من عام ويشكل

fT#,٠=[,٢0م٠٠,٤ 'f(٤,)ilh'-
 البسط: بالنكل كابةهة يمكن ف، بج"جل

 -@.م٤@.٠+.٠=ft٤.1٠٤ "-١+(٠)%+3٧٣"٠ ر./
 بالشكل: المعادلة هذه كتابة يمكن(24) العلاقة وباستخدام

as«e١/,"/0-٤.+»-4-6.٨ .م
 الجدول الاستكبالية. لنيوتن الخلفية الفروق صيغة((427 )أو.@28) المعادلة تسمى

٠+0 و3,,#,٠.. للأعداد بالنسيةf(r) للدالة الخلفية الفروق يتضمن(٤,٧) رقم

.f(x)  لدالة الخلقية الفروق(.4,7 رقم) الجدول

3, f(٣,)
x, f()

VfGw)

2 f() 73f@x)
Vf@٤) 73f@)

x, f( (٣ ي 73f@)
V/@,)

x, f()

(٤,٧) مثال

 أجل من,#=02i+1 الأعداد عندf(±)=sinhx الدالة اعتبر

i=0,1,2,3.الحدود كثيرة لكتابة(4.28 و)(4.26) الصيغتين نستخدم سوف 



٢٣٧  الاستكمال

f()=sinh الدالة تستكمل والتيp)«(, الاستكالية xثم المذكورة الأعداد عند 

.f(1.5)  ل تقريبية قيمة لحساب نستخدمها

 فرو إلى نحتاج فإننا(4.26) العلاقة استخدام أجل من أنه نلاحظ بداية

i=0,1,2,3 الأعداد عندf(2)=sinhx للدالة القسمة ،x,=1+0.2i.هذه 

 الحدود: كثيرة لدينا يكون إذن(.٤,٤) الجدول في موجودة المعلومات

p,()=p,0.6+0.2s)=2.37557 +0.202.35634)s +00.2)00.95535)s(s +1)
+(0.2)(0.33017)s(٤ +1)(s +2)

 ل المطلوب التقريب وهوp,(1.5)=2.129392 عل نحصل=±1.5 ويوضع

(J(5.غ-=ى. لدينا أصبح فإنه٣=1.5 وضعنا عندما أنه إلى هنا نشير 

 حساب علينا يتوجب(4.28) الصيغة لاستخدام فإنه أخر، ناحية من

f()=sinh للدالة الخلفية الفروق جدول xرقم الجدول المعطاة. الأعداد عند 

 الفروق. هذه يتضمن(٤,٨)

.f(x)=sinh x  للدالة الخلفية الفروق(.4,8) رقم الجدول

x
1

f()
1.17520

0.33426
1.2 1.50946

0.39484
1.4 1.90430

0.47127
1.6 2.37557

0.06058
0.01585

0.07643



٢٣٨ العددي التحليل

 للدالة والخلفية الأمامية الفروق أن(٤,8 و٤,٦) رقمي الجدولين من يتضح

f()=sinhxللأعداد بالنسبة i=0,1,2,3 ،x, =1+0.2i.وهذا متساوية 

 الصيغة باستخدام الآن والخلفية. الأمامية الفروق تعريفي انظر عام، بشكل صحيح

 لدينا: يكون.@28)

p,()=p,(1.6+0.23)=2.37557 +0.47127s
0.07644(٢+1 0.015gs4(٩+1s+2)د د 

3l2 إ

 تقريبية قيمة وهيP,0.5)=2.129391 عل نحصل خ-=د ويوضع

(f@.5.المضبوطة الأخطاء حساب يمكن فإنه(٤,٦) للمثال بالنسبة هو كبا 

 للقارى. ذلك نتك ولكننا للخطأ أعل وحداً

 هيرميت (استكال4 )ه,
hermite Lmterpolation

 الأعداد عند قيمها تكون عندماf(x) دالة استكبال السابقة البنود في درسنا

 للدالة الأول التفاضل قيم فيها يكون حالات هناك معلومة.3,±,...,2, المختلفة

)(fكثيرة إيجاد نريد نحن الحالات هذه مثل في أيضاً. معلومة الأعداد هذه عند 

 أجل منB'(x,)=f'(x), وp(¥,)=f(r), إن بحيثp)( استكالية حدود
.i=0,1,2,...,r

 الأعداد عند معزفةf'(x) الأول تفاضلها وf(w) الدالة أن لنفترض بداية

 إن بحيثp)( حدود كثيرة إيجاد ونريد لا، و« #، المختلفة الثلاثة

)¥(p(¥,)=fو ,(p(%,)=f'(x، نريد أننا يعني هذا=:.0,1,2 أجل من 

 بالشكل:p(x) الحدود كثيرة لنكتب الخامسة. الدرجة ذات حدود كثيرة



٢٣٩ الاستكمال

(4.29)
p,()=f(xMH,(2) +(x,)H,(2)+f@,)H,(r)

+f'(w)R(٤) + f'(e,)R,(e) +f'@,)R,()

 ذات حدود كثيرات عن عبارةi=0,1,2 أجل من ،F,(r) وH,(v) إن حيث
 وp,()=f(x), إن بحيث إيجادها يجب والتي الخامسة الدرجة

,(p;(x,)='(xأجل من i=0,1,2.تسمى ,)(Hو (R,(rحدود كثيرات 

 هيرميت.

 لدينا: يكون(4.29) المعادلة في2 د= بوضع الآن
P,(w)=f()H(x,)+ f(3)H,(x)+J()H,(x)

+f'(x)R()+f'(+)R, ()+'(x,),(x,)
=f()

 كان: إذا
(4.30)Hج (x,)=1

H,(x)=H,(x,)=R,(x,)=R,(w)=R,(r)=0  و
 علل: نحصل2 بالنسبة(4.29) المعادلة وباشتقاق

P;()=f(x,)H'(»)+f(xH'() + f(x,)H'(»)
(4.31)

+f'(w)R'(w) +f'(x,)R'G») +r'@x,)R'(»)

 لدينا: يكون الأخيرة المعادلة في= وبوضع
P;()=f()H'(r)+ f(¥)H{(x)+f(2)H;(r,)

+f'(e)R%(+)+f'()R'(x,)+f'(x,)R'()
=f'(٤)

 كان: إذا
(4.32)

 و
K%(x)=1

H'(x)=H{(x)=H%()=R'(w) =R'(w,)=0



٢٤٠ العددي التحليل

 أجل منf'(x=(,A;@x), وp,(x,)=f(x), المعطيات فإن مشابه وبشكل

 التيارين(. )انظر (،4.32 و).@30) للشروط مشاهة أخرى شروط إلى تؤدي=:1,2

 أن: نلاحظ الشروط هذه من

H'(z,)=0و H(#,)=1 ، Hج ()=H;(s)=H,()=H%(r,)=0 (4.33)

 في الموجودة الشروط إن بحيثH)«( الحدود كثيرة كتابة نريد نحن
 كتابة يمكن فإنهH =)(مH%()=0 أن يا متحققة. تكون.@33) المعادلة

)(r)=(x-2) qج) Hلكي أيضاً، إيجادها. سيتم حدود كثيرة )«(ق إن حيث 

 بالشكل: تكون أن يجبH()=H'(±,)=0 الشرطH)( تحقق

,)(x,)4-٣(')H(»)=(x-x، و إن حيث,)( نعلم نحن إيجادها. سيتم 

 أن:

L(٤)±-ج(, Xx-٤)} ) د
(# -2)( -2)

 كتابة: يمكن فإنه الخامسة، الدرجة ذات حدود كثيرةH)( أن وبا

(4.34)Hج (#) =(a+b)L3(x)

 الآن.H%(x,)=0 وH =)ض(,1 إن بحيث إيجادها يتم ثوابتb وa إن حيث

H()=(a) عل نحصل(4.34) المعادلة في=+5 بوضع +b)L2(xأن وبا 

L(x)=1لدينا يكون 
(4.35)C +b=1

 على: نحصلx بالنسبة(4.34) المعادلة وباشتقاق

H'(x) =2(ar +b)L(2)L'(r) +aL%(»)

 لدينا: يكون=#3 ويوضع

(4.36H'(x)=2(ax +b)L(#)L'(x)+ (x) ثله



٢٤١  الاستكمال

 نحصل(4.36) المعادلة فيH;(w,)=0 وL(x =)م1 (،4.35) المعادلة وباستخدام

 عل:
(4.37)a+2L'(x,)=0
 في قيمها وتعويض ط و ه للمجهولين بالنسبة(4.37) و(4.35) المعادلتين ويحل

 لدينا: يكون@4.34) المعادلة

.38)H(») =[-2(٤-٣)L(+ن )lL%(»)
 التارين(: )انظر أن إثبات يمكن مشابه ويشكل

(4.39)H,(2=[-م( (x-±)L{(3,)lLf (r)
 و

@4.4o)H,() =[-2(٤-x,)L!(x,)lL?(w)

 يكون الخامسة الدرجة ذاتK)«(, الحدود لكثيرة بالنسبة فإنه أخرى، ناحية من

 لدينا:

R;(x,)=1 «.41)
R(r)=R,()=K'(»,)=,(3,)=R'(»,)=0  و

 كتابة: يمكن وبالتالي

(4.42)R,(v) =(cx+d)L%()
Kf,(x,) =0 d أن يتحقق بحيث إيجادها سيتم ثوابت c و  إن حيث

 وكتابة: الثابتين هذين قيم إيجاد يمكن التيارين، انظر كاسبق،.K'()=1 و
(4.43)R,(٣=)ج( -#)L2(r)

 علل: نحصل مشابه بشكل و

R,(v) =(w-3,)Lf(ح )

K,()=(-x,)?(>)

(4.44)

 و
(4.45)



٢٤٢ العددي التحليل

(.4.45 و)(4.44) المعادلتين إيجاد للقارئ وتترك

 عل: نحصل(4.29) المعادلة في(4.45-)(4.43 و)(4.40-)(4.38) المعادلات وبتعويض

n,@)=E{f(٤,)D-20٤-rJ'()]+f'(%)Cx-%)}L() «.46
i=0

 يكون لها المرافق الخطأ فإن خامسة درجة ذات هيp)(, الحدود كثيرة أن وبا

 بالشكل:
1e(3)= (#-x)(٣-3X(#-x,)/4%(47@.ي( 

6 إ

.fe C%[x,,2,]2>3و <x,  أن باعتبار وذلك,± و± بين تقع5 إن حيث

m+1  عددها والتي,+3,...,2, المختلفة الأعداد لدينا كان إذا ، عام بشكل

 هذه عند معرفةf'(x) وf)( وأن ،w<٤<٦<,٠٠٠<x, إن بحيث
 لدينا: يكون لماسبق مشابه بشكل فإنه الأعداد،

(H,()=[1-2(-x,)L(¥,)LLf()  و4.48)

R,(v)=(-x,)Lf (x) (4.49)

(4.48) في والمعرفةK,)«( وH)(, أن إثبات يمكن و ،i=0,1,2,٠...,n أجل من

 الأربعة: الشروط تحقق.»49 و)

«8 %-ر'٤ 1, i=k

3) R,(w,)=0, ٧k

2)H'(w,)=0, ٧k

4=, %/-بى إ/ H:=1/,ر)٢ 

(4.50)

 كتابتها يمكن والتي الأكثر عل2n+1 الدرجة ذات وحيدة حدود كثيرة يوجد وأنه

 بالشكل:



٢٤٣  الاستكمال

P•.a()=E{fGw,»-2(-3)L'(x)]+f'(JGx-3)HL@)  د5.»
i=0

Pس @,)=f6,) )'P,@,)=f وتحقق ,i=0,1,2.٣), و ٠٠٠٠٨ أجل من

 التالية: النظرية عليه تنص كا

(٤ )ه, نظرية

 المختلفة الأعداد عند معرفةf'(x) وf)( لتكن

b>,=٣<٤<,٤<,٠٠٠=aوأن ]feC"[a,b، كثيرة يوجد فإنه 

 إن: بحيث الأكر عل2 +م1 الدرجة فات م•••)@ وحيدة3 جلإب

1f()=PAبر (»)+ (x-x,)(٣-x)0.-(٢-x,)٣0?(ي )
(2n+2)!

e) إن حيث (a,bر,, و ي)( P51) المعادلة في معرفة هي كيا.@.

 هيرميت أسلوب لتنفيذ اللازمة الخطوات(٤,٣) الخوارزمية تتضمن

 معطى. عدد عتد ما لدالة تقريبية قيمة لحساب

 هيرميت الحدود كثرة(:٤,٣) خوارزمية

,y),#( القيم لدينا كان إذا =fو ,(y, =f'(xأجل من ة 

٣,...,i=0,1,2تقريبية قيمة تحسب الخوارزمية هذه فإن (f(c، إن حيث cثابت 

 هيرميت. الحدود كثيرة باستخدام وذلك تعيينه، يتم

 ،3, القيم (،n+1 النقاط عدد أن )لاحظn الموجب الصحيح العدد المدخلات:

.c i=0,1,2,...,n الثابت العدد وكذلك , أجلyب من ة =f'(x,) ,y و =f(x,)

.f(c) pc c التقريبية والقيمة  الثابت العدد المخرجات:

.i=0,1,2,...,n ,d أجل من y و ،2, ،n ، ٥ أدخل:١ الخطوة



٢٤٤ العددي التحليل

pc=0  ضع:٢ الخطوة

٦-٤ الخطوات اعمل ز=٠,n,..0,1 أجل من:3 الخطوة

sum =0  ضع:٤ الخطوة

 التال· اعمر٢ رة «م.جم=،و أجر من انطو:ه:

 سة=sm يرج+ ضع

#,Cو 
 =ع٤

»,-٦,
pc =pc+{y, [-2(c-r,)sum]+ dy, (-x,)} : ٦ الخطوة

.pe c و  اطبع:٧ الخطوة

(٤,٨) مثال

: f(x) =coshx  للدالة التالي الجدول في المعلومات
X 1.0 1.5

f(3): 1.54308 2.35241
f'(2): 1.17520 2.12928

 الثالثة الدرجة ذات الحدود كثيرة لكتابة هيرميت الحدود كثيرة استخدام نريد

.i=01 (,A(#,)=f'6x أجل من ()P()=f و  تحقق والتي الأكثر عل
 وحداً الخطأ سنحسب كذلك.f(1.25 ل) تقريبية قيمة لحساب نستخدمها سوف ثم

 له. أعل

 الشكل: تأخذ الحدود كثيرة أن نلاحظ بداية
(4.53)

p,()=f(x)H(2) +f(2)H,()+f'(x,)R,(w)+f'(w)R,()



٢٤٥  الاستكمال

L()، +2 ٤--1.5  مk-== ر= -لإ.( د.1.5
#-2 1-1.5

 و

{=== -لإ(٤2٠٤1 ٠)-٦-+٠١),1

 ،.عيديد،{ ه-»تو لعا بر« مااي
H(2)=D-2(٤-1)(-2)lL%(3) =4(4x-3)(٤-15)

H,(») =[1-2(x-1.5)(2)lLf(») =4(-4x+7)(x-٦)°
R,(1.5-٣()1-٣)4=ج( )°

 و

R,(4=ج( (x-1.5)(x-1)°
f'(x) ،f() ،f() (s.53) قيم عن وكذلك  المعادلة في ذلك عن وبالتعويض

 ا-لحدود: كثيرة عل نحصلf'(x), و
p,(x)=6.17232(4x-3)(x-1.5)3 +940964(-4x+7)(x-1)%

+4.70008/x-1)(x-1.5)2 +8.51712(x-1.5)(x-1)°
 ذات حدود كثيرة .@هي53) المعادلة في المعرفة الحدود كثيرة أن بسهولة التأكد يمكن

،p,(1.5)=2.35241 ،p,0)=1.54308  تحقق وأنها الثالثة الدرجة

.p,0.5)=2.12928 p;0)=1.17520 و

 لنحصل(4.54) المعادلة في=±125 نضعf(1.25) تقريبية قيمة لحساب الآن

 عل:
p,0.25)=6.17232(4x1.25-3)01.25-1.5)3 +9.40964(-4x1.25+7)01.25-1?

+4.7000801.25-10.25-1.5)3 +8.517120.25-1.5)0.25-1)°
=1.88811

(4.54)



٢٤٦ العددي التحليل

f(1.25) أن ويا = cosh1.25=1.88842معنوية( عشرية أرقام ستة إلى )صحيحة 

./ f0.25)-p,01.25)H0.00031  هو الفعلي الخطا فإن

 باستخدام إنه حيث ،p,(25) بالتقريب المتعلق للخطاً أعل حداً الآن لنحسب

 بالشكل: للخطا الأعل الحد كتابة يمكن(٤ )ه, النظرية

١«")(fا max/(%15-250(1-0.25"ك ا f0.25)-p,0.25)Kا 
4 إ٣

max أن ويا / f""(w)}= max / cosh x[=2.35241عل: نحصل فإننا 

J(1.25)-p,0.25)K  ا0.00038=(02.35241(0.00391)"
24

 متوقع. هو كيا الفعي الخطا من أكبر وهو

 الشريجة دالة باستخدام (الاستكمال٤,٦)
Spline Lterpolation

 زيادة مع تتزايد الاستكبالية الحدود كثيرة درجة أن السابقة البنود من يتضح

 والتي واحدة بدالة الاستكالية الحدود كثيرة وصف يتم أنه كيا الاستكمال، نقاط عدد

 في استقرار عدم أي فإن ذلك، عل بناء.f)( ما لدالة المجدولة القيم كل تقرب

 الطرائق أحد المجال. كل عل مباشر وبشكل يؤثر الاستكمال مجال من صغير جزء

 كثيرة وإيجاد صغيرة فترات إلى الاستكمال فترة تجزئة هي المشكلة هذه لمعالجة المشهورة

 صغيرة. فترة كل عل المعطى القيم تستكمل والتي أقل( درجة )ذات مختلفة حدود

 أستكالية حدود كثيرات دوال من تجميع عن عبارة هي التقريبية الدالة فإن وبالتالي،

 المعطاة. القيم من مختلفة أجزاء نقرب والتي

[a,b] إن بحيث b=,٧<٣,<٠٠٠ ر,د<<a=2، الفترة لدينا ليكن

 فإن الأكثر. علm الدرجة من حدود كثيراتP(),P,(),...,P)(. ولتكن

 أجل من2e [د,,] لكلp)4=(r)(, تحقق والتي٩)«( الدالة



٢٤٧  الاستكيال

1-٠.٠,٨,i=0,1,2الدرجة ذات تجزيئية حدود كثيرة دالة تسمى mعل الأكثر عل 

 رقم الشكل يوضح.٩(3) الدالة عقدw,#,٠..,٣, الأعداد تسمى].a [ة, الفترة

 تجزيئية. حدود كثيرة دالة(4,٤)

 أ}

٥ 3; ٠٣٢ و

٠
 ا٨ ا,-

٢

 ي
 لجزيئية. حدود كثرة(.٤,4) رقم الشكل

 دالة ثكقرب أن يمكن لا(٤,٤) رقم الشكل في كالتي دالة أن الواضح من

 أن )أي والنعومة الاتصال شرطي لفرض حاجة هناك يكون بالتالي وملساء. متصلة

 مناسب. تقريب عل الحصول أردنا إذا التجزيئية الحدود كثرة دالة عل ملساء( تكون

 ذات تجزيئية حدود كثيرة عل فرضها نستطيع التي النعومة لشرط حدود هناك ولكن

 إلى قسمناها وأننا]0,2[ الفترة اعتبرنا أننا لنفترض فمثلاً، الأكثر، علm الدرجة

 علP)(, و]01[ الفترة علP)( الحدود كثيرة فإن ]،1,2[ و]01[ الفرتين

 جيد تقريب الدالة هذه تكون لكي تجزيئية. حدود كثيرة دالة تكوثان]0,2[ الفترة

 بعبارة.k=0,1,2,٠.. أجل من %م0=) )(لإم لدينا يكون أن يجب ملساء لدالة

 عند متصلة المختلفة تفاضلاها و التجزيئية الحدود كثيرة دالة تكون أن يجب أخرى،



٢٤٨ العددي التحليل

 فإن ثابتتين، حدود كثيرتيP)(, وP)( من كل كان إذا.2=1 التلاقي نقطة
.]0,2[ الفترة عل( مستقيم )خط متساويتين تكونان أن يعني الاتصال شرط

 الاتصال شرط فإن خطيتين حدود كثيرتيp)(, وx),p) كان إذا مشابه ويشكل

 تجزيئية حدود كثيرة دالة أن إلى يؤديi=0,1 أجل من ،R)(' وP)(, من لكل
A,() («)P و  لتكن عام، بشكل].0,2[ الفترة عل مستقيم خط عن عبارة هي

 حدود كثيرة دالة من متتاليين جزأين تمثلان الأكثر علm الدرجة من حدود كثيرتي

 التالي: بالتعبير عنها لنعتر و "د=تد. التلاقي نقطة عند تجزيئية

 -@م2 -»،»٤
(4.55)

٤Yم.@-},- 
 أن كا ،a م يه= لدينا يكون أن يجبp,(#)=p,(x)" العلاقة لتحقيق إذن

 فإن عام، ويشكل ،a ر ,ه= أن إلى يؤدي سوفp'(x")=p;(r) الشرط

 مما.k=0,1,2,...m أجل من ءه= إ.ه أن يعنيp!(w")=p)'(% الشرط

 تجزيئية. دالة تعد لا قد الأصلية الدالة وأنx لكلp,(2)=p)(, أن ينتج سبق

 بحيث أجزاء عدة من مكونة تجزيئية حدود كثرة دالة إنشاء أجل من ذلك، عل بناء

 أن يتطلب الأكثر، علm الدرجة ذات حدود كثيرة عن عبارة منها جزء كل إن

 والتي التجزيئية الحدود كثيرات دوال الأولى.m-1 لتفاضلاها بالنسبة ناعمة تكون

 الشرائح. دوال تسمى الشروط هذه تحقق
(2,٤) تعريف

 وأن]a,b[ الفترة عل معرفة دالةf)( لتكن

b,=٣٨<٦<٧<,٠٠٠<٤,<٢=a، شريحة دالة هي )%(ى، إن يقال فإنه 



٢٤٩  الاستكمال

 كان: إذاx,3,٠.. ,,لا, الأعداد عندf)=@ الدالة تستكمل والتيm الدرجة ذات

١(-p,(x=)ص( sالدرجة ذات حدود كثيرة عن عبارة mالأكثر عل 

.i=0,1,2,...,n-1  أجل من[,#,,#] الصغيرة الفترة عل معرفة تكون

.i=0,1,2,٠..,n p,(¥,)=f(x,)-2 أجل من

i=1,2,...,n-1 =(,x) أجل من إم ٣-(,x)% م

.k=0,1,2,...,m-1و 

 الشرط تحققm الدرجة ذات الشريحة دالة أن(٤,2) التعريف من يتضح

]s()e C'[a,B.الدرجة ذات الشريحة دالة كتابة يمكن أنه نذكر كا m:بالشكل 
s() =p,()

-2٠«-»
i=0,1,2,...,n-1 ،a, i=0,1,2,...,n-l، إن حيث  أجل من

 تعيينها. يتم ثوابت ز=m,...,0,1,2 و

(٤,٨) مثال

 التالية: الدالة اعتبر

xe[,2]٣5,

 به/-«»٩ ءءk ق
x3-6x+21, xe[5,6]

 ويمين يسار عل (ى2=)4 أن أولاً نلاحظ شريحة دالةs(x) كانت إذا فيا للتحقق

 إضافة.x=5 للعدد واليمنى اليسرى الجهتين من (ى5)=16 أن كر] ،x=2 العدد
 للعددين واليمنى اليسرى الجهة من ('ى5)=4 وs'(2)=4 لدينا يكون ذلك، إلى

x=2و x=5، الدالة إذن، الترتيب. عل )»(sالثانية الدرجة ذات شريحة دالة هي 
,].6[ الفترة عل

(4.56)



٢٥٠ العددي التحليل

 والتي تجزيتية حدود كثيرة أبسط هي الخطية الشريحة دالة أن إلى هنا نشير

 يلي: فيا نستعرضها

 نريد وأننا,#3,0..,2, المختلفة الأعداد عتد معزقةf(x) الدالة لنعتبر

 عل مستقيم خط استخدمنا إذا الدالة. هذه لتقريب خطية تجزيئية حدود كثيرة كتابة

 نستطيع فإننا(٤,٥ رقم )الشكلi=0,1,2,٠•.n-1 ]،٦#,a[ صغيرة فترة كل

 إن: حيث ، تجزيئية حدود كثيرة بواسطة المذكورة الأعداد عندf(x) الدالة استكبال
2-2. ٤-٤s()=p,()= """f(%,)+"f()

,# ب,# ب,«,#

: يل كا.»56 بالشكل كتابتها يمكن والتي
s@x) =a٨ +4,(¥-x,) (4.57)

a) إن حيث =fGx1=012٠٠٠٠٨-1 أجل من )ه(/-)رد(كى,ه و.
± 3

9

- د ٦;٦5

 ر

-٨

 م ري2'

٢

 ن
 ، ر، -م· ,ا

v

 ر ,و برده3
 ا١
١١
 ا١

 الخطية. الشريجة دالة(.4 رقم)ه, الشكل



٢٥١  الاستكمال

 حدود كثيرة لكتابة الخطية الشريحة دوال استخدام(٤,٩) المثال يستعرض

 محدودة. فترة عل ما دالة لتقريب تجزيئية

(6)%, مثال

f(x)=sinh الدالة اعتبر x02 الأعداد عندi+1,=2أجل من 

i=0,1,2,3.الأعداد عند الدالة هذه تستكمل التي الخطية الشريحة دالة أوجد 

 وx=1.1 عندماsinh)«( ل تقريبية قيم أفضل لحساب استخدمها ثم المذكورة.

.٣=1.45
 [و±,,د] و [,د,±] ]،3,3[ الصغيرة الفترات لدينا أنه نلاحظ بداية

,x و =,د٤،w,=1، 1.2=1.4 إن حيث  علل: نحصل وبالتالي ،1.6=

f(1.4)=1.90430=ممه ,f()=1,17520, a =f(1.2)=1.50946=ه 
 و

f(x)-f(#,) 1.50946-1.17520  ق5 و و613\,
٢{٦ د ±-3 1.2-1.0

()f(#)-f ور72  _م1.90430-1.50946_
 أي

 -و1.2-1.4±
f(ي )-f(,) 2.37557-1.90430  ب= و35634

 «-و«1.4-1.6
-« لدينا: .»يكون57 العلاقة وباستخدام

1.17520+1.67130(-1.0), xe[l,1.2]
(٩) =/1.50946+1 97420@+-12), reI2,14]

1.90430 +2.35634(x-1.4), xe[1.4,1.6]

 فإن:.]0,1.2[ الفترة في تقعx=11 أن يا الآن

sinh(1.1) s(1.1)=1.17520+1.6713001.1-1.0)=1.34233



٢٥٢ العددي التحليل

 فإن:]1.4,1.6[ الفترة في تقع=«1.45 أن ويا

sinh(1.45) (s01.45 ة =1.90430+2.35634(1.45-1.4)=2.02212
 التكعيبية الشريحة دالة(1,٦,4)

 منها يجلو لا يكاد التي الشرائح دوال أشهر من التكعيبية الشريحة دالة تعد

 تستكمل والتي )«(ى التكعيبية الشريحة دالة لكتابة الشرائح. دوال يناقش كتاب

f b=,٨<٣,3>٨<٤<٣<,a=3٠٠٠، إن حيث f(x) الأعداد عند  الدالة

 بالشكل:s)>( كتابة يمكن(4,2) تعريف حسب فإنه ]،a,b[ الفترة عل معرفة دالة

s() =p,()=a, +a,(٣-3,)+a٨(٤-x,) +a2ي) -x,) (4.58)

 من4 و و٤٩٨4٨٥ ،a هنا.seC[a,b[ إن حيثi=0,1,2,...,n-1 أجل من

 تعيينها. يتم ثوابتi=0,1,2,...,n-1 أجل

 العلاقة في الموجودة4 و و4٨ ،4 ر, ،a م, للمعاملات صيغ نوجد سوف

 التالية: العلاقات باستخدام وذلكM, و«, ،f% ر ،f, بدلالة@4.58)

p,(#,)=f,,
B,'@,)=M,,

P,()=f
R'( ,M=(٣ ر,,

(4.59)

 عل: نحصلp;(x,)=M, العلاقة من

2a,, +6a,(#, -x,)=M,
 لدينا: يكون ومنه

M,=2 و,ه
(4.60)

 عل: الحصول يمكنp,(#,,)=M,, العلاقة و(4.60) وباستخدام

2a,, +6a,(,3-ب )=M, (4.61)



٢٥٣  الاستكمال

 عل: نحصلa بالنسبة المعادلة هذه ويحل
M,, -M, 4 ي,=(4.61)
6(¥,,-%)

 تعطينا:p,(x,)=f, والمعادلة

a =f, (4.62)

 لدينا: يكونP,()=f,, العلاقة من وأخيراً،

P,(#,)=a, +a,(33-م ,)+a,,(3,, -x,)2 +a(٣,, -x,) =f,ر, 
 بالشكل: الأخيرة المعادلة تصبح.@62-)@4.60) وباستخدام

M, -MM.f٢,+a٨(/ -,)+ '(-,)+w'( -x) =f,,٨62•
 عل: نحصلa, بالنسبة المعادلة هذه ويحل

 ,ه و= ٤ك-(!٤ ،#-+2),
,«٨ -ر6,3

(4.63)

.f, =f(x,)  الرمز استخدمنا أننا هنا لاحظ

 أن: يتج,,#(f,) النقطة عند التكعيبية الشريحة لدالة الأول التفاضل اتصال من الآن

P',()=R'(w,)
 لدينا: يكون ومنه

,x,,) =a-,3 (وa,(+2-)¥3,4 ر,+24 ر
 المعادلة في(4.63-4.60) العلاقات من ور,ه و٩,2 ر.-,%، قيم عن وبالتعويض

 عل: نحصل الأخيرة

2-2+ {ل ي وي- ,ب(!«»4, +#ج..ر,,M- س( و..ر؟٨,-
6(x,-#,)23,-»٨ 6

,(M--+»,-ل!)ربو 
 -ب,6,3#



٢٥٤ العددي التحليل

 الخطي: النظام لدينا يكون منه و

,,M ,),ت+AM,,, م=4أل, رره_.»6) +2@Ar,, 4غ,,4+ , Aت Ar,,٠-- ،-

،i=1,2,...,n-1 ،4. أجل من =f٠١-f ٢ و4 ب±= ,د- إن حيث

 في والمعرفةs)¥( التكعيبية الشريحة دالة إيجاد أن إلى(4.64) المعادلة تشير

i=0,1,2,...,n ،#, (±)f المختلفة الأعداد عند ( الدالة تستكمل والتي(4.58

i=0,1,2,...,n, المجاهيل إيجاد عل يعتمد ،Mعددها والتي n+1.المعادلة ولكن 

 بالنسبةn-1 عددها خطية معادلات عل يحتوي خطي نظام عن عبارة(4.64)

i=0,1,2,...,n, للمجاهيل ،M٠ عددها والتيn+1إلى نحتاج فإننا ذلك عل بناء 

 إعطاء يمكن الواقع في المجاهيل. ججيع حساب من نتمكن حتى إضافيتين معادلتين

 دالة أن نفترض أن هو عادة المستخدم الأسلوب أن إلا أساليب، بعدة المعادلتين هاتين

(x أن يعني وهذا (،a,b) الفترة خارج مستقيم خط عن عبارة الشريحة  لكل (ى0=

xsaو x>b.لدينا: يكون إذن 

(4.65)M =M,=0
 الأقطار: ثلاثي الخطي النظام عل نحصل.@65 و).@64) المعادلتين وباستخدام



٢٥٥

2(Ax,+A,) Ar
A2غ (Ar +A,)

A,

 الاستكمال

 ,rه
2(Ax, +4,)  وط

(4.66)

,,4x+.و A)2مته 

4_4٠
Ar, A

4  عه يته٨،4
n-1, للمجاهيل بالنسبة ،M,..1,2,المعاملات مصفوفة أن الواضح من =ة.٠ 

 إضافة السيطرة. قطعية و متناظرة الأقطار، ثلاثية مصفوفة هي(4.66) الخطي للنظام

 فإن ذلك عل بناء شاذة. غير فإنها وبالتالي موجبة القطرية عناصرها فإن ذلك، إلى

i=1,2,...,n-1 ،M,  قيم أن يعني وهذا وحيد، حل(4.66) الخطي للنظام

 موجودة تكون الاستكالية التكعيبية الشريحة دالة أن نستنتج ذلك ومن وحيدة. تكون

 الحدية الشروط أن هنا نذكر(.4.65) الحدية الشروط استخدام تم ما إذا ووحيدة

 استخدام من الناتجة الاستكالية الشريحة دالة وأن الطبيعية الشروط تسمى(4.65)

 النظرية إلى تقودنا المناقشة هذه الطبيعية. التكعيبية الشريحة دالة تسمى الشروط هذه

 التالية:



٢٥٦ العددي التحليل

(٤,٦) نظرية

 وأن]a,b[ الفترة عل معرفة دالةf(x) لتكن

r,=b>٧<٦,<٣-<,٠٠ <,د=a، طبيعية تكعيبية شريحة دالة يوجد فإنه 

.i=0,1,2,.٠٠,٣ ،2, («)f العقد عند  الدالة تستكمل وحيدة

,A كان إذا أنه إلى هنا نشير =hأجل من n,..٠,i=0,1,2، إن حيث h#0ثابت 

 الدالة تستكمل والتي الطبيعية التكعيبية الشريحة دالة عل الحصول يمكن فإنه حقيقي،

)(Jالعقد عند ,i=0,1,2,...,n  الأقطار: ثلاثي الخطي النظام بحل2،

4 1
1 4 1

1 4 1
1 4

f -2f+
f-2f+٤

J٠-2f٠+f٠

(4.67)

 الاستكبال أسلوب لتنفيذ اللازمة الخطوات(٤,٤) الخوارزمية تتضمن

 الثابت العدد عندf)( للدالة تقريبية قيمة لحساب التكعيبية الشريجة دالة باستخدام

i ,a قيم لأحد a، و4٥ ،4٨ c. الثوابت تحسب الخوارزمية أن إلى هنا نشير
 تعديل يمكن.c الثابت العدد عل تحتوي التي[,,,%] الصغيرة بالفترة والمرتبطة

 يمكن وبالتاليi=0,1L,...,n-1 أجل من الثوابت هذه لحساب الخوارزمية هذه

 ذلك نترك مختلفة. صغيرة فترات فيf(x) للدالة مختلفة قيم لعدة تقريبية قيم حساب

 التيارين. في للمناقشة



٢٥٧  الاستكمال

 التكعيبية الشريجة دالة٠(4,٤) خوارزمية

 هذه فإنi=0,1,2,...,n أجل منy=f)( القيم لدينا كان إذا

 وذلك تعيينه، يتم ثابتc إن حيث ،f(c) تقريبية قيمة تحسب الخوارزمية

 التكعيبية. الشريحة دالة عل يعتمد الذي الاستكبال باستخدام

y),%( ، القيم ،n الموجب الصحيح العدد ،c الثابت المدخلات: =f، أجل من 

.h i=0,1,2,...,n الموجب الحقيقي والعدد

.f(c) pc c التقريبية والقيمة  الثابت العدد المخرجات:

.i=0,1,2,...,n ,y أجل من , و2 ،n ،h ،c  أدخل:١ الخطوة

 قيم عل للحصول الجاوسي الحذف باستخدام(4.67) الخطي النظام حل:٢ الخطوة

,M، من 

.i=1,2,٠٠٠n-1  أجل

¥, <c<2,  ب كانت إذا:3 الخطوة

 ضع

,y=ه, 
1 ha,=-( (,M ر+M,,2)-( مإ بر-
h ' 6
1a,= M,
2

1a,و = (A,, -M,)
6h

 احسب:٤ الخطوة

pc=4٥+٩٨(c-٢,)+a٨٥(c- "(٣ ر +a,,(c-»,)
.pc c و  اطبع:٥ الخطوة



٢٥٨ العددي التحليل

 الطبيعية التكعيبية الشريحة دالة استخدام كيفية يستعرض(٤,10) المثال

 متساوية. بينها فيا المسافات تكون غتلفة أعداد عند ما دالة لاستكمال

(٤,١0) مثال

f(x)=sinh الدالة اعتبر x02 الأعداد عندi+1,=2أجل من 

i=0,1,2,3.عند الدالة هذه تستكمل التي الطبيعية التكعيبية الشريجة دالة أوجد 

 عندما ةinh)«( تقريبية قيم أفضل لحساب استخدمها ثم المذكورة. الأعداد

.w=1.45 x=1.1 و

M وh=0.2 أن نلاحظ بداية =M,  لدينا: يكون وأنه0=

6 f;-2f+f1M,4l" : [. ثاء-إً
 الخطي: النظام عل نحصل ومنه

9.0871 M,4

]٤ [ابا.ء"
 بالشكل: النظام هذا يصبح الجاوسي الحذف طريقة وباستخدام

9.087M,14 ]٤ [ءس،:-اشا.
 عل: نحصل الخلفي وبالتعويض

.M, '[9.087 -M,]=1.6589
4 M و _919275 2.4514

2 3.75

4٨ ،4٨ ،4, المعاملات قيم عل الحصول يتم(4.63-4.60) العلاقات وباستخدام

 الطبيعية: التكعيبية الشريحة دالة لدينا يكون وبالتالي.i=0,1,2 أجل من ،a وو



٢٥٩ الاستكمال

p,(r)=1.1752+1.616(٤-1+1.3824(x-1)3,
xe[,1.2]

p,() =1.5095 +1.7819(x-1.2)+0.8295(x-1.2)%
"}::(«) اى2= -0.6604(x-1.2)3, we[2,1.4]

p,(x) =1.9043 +2.1929(٤-1.4)+1.226(x-1.4)
xe[.4,1.6]-2.0428(x-1.4)3,

 عل ]،1.4,1.6[ و]1,1.2[ الفرتين في تقعانx=1.45 و2=1٠1 أن وبا

 لدينا: يكون فإنه الترتيب،

f(1.1)= p,(1.1)=1.1752+1.61600.1)+1.382400.1)3 =1.33818
 و

f0.45) = p,0.45)=1.9043+2.192900.05)+1.22600.05)2-2.042800.05)2 =2.01675

 وتلك0.00253 هيP@.1 للتقريب المرافق للخطأ الطلقة القيمة فإن وبالتالي

.0.00248 هيp,0.45) للتقريب المرافق للخطاً

 الفاسية الشريجة دالة(2,٦,4)

 الفترة عل والمعرفةf(r) الدالة نعتبر سوف الخماسية الشريحة دالة لدراسة
.b-a . ]a,b[إن بحيث a+ih=#,أجل من h= ،i=0,1,2,...,nو nعدد 

n
 النتائج أن هنا نشير=,±.b وx=a لدينا يكون فإنه وبالتالي موجب. صحيح

 الأعداد بين المسافات تكون التي الحالة في صحيحة تكون هنا إليها نتوصل التي

 متساوية. غير ,م#,,#٠..,#,

 بالشكل: الخماسية الشريحة دالة لكتابة(٤,2) التعريف استخدام يمكن بداية
(4.68)

(p,(z=ى)( 
,(%x,)'+a,,(-x,)" +a,(-x-٤,)a,,(#-x,)2 +a,(+٦)-aة=٨+٨ 



٢٦٠ العددي التحليل

٩ و و٤4٨4٨٨ ،4٨٥ ،٩٨ ،a إن حيثi=0,1,2,...,n-1 أجل من

i=0,1,2,...,n-1أن هنا نذكر تعيينها. يتم ثوابت )(sتحقق(4.68) في والمعرفة 

.seC"[a,b]  الخاصية

 الأعداد عندf)( الدالة تستكمل التيs)«( الخاسية الشريحة دالة أن نشيت سوف

x,=b>ي٨ x>٧<٣<,٤<,٠٠٠=aالشروط تحقق عندما وحيدة تكون 

 الطبيعية:
a) = s(8)=0ى) 

 "»ى(a)= =)("»و0
(4.69)

 نضع: فإننا ذلك ولعمل
,,7o)P'(x,)=D.» م ي ي P:@,)=M,, P,Tx,)=T,, ,F=(,x)" إم

 للمعاملات صيغ نوجد ثم.i=0,1,2,...,n-1 أجل ومن ر#e[,#,,] لكل

 ب,ك، ،f, بدلالة.@68) العلاقة في والموجودة4 و, و٨,4 ،4٨ ،4٨٥ ،a، 4٨, الستة

,F, ،M, ،Mر، و ;Fإن: حيث 
p,()=f,,
p%(2,) =M,,

,Eإم")+,(= 

P,(ء )=f,
R'@)=M,

F("إم٣=)٠ 
(4.71)

 العلاقات استخدام يمكن فإنه التكعيبية الشريحة لدالة بالنسبة تم لما مشابه بشكل

 الدمن3 ي
(E,+8i)"43606 ه م±=0٠-٨١@"-٨,,+2, +رha، =f,,

14,= M,,
2

1
,,F4 =و 24

(E,, h =يه'4-,٨٨ -ر"(28+ 36
1a. =R ("+12onا 



٢٦١  الاستكمال

 التيارين. في.»72) العلاقات استنتاج للقارئ تترك.i=0,1,2,٠..,n-1 أجل من

 فإنه,,#(f) النقطة عند متصل الخاسية الشريحة لدالة الأول التفاضل أن يا الآن

 لدينا: يكون

(4.73)i=1,2,٠..,n-1A:ر (%,)=p'(%,),
 علل: نحصل(4.73 و)(4.72) وباستخدام

(4.74)

(F,+168, +7E,,)M4،٠ +4,+M,, = ,f+ (%؟-26٠ "+ ر ،-60،h-

.i=12,٠...,n-1  أجل من

 النقطة عند الخاسية الشريحة لدالة الثالث التفاضل اتصال خاصية قإن مشابه، وبشكل

(,f)#,,التالية: العلاقة يعطينا.@47 والعلاقات 
٨2

(4.7s)M,, -2M, +M,,= (٤,,+4E+E,,)  ر-6 -، ،
 عل: نحصل(4.75 و)(4.74) المعادلتين وباستخدام.i=1,2,...,n-1 أجل من

٦?1
«476M,= ,(f٠ -2f,+f,٨)+ (H,, +8E; +R,)

٠120٠h

 أجل من ر« تعويض يمكننا4.76) وباستخدام.i=1,2,٠..,n-1 أجل من

i-1,i,i+1الرئيسة: العلاقة عل للحصول.@75) أو.@74) في =ز 

F,,+26E;', +664 +26E، +E,, -! .- لإجج ى0 ر ،- h
(4.77)

 إن: حيث
8"f, =f٢,-4f,,+6f٢-4f,+f78)ة٨ 

.i=2,3,...,n-2  أجل من

 لدينا: يكون@4.68) المعادلة من الآن



٢٦٢
(4.79)

p'(x)=a, +2a,(-3,)+3a,,(¥-x,) +4a,,(#-x)3 +5a,,(x-3,)
٨p,"T2)=6a, +24a,,(#-3,)+60a,ج (x-x,) (4.80)

 عل: نحصل(4.72) العلاقات باستخدام و

 العددي التحليل

i=0,1,2,...,n-1,4 ,ر
D,=  ,3م

' ١±١,-f٠٠1+"w.+M.1-"8R +76,1.،h ،-- 6 360 ،

(4.81)

i =n

 و

4 وور

T= ،±p,-M4.,2ا"+ا R.+E,1,h 6 ٠

i=0,1,2,...,n-1

i=n
(4.82)

 التيارين. انظر

 بالشكل:.»69) الحدية الشروط كتابة يمكن(4.70) في المدرجة الرموز حسب

T=T;=0
F=F,=0

 لدينا: يكون(4.83) وباستخدام
T =6a0=ه 

6٤"0,-M,)-"(٢+2N))=0
6h 36

٥(=E +2F٨ ("-ر-!@,h " 6

 عل: نحصل(4.76) باستخدامM, قيمة عن وبالتعويض

٨.1 (4.84)M2م=ج[;- f+28+;٤ج-[]٢F+41F;]
120h

(4.83)



٢٦٣ الاستكمال

27

(1١,٤) مثال

f(r)=sinh الدالة اعتبر x02 الأعداد عندi+1أجل من =,د 

i=0,1,2,3,4.عند الدالة هذه تستكمل التي الطبيعية الخاسية الشريحة دالة أوجد 

 عندماsinh(x) ل ممكنة تقريبية قيم أفضل لحساب استخدمها ثم المذكورة. الأعداد

.٣=1.45 و=1.1

,M وh=0.2 أن نلاحظ بداية  لدينا: يكون وأنهM ج=0=

1200AI27 1 F

o27 م١,3٢-141_'(02) ة ا:اء يهج وفخ التز 93,r

 عل: حصلنا الخلفي والتعويض الجاوي الحذف طريقة وباستخدام

.F, =-16.8098 ,F و =5.2500 ،F=11.5598

 أجل من يه المعاملات قيم عل الحصول يتم(72) العلاقات وباستخدام

 الطبيعية: الخماسية الشريحة دالة لدينا يكون وبالتالي.i=0,1,2,3 =ز0,1,2,...,5

p,(2)=1.1752+1.5304(x-1)+0.7014(x-1) -0.0610(x-1)?
+0.4817(x-1), xe[1.2]

p,(3) =1.5095+1.8149(x-1.2)+0.7400(x-1.2)7 -0.1430(x-1.2)3
+0.4817(-1.2)"-0.2620(x-1.2)ق xeIl.2,1.4]

 اى=
1.4)3-٤)1.4)3 +0.0526-٤)1.4)+09501-٤)e)=1.9043+2.1473)"ما,) 

re[1.4,1.6]+0.2188(٤-1.4) -0.9190(x-1.4)9,
p,(w) =2.3756+2.5837(x-1.6)+1.2128(x-1.6)% +0.1909(x-1.6)3

-0.7000(x-1.6) +0.7004(٤-1.6)', xe[1.6,1.8]

 الترتيب، عل ]،1.4,1.6[ و]1,12[ الفترتين في تقعان=+1.45 و=±1.1 أن ويا

 لدينا: يكون فإنه



٢٦٤ العددي التحليل

f(1.1)= s(1.1)=p,(1.1)=1335198
(f0.45 و = s(1.45)=p,0.45)=2.014048.المطلقة القيمة فإن وبالتالي 

 للتقريب المرافق للخطأً وتلك0.00045 هي ،0.1) للتقريب المرافق للخطا

(s(1.45باستخدام عليها حصلنا التي الأخطاء فإن متوقع، هو كبا.0.00022 هي 

 دالة باستخدام عليها الحصول تم التي تلك من أصغر تكون الخاسية الشريحة دالة

 التكعيبية. الشريحة

 تمارين(٤,٧)
Erercises

 الرابعة. الدرجة ذات برنستين حدود كثيرة أوجد.f(x)=x" لتكن-١

 الدرجة ذات برنستين حدود كثيرة أوجد.f(x)=sinm لتكن-٢
 الخامسة.

p()  الحدود كثيرة لكتابة الاستكالية لاغراج حدود كثيرة استخدم-٣

sinh الدالة تستكمل والتي x=)ح( fاستخدمها ثم3.5 و2.5 ،2 الأعداد عند 

 لهذا أعل وحداً المضبوط الخطا احسب =ح.3 عندf)«( تقريبية تيمة لإيجاد
 الخطا.

 أجل من ،2 ر ز= المختلفة الأعداد عند معرفةf(»)=ln(+2) لتكن-٤

 الثانية الدرجة ذات الاستكالية لاغرانج حدود كثيرة استخدم =ز.0,1,2,...,5

.I  @م6.5) ل ممكن تقريب أفضل لحساب

 التالية: المعلومات اعتبر-٥
1.3 1.45 155x:1.1

f(»): 3.64 3.08 2.76 2.58



٢٦٥  الاستكمال

.f(1.2)  تقريبية قيمة لحساب المناسبة الاستكالية لاغرائج حدود كثيرة استخدم

 أوزان تتضمن والتي(٤ )ا, رقم الجدول في الموجودة المعلومات اعتبر-٦

 والتي التربيعية الحدود كثيرة لكتابة لاغرائج الحدود كثيرة استخدم الرضيع. الطفل

 الخامس. شهره عند الطفل لوزن ممكنة تقريبية قيمة أفضل تعطينا

 التالية: المعلومات اعتبر-٧
٤: 0.1 0.3 0.45 0.55 0.75 0.9

2.4601.733 2.117f(x) : 1.105 1.350 1.568
 لكتابة: الاستكيالية لاغرانج الحدود كثيرة استخدم

.f(0.4) ) ممكن تقريب أفضل تعطينا التي التربيعية الحدود كثيرة

.f00.4)  ممكن تقريب أسوأ تعطينا التي التربيعية الحدود كثيرة ب(

.h#0 h إن حيث2 h و ،0 f(x) الأعداد عند معرفة دالة  لتكن-٨

 هذه توافق والتيp)>( الاستكالية لاغرانج الحدود كثيرة كتابة يمكن أنه أثبت

 بالشكل: المذكورة الأعداد عند الدالة

p(»)=",[00)-2f(H)+ (2h)]x +"٢-3/@0)+4f(- (2hHr + f@0)2h2h
 ل تقريبية قيمة لحساب الحدود كثيرة استخدم لها. المرافق الخطاً حد اكتب ثم

. h=0.2 -f@±)=e و (f00.25 عندما وذلك

 الدالة تستكمل والتي الاستكالية لاغرانج الحدود كثيرةp)«( لتكن-٩

1+٣+٤3)(=f1 الأعداد عندh=/+)+#,أجل من i=0,1,2، إن حيث 

f() h تقريب من المتعلق الخطا تجعل التي h>0. قيمة أوجد  و حقيقي عدد8

.1٥3 بالعدد الأعل من محدودx=8 عندp)( الحدود بكثيرة



٢٦٦ العددي التحليل

 )(,م والتكعيبية )(,م التربيعية لاغرانج الحدود كثيرتي لدينا 'ا-ليكن

J()=p,(٣)(+-٤-xX-2,)(x-x,)f"(&(x))  وأن
3!

 و±<5ج(x)<x, إن حيث
1f(r)=p,()+ (x-٣)(¥-2)¥-x,)(x-x,)f"(ي (x))

4 إ
.3 <G( ٣ ,د<) إن حيث

11d
•<m(¥)<x, ((x)@"=[f((v))] إن حيث d إ٠ أن أثبت  ء-3 إ4

 بالشكل: الخطية لاغراتج الحدود كثيرة كتابة يمكن أنه أثبت-١١

p@») =f@4 ( ده)J(3).() لأر
'0'٥

 معةانعن، ذر.«ءع تبا -=بكي١٢
pG)=f@)+fT,#M-», (٤-xX٣- س)to.±ilدي[ال.t± ر

 من و#+ ين للمتغير بالنسبةr لدالة وول أسنمةً فرقmT¥,x1 إن حيث
.i=12  أجل

 منih+1=,2 الأعداد عند معرفةf(»)=ln(x+2) الدالة لتكن-١٣

 الاستكبالية الحدود كثيرة اكتب ثم القسمة، فروق جدول اكتب.i=0,1,2,3 أجل

 التي الحدود كثيرة استخدم المذكورة. الأعداد عندf)( الدالة تستكمل والتي

 التقريب لهذا المضبوط الخطاً احسب ثم ،ln3.5 ل تقريبية قيمة لحساب أوجدتها

 الخطاً. هذا أعل وحداً

 الرضيع. أوزان تتضمن والتي(٤ )ا, رقم الجدول في المعلومات اعتبر-١٤

 لوزن تقريبية قيمة لحساب لكتابة لنيوتن الاستكالية القسمة فروق صيغة استخدم

 الخامس. شهره عند الطفل



٢٧  الاستكمال

 التالية: المعلومات اعتبر-١٥
x: 0.1 0.3 0.45 0.55 0.75 0.9

2.4601.733 2.117f(v): 1.105 1.350 1.568
 التربيعية الحدود كثيرة لكتابة لنيوتن القسمة فروق صيغة استخدم(

.f00.4)  ممكن تقريب أفضل تعطينا والتي

 التربيعية الحدود كثيرة لكتابة لنيوتن القسمة فروق صيغة استخدم ب(

.f(04)  ممكن تقريب أسوأ تعطينا والتي

 التمرين بحل عليها حصلت التي تلك مع هنا عليها تحصل التي العددية النتائج قارن

 ؟. تلاحظ ماذا.f()=e أن العلم مع السابع،

 التالية: المعلومات اعتبر-١٦
x: 0.1 0.25 0.4 0.55

f(x): 1.045 1.295 1.811 2.600
p(x)  حدود كثيرة لكتابة لنيوتن الأمامية القسمة فروق صيغة استخدم أ(

 استخدمها ثم سابقاً، المذكورة الأعداد عند الدالة هذه تستكمل والتي

. f(0.15)  ل تقريبية قيمة لحساب

p()  حدود كثيرة لكتابة لنيوتن الخلفية القسمة فروق صيغة استخدم ب(

 استخدمها ثم سابقاً، المذكورة الأعداد عند الدالة هذه تستكمل والتي

.f(0.5)  تقريبية قيمة لحساب

 إن حيث المضبوطة القيم مع عليها تحصل التي العددية القيم قارن
f()=cosh3x.حالة. كل في للخطأ أعل حداً احسب ثم 



 إن بحيث ولا و م،

 العددي التحليل

 المختلفة الثلاثة الأعداد لدينا ليكن-١٧

٢٦٨

 أثبت الأعداد. هذه عند معزقة دالةf)( ولتكن ،i=0,1 أجل منh=٤ -ر٤

 يحقق: الثاني القسمة فرق أن

fTw,±,±,] [#]-2fT٤]+fT]
%2h1٥2٥ و

.i=0,1,2,3 , أجل من د =ih "f()=e الأعداد عند معزقة  -لتكن١٨

 لحساب لنيوتن الأمامية الفروق صيغة استخدم ثم الأمامية الفروق جدول اكتب

 للخطا. أعل وحداً الضبوط الخطأ احسب.f00.1) تقريبية قيمة

.i=0,1,2,3 ,x أجل من =ih 'f(»)=e الأعداد عند معرفة  -لتكن١٩

 قيمة لحساب لنيوتن الخلفية الفروق صيغة استخدم ثم الخلفية الفروق جدول اكتب

 للخطا. أعل وحداً المضبوط الخطأ احسب.e ل" تقريبية

 التالية: المعلومات إعتبر-٢٠
0.55040.25± : 0.1
2.6001.8111.295f(x): 1.045

 والتيp(x) حدود كثيرة لكتابة لنيوتن الأمامية الفروق صيغة استخدم أ(

 لحساب استخدمها ثم سابقاً، المذكورة الأعداد عند الدالة هذه تستكمل

. f(0.15)  ل تقريبية تيمة

 والتيp)( حدود كثيرة لكتابة لنيوتن الخلفية الفروق صيغة استخدم ب(

 لحساب استخدمها ثم سابقاً، المذكورة الأعداد عند الدالة هذه تستكمل

.f(0.5)  ل تقريبية قيمة

 المضبوطة: الأخطاء احسب ج(

(/f00.15)-p(0.15[ا) و f(0.15)- p00.15،ا 



٢٦٩ الاستكمال

 تلك مع هنا عليها تحصل التي العددية النتائج قارن.f()=cosh3x أن العلم مع

 ؟. تلاحظ ماذا.1٦ التمرين في عليها تحصل التي

.i=1,2 P;(»,)=f'(x,) أجل من p,@,)=f(x,) و  لدينا ليكن-٢١

p;(r) ()p تفاضلها و(4.29) المعادلة في المعرفة  هيرميت الحدود كثيرة استخدم

 اجل منA@. د@,# غنها التي افراس لاعا« الهلاة«د»4 لإلإج"

(.4.40 و)(4.39) المعادلتين صحة برهن-٢٢

 ه الثابتين قيم لإيادK'()=1 وK,(r)=0 الشرطين استخدم-٢٣

(.4.42) المعادلة في الموجودينd و

(.4.45 و)(4.44) المعادلتين استنتج-٢٤

 التالية: المعلومات اعتبر-٢٥
1.51.03

f(3): 117520 2.12928
f'(w): 1.54308 2.35241

 عندf(x) الدالة تستكمل التي الحدود كثيرة لكتابة ميرميت أسلوب استخدم

(») =sinh x f(1.2). كانت إذا  قيمة لتقريب استخدمها ثم المذكورة. الأعداد

 الخطاً. لهذا أعل حداً واحسب عليه حصلت الذي بالتقريب المضبوط الخطا فاحسب

 استخدم.4.5 و3.5 ،3 الأعداد عندf=)( الدالة اعتبر-٢٦

 عندf)«( الدالة تستكمل والتي استكالية لمدود كبرة لكتابة هيرميت أسلوب

 الخطاً واحسبf(4) تقريبية قيمة لحساب استخدمها ثم المذكورة. الأعداد

 تحصل التي النتائج قارن للخطا. أعل حداً وكذلك التقريب لهذا المرافق المضبوط



٢٧٠ العددي التحليل

 الحدود، كثيرة درجة حيث من(٤,٢) المثال في عليها الحصول تم التي تلك مع عليها

 التقريبية. القيمة ودقة الحسابي الجهد

 درجتها: حدد ثم لا، أم شريحة دوال التالية الدوا كانت إذا فيا تحقق-٢٧
x,.-إ-يق 
- 2+5,

 ء•• يإا ،
,2x+3-حد 

e[0,1]
2e[1,2]
xe[2,3]

xe[0,1]
xe[1,2]
re[2,4]

(

 ب(

xe[1,2]x3+2x,

»٩/-4٤-٩. ء+R ق ب
]6x+21, re[3,4-ر 

 ،3 المختلقة الأعداد عند والمعرفةf@e=)" الدالة لدينا ليكن-٢٨
٢-2

 الأعداد عند الدالة هذه تستكمل التي الخطية الشريحة دالة أوجد.4.5 و3.5

 و٣=3.3 عندماf)«( تقريبية قيم أفضل لحساب استخدمها ثم المذكورة.

 الذي الخطا قارن الثانية للحالة بالنسبة للحالتين. المضبوط الخطأً احسب.3=4.0

(.2,٤) المثال في عليه حصلنا الذي ذلك مع عليه تحصل

 منih+1=,2 الأعداد عند معرفةf(2)=ln(x+2) الدالة لتكن-٢٩

 تستكمل التي الحدود كثيرة لكتابة الخطية الشريحة دالة استخدم.i=0,1,2 أجل

 الخطا واحسبln3.5 ل تقريبية قيمة احسب ثم المذكورة. الأعداد عندf(x) الدالة

 في عليها تحصل التي تلك مع هنا عليها تحصل التي العددية النتائج قارن المضبوط.

.13 التمرين



٢٧١

x

 الاستكمال

1.0

 التالية: المعلومات اعتبر-٣٠
1.5
2.35241f(#): 1.54308
2.12928f'(٤): 1.17520

:f()  الدالة تستكمل التي الحدود كثيرة لكتابة الخطية الشريحة دالة استخدم

 احسب.f(1.25) ل تقريبية قيمة لحساب استخدمها ثم المذكورة، الأعداد عند

 الذي الخطا مع ذلك قارن ثم ،f(x)=coshx إن حيث التقريب لهذا المرافق

(.٤,٨) المثال في عليه حصلنا

 دالة أسلوب لتنفيذ اللازمة الخطوات تتضمن التي الخوارزمية إكتب-٣١

 فيf)( للدالة مختلفة قيم لعدة تقريبية قياً حساب من تمكننا والتي التكعيبية الشريحة

 متلفة. صغيرة فترات

 في: الموجودة المسائل لحل التكعيبية الشريحة دالة استخدم-٣٢

.٢8 التمرين أ(

.٢٩ التمرين ب(

.٣٥ التمرين جا

 المسائل بحل عليها حصلت التي تلك مع عليها تحصل التي العددية النتائج قارن

 حالة. لكل المعني التمرين في الموجودة

(.4.72) المعادلة في الموجودة العلاقات استنتج-٣٣

(.4.75 و)(4.7) المعادلات استنتج-٣٤

(.4.77) المعادلة استنتج-٣٥

(.4.82 و).@81) المعادلتين استنتج-٣٦

(.4.84) المعادلة -استنتج٣٧



٢٧٢ العددي التحليل

 في: الموجودة المسائل لحل الخاسية الشريحة دالة استخدم-٣٨

.٢8 التمرين أ(

.٢٩ التمرين ب(

.3٥ التمرين ج(

 المسائل بحل عليها حصلت التي تلك مع عليها تحصل التي العددية النتائج قارن

 حالة. لكل٣2 والتمرين المعني التمرين في الموجودة

 الحاسب تمارين

 من ر«، ز= المختلقة الأعداد عتد معرفةf(x)=ln(x+2) لتكن ح\

 لاغرانج الحدود كثيرة أسلوب لتنفيذ للحاسب برنامج اكتب =ز.0,1,2,...,5 أجل

.ln(6.5)  تقريبية قيمة لحساب

 المسألة لحل لنيوتن القسمة فروق أسلوب لتنفيذ للحاسب برنامج -اكتب٢ ح

 مع القيمة هذه قارن.1n(6.5) ل تقريبية قيمة احسب ثم ح\، التمرين في الموجودة

 ح\· التمرين في عليها حصلت التي تلك

 لحل لنيوتن الخلفية الفروق أسلوب لتنفيذ للحاسب برنامج -اكتب٣ ح

 هذه قار.In@6.5) ل تقريبية قيمة احسب ثم ح\، التمرين في الموجودة المسألة

 وح'. ح\ التمرينين في عليها حصلت التي تلك مع القيمة

 الشريجة دالة أوجد(.٤,1) رقم الجدول في الموجودة المعلومات -اعتبر٤ ح

 عمره يكون عندما الطفل لوزن تقريبية قياً لحساب استخدمها ثم المناسبة، الخطية

 أشهر. وخسة ونصف شهر



٢٧٣  الاستكمال

 الشريحة دالة أوجد(.٤,1) رقم الجدول في الموجودة المعلومات -اعتبر٩ ح

 عندما الطفل لوزن تقريبية قيأً لحساب استخدمها ثم المناسبة، الطبيعية التكعيبية

 هنا عليها تحصل التي العددية النتائج قارن أشهر. وخسة ونصف شهر عمره يكون

 تلاحظ؟. ماذا.1 ح التمرين في عليها حصلت التي تلك مع

 لحساب(٤,٦) البند في ناقشناها التي الخاسية الشريحة دالة -استخدم٦ ح

 بالقيمة ذلك قارن ثم ح\. التمرين في الموجودة للمسألةI (م6.5) ل تقريبية قيمة

 تلاحظ؟. ماذا.1 وح ح\ التمرينين في عليها حصلت التي التقريبية


