
 ولنعتل«قاج

 العددي والتكامل التفاضل
Numerical Diferentiation and lntegration

 من الكثير أن كي] التحليل، في الأساسية المواضيع من والتكامل التفاضل أن المعلوم من

 أو معينة دالة تفاضل إيجاد تتطلب التطبيقية المجالات في تنشأ التي الرياضية المسائل

 إن حيث ]ً،e'a المحدود التكامل فمثلاً، محدودة. غير أو محدودة فترة عل تكاملها

 سرعة قضيب، علل الحرارة توزيع الإحصاء، مسائل في كثيرا يظهر محدودة، >ح0

 لا فإننا أصلية دالة ه ليس أنه وبا التطبيقات. من وغيرها لزج سائل تدفق

 الحسبان، مقررات في دراستها يتم ما عادة والتي المعروفة، الطرائق استخدام نستطيع

 التكامل فترة عل متصلة" التكامل دالة أن هنا لاحظ إليه. المشار التكامل لإيجاد

 ثلجا الحالات هذه مثل في أنه إلى نشير موجوداً. يكون المحدود التكامل فإن وبالتالي

 التكامل. لهذا المطلوبة بالدقة تقريبية قيمة لإيجاد العددية الطرائق إلى

 قد أخرى، ناحية ومن معينة. لدالة المضبوط التفاضل إيجاد مبدئياً، يمكن

 لهذا تقريبية قيم استخدام إن بحيث معقداً معينة لدالة التفاضل دالة شكل يكون

 من الكثير في أنه كي] له، المضبوطة القيم حساب من فاعلية أكثر يكون التفاضل
 غسة وزنه جسم لدينا ليكن فمثلاً، فقط. مجدولة بقيم معرفة الدالة تكون التطبيقات

 تم وأنه الأرض سطح فوق متر وأربعيانة ألفين ارتفاع من إلقاءه تم كيلوجرامات

٢٧٥



٢٧٦ العددي التحليل

 ,ه(،1 رقم الجدول في موضح هو كل غتلفة أوقات في الأرض عن بعده تسجيل

 الثانية عند وليكن معين، وقت عند الجسم هذا سقوط سرعة إيجاد نريد أننا ولنفترض

 للسقوط. الرابعة

 مختلفة. أوقات في الأرض عن الساقط الجسم يمد ,ه(.1) رقم الجدول

5 4 3 ٥12 )بالثانية(: الوقت

240022501950185317381624 )بالمتر(: المسافة

 لعدم وذلك العددي التفاضل باستخدام يتم المسألة هذه حل أن إلى هنا نشير

 الأرض. سطح عن الجسم بعد تحدد التي الدالة لشكل معرفتنا

 الأول التفاضل لحساب العددية الطرائق بعض الفصل هذا في ندرس سوف

 هذه استنتاج يعتمد المحدود. التكامل لتقريب الآخر والبعض ما، لدالة والثاني

 الرابع. الفصل في درسناه الذي الاستكمال مبدأ عل الطرائق

 الأول للتفاضل عددية ,ه(صيغ1)
Numerieal Metlods for the Rirst Derfvative

 الأعداد عل تحتوي مفتوحة فترة1 إن حيث ،eC)" لدينا ليكن

 تكون بينها فيا المسافات إن بحيثn+1 عددها والتي,+5",00,3, المختلفة

 الأعداد هذه وأنi=0,1,2,...,n-1 أجل منh=٤ -ب٣, ولتكن متساوية
••,X -2, : i=0,1,2,...,n كالتالي معرفة =ih.h+ أجل من ،2,=٦  و إن"" حيث

J2 ء>

 ذاتp)( الاستكبالية لاغرانج الحدود كثيرة يوجد(4,2) النظرية حسب فإنه إذن

 وأن: المذكورة، الأعداد عندf)( الدالة تستكمل والتي الأكثر علm الدرجة

r@-FL,«r@, («-r"«oFle م',ا G»
i0٣-١٤0ز= 



٢٧٧  العددي والتكامل التفاضل

.I ()m للفترة تنتمي (r) و»4.8) المعادلة في المعرفة القسمة حاصل هي ربا  إن حيث

 عل: نحصل(5.1 المعادلة طرفي بتفاضل الآن

re-٤:rG,,امةرر "«oL-« «»
 قيم أجل منf)(' تقريب يعطينا(52) للمعادلة الأيمن الطرف في الأول الحد

 نلاحظ التقريب. بهذا المتعلق المقطوع الخطاً فهو الثاني الحد أما ،x للمتغير عشوائية

 عن معلومات لدينا ليس إنه حيث الصيغة هذه استخدام في صعوبة توجد أنه هنا
d٠٠· ((x«"))لا أننا يعني وهذا (،52) في الموجود الخطا حد في والمتضمن 
d'٤٠٦٠

 ،3=٦ يكون عندما أخرى، ناحية من المقطوع. الخطا تقدير نستطيع

n,..٠,k=0,1,2المقدار معامل فإن ((GGr"للصفر، مساوياً يكون »م - dr
 بالشكل: تصبح(2) المعادلة فإن وبالتالي

r@-٤:@»«)16""4راج .Fj6-٤» «»
,k=0,12 أجل من ...,nلحساب+(1) النقاط صيغة(5.3) المعادلة تسمى 

 هي· التفاضل لهذا التقريبية القيمة.2 عند ي للدالة الأول التفاضل

G٨f@,-8.G@»=2@Jr@,)

 )أيn الصحيح العدد بازدياد(5.4) التقريبي التفاضل دقة تزداد الواقع في

 حسابها. يجب التي الدوال عدد في ازدياد ذلك عل ويترتب الاستكمال(، نقاط عدد

 الاستكمال نقاط عدد من يجد مماn قيمة بازدياد الخطاً في نمو يترتب قد بالمقابل،

 واسع، نطاق عل المستخدمة هيns7 عملياً المستخدمة.



٢٧٨ العددي التحليل

 النقطتين ,ه(صيغ1,1)

(5.3) المعادلة وتصبحx+h=2 وr العددين لدينا يكونn=1 عندما

 بالشكل:

f@+,)=4@aJf) +4@fGs)+;@،Il«,-s) (5
 #فو#

=L{(x)-=(#)± ، ء1 k=0,1. أن با =h، أجل من ٤-٤ و

 عل، نحصل ،+4 ويوضع
h1 Gs٥f'@)= (,٤l-,f6@h-4+) ك]ر

 كانت إذا الأمامية النقطتين صيغة(5.6) المعادلة تسمى+. و د بين تقع7 إن حيث

h>0كانت إذا والخلفية h<0الثابت أس لأن وذلك أولى تقاربية رتبة ذات وهي 
O(h) h الرمز يستخدم عادة أنه إلى هنا نشير الواحد. هو الخطأً حد في الموجود

 الرمز عام، بشكل الأولى. هي العددي التفاضل لصيغة التقارب رتبة أن عل للدلالة

،m O(h") تكون العددية للصيغة )الدقة( التقارب رتبة أن عل للدلالة يستخدم

<m إن حيث  موجب. صحيح عدد1

 وبالتالي الخطأ حد قيمة تقلh قيمة صغرت كلل أنه5.6) المعادلة من يتضح

 ذلك. يوضح التالي المثالf(r أفضل) تقريب عل نحصل
 ,ه(1) مثال

 وذلكf'0) ل تقريبية قيم حساب نريد ،f(x)=sinx الدالة اعتبر

.h  ل غتلفة وقيم(5.6) الصيغة باستخدام

 لدينا: يكونh=0.1 عندما



٢٧٩  العددي والتكامل التفاضل

f'0) =D,,(f0))="[sin0+0.1)-sin@)]=0.497360.1
(f'()=cos0 أن ويا  هو التقريب لهذا المرافق المضبوط الخطأً فإن0.54030=

f'()-D,(f())H-0.04294.عندما أخرى، ناحية من ا h=0.2لدينا: يكون 

f'0)=D,,Lf()]= "[ein(+0.2)-si0.452840م(]= 
0.2•

 المرافق الخطا ضعف وهو ا،f'()-D,(f0))/=0.08746 المرافق والخطأ

 الحالة في تلك ضعف هي الثانية الحالة في الخطا قيمة أن وبا.C,2))@ للتقريب

 مع يتوافق وهذا الأولى هي للطريقة التقاربية الرتبة أن عل يدل هذا فإن الأولى

 لدينا: يكونh=-0.2 وh=-.1 عندما وأخيراً، التحليل. الاستنتاج

f'() =D,,LfO)]=" [sin@-0.1)-sin0)]=0.581440.1-م 
 و

f'0)=D,[f@)]="[sin@-02)-sin0)]=0.62058- -0.2
 اf')-D,,Cf0))H0.08027 و اf'0)-D,(0)/-0.04114 وأن

 إلى هنا نشير سابقاً. عليها حصلنا التي العددية النتائج نفس عل حصلنا فقد وبالتالي

 راجع والسالبة الموجبةh لقيم العددية النتائج بين التقريبية القيم في الاختلاف أن

 الطريقة. لرتبة وليس التدوير لأخطاء

 حداً لساب فمثلاً التقريبية، القيم من بأي المتعلق للخطأ أعل حداً حساب يمكن

 أن: نلاحظ فإنناh=0.1 فيها يكون التي للحالة للخطا أعل

r'(eاوم!"١ r'0)-D,,C0)gا 
2 1sي sL1•

={f(x) أن ويا max [ sin x}=0.89210ا maxلدينا: يكون فإنه 
lsxsl.1lsxsl.1٠٠

f'0)-nGo)[s ""(o89210) =0.044s62 ا•



٢٨٠ العددي التحليل

 يكون. أن ينبغي كبا الفعي الخطا من أكبر وهو
 النقاط الثلاث ,ه(صيغ1,2)

h الثلاثة الأعداد لدينا ويكونn=2 تكون هنا ،x+و٦=٤٨ 

 بالشكل: تصيح»5 والعادلة%«=»

r'@0-44r(+)+46Gs)+4@r@1+{-«,P](-5)

 إن: حيث ،k=0,1,2 أجل من
()'I ا و 2#,٠6  و2.

3٤ =
(#-2J(-3,)

،I() 2x ٠3 1 ا٤- ,م و3· (-3)(¥-x,)
2 =ج )د٠3)%2L,#.# ا ، ٤- (#,-±)(#,-x)

 الدالة لتفاضل تقريبية قيم لحساب عددية صيغ عدة استنتاج يمكن(5.7 المعادلة من

 كايلي:٢

 بالشكل: لتصبح(5.7) المعادلة فيw٤=٣ نضع هنا الأولى: الصيغة

f'(x)=L()f(x)+Lf()f()+L'@x)f(x)
+1 ه، ر f'(n)(x -2)( - 6(, د

 و=«x+h ،٤¥= عن وبالتعويض«. و لا بين تقعn إن حيث

x, +2h=»,في (G58لدينا: يكون 
L! 2x,-٢-h-x-2h 3h 3

 ق د٥ د٠
h)(x, -x-2h) 2R 2h-ا(٤- (oن) 

(5.8)

(5.9)



٢٨١  العددي والتكامل التفاضل

x- و .2hI(2٠3ب'م ل د ،),ذ 
(%, +h-٤٥)fx, +h-2-٤ جh)

_2h_2
-١ت-6

1hL٤%-#-2ج، -h
}==

(٠)i,٨, ة5 ,+2R-+,Xi +2h-+,-M)

..3, عل »نحصل9 العادلة في ذلك عن وبالتعويض

-h)(x-٦-2h)f()=-f(٧٥)+- f(3٨+h)- f(x,)+f@٨()-٦62hhh"
 لدينا: يكون ومنه

٦1f'(r,)= [-3f(3)+4f(٣ +h)-f(٣٨ +2h)]+ f-(n,) (5 1o)
3'2h

 لحساب الأمامية نقاط الثلاث صيغة تسمى(5.10) المعادلة فإنh>0 كان إذا

 يتضح الخلفية. نقاط الثلاث صيغة تسمى فإناh<0 كان إذا أما العددي، التفاضل

 ذات أها أي التقارب، تربيعية أنها(5.10) العددية الصيغة في الموجود الخطأ حد من

.0)%( ثانية تقاربية رتبة

 عل: نحصل(5.7) المعادلة في,+= بوضع الثانية: الصيغة

f'(٤)=L6)f(x,)+L{()f()+L'@)f@,)
1 .م(5.11)

+-f'()(-+)(-»)6

 واستخدام(5.8) المعادلات في«= وبوضع ود. و بين تقعn إن حيث

,x و,±=٣+h أن الحقيقة =x,+2hعل: نحصل 
1h2x,+2h-x,-h-w-2hL%٠

 تى -ع ع٠- ع٠

2R7x -h)@w -x-2h) 2h)-ه)( 
2x,+2h-3,-x-2h م  ,ء0
 ل ب ب ب

L() = h-x+ لا) x@ لآ +h-w-2nyR
1h2x,+2h-x٨-٤-hL!،
 .ل ب ب ب،

()- (w+2-xh@+2h-+-B) 2n 2R



٢٨٢ العددي التحليل

,x)(#-2,)=(w-٤٨-2h)=-h° أن ويا +h-x)(x, +h-)#فإن 

 الشكل: تأخذ(s.11 المعادلة
٨%1

(5.12)f'(٤ +h)= [f(٣+2h)-f(r,)]- f(٩,)
62h

 لدينا: يكونG5.12) المعادلة في +دh وباستبدال

٨%1
(5.13)f'()= [f(x,+h)-f(٢-h)]-٣0,)

62h

 المركزية الفروق صيغةG5.13) المعادلة تسمى.h+2 وh-2 بين تقعn, إن حيث

 الخطأ أن إلى هنا نشير ثانية. تقاربية رتبة ذات وهيf'(x) التقريبية القيمة لحساب
٨7

 المرافق الخطا مقدار نصف فهو وبالتالى-f(٨), هو(5.13) بالصيغة المتعلق

G13 G.1o، الصيغة استخدام من الناتج الخطا فسيكرن وعليه  الأمامية للصيغة

 مثال انظر(.5.10) الصيغة استخدام من ينتج الذي ذلك نصفf'(x), لحساب

 ,ه(.2)

٦ =3+h  عن والتعويض إ و«= بوضع أخرأً الثالثة: الصيغة

 العددية: الصيغة عل نحصل(5.8 و)(5.7) في,=,++2h و

٨٠°1f'(x,)= [f(w,-2h)-4f(٤-h)+3f@x)]+ ٣ )ي(-(5.14
32h

 التيارين. في للمناقشة الصيغة هذه استتاج .نتركx-2h و د بين تقع1 إن حيث

4(5.10) الصيغة عل نحصل(5.14) المعادلة في-h بh باستبدال أنه إلى هنا نشير

 متكافئتان. الصيغتين هاتين فإن وعليه
 ملاحظة:

 ذلك نصف هو(513) المركزية للصيغة المرافق الخطاً فإن ذكرنا أن سبق كيا

 ولكن المركزية، للصيغة الاستخدام أفضلية تكون وبالتالي(510) بالصيغة المتعلق



٢٨٣  العددي والتكامل التفاضل

 يمكن لا فإنه الفترة طرفي عل يقع عدد عند إيجاده المراد التفاضل يكون عندما

 غير عدد عند إيجاده نريد الذي التفاضل كان إذا بالمقابل المركزية. الصيغة استخدام

 الصيغة باستخدام التفاضل تقريب فقط نستطيع فإننا المعلومات جدول في موجود

 عنده. التفاضل إيجاد المراد العدد عند الدالة قيمة معرفة تتطلب لا إها حيث المركزية

 التيارين(. )انظر

 ,ه(2) مثال

 التالية: المعلومات اعتبر
x 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

f(٣) 0.26336 0.33647 0.40547 0.47000 0.53063

 بينها. ونقارنf'(0.5) لى تقريبية قيم لحساب نقاط الثلاث صيغ نستخدم سوف

 وهي: استخدامها الممكن الحالات في(5.10) الصيغة نستخدم بداية

 لدينا: يكونh=0.1 -عندما١

f'(0.5) =n,,(@0.5))="[-3f00.5)+4f(06)-f(0.7)]=0.66496
، 200.1)

 علل: نحصلh=-0.1 -وعندما٢

f'(0.5) =D,,(f(0.5)) =[3f(0.5)+4f00.4)-f(0.3)]=0.0.66435
، 2G.١)

 التالية: الحالات في(5.13) المركزية الصيغة استخدام يمكن فإنه أخرى، ناحية ومن

 علل: نحصل حيثh=0.1 ا-عتدما

f'(0.5) =D,(@0.5))="[f00.6)-f(04)]=0.666766
200.1

 لدينا: يكونh=0.2 وعندما-٢

f'(0.5) =D,(f@0.5))="[00.7ي )-f(0.3)]=0.67066• 2002)



٢٨٤ العددي التحليل

 مقارنة يمكن وبالتالىf'(0.s)=4 م0.66667 فإنInGx+1=(@f) أ وبا

 للصيغة بالنسبة إنه حيث السابقة الحالات من حالة لكل التقريبية مع الفعلية القيم

 لدينا: يكون(5.10)

f'00.5)-D,,(f00.5))H0.00171و ا H0.00232((00.5ر) f"(0.5)-Dا 

 لدينا: يكون فإنه(5.13) المركزية للصيغة بالنسبة أما

0.00099/f'00.5)-D,(f00.5))/=0.00399 -/(D,,(00.5)-( و']00.5

 الذي ذلك هو عليه حصلنا تقريب أفضل أن نلاحظ النتائج هذه ومن

 هو الخطاً مقدار وأنh=0.1 عندما(5.13) المركزية الصيغة باستخدام عليه حصلنا

 تم الذي ذلك وهو مباشرة يليه الذي بالتقريب المتعلق الخطأً مقدار نصف )تقريباً(

 من النظري. الاستنتاج يوافق وهذا ،h=0.1 عندما(5.10) الصيغة باستخدام حسابه

 باستخدام حسابه تم الذي ذلك هو عليه حصلنا تقريب أسوأ فإن أخرى، ناحية

 المرافق الخطأ حد إن حيث نظرياً يتوافق أيضاً وهذا ،h=0.2 مع(5.13) الصيغة

 أن نلاحظ أيضاً، الخطأ. مقدار زادh قيمة زادت كلل وبالتاليh عل يحتوي للصيغة

 هيh=0.2 عندما(5.13) الصيغة باستخدام المحسوب للتقريب المرافقة الخطا قيمة

 عندما الصيغة نفس باستخدام المحسوب للتقريب المرافق الخطاً قيمة أضعاف أربعة

h=0.1صحيح وهذا تربيعياً. يكون الصيغة هذه التقارب رتبة أن عل يدل وهذا 

h  قيمة مضاعفة تم إذا فإنه تربيعية الصيغة رتبة كانت إذا أنه أي عام، بشكل

 حد من يتضح أنه إلى نشير أخيراً مرات. أربع تتضاعف الخطأ قيمة فإن المستخدمة

 الفرق فإن وبالتالي الخطأ، مقدار عل تؤثر لاh إشارة أن(5.1o) للصيغة المرافق الخطأً

 الصيغة هذه استخدام عندh=-0.1 وh=0.1 للحالتين المحسوب الخطاً مقدار في

 للصيغة. المرافق الخطا لحد وليس للحسابات المرافقة التدوير أخطاء تأثر بسبب هو



٢٨٥  العددي والتكامل التفاضل

 هذا هاية في العددية الحسابات عل التدوير أخطاء تأثير مدى الله شاء إن ندرس سوف

 البند.
 عليه الحصول تم الذي بالتقريب المتعلق للخطاً أعل حداً لنحسب ختاماً

 لدينا: يكون حيثh=.1 عندما(5.10) الصيغة باستخدام

١f'(05)-D٠,C0))٢s (-. x لا و, ١r"6)١0.3sxs0.53•

 .م2
max=/) ابيهم =ا091033 أن وبا [f"(xعل: نحصل فإننا 

0.3sxs0.5 0.3sxs0. (y-+1)

0.003o3=103)٢ لا.0( و@((f'(0.5)-DCfا 

 الحالة. لهذه بالنسبة عليه حصلنا الذي الفعل الخطا مقدار من أكبر المقدار وهذا

 نقاط الخمس صيغ ,ه(٣,1)

،2=x٨+h ،2, n=4 الخمسة الأعداد لدينا يكون  تكون عندما

x +3h ،x,=x, +2h=,24 وh+بالشكل:(5.3) المعادلة وتصبح,±=٣ 

@-2:4e,1+ +-[K."/ ي
 صيغ حالة في استخدمناه للذي مماثل أسلوب وباستخدام.k=0,1,2,3,4 أجل من

 التاليتين: الصيغتين منها تذكر عددية صيغ استنتاج يمكن نقاط الجلات

f'(x,)"[(٤٨-h)-10f(18٣ +)جf( h)-6f(3,+2h)+f(x+٤ ج +3h)]
12H

(.»'/5٨-# رو.
e) إن حيث (3 -h,x, +3h3و 



٢٨٦ العددي التحليل
(5.17)

f'(x)="[f(-2h)-8f(3-h)+8f(٣+h)-f(w +2h)]12h
_h  .م

 "±مو).'@

.{O@h")} ne. رابعة تقاربية رتبة ذات صيغ وهي (w-2h,x, +2h)  إن حيث

 لاغرائج الحدود كثيرة باستخدام(5.17 و)(5.16) الصيغتين استنتاج أن إلى هنا نشير

 )(,ا، حدود كثيرات لخس نواجه إننا حيث الجهد من الكثير يتطلب

 ثالثة درجة ذات حدود كثيرات تكون وتفاضلاتها رابعة درجة ذات ز=0,1,2,3,4

 يمكن أخرى، ناحية من الجبرية. التعقيدات من الكثير إلى يحتاج معها والتعامل

 يل: كيا تايلور الحدود كثيرة باستخدام وذلك أسهل بأسلوب الصيغتين استنتاج

 الأخرى الصيغة استتتاج ونترك لأمميتها وذلك(5.17 المركزية الصيغة نستنتج سوف

,feC'[x-2h,3[ لتكن للقارئ. +2h، الدرجة ذات تايلور الحدود كثيرة بنشر 

 لدينا: يكون3 العدد حوf للدالة الرابعة
(5.18)

32
«r'6(«-)+(,٤)J()=f ا ()-r)+(-Mo)٣( +ر4- ؟

3!2l
54 (GGoم@ ):·(م٣-3") ,ر»م )د 

4 إ5٥٠ إ

h التالية: بالقيم د عن بالتعويض و ،x,-2h-٦، h+2و x +2hنحصل 

 على:

(5.19)
3 4

f(+ -2h)=f(٤)-2h'6٤)+2hr- (@ +رج(-م"-ر2" م»م
3 3

4 »م,) { د»



٢٨٧  العددي والتكامل التفاضل

(5.20)

f«٤٠-٨-f@ -r""- ر«r""+٤١ ر- 2462(@ +ر4 مر
 )@'/و>اH5 رى،

(5.21)

f(٤, +h=@)+ e)2 ""+رءر"+رم""+ر بر 6 24
. 1٥ @'/م٠) د%h روي

 و
(5.22)

f(٩,+2h=f@,)+2h'(s,)+2r@ -e)33» "+ر ,رج(-م2' م
4H°  ه,4 )ء»"

x) إن حيث الترتيب، عل +jh)م, e,7بضرب الآن -=ز.2-,1,1,2 أجل من 

 المعادلة مع الناتجتين المعادلتين وجع+8 ب6521) والمعادلة-8 ب(520) المعادلة

 الفترة عل متصلة دالة )ق»ي أن الحقيقة وباستخدام(522) المعادلة طرح و(5.19)

]x,-2h,x, +2h[عى: نحصل 

f(٣,-2h)-8f(٤٨-h)+8/(٤٨ +h)- f(+2h)=12r( ( -ر@ م6 ف
15

f'(r,) ne. بالنسبة الأخيرة المعادلة بحل و (x,-2h,x, +2h)  إن حيث

(.5.17) المركزية الصيغة لدينا يكون

 العمليات أثناء تتكون التي التدوير أخطاء تأثير بدراسة البند هذا نختتم

 الحسابية العمليات وكذلك معينة أعداد عندf الدالة قيم بحساب المتعلقة الحسابية

 الدالة. تفاضل لحساب العددية الصيغ تتطلبها التي



٢٨٨ العددي التحليل

 الحصول يتم التي العددية النتائج عل تأثير التدوير لأخطاء أن المعلوم من

 تطبيق عند الأخطاء هذه تأثير ندرس سوف هنا الآلي. الحاسب باستخدام عليها

 أن نفترض ذلك، لعمل.f )ج(' ل تقريبية قيم لحساب(5.6) العددية الصيغة

)(fو (f(x, +hللدالة المحسوبة القيم هي fالأعداد عند xو h++عل 

 هي: لها المرافقة التدوير أخطاء إن بحيث الترتيب،
f()-f(x)=e()

f(٣, +h)-f(x +h)=e( ٤ ج +h)

 ب: معرفة العددي( )التفاضلD,(f(x)) المحسوبة القيمة أن لنفتض أيضاً

 بم[ ي يم

G523)D,Cf(x))= [f(+h)-f(٣٥)]h
 لدينا: يكون فإنه ذلك عل بناء

 م، ب٠م1٠
f'(x)-D,Cf())=f'(x,)-- [f(w +h)-e(w +h)-f(٤)+e()]h •

 على: نحصل ومنه
(5.24)

-f'(#)-D,((x))=f'(x) .م=٠م.11 [f(3+h)-f(x٨)]+ [e(3 +h)-e(x)
h h

h 2[()e(+h)-e]-+(٩)"f-=, ء1 h

e(x) وe(x) التدوير أخطاء كانت وإذا +hوليكن ما بعدد محدودة 

e(x</) ة أن )أي >ة0 +h\و (/>&e(x،)/ و ,f@)kMا maxفإنه 

 لدينا: يكون
= h 28 (M,+ 2 اf('٣٨-)D,((w))K -ك525) h



٢٨٩  العددي والتكامل التفاضل

 مقدار إلىh قيمة تتناقص عندما يتناقص الخطأ أن(5.25) العلاقة من يتضح

 ل ممكن تقريب أفضل تعطينا التي وهي ،h المثل بالقيمة المقدار هذا يسمى معين،
28 )(fمقدار يقل عندما أخرى، ناحية من• الكسر عل تعتمد و hالقيمة عن }-

.25.  ء ء٣ و{•٠٠٠٠" الصفر إلى تؤولh عندما إنه حيث الكسر وجود بسبب يتزايد الخطاً فإن المثل

•٠٠" ٠' ه٢ء{ المستخدم بالحاسب مرتبط ة العدد أن إلى هنا نشير اللانهاية. إلى توول ؟ نان

 التالي: المثال في يتضح كيا الحسابية للعمليات

 ,ه(٣) مثال

 إن حيثf'(2) ل عددية قيمة لحساب(5.6) الصيغة استخدام اعتبر

)»(="fالمثل القيمة أوجد.].9,2.1[ الفترة عل hتقريب أفضل لحساب 

 عشرية أرقام أربعة عل ترتكز حسابية عمليات باستخدام وذلكf'@2) ل عكن

.(6=5x10°  أن )أي معنوية

- لدينا: يكون وبالتالى =)@ء ,ير",46 الدالة لنعرف بداية ٠h2-= ٠-

 مر!2 م
< ة

2 ° ٨

٨٦ لى45 w,  ج=

= h%M,-45=0

 على: نحصل ومنه

٨-1%M,
 م-2٠٢

 فيكون5x10=8' د,P ا,لإيH@(1 ا,لإوي,= تتج =ا02915877 أن ويا

 لدينا:



 العدي التحليل٢٩٠

#=0.0261897

.1('2) ل مكن تقريب أفضل تعطينا التي اثل القيمة وي
 ملاحظة:

 هذه مثل وفي اثل# قيمة استخدام الصعب من يكون قد أنه هنا ثذكر

 الأصغر القيمة إن حيث الأصغر وليست مباشرة الأكبر٨ قيمة نستخدم احالات

 انظر الأكبر. القيمة استخدام من الناتج بذلك مقارنة كيراً يكون الخطا مقدار تجعل

.M  المثل القيمة طرفي عل انطأ نمو يوضع اللي(5 وقم)ا, الشكل

٧:-،١١4

.H  الثى التيمة طرلي هل اشلا تمر(.1,6) رقم الشكل



٢٩١  العددي والتكامل التفاضل

 العليا للتفاضلات عددية صيغ ,ه(2)
Numerieal Methods for Digher Derivatives

 الثاني، للتفاضلات تقريبية قيم لحساب العددية الصيغ بعض سندرس هنا
 تايلور الحدود كثيرة نستخدم سوف=.2 عندf)( للدالة والرابع الثالث

 كثيرة يستخدم أن يمكن حيث للقارئ الباقي ونترك الصيغ هذه بعض لاستنتاج
 التيارين(. )انظر لاستنتاجها لاغرانج أو تايلور الحدود

 إن حيث ،feC(D) لتكن.f )ج( لحساب عددية صيغة نستنتج بداية

lالأعداد عل تحتوي مفتوحة فترة x,-h، #و h#+إن حيث h#0.بنشر 
: f( ٤) للذالة الثالثة الدرجة ذات تايلور الحدود كثيرة

(5.26)
32f@»)-f()+@-»)'@ر4-#ء+ )'r'@ء±-ار(م -e)

2!3 إ
4

((Cم«%@ )-±'(م 
4 إ

 لدينا، يكرن ةى لعادلة ي=+s- يب
432

r(٤-٨-٨G٠١iw ١ د»"ي+١»١r »'؟-١ ؟
 عل: مد»نحصل في=#x٠+ بوضع و مد، و -د بين تقع يزان."

f(٤ +=f(٠١+@eرر"+ر +"r-رب +"r«@,)
2 إ3 إ4١

.2+h ,n و و د بين تقع  إن حيث
 عل: نحصل(528 و)(527 المعادلتين بجمع

f(٣-h)+f(٣+h)=2f()+hr()+"[م «"@M,)+r""@)]-24

 لدينا: يكونf(x) بالنسبة الأخيرة المعادلة وبحل



٢٩٢ العددي التحليل

f'()=,اإ٤@ -h-2f«٤١+f(8 «@"٠١-٢»""٠U+١- ؟"
,x[ الفترة عل متصلة دالةf""(v) أن يا الآن -h,2, +h[النظرية حسب فإنه 

h,2) الفترة فيn عدد يوجد الوسيطية +h-)#إن: بحيث 

٨°1f(x)= [f(٣-h)-2(r)+f(٣, +h)]- f«@) (529)
12h

 هو: العددي التفاضل إن حيث ،f(x) لحساب المركزية الصيغة وهي

f(+,)=D:C(x))=,'%L@٤-h)-2f(٢)+f(+h)]
h

h%
 ذات(5.29) المركزية الصيغة تكون وبالتالى -،]٣)(" هو له المرافق والخطأ

 المينة. هذ، استخدام يستعرر التاي الثان ثانية. تقاربية رتبة

 ,ه(٤) مثال

 التقريبية القيم توجد أن نريد (،٥,2) المثال في الموجودة المعلومات اعتبر

(5.29) الصيغة استخدام يمكن الواقع في(.529) باستخدام وذلكf(0.5) ل الممكنة

 التقريبية: القيم عل نحصل حيثh=0.2 وh=0.1 تكون عندما

f(0.5) =D,((x))= ",[004)-2f(0.5)+00.6)]=-0.44544
(0.1)

 و

f(0.5) =D3,Cf(x,))= "[00.3)-2f(0.5)+f(0.7)]=-0.44844(02)،
 لها: المرافقة والأخطاء

.١f00.5)-D,G00.5))H0.004او f(0.5)-D5,(00.5))H0.001

. (oo102.0=0.004) كلإا العالاتة يحققان الخطأين أن نلاحظ _o1 )او0.0 - ٠(2)
 مع يتوافق ما وهو ثانية، تقاربية رتبة ذات المستخدمة الطريقة أن عل تدل التي وهي



٢٩٣  العددي والتكامل التفاضل

 حساب يمكن أنه إلى هنا نشير(.٥,2) المثال بعد المكتوب التعليق أيضاً راجع الواقع.

 ,ه(.3 و)(٥,1) المثالين في كيا للتقريبيين للخطا أعل حداً

 التفاضل لتقريب عليا تقاربية رتب ذات عددية صيغ يوجد أنه هنا نذكر

 يتضمن )ا,ه( رقم الجدول تايلور. متسلسلة باستخدام استنتاجها يمكن والتي الثاني

 التيارين. في استنتاجها للقارئ ونترك الصيغ، هذه بعض

 عندماf(x) للدالة الثالث التفاضل لحساب عددية صيغة الأن لنستنتج

x=xأن لنفترض ذلك لعمل ثابت. عدد )(feCوأن Iمفتوحة فترة 

h المختلفة الأعداد تتضمن ،x-2h-3، 3و h+3، ة0 إن حيث h.بنشر 

 نحصل3= العدد عندf(x) للدالة الثالثة الدرجة ذات تايلور الحدود كثيرة

،x+h h- و=٤٨ ،w٨-2h  عن المعادلة هذه في وبالتعويض (،5.26) المعادلة

 م· نg يجا
432J(-2h=٤١)٢-2@ (,@» "+ر رم ه +رس-م 'ا@± م

2 إ3!4 إ-
(5.31)

432

r(٤-8-G٤٠١-'w١ »'؟"-١-r« (٤١ د»"+
 و

(5.32)

1(٤٠+8=f(٤٠١+٨eeر +"r@رص +"r- (,@ ""+ر م
3/2 إ4 إ

#-h h و٣ بين تقع7 ،٤-,2 ,n و± بين تقع  إن حيث الترتيب، عل

 المعادلة ا-مع ب مضروبة(5.30) المعادلة بجمع.٣+h و« بين تقع7 وب

 لدينا: يكون(5.32) المعادلة إلى الناتج وإضافة3 مضروبة(5.31)



٢٩٤ العددي التحليل

-f(3-2h)+3f(3 -h)+f(3٨ +h)
4

=3f(+)+hr(0""1/«")(+3""@,(+16ر٣+"[- ,)]24 - -

 عى: نحصلf(x), بالنسبة المعادلة هذه ويحل

f"(w)= [f(+h)+(٣)3f-(h-٤)3f+(2h-٣)f-] ,إ
h

,(r«"0""@(+3٣/«@,(+16م')- --٠24

,x[ الفترة عل متصلة دالةf4)(" أن يا و -2h,3, +h[النظرية حسب فإنه 

 إن: بحيث-(2,٤٠+٨ القز: في عدد« يوجد بلية

f"(+)= ٣)h)+3f (/-]إ٤-2 -h)-3f(٣)+f(٤ +h)]+٣«@)2•h

 الواضح من.h<0 كانت إذا وخلفية ،h>0 كانت إذا أمامية الصيغة هذه تسمى

 هنا نشير.h@0) أن أي الواحد، هي(5.34) العددية للصيغة )الدقة( التقارب رتبة أ

 بالرمز: المدوي للتفاضل إإأاسرمز

f-(w) =D;C(x))=-[-f(٤٨-2h)+3f(٣-٨)-3f(٤)+ J(٣ +h)]
h

 لتقريب أفضل دقة ذات عددية صيغ استنتاج مشابه وبأسلوب يمكن

(w،ي) لتقريب الأخرى الصيغة أن لاحظ والتيارين. ,ه(1) رقم الجدول راجع 

(f(wنظرية استخدام يمكن أيضاً مركزية. صيغة هي الجدول في والموجودة 

=x («@f عندما  للدالة الرابع التفاضل لتقريب عددية صيغة لاستنتاج تايلور

 والتيارين. ,ه(1 رقم) الجدول انظر ثابت. عدد

(5.33)



٢٩٥  العددي والتكامل التفاضل

 التفاضلات لتقريب العددية الصيغ بعض عل يحتوي(٥,٣) رقم الجدول

 من المزيد عل للاطلاع=.٣ عندf(e) للدالة والرابعة الثالثة الثانية، الأولى،

.Cola  ا كتاب إلى الرجوع للقارئ يمكن الصيغ

 التفاضلات. لحساب العددية الصيغ بعض ,ه(،٣ رقم) الجدول

f@١ @ما%-٤+٨-«e»١-6.)
- 2

f'(x)= "[-3f(٣)+4f(+h)-f(٣ +2h)]+"٣@,)2h 3

 ي6 و-,U(٠+٨-r-٨ -ي-١.6
f(x)="[(-2h)-8f(٤-h)+8f(٤+h)-f(٤-2h]

12h
'h_ ر4 5 ).@'ك ر.

2

(+,)= 'L٢(٤٠-٨-2f(٤٠)+f@+h)]-"م @@)h 12
f"(z)= ",[-f(٤-2h+16f(٣,-h)-30/(w)+16f(٤, +8)-f(٩ +2h)]

12h
h'  »"/مة٠٢(٨ ر

f-( ٤٥)3f+(2h-٤)f-]٤=) إ -h)-3f(٣)+ f(w +h)]+"٣«@)
٨' ?

r-(w)=%",٢-f(٩-2h+2f(-h)-2/(٣ +h)+(٤ +2h)]- "٣«@)2h 4

(]2h+٨)h)+f+٣)4f(-٤)h)+6f,-٤)x) =[(w -2h)-4fي"") 
H

2-"r««



٢٩٦ العددي التحليل

 ,ه(٥) مثال

 استخدام نريد].0.8,1.1[ الفترة عل معرفةf()=sinhx الدالة لتكن

 بداية.h=0.1 بوضع وذلكf ل)( تقريبية قيمة لحساب(5.34) العددية الصيغة

r,+h=1٠1 x,-h=0.9 و ،x-2h=0.8 x=1 لدينا يكون فإنه  أن يا

 عل: نحصل(5.35) الصيغة في ذلك عن وبالتعويض

f() =D},(f@))=م' [-siمh0.8+3siمh 0.9-3siمh1+siمh 1.1]=1.488084
(0.1)،

 هو )المضبوط( الخطأ فإنf()=cosh1=1.543081 أن يا أنه إلى هنا نشير

f0)-D3,Cf@)) /=  الأخرى للصيغ بالنسبة الحال هو كا أيضاً ا.0.05499

 عل حصلنا حيث التقريب بهذا المتعلق للخطأ أعل حداً حساب يمكن

./٣-@)-D3,(f0))K0.06678ك 

 التفاضل لحساب ريشاردسون استيفاء ,ه(٣)
Riechardson Ertrapolation

 تقريبية قيم لحساب العددية الصيغ بعض السابقة البنود في استعرضنا

 القيم دقة نحسن سوف البند هذا في.3 العدد عندf)( الدالة لتفاضلات

 حساب يتضمن والذي ريشاردسون أسلوب باستخدام التفاضلات لهذه المحسوبة

 تكون تقريبية قيمة عل للحصول القيم هذه ندمج ثم للتفاضل، تقريبية قيم عدة

 حسابه. المراد التفاضل لتقريب أفضل

 بالشكل: كتابتها يمكن والتي(5.6) العددية الصيغة لنعتبر

٤١«r+%٢G٤-«٩٠١@f{(5.36) -+»ا

 بالرمز: العددي للتفاضل لنرمز.3 وh+3 بين تقع ة إن حيث



٢٩٧  العددي والتكامل التفاضل

D@)= [f(w, +h-f()]=f'(x,)
h

 بالشكل:Gs.3o المعادلة كتابة يمكن بالتالي إ=«.f66 و) )@ي=ه ولنضع
(5.37)D(h) =w+h
 استخدامها ثم ومنD@h), وD(h) تقريبيتين قيمتين حساب هي الرئيسة الفكرة

 لدينا: يكون بأنه نلاحظ بداية.f'(x) أفضل تقريبية قيمة عل للحصول« لحذف

D@h,)=٧+h٦D(h,) =u+h, ٧ و

 عل: نحصل المعادلتين هاتين بين« ويحذف

hD@h)-hD@h,)
a5,38)ي=---= )

h, -h
h وبوضع =hو h, =sh، إن حيث sأو للصفر مساوياً يكون لا حقيقي عدد 

 الشكل: المعادلة تأخذ الواحد،
sD(@h)-D(sh)

(5.39)1=

 يكل. الدمادةالاي:شمع إن {-ه كان ما
w =2D(0.5h)-D(h) (5.40)

 وD(h) التقريبيين منf'(x) أفضل تقريب وهو" التقريب تمثل المعادلة هذه

(D(0.5h.بالرمز التقريب لهذا لنرمز (D,(h.عام بشكل تكون لا« أن با =ة 

 للتفاضل المضبوطة القيمة يعطينا لاw=D(h) التقريب فإن ،h عن مستقلة

(f'(x.الأسلوب. هذا استخدام كيفية(٥,٦) المثال يستعرض 

 ,ه(٦) مثال

 للدالةf(0.5) لل تقريبية قيم لحساب ريشاردسون أسلوب استخدام اعتبر

،h=0.2,0.1,0.05, 0.025 (D@h، أجل من f()=sinhx. نحسب سوف

,D) حساب يتم ثم ومن (hإن حيث h=0.2,0.1,0.05.لدينا: يكون بداية 



٢٩٨ العددي التحليل

D@0.2)="[f(0.7-f(0.5)] [siمh0.7-siمh0.5]=1.18744
0.2 0.2

 و

DG0.1)= "[f006)-f00.5)]=-"[0.1لمنو -siمh0.5]=1.15558
0.10.1

 لدينا: يكون وبالتالي

D(0.2)=2D00.1)-D00.2)=1.123726
 القيم دقة أن يتضح حيث(٥,٣) رقم الجدول في موجودة المثال لهذا العددية النتائج

 تدريجياً. تتحسن التقريبية

h x sinhx
 ,ه(.٦) للمثال العددية النتائج ,ه(.3) رقم الجدول

D@h) D(h) /f'(w)-D,@h)/

0.5 0.52109

0.2

0.1

0.7

0.6

0.75858 1.18744 1.12373

0.63665 1.15558 1.12667

0.00390

0.00096

0.05 0.55

0.025 0.525

0.57815

0.54945

1.14113 1.12739

1.13426

0.00002

 عددية صيغ لاستنتاج ريشاردسون استيفاء استخدام يمكن أنه إلى هنا نشير

 تايلور: متسلسلة مفكوك لنعتبر فمثلاً، التفاضل. لحساب عليا تقاربية رتب ذات

J@+h-( rG"+٤ ر@+)  "+ر٣٤ ر
32١ إ

(5.41)



٢٩٩  العددي والتكامل التفاضل

 يكونf'(x) بالنسبة المعادلة هذه وبحل٠« وh+2 بين تقع ر& إن حيث
 لدينا:

٨h1r'@٤)=Uل٠) +h-@٠-«٦f'«)+ج f"66١ G4
2h نستبدل فإننا العقدة، لنقطة مناسبة غير" أن ويا hلنحصل(5.42) المعادلة في 

 عل:

4h1 (5.43)f'(x,)= [f(x,+h)-J(٣)]-h(٤)(,٤+)٢62h
(5.43 و)(5.42) المعادلتين بينf)( وبحذف+. و +د2h بين تقع ر؟ إن حيث
 لدينا: يكون
(5.44)

f'(+)-٢-3f(٤٠١+4f(٤٠+h-f(٩+2)٦(5-)٢(-٤-),٢2ر٢+" 
32h

x[ الفترة عل متصلة دالةf(w) كانت وإذا +2h[#,القيمة نظرية حسب فإنه 

 إن: بحيث(2h+,#3) الفترة في6 عدد يوجد المتوسطة
٨?.1

f'@r)= [-3f(٤)+4f(٣ +h)-f(٣٨ +2h)]+f(5) (5.4532h
 كثيرة باستخدام استنتاجها تم والتي(5.10) نقاط الثلاث صيغة هي المعادلة هذه

 ,ه(.1 البند) في لاغرائج الحدود

 العددي التكامل ,ه(٤)
Numerical Lntegretion

 المختلفة الأعداد عل تحتوي]a,b[ الفترة إن حيثa,b]""feC[ لتكن

 أجل من=,±a+ih إن بحيث ،n+1 عددها والتي ,#,لا3,٠٠٠,
8-a ٠٠٠ ٣,...,b ،x=a،h= ،i=0,1,2و±,= n7 إذن، موجب. صحيح عدد•



٣٠٠ العددي التحليل

 الأكثر علn الدرجة منp)( وحيدة حدود كثيرة توجد(٤,1) النظرية حسب

 إن: بحيثe)( لها المرافق والخطأ

f()=p()+e(2)

"-»eaFle««»2 »/ر,'ى-
 ة إلىa من(5.46 المعادلة طرفي بتكامل(.a,b) الفترة في تقعm إن)( حيث

 المعادلة: عل نحصل

j«»jje-،w[-ج,».الألأ'،, 
 بالشكل: كتابتها يمكن والتي

[y4أوج "«aeFl-« «»
 صيغة فإن ذلك عل بناء =ز.٠٠,n,0,12 أجل منa ر]=L (رhr إن حيث

[»-Fr«)
a  بز

 هي: العددي التكامل

(5.48)

 هو: لها المرافق والخطأً

r-إ,م'ج r""«Ej-»»
 صيغتي لندرس العددي التكامل لحساب(5.47) العامة الصيغة مناقشة قبل

 فيn=2 وn=l بوضع عليها الحصول يتم واللتين وسمبسون المنحرف شبه

 الترتيب. عل (،5.47) المعادلة

(5.49)



٣٠١  العددي والتكامل التفاضل

 المنحرف شبه ا-صيغة

r =b ،x,=a n=1 إن حيث «، و العددين لدينا يكون  عندما

 الشكل: تأخذ(5.47) المعادلة فإن بالتالي.h=٤-٤ و

fro-2««»+%] /w[]-« «s
 هو: العددي التكامل إن حيث

T()=af(3)+af()

f w@ -أارم+-ب م"
4-2,3-3

22 (/;nرء@ص (م')لا+)- ±'(_م)- 
-'as-٤' "" as-٩" "

( ')د- .ر,و(م )د-( ),س(م  د ل ب]
 ب'1 ٥'

(5.51)2(x-٤)2(٤-٣)
H )(]f()+ f5 ا=

F0=}أ r'@e-x»¥-rh : 2 له الرائق والخطا
 حسب فإنه]x[, الفترة عل تتغير لا(x-x ()مx-x) الدالة إشارة أ وبا

(3), الفترة في ؟ عدد يوجد(١,٦ )نظرية للتكامل المتوسطة القيمة نظرية

 إن: بحيث

sM-٤+-+»r«ej=2 ة0 م
23

=٢ ,لإر2, ل )جر!r(2+3)٣ جرد '٥-١٤٦٠232
_ 4.,
 /ه6 د

(5.52)



٣٠٢ العددي التحليل

 بالشكل:(so.5) المعادلة كتابة يمكن(5.52) و(5.51) المعادلتين باستخدام

..h ت Hي;66 ««م ة R)+1@l[«»-"أ 
 رتبة ذات أنها الواضبح من المحدود. التكامل لحساب المنحرف شبه صيغة دهي

.(0(H3))  ثالثة تقاربية

E [ة, لكلf >)ء(0 كانت إذا أنه إلى هنا نشير [a±يوضح(٩,2) رقم الشكل فإن 

 الخطية الحدود كثيرة تحت الواقع المنحرف شميه مساحة وهو(5.51) العددي التكامل

 بالتكامل مقارنته يمكن والذي}w,ftx)), و(f,3))¥( النقطتين بين الواصلة

.r» hr)ك]=IG الدالة منحى مالحت مساحة قنه والدي  التل

٦

.f(x)>0  عندما المنحرف شبه صيغة(.٩,٣) رقم الشكل



٣٠٣  العددي والتكامل التفاضل

 سمبسون -صيغة٢

 إن حيث لا، و ،±w الثلاثة الأعداد لدينا يكونn=2 عندما
b-a١٠١-٠ a=٨، h+٦=٥، bولاو= =h.(5.47) المعادلة فإن ، ذلك عل بناء 2•·

 الشكل: تأخذ

j-يهز ]rwiy-»  ك
 بالشكل: كتابته يمكن(5.54) المعادلة في الموجود العددي التكامل

5,(3)=af@3)+af@)+af@)
 -(أ3M )ة-( +ر@صf -ا3 -لا3))@ و.. ة
'(-3)(-)(-3)(-3,) 3 م#

#,f@-±-3).@ي )
'(-3),-3)

1%1 @(3M-.h@(-,تي[- M-xhsf[-»=تزو 
3 لا

(k-w-we+يمج 
 بالتتالي:(5.55) للمعادلة الأيمن الطرف في الموجودة التكاملات نحسب سوف

 لدينا: يكون الأول للتكامل بالنسبة

j٢-wلا -wHs-j٢-٤-h-٠-2
،du =a u عل نحصل فإننا =x-3  التعويض وباستخدام

h=u-h±-±2 و -جh=u-2h,-2-٠2فإنه التكامل لحدود وبالنسبة 

(5.55)



٣٠٤ العددي التحليل

w=2h. عندما x+2h= عل نحصل w=0 وعندما x= لدينا يكون2

 بالشكل: الأخير التكامل يكون وبالتالي

[-»٤-w»=[-w-2
nk31=-٦-h2+2h ( ث(5.56]

٠23

6٨-4٨3+4٨ ف2٨ د
33

 لدينا: يكون مشابه وبأسلوب
2H  و+4

[(-+)(¥-x,)dr= [v@-2ha =-'h (5.57)
 ة3

 و

5sأ=«$٨ د«- s-أ٤+-٠«٤ 
 عل: نحصلGsss المعادلة فيGsss-ss م المعادلات عن وبالتعويض

h
(5.59)S,(f)=-[f(٣)+4f(٤)+f()]

'3
 في والموجود له المرافق الخطاً لحد بالنسبة أما(.5.54) في الموجود العددي التكامل وهو

 فهو:(5.54)

E()=% a(,٣-٤٠-+)٤٨-+X٣(٤)r"6 أً G6o6

٤ =a+h (,x- عند إشارتها تتغير(٣-3-#()2()٣  الدالة أن الواضح من

 هو (كا١,٦ )نظرية التكامل في المتوسطة القيمة نظرية استخدام نستطيع لا وبالتالي

 في الموجود التكامل لحساب أخرى، ناحية من المنحرف. شبه لصيغة بالنسبة الحال

 الدالة: لنعزف(s.6o) حدا-لخطاً



٣٠٥  العددي والتكامل التفاضل

G3)=[(- e(٩-)٨ م-)
3ن

 التمارين(: )انظر أن إثبات يمكن فإنه وبالتالي
1G(»)=-(x-x,)(-x,)
4

G(x,)=0 أن الواضح من ،G(x,)=0و G(x)>0لدينا: يكون إذن.2 لكل 

r«»F]-w-]woأ 
• بالنبز»نحمل بكامد

'»w-r«@» k jء r-«Flأ 
-}jo"«e4

، "[-0Ge))] («G» ة٣ G@)=0 و ،GGw)=0  لأن وذلك
dr إ4

()n إن, حيث  الرابع(. الفصل تمارين )انظر2<2>

 القيمة نظرية حسب فإنه]x [,د, الفترة عل إشارتها تتغير لاG(e) أ با الآن

 إن: بحيث [د,] في& عدد يوجد المتوسطة

rw»}-»w--'r"«skeأ 
 لدينا: يكون أخرى مرة بالتجزيء وبالتكامل



٣٠٦ العددي التحليل

]rw»[هء --'r«as-أمه 
4-+,»٤X٤-ej«-v-}4 »"ام

 -ى ا٨٣ )ي»
-Gs6 العادلات«م من إذن 5sالعددية: الصيغة عل نحصل 

[rc» ="Lr@)+4f()+@,ر -"r«@e) s«رد 
 ه903

 المحدود. التكامل لحساب سمبسون صيغة وهي
 ملاحظة:

 للتكامل الفعلية القيمة تحسب أها(5.53) المنحرف شبه صيغة من يتضح

 سمبسون صيغة أما الأكثر. عل الأولى الدرجة من حدود كثيرة دالةf تكون عندما

 الدرجة من حدود كثيرة دالةf كانت إذا للتكامل الفعلية القيمة تحسب فإنها(5.63)

 أقل. أو الثالثة
 معين صنف من خاصتين حالتين هما سمبسون و المنحرف شبه صيغتي إن

 المغلقة كوتس نيوتن- صيغ تسمى المحدود التكامل لحساب العددية الطرائق من

 يل: كما تعريفها يمكن والتي
 ,ه(1 تعريف)

،i=0,1,2,...,n a+ih=,# أجل من  المختلفة الأعداد لدينا ليكن

=""٨، w=a، و=,+٥ nصيغة كتابة يمكن موجب. صحيح عدد 

 بالشكل: المغلقة نيوتن-كوتس



٣٠٧  العددي والتكامل التفاضل

j-¥ (5.64) د

 =ز.012....٨ أجل منa ر (ر±]=rhar إن حيث

 المغلقة. كوتس نيوتن- لصيغ المرافق الخطا تتضمن التالية النظرية

 ,ه(1 نظرية)

 المختلفة للأعداد المغلقة كوتى فيدن لصيغة ترمزG60 العادلة لتكن

a+ih=,2٠٠٠,٣ أجل من,b ،x=a،h= ،i=0,1,2,=2و nعدد 
n

 إن: بحيث(a,b) الفترة فيn عدد يوجد فإنه موجب، صحيح
(5.65)

[r@-F,re»,2م""=ر١٠٠«»@]«-- -
 در(n+1)l ة

fe[ و فردي عددn كانت إذا C"[a,b، :وأن 
(5.66)

f@»-Yم ,r@مظ-ر,ء a@أ٨ -n-٦١٠-٨
 ر(n+2!) ة

n ,feC"[a. كانت إذا  [ة و زوجي عدد

.Isaacson and Keller  كتاب في النظرية برهان عل الإطلاع يمكن

 الطريقة رتبة فإن زوجياً عدداnً كانت إذا أنه ,ه(1) النظرية من يتضح

 عدداnً كانت إذا أما.n الدرجة من تكون الحدود كثيرة أن من بالرغمn+3 تكون

 أيدينا بين التي الطريقة كانت إذا ذلك، على بناء٠٨+1 تكون الطريقة رتبة فإن فردياً

 الحسابية الدقة لتحسين أخرى أعداداً نضيف أن ونريد العقد من زوجياً عدداً تتضمن

 دقة يحسن لن واحداً عدداً إضافة لأن ذلك، لعمل عددين إضافة يجب فإنه

 الحسابات.



٣٠٨ العددي التحليل

 المغلقة: كوتس نيوتن- صيغ بعض هنا نذكر

 صيغتي لدينا يكونn=2 وn=1 عندما بأنه أشرنا، أن سبق كيا بداية،

2 صيغة لدينا فيكونn=3 عندما أما الترتيب. عل سمبسون و المنحرف شبه ••٠-٠--

 سمبسون:
(5.67)

 ]eً »ي:-١+3R١+3 "»خ«»+
 التالية: العددية المينة عل نمل=4 عدما 'جأة

[M@»4"7J@)+32f(8)+12/(v,)+32f()+7f@,]
 ه45

8hi  ري»م
945

 من الواقع، في تطبيقياً. المطلوب من أكثر يعتبر والذي سابعة تقاربية رتبة ذات وهي

 تستخدم إنها حيث استخداماً الصيغ أكثر من سمبسون صيغة تعتبر العملية الناحية

 لأن وذلك محدودة تكاملات تتضمن التي التطبيقية المسائل لحل واسع نطاق عل

 الاستخدام. وسهلة )عملياً( مرضية تكون ما عادة الحسابية دقتها

 الذكر الآنفة العددية الطرائق تطبيق يوضح عددياً مثالا بطرح الشروع قبل

 من لكل المرافق الخطأ حد لاستنتاج(٥,1) نظرية استخدام يمكن أنه إلى هنا نشير

 التيارين. في للمناقشة للقارئ ذلك نترك ولكننا وسمبسون المنحرف شبه طريقتي

 ,ه(٧) مثال

 لحساب(5.68) و(5.67) ،(5.63) (،5.53) العددية الصيغ نستخدم المثال هذا في

 بها المتعلقة الفعلية الأخطاء سنحسب يي]،ثم الحدود للتكامل تقريبية قيم



٣٠٩  العددي والتكامل التفاضل

 سمبسون. بطريقة المتعلق للخطأ أعل حداً نحسب سوف أيضاً ونقارها.

.h=٥-a=12±=و ،w,=1  أن أولا نلاحظ المنحرف شبه طريقة لاستخدام

 لدينا: يكون وبالتالي

T; = "[r@)+f02)008680ر1 =رام!م= ss6
29 162

=,2 [=«، =«،1 لدينا فيكون سمبسون لطريقة بالنسبة أما

٠--22 للتكامل: التقريبية والقيمة٨ ى4-» ور!

s,- !/4(0)+4f(0.5+f(2٥.0833569ر٢+!٨ =رام=' s
49 16693

-3..٠٠٠45،3,=2،٦=, ،٦= ،2=l 33--8٠ ه٠ لدينا فيكون سمبسون لطريقة وبالنسية

 و٨٥133 ٥-

s 30/3)ro)+3r@)+3r@)+r@)
338

0.0833439sو,±!2 و,2 -ر±م 
121 161008 9

5 ء
،±=, '٣=l  لدينا يكون فإنه(5.68) العددية للصيغة بالنسبة وأخيراً

b-a 1 7 6
،,= ,=2٠x,=٣، ==hو 

4 4 4 4

s, 20/4)pro+32r@) +12r@%) +32r@')+7r@2)
45 4 4 4

n1=00833334ssى +\م!32!+4 و+±6 م 
90 9 69 49 225 16

 للتكامل: المضبوطة القيمة وبمعرفة

2. 1 1١٣1 1
0]-٠٥ لقه٩ ةi ا{ ر =لإ+==



٣١٠ العددي التحليل

 عل: حصلنا إنه حيث المضبوطة الأخطاء حساب يمكن فإنه

،\I()-S,()H2.36x10° ،/IG3)-TG)/3.47x10°

./IG)-S,()}1.22x10" I()-S,()/=1.06x1o/ و

 الرتبة زادت كلل إنه حيث المستخدمة للصيغ المرافقة الأخطاء مع تتوافق والتي

 أفضل. تقريبية قيمة عل حصلنا للصيغة التقاربية

 طريقة باستخدام عليه حصلنا الذي بالتقريب المتعلق للخطاً أعل حداً لنحسب الآن

 لدينا: يكون إنه حيث سمبسون

١IG-S,GK- 90 .عد١21(١r""ee اوء
40120· max]f""(x) اي =إج وh=0.5 أن وبا / maعل: نحصل فإننا 

w+2)'  .+عد2[ أقد2[(243

١I0-٥,GK0.5'40 s.72xo°90 243
 يكون. أن يجب كبا الطريقة هذه باستخدام المتعلق المضبوط الخطأ من أكبر وهو

 أجل من,#=a+ih المختلفة الأعداد عندf)( الدالة استكملنا أننا سبق مما نعلم
.b-a ٠ i=0,1,2,...,rإن حيث =a ،h=٦، r,=bو rصحيح عدد 

 نيوتن- صيغ عل فحصلنا الأكثر علn الدرجة من حدود كثيرة باستخدام موجب،

x الأعداد عندf(٣) الدالة لنستكمل الآن المغلقة. كوتس +ih=#,أجل من 
٠b-a,·،3, =b-h a+h=+. يجعل وهذا =h و i=0,1,2,...,n يكون عندما

n+2
aو =بد b.#لدينا: يكون وبالتالي =ببر 

fن -[e-2) «»
 =ز.0,12,٠٠٠٠m أجل من ره إن«(,]= حيث



٣١١  العددي والتكامل التفاضل

 المفتوحة. كوتس نيوتن- صيغ(5.69) المعادلة في المعرفة العددي التكامل صيغ تسمى

 الإطلاع يمكن أخرى مرة لها. المرافقة والأخطاء الصيغ هذه تتضمن التالية النظرية

.Isaacson and Keller  كتاب في البرهان عل

 ,ه(2 نظرية)

 المختلفة للأعداد المفتوحة كوتس نيوتن- لصيغة ترمز(5.69) المعادلة لتكن
..b-a، ±,=٥+h ،h= ، إن حيث i=0,1,2,...,r ,x أجل من =a+ihn+2"

 بحيث.»8) الفترة فيn عدد يوجد فإنه موجب، صحيح عدد« د3=.4"-

٣

 »»ز »-/ه=انجf٠- لمر«
 مرn-+١٤ ز

fe[ و فردي عددn كانت إذا C"[a,6، :وأن 

 ر(n+2 إ)i مم«-»،[»م'ي-د»ي-]

.feC"[a,b] n و زوجي عدد  كانت إذا

: والمشهورة المفتوحة كوتس نيوتن- صيغ بعض يل فيا

 الوسط: نقطة صيغة عل نحصلn=0 ا-عندما

»[r«ew-@eر +"r) •3
 العددية: الصيغة لدينا يكوn=1 -عندما٢

feج.+لإ ra (5.73)



٣١٢ العددي التحليل

 بالشكل: المفتوحة كوتس نيوتن- تصبحn=2 عندما-٣

[-"e-«+";ra  ه
.5e (a,b)  إن حيث

 ,ه(٨) مثال

 الموجود للتكامل تقريبية قيم لحساب(5.73) و(5.72) الصيغتين نستخدم هنا

،»=1 ،h=  إ لدينا يكون الوسط نقطة لصيغة بالنسبة بداية ,ه(.٦ المثال) في

w=1.5، 2±=و 

 =،ط]n ا)لإ1=0081632
2 01.5+2); (٢+2)

145 -+٠٦5;٠٠-١ و-» ما بهره =ى لنمية إلإة

٥0o2١9=['(}٤+2)2+(2 ر2 قر+@ ا+,ا'لإءه
33

 المثال في كبا تقريب لكل للخطا أعل وحداً المضبوط الخطا حساب للقارى يمكن

 ,ه(.٧)

 المركبة العددي التكامل )ه,ه(صيغ
Composfte Formulas

 الحالات من الكثير في عملياً كوتس نيوتن- صيغ استخدام يكون لا قد

 الحالات هذه مثل في نضطر إننا حيث نسبياً كبيرة التكامل فترة كانت إذا خصوصاً



٣١٣  العددي والتكامل التفاضل

 ذلك عن ينتج وبالتالي عالية. درجات ذات استكالية حدود كثيرات استخدام إلى

 دقة عل سيئاً تأثراً يترك بدوره وهذا الذبذبة من عالية درجة ذات حدود كثيرات

 صغيرة فرات إلى]a,b[ الفترة نقطع فإننا المشكلة هذه عل للتغلب العددية. الحلول

 كالتالي: ومعرفة
a= r,=b>٤<٦<٦<,٠٠٠<٤ ر,

x, =a+ih, i=0,1,2,...,n, ٨24-٥ (5.75)

n
 للحصول الصغيرة الفترات من فترة كل علل استخدامها المراد الصيغة نطيق ثم ومن

 التاليتان النظريتان].a,b[ الفترة كل عل المستخدمة للصيغة مركبة صيغة عى

 الصيغ ونترك وسمبسون، المنحرف شبه لطريقتي المركبتين الصيغتين توضحان

 التارين. في لمناقشتها الأخرى للطرائق المركبة

 ,ه(٣) نظرية

 المختلفة الأعداد عل]a,b[ الفترة تحتوي بحيث ،a,b]eC[ لتكن

 كتابة يمكن فإنه موجب. صحيح عددn إن حيث(5.75) في والمعرفة٠,3,3..,3,

 التي]r,»l ,[.د,¥]....[,±,,], الصغيرة للفترات المركبة المنحرف شبه صيغة

 بك يي:يزم

f-$4د+ Fe--ي," r
.٣e (a,b)  إن حيث

 البرهان:

 فترةn إلى]a,5[ الفترة ولنقطعA"-" لنضع صغيرة
n

 التكامل خواص من إذن(.5.75) في والمعرفة,]El ,[د,].... [,,,]ء



 العددي التحليل

«jلإ-ز 

٣١٤

 لدينا: يكون المحدود

 عل: نحصلi=12,...,n [,%,,]، فترة كل عل المنحرف شبه صيغة وبتطبيق

f- ٤ ؤ/ {/w»
 الذي الحد في موجودة تكونJ),@ أن وبا,#].x[ الفترة في تقعn إن, حيث
 لدينا: يكونi=1,2,٠..,n-1 أجل من و[#,%][,,,#] الفترتين يمثل

j w ز$«.$4¥
 فإنه]a.b[ الفترة عل متصلة دالةf- أن يا.EG ),@م=) لنضع الآن

 أي]a [ة. عل وصغرى عظمى تيم ي للدالة يوجد القفوى القيم نظرية حسب

 أن:

(f"(w)< f@,)s max f"(wمنم 

 س، نمر ، الارا-انا."إن جس احد

"gi4ي 's2 161s»4y4ي «
 لدينا: يكونn عل الثلاثة الأطراف وبقسمة

«'»r@s'¥ /@1s2srج 
 يوجد المتوسطة القيمة نظرية حسب فإنه]a,b[ الفترة عل متصلة دالةf أن وبا

e) عدد (a,bإن: بحيث ز 



٣١٥  العددي والتكامل التفاضل

ro-;2  د
 لدينا: يكون وبالتالي

Ec=-، 12 ر
 عل: نحصل فإننا٨ »-ا- وياأن

n
EGy=. '(o- ه-ف٨ع .رس-(66  د]{ د(- ٢ر

1212n
 المطلوب. وهو

 ,ه(٤) نظرية

fe[ لتكن C[a,b، الفترة تحتوي بحيث ]a,b[المختلفة الأعداد عل 

m وأن(5.75) في والمعرفة,#,#٠..,#, ،n=2mفإنه موجب. صحيح عدد 

 الصغيرة للفترات المركبة سمبسون صيغة كتابة يمكن

,[±.»,±.].....[,]l[#,عددها التي ,د m:بالشكل 

f-+4 «@ +ؤ4 غ
(-ah'  د رن«م

180

(5.77)

.Ae (a,b)  إن حيث

 البرهان:

 صغيرة نترةm إلى]a.8[ الفترة ولنقطعh""= لنضع

[#.,±.].•,:l.[.,3,l[#,±,لدينا: يكون وبالتالي(.5.75) في والمعرفة 



 العددي التحليل

 ز بز-
٣١٦

 علل: نحصلi=12,...,m [,,«,و,,]، فترة كل عل سمبسون صيغة وبتطبيق

f-غ +rtه e»-مي «
 الذي الحد في موجودة تكونft) أن وبا,«].x الفترة[ في تقعn إن, حيث

 لدينا: يكون٠.٠٠m-1,i=1,2 أجل من [رد,د] و [د,.] الفترتين يمثل

j-;4بر +y@+e.-ؤه /"«
•90 فإنه]a,6[ الفترة عل متصلة دالةr"" أن يا.E ),@»م"=)@ لنضع الآن

 أي]a,b[ عل وصغرى عظمى قيمf"" للدالة يوجد القصوى القيم نظرية حسب

 أن:

s(,s@"@m )ح("" max r)منم ""ي )ح 
we[a,6] e[e.b]ع

 عل: نحصلm إلى1 من الثلاثة الأطراف مجموع بأخذ

«gي ,"«s٤ r"@s»-yr"«
 لدينا: يكونm عل الثلاثة الأطراف وبقسمة

(r"Gبوء r«)sF r«0,)sمنس 
we[a,b]' M [ ه #seIab]



٣١٧  العددي والتكامل التفاضل

fe[ أن وبا C[a,bعدد يوجد المتوسطة القيمة نظرية حسب فإنه (e (a,bر 

 إن: بحيث

r-'Fr«@.)
m  ر}

 لدينا: يكون وبالتالي

E-،ar«90 ر '
2mn عل: نحصل فإننا٨4-٥8-" واأن

E@6-e)'٨م r«ريا _(-a'م «u)
180180m

 المطلوب. وهو

 ,ه(٩) مثال

 سمبسون و المنحرف شبه لطريقتي المركبتين الصيغتين سنستعرض هنا

 سوف٠n=٩ بوضع وذلك'] ه الحدود للتكامل تقريبية قيم لحساب

 سابرأ رساس سرد نسبا
٠24-٠ ز1-(-ال)! وi=0,1,2,3,4 أجل من -=بد،ih+1 أن نلاحظ بداية

.11.x,=1 =x و ،,=0،٦=- ،x=-1  لدينا يكون وبالتالى

 عن، نحمل لركبة لنرف ب صينة الانباتخدام

r:-"Le+2r%)+r«١+r٢%))+fc
'٨.a?12. ! ٢٢ ر +=

33 2 54
=1.11667

 هو: المضبوط التكامل أن ويا



٣١٨ العددي التحليل

= ع]I @م ا+ م=3  +دز2
 يكون: المضبوط الخطا فإن

I(3)-T;()}ln3-1.11667H0.01806ا 
 هو: للخطأً الأعل والحد

١I0-T;٤ 2/2,aاع r@
-sدكl12

s) عل: نحصل فإننا ]بيومf(e={) ك]جوب{2 أن وبا (x+2د s1 -s1 دك-

١٧-T oo8333333 ر21/2) ر ء!
 ي، سأما اساباسةنصينةردارم:بعره

٩rt')+r0(+2r0+١)%٩r+١)4223 ,ى0 ر±١٢-

'٨ م2 ه2,1 ر! ٢٢}٢=
5 3236

 أعل حدا -ص'يسابS,0HIn3-1.1H0.oo139 الضبوط والخطا
 أن: نلاحظ للخطأ

١١0-S,0 180(Ge ر٤2/2)'4 راعو -srs
24٠· max )ج("=]max ا =ا,24 أن وبا [Jلدينا: يكون فإنه 

-- أكك--s ب(2-+2)

١IG)-S,١g2/2)')-001667
180

 تم التي للتكامل التقريبية القيمة أن ,ه(٩) للمثال العددية النتائج من يتضح

 عليها حصلنا التي تلك من أفضل المركبة سمبسون طريقة باستخدام عليها الحصول

 النظريتين في الواردة النتائج مع يتوافق وهذا المركبة المنحرف شبه طريقة باستخدام



٣١٩  العددي والتكامل التفاضل

 التيh قيمة لتحديد النظريتين هاتين استخدام يمكن الواقع في(.٥,٣ و)(2,٥)

 منe=5x10' تساوي أو من أقل للتكامل المحسوبة التقريبية القيمة دقة تجعل

 ونتراك المركبة. المنحرف شبه لصيغة بالنسبة ذلك يستعرض التالي المثال >ا.1 أجل

 التيارين. في لمناقشتها الأخرى والصيغ المركبة سمبسون صيغة استخدام

 ,ه(١0) مثال

 للتكامل تقريبية قيمة لحساب المركبة المنحرف شبه طريقة استخدام نريد

 بحيث المحدود للتكامل تقريبية قيمة إيجاد نريد نحن هنا.5x10 بدقة جه[

 أن: أي١I0-T;0)K ك5x10 إن

١I0-TG)٤ (-a)اجهم rGeKssxo1sدs212
 لدينا: يكون فإنهmax اf()}=2 أن ويا

lxs2'«٣

"-(2١ssxo
12

 على: نحصل ومنه

hs0.5477=h<310-',
(n=2 كان إذا أنه يعني وهذا h=0.5)للتكامل تقريبية قيمة عل نحصل فإننا 

 لدينا: يكون إذن المطلوبة. بالدقة

1-!4ro)+2r@+r)22

'٥2 ر!  ت٢
3 24

=0.7083



 العددي التحليل٣٢٠

 رومبغ تكامل(٥,٦)
Romberg EItrapolation

 قيم يحسب والذي التكامل لحساب رومبرغ طريقة البند هذا في نناقش

(5.53) المنحرف شبه صيغة كتابة يمكن بداية للتكامل. أفضل دقة ذات تقريبية

 بالشكل:

(5.78)
R, +(a@]"= ر f@]2٠

=I()+٥,h +c,٨" +cج h% +٠٠٠

a إن حي ،I08=[f(hr-8=٠.. و٨»,e,6استخدام يمكن ثوابت.٠ 

 وذلكI)( للتكامل أفضل تقريب عل للحصول ريشاردسون استيفاء أسلوب

 شبه طريقة بتطبيق الآن(.5.78) المعادلة في الدنيا الرتب ذات الخطاً حدود بحذف

 عل: نحصل" منها واحدة كل طول اللتين الفترتين عل المنحرف

(5.79)
R,"[@a+2r@+)+f@8]٠ 4 2

hhh=I(3)+e,('°+cA(') +c,('')" +٠٠٠
222

 (،5.79) و(5.78) المعادلتين بين وى الثابت نحذف فإننا أفضل تقريب عل وللحصول

 نحصل حيث(5.79) المعادلة إلى الناتج وإضافة (ب'-5.78) المعادلة بضرب وذلك

 عل:
111111R R- و ٠ -ج(),٨+c٠٠٠+(-٥(I(-)+e٠= ج 222244٠٠

 بالشكل: تصبح ؟ ب المعادلة هذه وبضرب



٣٢١  العددي والتكامل التفاضل

4'R - (ssoR, = ٨4-1٠+٤٤٨٤+e9٠٠٠+ و.؟ ٥"٥٢
 إن: حيث

-%٤ لع رر.e»-٤ !ع )ر ٠ 'و٨-٥ ،٩ -ق٨'١٠٠
 تطبق ذلك لعمل "إء. الثابت بحذف وذلك أفضل تقريب عل الحصول أيضاً يمكن

h،  عى: لنحصل, باستخدام(5.80) الصيغة

،h.h4'R, -R, h/2'R,,=3٠٠٠%")"(°+4)"("+4+٥٥( ى)"٢ ء Gs.81224-1٠

4• عل لنحصل(5,81 المعادلة إلى الناتج وإضافة ي- بG5.8o) المعادلة نضرب ثم ٠٠
 المعادلة:

Rم%-,ي R =n0-,%ء+ر -+)« +..
• ه ه بالعكر." كابها يكن مالي

R4?R,,="%6ب ؟'٢+٤٢٨+٠٠٠ s8٥4--]٠

 إن: حيث
2 ٢ ر،1-1/2

C:ع 

• داففر:انز-ىل: ومعنانا،
44R. -R

R. = ٤,٤-٠٤-٤- -[+() ),2k+2 ٤.H ب 4 1 "2٤+2

 شبه لطريقة ريشاردسون لاستيفاء التطبيق هذا يسمى.k=1,2,٠٠,.n أجل من

 مرتب بشكل إ# العناصر كتابة يمكن التكامل. لحساب رومرغ بطريقة المنحرف

(.٥,٤) رقم الجدول في كبا



٣٢٢ العددي التحليل

 دومر]. لتكاملR العناصر,ر ,ه(.4) رقم الجدول

Rم 
R Rر 
Mي مR , R,,

R٨ ,.R,00R ر,8

 أجل من و# (،٥,٤) رقم الجدول في الأول العمود عناصر إلى هنا نشير

k=0,1,2,...,n، لدينا: يكون حيث المنحرف شبه طريقة تطبيق عن عبارة هي 

K٠0=L«+r6
 و:]a,b[ الفترة عل واحدة مرة المنحرف شبه طريقة تطبيق يمثل وهو

R,"ا2ا «@a)+2@+"ر +r@8)122•

+(a+@ ر" f@) !٣ @ش("4+ 222
h1

= [R٨ +hf(a+-]22 ٠
 فإن: وكذلك الفترة، هذه عل مرتين الطريقة تطبيق يمثل والذي

R,, e@ ص4/1- +2r@+"+2/@a+2"))+2@a +2@"»)+f@812442٠
3hhh1 h=-[-(٢f(٩)+2f(a+-)+f(b)]+2f(a+-)+2f(a+))]
442•2 4

=++-٥-++٥ ع! ر"4 ر"٨ ء3h ر 44 22 ٦٥ 2



٣٢٣  العددي والتكامل التفاضل

 فإنه عام، وبشكل].a,b[ الفترة عل مرات أربع المنحرف شبه طريقة تطبيق يمثل

 كايل:R و, كتابة يمكن
1 h٦ 2t1

Gs83R,=-[,+ئ،- Ef(a+-,،)]222٠"-2٠٠ ه

 عناصر نحسب لا نحن العملية الناحية من الواقع، في.k=1,2,٠.٠,n أجل من

 حساب تم إذا صفي. بشكل حسابها يتم وإنا العمودي بالشكل ,ه(٣) رقم الجدول

 أي (،so.5) المعادلة باستخدامN, حساب يمكن الأول العمود في الأولين العنصرين

 أن:

4'Rج -Rم 
[,, =

1.1 4-1 (5.84)

 إن: حيث وي# و ري# ،Bي م حساب يتم ثم

4'R٥-3و 
(5.85) =,ي1-4#

 و
4R. -RR,5.86).و3ا٦= 

 كالتالي: حساما يتم الجدول في النان العمود عناصر فان عام بشكل

_4'R -R (5.87)'٤٥ -٤'١٠٥R,
٠4٠٠1٤١=

 العمود عناصر أن نجد فإننا(5.82) المعادلة وباستخدام ،k=1,2,...,n أجل من

 كالتالي: حساما يمكن الثالث
43R. -R

R,=;5.88)-1٠-4( إ ٠
 حسابها يتم +ز1 العمود عناصر فإن عام، ويشكل.k=2,3,...,n أجل من

 بواسطة:



٣٢٤ العددي التحليل

4R,,ر -hر 
=}, .k أ41

(.1,٥) الخوارزمية انظر.k +ز,ز=٠٠٠,n,1 أجل من

 رومغ تكامل ,ه(:1) خوارزمية

 تقريبية قيمة لحساب رومبرغ تكامل طريقة تنفيذ الخوارزمية هذه تتضمن
: I()  المحدود للتكامل

.eps N و ،b ،a  قيم أدخل:1 الخطوة

Rم =%L@)+ r@)  ضع:2 الخطوة

.k=1,2,٠.٠٠,n  أجل من١٢-٤ الخطوات كرر:٣ الخطوة

.sum =0 : ٤ الخطوة

.m=2' : ٥ الخطوة

.٨1-"":٦1 الخطوة
m

 =ز.m,...,12 أجل من٨ الخطوة كرر:٧ الخطوة

. sum = sum+f(a+ - )ز )h1) : ٨ الخطوة
2

. R ,R]= ج h1+ و um] : ٩ الخطوة

 =ا12.٠٠٠٤ آجل من١1 الخطوة :كرر10 الخطوة
4'R, -R. ,.R=,  -"ر:11 الخطوة

k كان إذا:١٢ الخطوة epsر h-Rر التقريبي التكامل" فاطبع/٤ R".قف 

 المعطاة".n لقيمة المطلوب الحل إلى الطريقة تتقارب لم" :اطبع١٣ الخطوة

(5.89)



٣٢٥  العددي والتكامل التفاضل

 ,ه(١١) مثال

 عه,رز[. لتكامل تقريبية قيمة لساب ردمبغ طريقة استخدام نريد ن ،» ،

 لدينا: يكون وبالتاليh=1 أن نلاحظ بداية

R,="[@a)+f@)]='١'+٦-٥.666667322•

R="[R,+r0+ ')]- 1222-(1/2+201 ا=[٢٥666667+0.583333' '٠

 عل: نحصل وبالتالي

 م ي43 -و3٥_400.583333-)05555560.666667
34-1١.1-

 نحسب: ذلك وبعد

٩0{-6•• {إ-»+م{و
'٢0.583333+ a+')+r@+3ر)ر 

2 2 4 4
= 0.558333

4'R -R -R. = '2.٥,'٥_400.5583333). 00.583333 0.550000،21= 4-1 3

 كايل:h,, قيمة حساب يمكن ر# وh ر قيم وبمعرفة

42 -R -٠ -R,  ي6١_1600.550000).•0.5496290.555556&
»٥= 47-1 15

 )ه,ه(. رقم الجدول في الموجودة العددية النتائج عل حصلنا وهكذا



٣٢٦ العددي التحليل
 ,ه(.١١) للمثال العددية النتائج رقم)ه,ه(. الجدول

0.666667

0.583333 0.555556

0.558333 0.550000 0.549629

0.551605 0.549363 0.549320 0.549315

0.549884 0.549310 0.549307 0.549306 0.549306

12 1
 بالقب العلق الخطا تان /وبااي0 تما±=»,,ر{= ان يا

 ا.1.6x10[-0.549306)(-1'- يكون عليه حصلنا الذي

 جاوس ,ه(تكامل٧)
Gaussian Ltegration

 القيم لحساب السابقة البنود في درسناها التي العددية الصيغ جميع أن نعلم

 بالشكل: كتابتها يمكنI(=[f(hr الدحدود للتكامل التقريبية

jلأسن eد 
n ر المختلفة الأعداد بين المسافات وأن ،x,...,0,1,2هذا في متساوية. تكون =ز 

 غير الأعداد هذه بين المسافات تكون عندما(5.90) العددية الصيغة ندرس سوف البند

 مجهول2n+2 عل تحتوي(5.90) المعادلة فإن وبالتالي مسبقاً، محددة وغير متساوية

 أن نتوقع أننا يعني ذلك فإن عليه، وبناء معادلة.2n+2 تحقق أن لها ينبغي والتي

(5.90)



٣٢٧  العددي والتكامل التفاضل

 الدرجة ذات حدود كثيرة دالةf(x) كانت إذا مضبوطة تكون صيغة عل نحصل
2n+1الأعداد اختيار تم إذا أنه جاوس الرياضي العالم أثبت لقد الأكثر. عل 
n, المختلفة ،x,...,0,1,2تكون صيغ استنتاج الممكن من فإنه مناسب بشكل =ز 

 بصيغ الأسلوب هذا يسمى كوتس. نيوتن- صيغ من لها المرادفة تلك من دقة أكثر
 التي الصيغة لها"،أي المرادفة بعبارة" المقصود أن إلى هنا نشير لجاوس. التكامل
 علل تعتمد صيغة نستنتج أن يمكن فمثلاً، الدوال. عدد نفس قيم حساب تتطلب

 عليها يحصل التي تلك من أفضل العددية نتائجها تكونJ(x) للدالة قيمتين حساب

 انظر للدالة، قيمتين حساب عل تعتمد بدورها والتي المنحرف شبه طريقة باستخدام
 ,ه(.٧) مثال

 من أنه المعلوم من أنه إلى نشير البدء قبل.n=1 عندما جاوس أسلوب بعرض لنبدأ

 بالعكل:]f(h الحدود التكامل كتابة المناسب

fr  ب] ح]{ »-اهه{٨ ا٥-٩+»+«٨ ر

22 ; (5.91)

()f المجاهيل لنوجد التارين(. )انظر ،a,  إن: بحيثf(٤) و4،

Gs»[f@=GG)=a,f@)+0f@)
 الثالثة الدرجة من حدود كثيرة دالةf(r) تكون عندما المضبوط التكامل قيمة تعطينا

 الذكر آنفة الأريعة المجاهيل إيجاد من تمكننا معادلات أربع عل للحصول الآن أقل. أو

f(s)=x=)٣ ،f()=1 نجعل فإننا ،f(rو f@)=x(.5.92) المعادلة في

 عل: نحصلf()=1 عندما بداية

[r@a=j2ف= 



٣٢٨ العددي التحليل

 لدينا: يكون(5.92) المعادلة ومن

af(#)+a,f(2)=a,+a,=2

=f(hdr عل نحصلf=@ وبجعل [x=0[0 و=aه٠٤+٦ 

 عل نحصل فإننا عموماً.f=)(٣ وfG)=x عندما للحالتين بالنسبة وبالمثل

 التالية: المعادلات
4٨ +a=2
43 +a٦ =0

2
ax} +a,x=3
ax} +a,3 =0

(5.93)

 عى: نحصل المعادلات هذه ويحل
 3ا,
 رميمة:ته3

[re=«-rرقد ,r  رق مو
 لعرر. لتهن منه نتر والي
 ,ه(١٢) مثال

 للتكامل تقريبية قيمة لحساب(5.94) جاوس تكامل صيغة نستخدم هنا

 ببتر«سيا، هوو]ً
aة عه>!4 و 
@{٥' إة٢ ا#m ر/{]



٣٢٩  العددي والتكامل التفاضل

 عل: نحصل(5.94) الصيغة وباستخدام

1٢ ة 0 ب!-٥ ت
r«و 
 +»ل٩

-2-26,0 ',,ا.',,1=0083317 ( /3/3+7)2 ('3/3+7)%

.\I(f)-G,(f)}=1.6x10%  هو التقريب لهذا المرافق المضبوط الخطأ

 حصلنا والتي ,ه(٧) المثال في التي تلك مع المثال لهذا العددية التتائج بمقارنة

 المضبوط الخطأ إن حيث بكثير أفضل أها نلاحظ المنحرف شبه صيغة باستخدام عليها

 هو المنحرف شبه طريقة باستخدام حسابها تم التي التقريبية للقيمة المرافق

I()-1;G)/=3.47x103.\من بقليل أصغر هنا المضبوط الخطا الواقع، في 

 تتطلب والتي سمبسون صيغة باستخدام حسابها تم التي العددية للقيمة المرافق ذلك

 ,ه(.٧) المثال في الموجودة العددية النتائج راجع.f)( للدالة قيم ثلاث حساب

 يكونn>1 =ز،n,...,0,1,2 ر±، للأعداد الأسلوب هذا لتعميم الآن

 أخرى طريقة سنعرض لذلك معها، التعامل يصعب خطية غير معادلات لدينا

n, المختلفة الأعداد أن يا العامة. جاوس تكامل صيغ لاستنتاج ،x,..0,1,2,ز٠= 

 تسمح نعلم، كا والتي الاستكالية لاغرانج الحدود كثيرة نستخدم معروفة، غير
(2,٤ نظرية) حسب متساوية. غير بينها فيا المسافات تكون التي الأعداد باستخدام

 لدينا: يكون

«=-%aFje«»+ور,{ج"-"«@ r,2ي)- 



٣٣٠ العددي التحليل

.1 و-1 بين تقع7 و الرابع بالفصل.@8) المعادلة في كبا معرفةL ر)( إن حيث

 من ر«، و ر» مجهول2n+2 لدينا يكون(5.90) للمعادلة بالنسبة فإنه ذلك عل بناء

 المضبوطة القيمة تعطينا(5.90) المعادلة فإن وبالتالي ز=n,...,0,1,2 ,، أجل

 ناحية من الأكثر. عل2n+1 الدرجة من حدود كثيرة دالةf )ج( كانت إذا للتكامل

 نجعل: فإننا الأكثر علn الدرجة من حدود كثيرة دالةf() كانت إذا أخرى،

((r د.6) =g,()  ((@ي5)
(n+1)!

(5.95) المعادلة في ذلك عن بالتعويض.n الدرجة من حدود كثيرة إن)(,ي حيث

 عل: نحصل1 إلى-1 من الطرفين نكامل ثم ومن

[r«»-Ej،«G»-je.«[- ،»
n ر نختار أن الآن نريد  المعادلة في الموجود الخطأ حد إن بحيث ز=0,1,2,...,2،

2n+1 ( )ح لأن وذلك للصفر مساوياً يكونf(5.97) الدرجة من حدود كثيرة دالة

 يكون: أن نريد أننا أي الأكثر. عل

[«.«-«w-0 (5.98)

 من حدود كثيرة)(,& و٨+1 الدرجة من حدود كثيرة-([[x) أن وبا

 حدود كثيرة اختيار تم إذا تتحقق(5.98) المعادلة فإن الأكثر، علn الدرجة

 الدرجة ذات الحدود كثيرات كل مع متعامدة تكون٨+1 الدرجة من)#-(]]

nالحدود كثيرة تسمى ذلك تحقق التي الحدود كثيرة-].1,1[ الفترة في الأكثر عل 

 ليجندر.



٣٣١

R()=1
R(x)=x

R()="(3ر١°- )
2

 العددي والتكامل التفاضل

 يل: كاR )ج( ليجندر الحدود كثيرة تعريف يمكن

(5.99)

i=2,3,...PGE)= '[02i-1)rR,(٤)-(-1R,()l,

 أن المعلوم من.wG)=1 الأساس لدوال بالنسبة-]11[ الفترة عل متعامدة وهي
g,(x)  الدالة كتابة يمكن فإنه وبالتالي خطياً مستقلة تكون المتعامدة الحدود كثيرات

،R()  ليجندر الحدود لكثيرات خطي كتركيب(5.96) المعادلة في الموجودة

»٠٠٠,i=012٠2 اختيار تم .إذاi-01,2كأصفار-([٣)٠٠٠٨ 

 تحقيق يمكن فإنه ،n+1 الدرجة ذاتR)(,, ليجندر الحدود لكثيرة )جذور(

 من أكبر الدرجة ذات ليجندر الحدود كثيرة أصفار أ المعلوم من أيضا.G5.98) المعادلة

 ،2 ر المختلفة الأعداد باختيار الآن حقيقية. أعداداً تكون الواحد تساوي أو

n,...,0,1,2=ليجندر الحدود لكثيرة كأصفار ز )(,Rتصبح(5.97) المعادلة فإن 

 بالشكل:

fre-y],r» (5.100)

 يكون بالتالي الأكثر، عل2n+1 الدرجة ذات الحدود كثيرة دالةf(x) إن حيث
 لدينا:

[re-y،rجم,"«»fy/-+ «



٣٣٢ العددي التحليل

 العددي: التكامل لدينا يكون إذن،.a, «(ر]=h إن حيث

«jr-60-2,4
،x, ٠n+1 إن حيث n,..., الدرجة ذات ليجندر الحدود كثيرة أصفار هي ز=0,1,2

 ز=n,...,0,1,2 أجل من ،a ر الثوابت قيم إيجاد كيفية الآن لنستعرض
 كثيرة أصفار هي 6.0لا و0 -،٩0.6 القيم أن نلاحظ بداية.n=2 عندما

2=0 ،x =-0.6 (x-1 @حR@)=3 أن يعني وهذا  الحدود

 لدينا: يكون وبالتالي د=d0.6 و
.0.65(٣-0(٤-,06L

{. ت {ا{  ()(هo.6-oxG-0.6-{o.6 "ة )ذ
+0) -.،4ج+4فيإل-3ق)_-»a6$٠»ة '0.6)00- '0.6) 3

.[٢-5(٤-0)(٤+٨/0.6)
 ر] ='ج= إ(ز2-+06

 )(و(oxGo6+oo-66' ة )ة
 علل: نحصل عليه وبناء

a=3أ«» jو -،o6?96,
•5 .ا8

Gio3ر a= [L(ح )dr=- [[x -0.6ax=-3; و

?j»+«696 ?»]=ه;



٣٣٣  العددي والتكامل التفاضل

 أجل من ،a ر الثوابت حساب يمكن مماثل بشكل أنه إلى هنا نشير
n,...,0,1,2=عندما ز m>3قيمة زادت كلل وأنه nالجبرية التعقيدات تزداد 

 حساها. يجب التي المحدودة التكاملات وكذلك ليجندر الحدود كثرة أصفار لتحديد

 أرقام سبعة )حتى ليجندر الحدود كثيرات أصفار(٥,٦) رقم الجدول في أدرجنا لقد

n. أجل من ر,ه، الثوابت قيم و معنوية( عشرية n,..., قيم لبعض =ز0,1,2

 ليجندر. الحدود كثيرات أصفار ,ه(.٦) رقم الجدول

n

0

1

2

3

4

 ليجندر الحدود كثيرات

p,(2)=x
13R()= (x-)32

5 3R(ج )=- (xج-ف )
2 5

EG» 35  م2' -±ا=X'+ مي36 ر
8 7 35

E( ='X+2r-2 د63 في1٥ م5 و
2198

 رa الأصفار)الجذور(

0.0000000 2.0000000

-0.5773503 1.0000000

0.5773503 1.0000000

- 0.7745967 0.5555556

0.0000000 0.8888889

0.7745967 0.5555556

- 0.8611363 0.3478549

- 0.3399810 0.6521452

0.3399810 0.6521452

0.8611363 0.3478549

-0.9061799 0.2369269

-0.5384693 0.4786287

0.0000000 0.5688889
-0.5384693 0.4786287

- 0.9061799 0.2369269



٣٣٤ العددي التحليل

 ,ه(١٣) مثال

 للتكامل تقريبية قيمة لحسابn=2 عندما جاوس تكامل استخدام نريد
2. d '. dt 2.  إ7ذر;ت-2 ترج[ د.و»اف2 اد رو.بيةسدممن1

 هي كاa و,4 ،4 والثوابتn=2 مع(5.102) العددية الصيغة وباستخدام
 عل: نحصل(5.103) المعادلة في معرفة

585'. d1
s+" s٠7قو ر(ج ++ر }(تy@ 416y@ر@  تو.ك0 و'=G اقل9

 لدينا: يكون وبالتالي

I=  أ ك2,0=00833333
; (٣+2)

.\I(3)-G,(3)H5.4x10" :  هو التقريب لهذا المرافق المضبوط والخطا

 تمارين ,ه(٨)
RIereises

 التالية: المعلومات -اعتبر١
3.02.82.62.4r 2.2

f(x) 0.182322 0.336472 0.470004 0.587787 0.693147

،f'(2.6) ،r02.2)  ل الممكنة القيم ججيع لحساب النقطتين صيغ أ(استخدم

(f'(2.7و (f'(3.المضبوطة القيم مع القيم هذه تارن ثم 

f'02.7)=0.5882353 ،f'(2.6)=0.6250000 ،f'(2.2)=0.8333333

 ماذا معنوية(. عشرية أرقام سبعة إلى )صحيحةf'(3)=0.5000000 و

 تلاحظ؟



٣٣٥  العددي والتكامل التفاضل

 ('،2.2) الممكنة التقريبية القيم ججيع لحساب نقاط الثلاث صيغ استخدم ب(

(f'(2.7) ،f'(2.6و (f'@3المضبوطة القيم مع القيم هذه قارن ثم 

 ؟ تلاحظ ماذا)(. الفقرة في الموجودة

 ل الممكنة التقريبية القيم جيع لحساب نقاط الخمس صيغ ج(استخدم

(f'(2.7) ،f'02.6) ،f'(2.2و (f'(3.المضبوطة مع القيم هذه قارن ثم 

 و)ب(. )أ( الفقرتين في الموجودة

 ناحية من ورتبها الثلاث الفقرات في عليها تحصل التي العددية النتائج قارن
 تلاحظ؟. ماذا الأفضلية.

 الواردة العددي التفاضل صيغ استخدم.f(r)=sinhx الدالة -اعتبر2

 الأخطاء احسب.h=0.1 بوضع وذلكf'0) تقريبية قيا لحساب الفصل هذا في

 للخطأ أعل حداً احسب ثم ؟. تلاحظ ماذا النتائج. قارن ثم حالة لكل المضبوطة

 مع وقارنه المركزية، نقاط الثلاث صيغة باستخدام عليه تحصل الذي بالتقريب المتعلق

 الحالة. لهذه المضبوط الخطاً

 العددية الصيغة استخدم الأول. التمرين في الموجودة المعلومات اعتبر-٣

 القيم هذه قارن ثم.f(2.6) ل الممكنة التقريبية القيم ججيع لحساب(5.29) المركزية

 عشرية أرقام سبعة إلى )صحيحةf"(2.6)=-0.3906250 المضبوطة القيمة مع
 ؟. تلاحظ ماذا معنوية(.

 العددية الصيغة استخدم الأول. التمرين في الموجودة المعلومات -اعتبر٤

 مع القيم هذه قارن ثم.f"(2.6) ل الممكنة التقريبية القيم ججيع لحساب(5.34)

 معنوية(. عشرية أرقام سبعة إلى )صحيحةf"(2.6)=0.4882813 المضبوطة القيمة

 تلاحظ؟. ماذا



٣٣٦ العددي التحليل

 العددية الصيغة استخدم الأول. التمرين في الموجودة المعلومات -اعتبر٥

 "»م.02.6) ل الممكنة التقريبية القيم جيع لحساب ,ه(١ رقم) الجدول في الموجودة

f(2.6) المضبوطة القيمة مع القيم هذه قارن ثم  إلى )صحيحة0.9155273-=

 تلاحظ؟. ماذا معنوية(. عشرية أرقام سبعة

(:2,٥) المثال في الموجودة المعلومات -اعتبر٦

 احسب ثم ،f'(0.4 ل) تقريبية قيمة لحساب(5.16) العددية الصيغة أ(استخدم

 الخطا. لهذا أعل وحداً المضبوط الخطا

 احسب ثم ،f'(0.5 ل) تقريبية قيمة لحساب(5.17) العددية الصيغة استخدم ب(

 تحصل التي التقريبية القيمة قارن الخطأ. لهذا أعل وحداً المضبوط الخطأ

 ,ه(.2) المثال في عليها الحصول تم التي التقريبية القيم مع هنا عليها

(.5.14) العددية الصيغة استنتج-٧

f(x)e[ لتكن-٨ C[x,,x, +2hة0 إن حيث hاستخدم ثابت. عدد 

(.5.10) نقاط الثلاث صيغة لاستنتاج المناسبة تايلور الحدود كثيرة

f(r)e[ -لتكن٩ C'[x-h,x +3hة0 إن حيث hثابت. عدد 

(.5.16) نقاط الثلاث صيغة لاستنتاج المناسبة تايلور الحدود كثيرة استخدم

 نقاط الخمس صيغة لاستنتاج المناسبة لاغرائج الحدود كثيرة -استخدم١٠

(.517 المركزية

 ل التقريبية القيمة حساب أثناء التدوير أخطاء اعتبرنا أننا -لنفترض١١

 القيم بين للفرق الأعل الحد أوجد(.5.13) العددية الصيغة باستخدام وذلكf )ج('

 الحالة. هذه في المضبوطة و المحسوبة



٣٣٧  العددي والتكامل التفاضل

 حيثf'(2) ل عددية قيمة لحساب(5.13) الصيغة استخدام اعتبر-١٢

 تقريب أفضل لحسابh المثل القيمة أوجد].1.92.1[ الفترة علf إن'=)(

 عشرية أرقام خسة ترتكزعل حسابية عمليات باستخدام وذلكf'(2) ممكن
.(6=5x10°  أن )أي معنوية

 التالية: المعلومات اعتبر-١٣
x 0.1 0.3 04 0.6 0.7 0.9 1.0

f(±) 14 1.6 1.7 19 2.0 2.2 2.4
،f'(0.1)  ممكن تقريب أفضل لحساب المناسبة نقاط الثلاث صيغ أ(استخدم

.f'()و f'(0.5)

.f'00.6)  ممكن تقريب وأسوأ أفضل احسب ب(

 )الأسوأ( الأفضل هي حسبتها التي القيم أن تعتقد جعلتك التي الأسباب أذكر
 حالة. لكل

 لاغرانج الحدود كثيرة باستخدام(5.29) العددية الصيغة -استنتج١٤

 المناسبة.

f(2)e[ لتكن-١٥ C%[x-2h,3, +2hإن حيث h  ثابت. عدد#0

 العددية: الصيغة لاستنتاج المناسبة تايلور الحدود كثيرة استخدم

f(2-٤ (-],م=)٤h)+16f(٤-h)-30f(٤)+16/(٣ +h)- f(٤ +2h)]
12h

٨٢".٨٨ ر  و٨ )»'ل

2, +2h2و +h ،3 ،w -h ،w -2h  الأعداد لدينا لتكن-١٦
f(3)e[ وأن ثابت عددh ة0 إن حيث C'[w, -2h, 2, +2h.كثيرة استخدم 

 العددية: الصيغة لاستنتاج المناسبة تايلور الحدود



٣٣٨ العددي التحليل
2

2f(w(٤+2h-[) مً"6)@ +h)+ f-٣-٨)2h)+2f-(-٤ مم=)٢(/-٤ 2h 4

()f[ لتكن-١٧ e C[x-2h,3, +2hة0 إن حيث hثابت. عدد 

 العددية: الصيغة لاستنتاج المناسبة تايلور الحدود كثيرة استخدم

r«"(w)=م [f(x-2h)-4f(-h)+6f(٤)-4f(٣2 +h)+ f(٤+2h)]
h

 »»ر"-2
.ne (x-2h,x, +2h)  إن حيث

()f الدالة لدينا ليكن-١٨ =coshx.العددي التفاضل صيغ استخدم 

،h=0.1 (f0 يكون عندما وذلك  ل تقريبية تيا لحساب الفصل هذا في الواردة

h=0.2و h=0.4.ماذا النتائج. قارن ثم حالة لكل المضبوطة الأخطاء احسب 

 المضبوط الخطأ مع وقارنه ،h=0.2 عندما للخطأ أعل حداً احسب ثم تلاحظ؟.

 الحالة. لهذه

 العددي التفاضل صيغ استخدم.f(v)=ln@#+1) الدالة لدينا -ليكن١٩

،h=0.1 (f0 يكون عندما وذلك  ل تقريبية قياً لحساب الفصل هذا في الواردة

h=0.2و h=04.ماذا النتائج. قارن ثم حالة لكل المضبوطة الأخطاء احسب 

 المضبوط الخطأ مع وقارنه ،h=0.2 عندما للخطأ أعل حداً احسب ثم ؟. تلاحظ

 الحالة. لهذه

 التفاضل صيغة استخدم.f(r)=ln@x+1) الدالة لدينا -ليكن٢٠
 يكون عندما وذلكf""0) تقريبية قياً لحساب الفصل هذا في الواردة العددي

h=0.2 ،h=0.1و h=0.4.قارن ثم حالة لكل المضبوطة الأخطاء احسب 



٣٣٩  العددي والتكامل التفاضل

 مع وقارنه ،h=0.2 عندما للخطأ أعل حداً احسب ثم ؟. تلاحظ ماذا النتائج.

 الحالة. لهذه المضبوط الخطاً

 لدالةf(0) ل التقريبية القيم لحساب عددية صيغة استخدمنا عندما-٢١

 التالية: العددية النتائج عل حصلناf)±( ما

١٨6o)-DC@o))/
0.0003130.1
0.0012580.2
0.0051370.4

 ولماذا؟. المستخدمة. للصيغة التقاربية الرتبة هي ما

 قيم لحساب(5.40) المعادلة في والمعزف ريشاردسون أسلوب استخدم-٢٢

 بوضع وذلكf()=ln(x+1 إ) حيثf(0.5 ل) تقريبية

h=0.2,0.1,0.05 (Dh وضع ثم ومن h=0.2,0.1,0.05,0.025 لحساب

.D,(h)  لحساب

f  للدالة الأول للتفاضل تقريبية قيا لحساب عددية صيغة استنتج-٢٣

(.5.13) المركزية والصيغة ريشاردسون أسلوب باستخدام

.D@E)= "[@w+h)-f(x -h)]=f'()  ضع تلميح:
2h د

 تقريبية قيأ لحساب السابق التمرين في استنتجتها التي الصيغة -استخدم٢٤

f'(0.5) ,h=0.2,0.1,0.05 ل 0.025 ()f بوضع وذلك =ln(x+1)  إن حيث

.D,(h) h=0.2,0.1,0.05 لحساب (@D وضع ثم ومن  لحساب

3/8 سمبسون، المنحرف، شبه المغلقة: كوتس نيوتن صيغ -استخدم٢٥

. [sinh xdr (s للتكامل تقريبية قيا لحساب(56  بالمعادلة المعزقة تلك و سمبسون



٣٤٠ العددي التحليل

 لكل عليه قصل الذي بالقريب العلق للخطا اعل وحدا الضبوط ا-الخطا٣

 التكامل لتقريب سمبسون3/8 و سمبسون صيغتي ا-استخدم٦

 ماذا العددية، النتائج قارن حالة. لكل المضبوط الخطا احسب ت»,_يرو[.ثم

 ؟. تلاحظ

 المنحرف. شبه لطريقة الخطاً حد لإيجاد ,ه(1) النظرية -استخدم٢٧

 سمبسون. لطريقة الخطاً حد لإيجاد ,ه(1) النظرية -استخدم٢٨

 أن أبت ،G]=)« -)د-(٤ ),د-) لدينا -ليكن٢٩

1.G(v)= (±-x)(٣-r,)
4

(.5.72) الوسط نقطة صيغة -استنتج٣٠

(.5.73) المفتوحة كوتس نيوتن صيغة استنتج-٣١

 (،5.72) بالمعادلات والمعزفة المفتوحة كوتس نيوتن صيغ -استخدم٣٢

 احسب ثم السابق. التمرين في الموجود للتكامل تقريبية قيأً لحساب(5.74 و)(573)

 حالة. لكل عليه تحصل الذي بالتقريب المتعلق للخطأ أعل وحداً المضبوط الخطا

 التمرين في عليها حصلت التي تلك مع هنا عليها تحصل التي العددية النتائج قارن

 تلاحظ؟. ماذا.٢٥

 للتكامل تقريبية قيمة لحساب المركبة المنحرف شبه طريقة استخدم-٣٣

hxdrمiبوضع وذلك] ة M=6.للخطا أعل وحداً المضبوط الخطا احسب ثم 

 عليه. تحصل الذي بالتقريب المتعلق



٣٤١  العددي والتكامل التفاضل

.n=6  وذلك المركبة سمبسون طريقة باستخدام السابق التمرين -أعد٣٤

 اسمن ا مها غمن الي، تلك من انشن ما ها غمن هطا"لإيججةاتى

٠٠ المركبة. سمبسون< طريقة استنتج-٣٥ 8•
٠٠٠-٠٠•8 تقريبية قيمة لحساب المركبة سمبسون' طريقة -استخدم٣٦

 وحداً المضبوط الخطا احسب ثم.٨=6 بوضع وذلك]sih د للتكامل

 تحصل التي العددية النتائج قارن عليه. تحصل الذي بالتقريب المتعلق للخطا أعل

.٣٤ و٣٣ التمرينين في عليها حصلت التي تلك مع عليها

 المركبة. الوسط نقطة طريقة استنتج-٣٧

 للتكامل تقريبية قيمة لحساب المركبة الوسط نقطة طريقة استخدم-٣٨

 للخطا أعل وحداً المضبوط الخطا احسب ثم.n=6 بوضع وذلك] ةiمhwd م

 تلك مع عليها تحصل التي العددية النتائج قارن عليه. تحصل الذي بالتقريب المتعلق

.3٣٣ التمرين في

 التالية: الأعداد عندf =)ج(e-' الدالة اعتبر-٣٩

 :تن2.62.32.12.01.71.61.41.11.0
 للتكامل تقريبية قيمة أفضل لحساب المركبة المنحرف شبه صيغة استخدم أ(

 البرء ابلها احب .ي أe' مه
 تلاحظ؟. ماذا المركبة. سمبسون صيغة باستخدام)( الفقرة أعد ب(



 العددي التحليل

 للتكامل تقريبية قيمة لحساب المركبة سمبسون طريقة -استخدم٤٠

٣٤٢

٩.1
.5x10  بدقة عه]

• ٤3

. ة]i طتxds للتكامل تقريبية قياً لساب رومرغ طريقة -استخدم٤١

 من \،I()-R و, ا الأخطاء احسب ثم=.0,1,2 أجل منN مي قيم احسب

 تلاحظ؟. ماذا.k=0,1,2 أجل

،R=0.775 ،R,ج=0.75 التقريبية القيم اعتبر-٤٢ 

R, =078zn9د& ر، القريية القيم احسب ن',ر ته للتكامل 
,,R، التقريبية. القيم لهذه المرافقة الأخطاء احسب ثم 

(.5.91) المعادلة -استنتج٤٣

 للتكامل تقريبية قيمة لحسابn=1 عندما جاوس تكامل استخدم-٤٤

h #dr[التقريب. لهذا المرافق الخطاً احسب ثم ، ذة 

 للتكامل تقريبية قيمة لحسابn=2 عندما جاوس تكامل -استخدم٤٥

xarطن s[، التي العددية النتائج قارن التقريب، لهذا المرافق الخطأ احسب ثم 

 استخدام تم التي السابقة التيارين في عليها حصلت التي تلك مع هنا عليها تحصل

 التكامل. هذا لحساب الأخرى الطرائق



٣٤٣  العددي والتكامل التفاضل

 الحاسب تمارين

 قياً لحساب(5.17) العددية الصيغة استخدمf(x)=lnx الدالة ح\-اعتبر

h=0.1 عندماf(2) ل تقريبية ،h=0.2 ،h=0.4و h=0.05.احسب ثم 

 يمكن هل تلاحظ؟ ماذا/.f'(2)-D,G/) تقريب لكل المرافقة الأخطاء

 الرابعة؟. هي الصيغة لهذه التقاربية الرتبة أن الأخطاء هذه من الاستدلال

 في الموجودة العددية الصيغة استخدمf =)ج(lnx الدالة -اعتبر٢ ح

،h=0.2 ،h=0.4 f""(2) عندما  ل تقريبية قياً لحساب )ا,ه( رقم الجدول

h=0.1و h=0.05إن حيث f(x)=lnx، لكل المرافقة الأخطاء احسب ثم 

 هذه من الاستدلال يمكن هل تلاحظ؟ ماذا %"ي.D%"G(-02 ا) تقريب

 الثانية؟. هي الصيغة لهذه التقاربية الرتبة أن عل الأخطاء

 للتكامل تقريبية قيمة لحساب االمركبة سمبسون طريقة -استخدم٢ ح
٩1

.5x1o°  ر بدقة عه"]
[sinh «dr  للتكامل تقريبية قيمة لحساب رومبرغ طريقة -استخدم٤ ح

.5x10"  بدقة


