
 المايو ولنمتل

 الخطية غير المعادلات أنظمة مل
Solving Systems of Nonlinear Equations

 في درسنا لقد الخطية. غير المعادلات أنظمة لحل العددية الطرائق بعض سندرس هنا

 المتغير ذات الخطية غير المعادلة لحل تقريبية قيم لإيجاد العددية الطرائق الثاني الفصل

 لإيجاد نيوتن و الثابتة النقطة تكرار طريقتي هنا نعمم سوف.f()=0 الواحد

 الأخرى. الطرائق بعض نناقش ثم الخطية، غير المعادلات لأنظمة عددية حلولا

 الخطي: غير للنظام العددي الحل بإيجاد سنهتم الفصل هذا في

f,(#,,,,0..,x,)=0
f5(,,#0,#,(=..0و, 

fi(,#,...,±0ر(= 
i=12,٠.٠٠N ، ٢ القيم كانت إذا .i=12,...,N  أجل من ,، للمجاهيل بالنسبة

 إن: بحيث موجودة

(7.1)

f٢(٠1,٠٠٠٠٣,)=0
f,6,,1,,0..,r,)=0

07.2)

f(٢,1,0.٠53,)=0
(.7.1) الخطي غير للنظام حلاً تشكل القيم هذه فإن

٤٠٩



٤١٠ العددي التحليل

 المتجهي: بالشكل(7.1) الخطي غير النظام كتابة يمكن
(7.3)F()=0
 إن: حيث

F() =Lf(٤),f5(2)....,f,(٤)]"

 بالشكل: كتابته يمكن الحل فإن عليه بناء.٤,,]=..."[, و
.r=[٢,٢٠,٠٠٠٠٣]

 ملاحظة:

 الفضاء فيD المجموعة علF(x) الدالة نعزف سوف الفصل هذا في

 المجموعة فيr وحيد حل(7.3) الخطي غير للنظام أن دائ]ً نفترض وسوف"%.

.D

(1,٧) مثال

 الخطي: غير للنظام حل هوr,]=٦٢ المتجه

#-x; =0
x +x,-2=0

(7.4)

 من يتضح أيضاً.12+1-2=1+1-2=0 و1-1=1-1=0 لأن وذلك

]1,1"[ النقطتين عند يتقاطعان المعادلتين منحنيا أن(٧,١) رقم الشكل

 آخر حلاr=[.8312,-1.3532/ المتجه يكون وبالتالي.]8312-,1.35321 و

.07.4) للنظام



٤١١

 و٤

 الخطية خير المعادلات أنظمة حل

 و.

:

٠07٠٩ القطي قبر النظام حلول(.٧,1) رقم الشكل

 أن المناسب من ،07.1) الخطي غير للنظام العددية الحلول دراسة في البدء قبل

"$. الفضاء في للدوال والنهاية بالاتصال المتعلقة التتائج بعض نستعرض

(٧,١ تعريف)

 لأي كان إذا ،eD٢ عند متصلةF:De9" ب"$ الدالة إن يقال

 الخاصية: يحقق>&0 عدد يوجد>€0 عدد
(7.5F(2)-Fx,)/<e/ا 
 ا/.٤-٤٥// ة وxeD لكل



٤١٢ العددي التحليل

 المتجهي المعيار عن مستقلة تكون ما نقطة عند النهاية وجود أن إلى هنا الإشارة تجدر

 المستخدم.

(2,٧) تعريف

D" المجموعة من دالةF لتكن c507.3) المعادلة في والعرفة "؟ إلى.

 النهاية: نعزف
07.6)

 أجل من لإiجf,(s)=L, كان إذا فقط و إذا ]=ما،Lب و±... [را, إن حيث

،i=1,2,٠٠٠,N
(٧,٣) تعريف

 عند متصلة "؟ إلىDcs" المجموعة من المعرفةF الدالة إن يقال

xeDالنهاية كانت إذا )(Fجi±وأن موجودة ,(F()=FGx.تكون جنلإ 

 المجموعة في نقطة كل عند متصلة٢ كانت إذاD المجموعة عل متصلةF الدالة

.D

 الثابتة النقطة تكرار طريقة(1,٧)
Fied-Point lteration Method

 المعادلة لحل الثابتة النقطة تكرار طريقة طورنا قد الثاني الفصل في أننا نعلم

 لدينا يكون بحيث=±g)«( المساوي بالشكل بكتابتهاf(x)=0 الخطية غير

(a=g(aكان إذا f(a)=0.غير النظام لحل الطريقة هذه نعمم سوف هنا 

 المساوي: بالشكل بكتابته0.3) الخطي
G.7)r=G(x)

±F@=٥



٤١٣  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 للمعادلةr حل أي فإن وبالتالي ،G(٤)]=g(,٤.)g(,٤,)٠..(,£,r"[) إن حيث

 حلاrً كان إذا أنه هنا نذكر.07.3) الأصلية للمعادلة حلاً يكون07.7 الخطية غير

.G(r)  المتجهية للدالة ثابتة نقطة يسمى٣ المتجه فإن(7.7) للمعادلة

""r"$ الابتدائي التقريب نختار فإننا ،r للحل تقريبية قيا لإيجاد eحساب يتم ثم 

 التكرارية: الصيغة باستخدام}r{" المتجهات متتالية
(٢0.8«"(٤)G=«٤ ش

 إلىk تؤول عندما٢ المطلوب الحل إلى تتقارب أنها نأمل والتي ،k>1 أجل من

 لدينا: يكون فإنه متصلةG والدالة لإmr"=٢ كان إذا مالاهاية.

»٢)(r"")-G)جن G«r"")=G=ن "r=٢ جنإ
 الطريقة. هذه استخدام(٧,1) الخوارزمية تستعرض.G للدالة ثابتة نقطةr أن أي

(2,٧) مثال

k>1 شل=G)"»( التكرارية الصيغة لدينا ليكن  إن حيث1،
x.+1· &,(#,x1ي(= -M =(,x,@,£ م و G()=[E,(s),s,@)]، 2/4د-,د

2
}٤;{» المتتالية عناصر لحساب1 "ك]=0.5,0.5[ الابتدائي التقريب من سنبدا

 التكرارية: الصيغة باستخدام

2 :.إ"/-;ا-ت:--٠٠3٠
 يكون حيث فقط والثاني الأول التكرارين لحساب الطريقة هذه نستعرض سوف هنا

 لدينا:

3.[%45.»3 ب»»ب,.  )(ج==
٣ إ٨9.5-1+12876821

2



٤١٤ العددي التحليل

 و

٠22 [ي ا»s5-enجق'/ إم ==rأ" = (11. ,م.1.0829221+0.840846
2

 تلاحظ؟. ماذا الحسابات. متابعة للقارئ يمكن

 ملاحظة:

 الشروط أحد تحقق }إذاr;)" المتتالية عناصر حساب إيقاف يمكن عملياً

٤s"(/٢)F١ ا
Ks e١ ا٢4-٤ "-ك

 التالية:
07.1)

(7.12)

 أو
£S:-(713) ا٤»6-٢» لا(

١٤4١
 عل ،k وk-1 التكراريين عند التقريبيان الحلان هاr" و )"-عاج إن حيث

 حسابه. المطلوب العددي الحل دقة تمثل1>1 إن حيثe=5x10" و الترتيب،

 الثابتة النقطة تكرار طريقة(:٧,1) خوارزمية

 المعادلات من نظاماً لحل الثابتة النقطة تكرار طريقة الخوارزمية هذه تستخدم

 المحسوب، العددي الحلr و الابتدائي الحل=±r "م هنا.F(2)=0 الخطية غير

sو العددي الحل دقة تمثل ء Mللتكرارات. الأقمى العدد هو 

.M eps و ،٤ ،N  قيم أدخل:1 الخطوة

k=0  :ضع٢ الخطوة

٧-٤ الخطوات اعملk<M طاً:٣ الخطوة



 الخطية غير المعادلات أنظمة حل

r=G(x)  :احسب٤ الخطوة

s كان إذا: ه الخطوة epsا/ (F(x،العددي الحل اطبع اا r.قف 

٤=٣ :ضع٦ الخطوة

k=k+1  :ضع٧ الخطوة

 تكرار".M بعد المطلوب العددي الحل عل الحصول يتم "لم اطبع:8 الخطوة

 ملاحظة:

 من٥ الخطوة في الموجود الوقوف شرط استبدال يمكن أنه إلى هنا نشير

.07.13 و)0.12) المعادلتين في الموجودين الآخرين الشرطين بأحد(٧,1) الخوارزمية

 من العديد يوجد فإنه ،9 الفضاء في الخطية غير للمعادلة بالنسبة الحال هو كا

(٧,١) النظرية.07 المساوي بالشكل0.3) الأصلية المعادلة لكتابة الاختيارات

 والمعرفة}r;{" المتجهات متتالية تقارب لضان توفرها اللازم الشروط تتضمن

 النظرية دراسة في الشروع قبل ولكن.r الثابتة النقطة إلى٢.8) التكرارية بالصيغة

.G(x)  المتجهية للدالة جاكوبي مصفوفة لنعزف

(٧,٣ تعريف)

،٤=[x,2,,٠..,x,] "[8,(x),..٠,(),£,g,(X)]=()G و  لتكن

 فإن معزفة.4 =ز,12..., أجل من )(,؟ الجزئية التفاضلات أن ولنفتن
ox,

 يل: كا معزفة٤]=x,2,,...,x[, عندG)( للدالة جاكوبي مصفوفة

٤١٥



(=rل) 

 العددي التحليل

as, aE, ag,
ar, a, " a,
og, dg, ag,

 د لا لا٥

a, ar, ,xة

og, os, og,
or, or, or,

٤١٦

(7.14)

(1,٧) نظرية

s6,, i=1,2,...,N} ,,D={[#,3 المجموعة لدينا ليكن ,a,s2\"[,٠.. لا,

 متصلةG الدالة ولتكن حقيقية، ثوابتi=1,2,...,N أجل من& وa, إن حيث

،8,(s) D للدوال الأولى التفاضلات لتكن ذلك، إلى إضافة"$. إلى c9"  من

N,٠..,i=1,2أن و متصلة GOD) cDا/)(٨<1 و= Jالا max، إن حيث 
eDء د 

(xج) للدالة جاكوبي مصفوفة1 G، :فإن 

،D r في ()G وحيدة ثابتة نقطة  للدالة ا-يوجد

 المتجهات متتالية تتقارب٤ "ل عD ابتدائي اختيار أي أجل -من٢

.r ;{"r} الثابتة النقطة إلى(78) التكرارية بالصيغة والمعرفة

 التالية: المتباينة{"}3 المتتالية تحقق-٣

٨-1 ا/٢@-r كياا/٢٩-٤"" -ا/(7.15 ، ٤ق

 عل: نحصل(٧,1) للنظرية مباشرة كنتيجة



٤١٧  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

(2,٧) نظرية

،g,() G(x) الدوا تفاضلات أن ولنفترض r للدالة ثابتة نقطة  لتكن

 وأن: ،r النقطة جوار في متصلةi=1,2,...,N أجل من

07.16J(r)//<1١ ا
 من كاف بقرب٤"" ابتدائي اختيار لأي متقاربة تكون٢.8) التكرارية الصيغة فإن
.٢

 تكرارية صيغة لكتابة(٧,1) بالنظرية الاستعانة كيفية يستعرض التالي المثال

 التقارب. مضمونة تكون

(٧,٣) مثال

 الخطي: غير النظام لنعتبر

f()=٦-2x3+1=0
f,()=±-x,=0

.D={[x,2,T /0.25sx s12, 0.5sx, s1.5}  المجموعة عل والمعزف

 بالتالي: المعرفتين التكراريتين الصيغتين لنقرح

(7.17)

g,(x)=2x;-1
٣=(xي,) 

(7.18)

 و
$,()=xإ 

 أز"-».ء1+
 إن حيث ،G=«1(٢ )لا-» التكرارية الصيغة كانت إذا فيا نتحقق أن نريد

(.&,)(]"G(3)=[g,(8متجهات متتالية تكون07.19) و07.18) الحالتين من لكل 

 النظام. هذا حل إلى التقارب مضمونة تكون{"}3

(7.19)



٤١٨ العددي التحليل

 الجزئية وتفاضلاهاG(z) الدالة أن نلاحظ0.18 للاختيار) بالنسبة بداية

 لدينا يكون=,±1.5 عندما ولكن ،D المجموعة عل متصلة الأولى

]r)=3.5e[0.25,1.2الدالة أن يعني وهذا (,ى )(Gالنظرية شرط تحقق لا 

(1,٧)G0D) cD.بالمعادلة المعرفة التكرارية الصيغة تقارب ضان يمكن لا إذن 

 أنه نلاحظ07.19) بالمعادلة والمعزف الثاني للاختيار بالنسبة أخرى، ناحية من(.7.18)

# e[0.840896,1.1067]c[0.25,1.2] ,x لدينا يكون e[0.5,1.5]  كل أجل من

 عل نحصل٤e[0.25,1.2[ لكل وأنه "إد=#، لأن وذلك

]1.2572,01.2721e[0.5,1.5+,[لأن وذلك =x)/2+@.وهذا يد 

(GOD أن أي ،eD لكلG()eD أن يعني cD.فإن ذلك، إلى إضافة 

 بالشكل: تكونG للدالة جاكوبي مصفوفة

1()=
0

1
4@+r)/2

1
4 ٩7قر 2

0

1  ما,,يعص، =ا0.31623
#e025.11 4,'(1+3)/2

 و

 أن: ملاحظة يمكن ومنه

 جهم ا, ورو ا0.42045
e[0.5,1.5] 4y#ي 

 لدينا: يكون فإنه وبالتالي

maxl  =اJ()1>0.42045 ا
Dعد 

 متحققة، تكون(٧,١) نظرية شروط فإن ذلك عل بناء.٨=0.42045 أن لاحظ

.٤ "مeD ابتدائي اختيار لأيr=[,1[ الحل إلى التكرارية الصيغة تتقارب إذن

 ينتمي )والذي ""ء]=1.3,1.5[ الابتدائي التقريب من ابتداء الآن
 حلولا لحساب(7.17) بالمعادلة المعزقة التكرارية الصيغة استخدام تم(D للمجموعة



٤١٩  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 الجدول في المدرجة العددية النتائج عل حصلنا حيث(7.16) الخطي غير للنظام تقريبية

 بوضع وذلك0711) الوقوف شرط استخدمنا أننا إلى هنا نشير(.٧,1) رقم

"e=5x10الحسابية. العمليات لإيقاف 

(.٧,٣) للمثال العددية النتائج(.٧,1) رقم الجدول

k x,  ا4 ا ا٦١ ر
0 1.300000 1.500000 2.200000 1.356100

1 1.106682 1.072381 0.193318 0.427619

2 1.017624 1.026324 0.089058 0.046057

3 1.006517 1.004396 0.011107 0.021928

4 1.001097 1.001628 0.005419 0.002768

5 1.000407 1.000274 0.000691 0.001352

6 1.000069 1.000102 0.000338 0.000173

 للخطا أعل حداً لحساب(7.15) المتباينة استخدام يمكن أخرى، ناحية من

 عل: حصلنا حيث1"" بالتقريب المتعلق
٨٤

١٨-1-- ا/٤4%-r .ا/ اا<٤0-٢"" إ(
6

(042045)" (0427619)=0.004076
1-0.42045

 المتعلق المضبوط الخطأ فإن وبالتاليr=[,1'[ هو المضبوط الحل أن إلى هنا نشير

 للخطا الأعل الحد من أقل وهو١ ا٤ %ل-r =_ا\0.000102 هو1"" بالتقريب

 متوقع. هو كيا حسابه تم الذي



 العددي التحليل٤٢٠

 نيوتن طريقة(2,٧)
The Newton's Method

 ذات الخطية غير المعادلة لحل نيوتن لطريقة التكرارية الصيغة أن نعلم نحن

n>0 f(x)=0 أجل من ببج±، بالشكل),#(&= كتابتها يمكن  الواحد المتغير

 نظام لحل نيوتن طريقة استنتاج يمكن =)±(ع.x-f(٤/)x)'f) إن حيث

 يل: كيا تكرارية طريقة باعتبارها0.3) الخطية غير المعادلات

 بالشكل: كتابتها يمكن0.3) العادلة أن أولاً نلاحظ
07.20)G(I) =x+AF(r)
 المرافقة التكرارية الصيغة.NxN النوع من مناسبة شاذة غير مصفوفةA إن حيث

 بالشكل: كتابتها يمكن المعادلة لهذه
(G(")=r+AF(r")  )""ا=7.21)

 أن: إثبات نستطيع0.20) المعادلة من الآن.k>0 أجل من
07.22)J(#) =I+AJ,()
(n النوع من الوحدة مصفوفةI إن حيث ،NxNسابقاً معرفة هي كبا (ل 

 بالتالي: ومعرقةF(٤) للدالة جاكوبي مصفوفة و)(ما

a-a af
٥٥٥٥»»،٥٥٥

or D, ar,
2 ة

07.23)

a,or B,

.٠a ....%ة 
,ar, aة 

J,(x) =



٤٢١  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 لدينا يكون أن يجب التقارب أجل من أنه نلاحظ(7,2 النظرية) من

J()l.s1،أن إلى يؤدي وهذا ا (]'A =-1,(r.عادة٢ الحل أن با ولكن 

07.20) المعادلة فيA=-J(,٢'[)" وضع المناسب من فإنه معلوم يكون لا

 التكرارية: الصيغة عل لنحصل
٢24)«(F"(]-٢,)1-[«ج»٤"" 

.07.1) الخطي غير النظام لحل نيوتن لطريقة التكرارية الصيغة وهي ،k>0 أجل من

 لحساب07.24) التكرارية الصيغة استخدام يتم فإنه٤"" الابتدائي التقريب من ابتداء

.٢ الحل إلى تتقارب أن نأمل والتي}4{"3 المتتالية عناصر

 أحدها نيوتن، طريقة لاستنتاج أساليب عدة هناك يوجد أنه إلى هنا نشير

 استخدمناه الذي بالأسلوب شبيه وهو المتعددة الأبعاد ذات تايلور نظرية استخدام

 الواحد. المتغير ذات الخطية غير المعادلات لحل نيوتن طريقة لاستنتاج

 الثابتة النقطة تكرار طريقة من خاصة حالة نيوتن طريقة تعتبر الواقع، في

 إن: حيث(7.8) بالشكل التكرارية صيغتها كتابة يمكن إنه حيث

07.25)G() =٤-[,()]F(r)
 معدل يكون0.25) المعادلة في المعزف للخيار بالنسبة أنه(٧,٣) النظرية تتضمن

 تربيعي·(7.8) التكرارية الصيغة تقارب

(٧,٣) نظرية

G(n),)٠(,&,x'[) لتكن =[E,(3).&,(8وأن ،9" إلى٥" من دالة 

rالمنطقة: ولنعزف الدالة. لهذه ثابتة نقطة 

R,={ {٤ ا/٤-٢<// ة
 إن: بحيثM>0 و >ة0 العددين وجد إذا



٤٢٢ العددي التحليل

 لكل مصلة تكون =,ا42.8 اجل من ي""" البزية الفاضلات»
.reR,

,1eR أجل رمن3&.(±) ير ب( k=12....M, و4 ز, •ar,ar,

· .و' و٥و'٠٠٠ و من== رج ج =ز.ة٠٨12٠ ,إجل%,()٥(
 رد

 التكرارية الصيغة باستخدام المكونة المتجهات متتالية إن بحيث ةs& يوجد فإنه

 اختيار لأيr الثابتة النقطة إلى تربيعياً تتقارب025) و0.8) بالعلاقتين المعرفة

e, ابتدائي Rلدينا: يكون ذلك، إلى إضافة.1 "ك 
،1 ١ إ٢4-r -<ا\NM ا\٤ -)اr ل07.62

2
.k21  أجل من

 فإنه نيوتن، طريقة تقثلG)( الدالة كانت إذا أنه(٧,3) النظرية من يتضح

 أن يعني ذلك فإن عليه، بناء.R, مناسبة منطقة في النظرية فرضيات تحقق يمكن

 تربيعياً. يكون الخطية المعادلات أنظمة لحل نيوتن لطريقة التقارب معدل

 معكوس حساب يجب أنه نيوتن لطريقة التكرارية الصيغة من نلاحظ

 ولكن جداً. كبير حسابي جهد ذلك وفي #، تكرار كل عندJ(٢)" المصفوفة

 بوضع إنه حيث تكرار، كل عند المعكوس هذا حساب يتم لا عملياً
 بالشكل: نيوتن لطريقة التكرارية الصيغة تصبحy»)«» @ر-

J(")ر « =-F(«)
 )»ر ج٤» »و+

(7.27



٤٢٣  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 كل عند المصفوفة معكوس حساب من بدلأ فإنه عليه، بناء.k=0 أجل من

 استخدام كيفية يستعرض التالي المثال.y" المتجه لحساب خطياً نظاماً حل يتم تكرار

(.2,٧) الخوارزمية انظر التكرارية، بصيغتها معرفة هي كا نيوتن طريقة

(٧,٤) مثال

 ن اي و/ي عة او سه م
x,=0ند- 

f(»)=x, -2x3+1 r. بوضع بداية  "ل]=1.3,1.5"[ بوضع وذلك

f,()=r و, -xبالشكل: )¥(را جاكوبي مصفوفة تكون 
-4x1  إ-«.ه ا"

 العكل: تاخذ السالة هذه نيوتن لطريقة التكرارية المينة فان وبالتاي

,:/-4 إ;و• إ;إ/٠ k>0= 4(4 )ي313 إ(4) فيد.٣

1

 «»ا
 لدينا: يكون1 "ل]=1.3,1.5[ وk=0 وبوضع

a00;3 /;-ا-« -1 إس(3-)1.5
 على: نحصل ومنه

1-6 %لإبر-2.2  .:ا [.ر]-:ز}
y"" =[-0199826,-0.399971]"  عل حصلنا الجاوسي الحذف طريقة وباستخدام

 لدينا: يكون وبالتالي



 العددي التحليل

]oo٤ل,٠ لإ١« =-+=٤I 1.100029y

 رقم الجدول في الموضحة العددية النتائج عل حصلنا حيث ذلك تكرار يمكن وهكذا

 ا/.F(٢)" ك]/5x10° الشرط تحقق عندما الحسابات أوقفنا أننا هنا نذكر(.2,٧)

(.٧,٤) للمثال العددية التائج(.٧,2) رقم الجدول

k ١f١ وتد  ا41
1.356100

0 1.300000 1.500000 2.200000

1 1.100174 1.100029 0.319954 0.399971

2 1.014336 1.007806 0.017010 0.050783

3 1.000328 1.000112 0.000120 0.001201

4 1.000000 1.000000 0.000000 0.000000

 نيوتن طريقة(:٧,2) خوارزمية

 الخطية غير المعادلات من نظاماً لحل نيوتن طريقة الخوارزمية هذه تستخدم

F()=0.هنا ""r=1المحسوب، العددي الحل٣ و الابتدائي الحل epsدقة تمثل 

 للتكرارات. الأقى العدد هوM و العددي الحل

.٨ وes ،٤ ،N قيم أدخل:١ الخطوة

k=0  :ضع٢ الخطوة

٧-٤ الخطوات اعملksM طاما:٣ الخطوة

F(  )ج المتجه :احسب4 الخطوة

J(±)  المصفوفة :احسب٥ الخطوة

٤٢٤



٤٢٥  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

.J()y =-F(r)  الخطي النظام لحل(٣,١) الخوارزمية استخدم:٦ الخطوة

r=٤+Y  :ضع٧ الخطوة

 تف.r العددي الحل اطبع اا،F(r <ا/)eps كان إذا:8 الخطوة

٤=r  :ضع٩ الخطوة

k=k+1  ا:ضع٠ الخطوة

 تكرار".M بعد المطلوب العددي الحل عل الحصول يتم لم" اطبع:11 الخطوة

 نيوتن شبه طرائق(3,٧)
Casi Terton Methods

 المعادلات أنظمة لحل المستخدمة العددية الطرائق أشهر من نيوتن طريقة تعد

 من يكون قد والتي السلبيات بعض من تعاني أنها إلا شهرتها من وبالرغم الخطية. غير

 قيم إيجاد يجب أنه يعني وهذا تكرار. كل عند جاكوبي مصفوفة حساب أبرزها

 حساب فإن سبق، ما إلى إضافة.H تكرار كل عندN" عددها جزئية تفاضلات

 دوال قيم إيجاد يتطلبJ,(r »و)-F)»( الخطي للنظام الأيمن الطرف

 و النظام هذا لحلOGN)? عددها حسابية عمليات إلى نحتاج أننا ك] ،N عددها

 ليستf, والدوال كبيرة ليستN قيمة كانت لو حتى )حسابياً( مكلف هذا يعتبر

 التركيب. معقدة

 عادة ولكن نيوتن طريقة عل إجراءها تم التي التعديلات من العديد يوجد

 معدل أن أي نيوتن. طريقة تقارب بمعدل مقارنة بطيء تقارب إلى ذلك يؤدي ما

 شبه طرائق من طريقتين يل فيا نستعرض تربيعي. من أقل المعذلة الصيغ تقارب

 الت(رين. في للمناقشة تين أخر ونترك نيوتن



 العددي التحليل٤٢٦

(٢iمiاe Diferenee NeRton Method)  المنتهي بالفرق نيوتن ا-طريقة

 بالنسبةf, للدوال الجزئية التفاضلات فيها تكون لا حالات هناك أنه نعلم

N ر للمتغيرات ،  يصعب أو متوفرة نيوتن لطريقةk التكرار عندi ز,=1,2,...,2

 التقريب: استخدام يمكن الحالات هذه مثل في ، حسابها

[(٤4) ,ة٦»1 08),٢,(-f@"+he'(ي-[ ),3
r, hة 

 فإنه ز العنصر عدا ما أصفاراً عناصره جميع تكونN البعد ذو متجهe ر إن حيث

 لطريقةk التكرار عند فإنه وبالتالي صغير. موجب عددh و للواحد مساوياً يكون

،A,(r«) =(a,) J بالمصفوفة  (ر٤)" جاكوبيان مصفوفة استبدال يتم نيوتن

 إن: حيث
1aر =-[f,(٤"+he,)-f,(٤)]
h

 بالشكل: الحالة هذه في التكرارية الصيغة وتصبح.i ز,=٠,N,..12 أجل من
(0.29«(٤)F«(]-'٢,)A[=±«ر«»( 

 نكتبها فإننا تكرار كل عند مصفوفة معكوس حساب تتطلب الصيغة هذه أن وبا

 المساوي: بالشكل

(7.30)
A,(«)y" =-F(«)

 اسلة«» &د ن .رأ-:بثيب، ء0 مدنى
 أن إثبات يمكن أنه إلى هنا نشير المنتهي. بالفرق نيوتن لطريقة التكرارية الصيغة هي

 للقارئ يمكن تربيعياً. أو مطوراً خطياً خطياً، يكون الطريقة لهذه التقارب معدل

s كتاب يراجع أن المهتم and Schnabelنص Dem٩٥ صفحة.



٤٢٧  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

(٧ )ه, مثال

 افي الشام± لا ي"y بإو لميم ستهام مانه

x -x, =0
"r[ وh=0.01 بوضع وذلك  بدقة عددياً حلا نحسب سوف.1.5,1.5]=

.5x106

e, =[,0] ،f,(2,»,)=x'-x,، f(#,±)=± -x}+1  أن با بداية

,e[ و  لدينا: يكونk=0 عندما فإنه0,1]=

A,(٢"%)y" =-F(«)
 إن: حيث

 ,ه (ي]"=٤""+3%%)f-(,0.01e ل"-=[)]51.٨-0.5)٩+0.5+1.5-1-"1=1
0.01 0.01

a0.01+"4[و" (ي= e,)-f0"%)="٨5-0٠5١٩+1-1٠5+0.5)"-1=-3.01
0.01 0.01

٨٠5١3-15-0٠53+1.5]=6.7951[)"(]="0.01e,)-f+""0.01 =,ه(,]'٤ 0.01

0.0Le,)-1,(")]="[5)-1.51-0٠5)3 001 ه ]م=1""(+1-=[1.5+ 0.01

 و
 .ر»o«.0.250000 ر3.01-1

=،A I'=F'٤'  امد/-"» »-"»ه ا"
 الخطي: النظام لدينا يكون وبالتالي

0.250000-3.01 y"1  را أوً--بجا"
""y[ عل نحصل بحله والذي  التقريب وعل0.009059-,0.277267-]=

 الأول:



٤٢٨ العددي التحليل

a,/م٠٠ =-+=II
1.490941Y

 لدينا: يكونk=1 عندما بالمثل

use-»/رء٥١ ر.٠/- A x =Fr = ')'(0.337136 د )'(م،1-4.522

 عل حصلناA )"(رF=-"y٩)"( الخطي النظام ويحل

]y0  الثاني: التقريب نحسب ومنه.0.026909-,0.080517-]=

٠٠٠ إ-,٨ [جصه ==٤ -+I  لا1.463972
 رقم الجدول في الموضحة العددية النتائج عل حصلنا حيث ذلك تكرار يمكن وهكذا

F(4")° الشرط تحقق عندما الحسابات أوقفنا أننا هنا نذكر(.3,٧) //s 5x10./ا 

(.٧), للمثال العددية النتائج(.٧,3) رقم الجدول

k ٧, x,  ا4١ ا٤١
0 1.500000 1.500000 0.250000 1.875000

1 1.222733 1.490941 0.000177 0.337136

2 1.142215 1.463972 0.000997 0.026227

3 1.134852 1.461126 0.000037 0.000438

4 1.134721 1.461054 0.000043 0.000005

5 1.134724 1.461069 0.000000 0.000000



٤٢٩  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

r=[1.134724141.46106952 ٢ هو المسألة لهذه المضبوط الحل أن هنا نذكر

 متتالية أن يتضح(٧,٣) رقم الجدول ومن معنوية( عشرية أرقام تسعة إلى )صحيح

 الحل. إلى تتقارب}r;{" المحسوبة المتجهات

(Broyden's Method)  برويدن -طريقة٢

 غير المعادلات نظام لحل نيوتن شبه طرائق أشهر من برويدن طريقة تعتبر

 المتغير ذات الخطية غير المعادلة حالة في القاطع لطريقة شبيهه وهي (،7.3) الخطية

 يلل: كا برويدن أسلوب عرض يمكن الواحد.

 الحل عل حصلنا وأننا٢"" الابتدائي التقريب من بدأنا أننا لنفترض

 لنضع: نيوتن. طريقة باستخدام07.31) الخطي غير للنظامr" التقريبي
0731)J,(٤0)(٢٩ -2"") < F(٤")- F("%)

 ويدن بر طريقة فإنJ )""(ر جاكوبي مصفوفة حساب من بدلأ المرحلة، هذه عند

 المعادلة: تحقق والتيA, المصفوفة توجد
07.32)A,(٢0 -"%) = F(٢")-F(٤"%)
 بوضع ولكن.A, وحيدة مصفوفة تعزف لا0732) المعادلة أن إلى هنا نشير

A,u =Auإن حيث (،٢" ")""ر=0 العلاقة يحقق ت متجه كل أجل من 

,)""(A =Jأن: إثبات يمكن فإنه 

٣,-A٥5 .A ر ر =A S;1= ،+
١ ا٥, ا2

(7.33)

,٠w)" وs,=٢ "م-٢ "م إن حيث =F(r0)-F(rويمعرفة ,Aإيجاد يمكن 

,A,s)" الخطي النظام بحل وذلك وى المتجه =-F(rحساب يتم ثم من و 
.٦»3)=٢ "م+s و الثاني التقريب

 كتابة: يمكن عام، بشكل



 العددي التحليل٤٣٠

(7.34)٣٤-A ،٤A ر3٤ ج =A, $
٠٤١٤ ا/?// ٤' S ٤ ا

،k>1 w٤. أجل من =F(")-F(«-") s و  =إ٢» »ر-" إن حيث

 التكرارية: الصيغة باستخدام٤""" التالي التكرار حساب يمكن فإنه وبالتالي

(7.35)
8٤S ٤ ر, =-F(٤«)

٥ باعي،بد قر عن ، اما:ه اد،د لعد ء
 نستعرض المصفوفة معكوس وجود مشكلة عل للتغلب نيوتن. طريقة عى أفضلية

 شيرمان-موريسون: صيغة باسم يعرف ما عل تستند والتي التالية المناقشة

 فإنv"A'٥-=1 الشرط يحققان٧ و« والمتجهين شاذة غير مصفوفةA لتكن

"(A+uv)وأن: شاذة غير مصفوفة 

(3o(٨+w٩5)"=٨_A'oy'A'
1+٧ A 'u

 المصفوفة معكوس عن عبارة هو(7.36 للمعادلة الأيمن الطرف أن إثبات يمكن

"(A+uv.)لنجعل: ذلك لإثبات 

B= A-_A'٥v'A"
1+٧" A-٥

 لدينا: يكون إذن.07.36 للمعادلة الأيمن الطرف يمثل والذي
A'a"A-1(A+٥v")B=(A+٥v")[A"-رم ]
1+٧ A 'u

A-'uv"A-'=I٠-,١٧"A-'+uv"
٢ 'ر{لا ب

1+٣"A٥
1٠٢٨٠-٧+(٧A-'a)v"A

 ح لا2٣' ب

1+٧"A-٥
=1+u٧"A-"-٥٧"A-'=I
.B(A+uv)=1  أن إثبات يمكن الأسلوب وينفس



٤٣١  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

٣ ر٠٠٠٠$,» -A,٠٠١  المعادلة في٧=s٤ و =ه" إ "ا وضعنا إذا برويدن، لطريقة بالنسبة الآن
< /اs٤ >ا

 أن: إثبات يمكن ثم ومن.A=A٤+٥٧" لدينا يكون فإنه07.34)

A?= Aج (-A٤'w2);A;'  إ------(7,37)
٣٤,A٠٤-٠٤ د }و>

(.٧,٣) الخوارزمية انظر.k>1 أجل من

 ويدن بر طريقة(:٧,٣) خوارزمية

 الخطية غير المعادلات من نظاماً لحل ويدن بر طريقة الخوارزمية هذه تستخدم

F()=0.و٤ الابتدائي الحل هنا rالمحسوب، العددي الحل epsالحل دقة تمثل 

 للتكرارات. الأقمى العدد هوM و العددي

.M eps و ،٤ ،N  قيم أدخل:1 الخطوة

k=0  ضع:2 الخطوة

F(r)  احسب:٣ الخطوة

J(x)  المصفوفة :احسب٤ الخطوة

A J(x)= ج  :ضع٥ الخطوة

A  المعكوس احسب:٦ الخطوة

s=-Aج F@r)  :احسب٧ الخطوة

r =٤+s  :احسب٨ الخطوة

k :طالما٩ الخطوة <M١٧-١٠ الخطوات اعمل

 ا:احسب0 الخطوة

A-!=A- (-Aج٢') ()-F(x))s"A  ج
sA3(F(r)-F())٠٥



٤٣٢ العددي التحليل

s =-A,"F(r)  ا:احسب١ الخطوة

FGx) =F(r)  :ضع١٢ الخطوة

r=٣+s  :احسب14 الخطوة

F(r)  :احسب١٤ الخطوة

F(r) كان :إذا١٥ الخطوة //s eps،\العددي الحل أطبع ا r.قف 

A' =A ٢ :ضع١٦ الخطوة

k=k+1  :ضع١٧ الخطوة

 تكرار".M بعد المطلوب العددي الحل عل الحصول يتم لم" اطبع:18 الخطوة

 يمكن الحسابات إيقاف شرط تتضمن والتي١٣ الخطوة أن إلى هنا نشير

FGr)/s الوقوف شرط استبدال eps)الشرطين بأحد ا s//5 eps-أو١ ا٣ 
٢ -$ sالا هء<لا 

١ ا٣١
(٧,٦) مثال

 بطي، يدججواهج#نم طا سدم مارد

x -x, =0
.1""]=1.5,1.5[ التقريب من ابتداء وذلك

 أن: نعلم(٧ )ه, المثال من بداية
-3 -ر».0.250000

F'¥'  [ن٠ اله\-"»=
A (ر٢)" ويوضع =Jلدينا: يكون فإنه 

1J (٤ م =،«-\٤٠



٤٣٣  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

0.155844
 ههs [ءمو

 حساب: يمكن عليه بناء

0.279221-1٠.»١٠
=-$. =-A "R'٤'• 4:r"-  ا،»أ}

 عى: نحصل ومنه

 ا-0.051948
A = • ومدوده-

]a/\.ء٠٠٠ I =٤ -+$ =
1.490260١

k=1 ,w' جsA عندما(7.37) العلاقة استخدام يمكن فإنه =0.063572  أن ويا

 عل: للحصول
1 - 0.066406 0.191360A-= «snn [««د oas7-:\٥ »د

,w)""( أن )لاحظ =F(r")-F.)لدينا يكون وبالتالي 
-1٠٠q١٠ 0.062977

$. =A, 'R'٤' =، ،%e"- [ أ»/ً
 علل: نحصل ومنه

]ne./د ••« ٤= -+$ =٤
1.4692292

 هنا الإشارة نود(.٧,٤) رقم الجدول في الموجودة العددية النتائج عل حصلنا وهكذا،

(")F الشرط تحقق عندما الحسابات أوقفنا أننا إلى /s 5x10°./ا 

 الموجودة العددية التتائج من يتضح فإنه(٧ )ه, للمثال بالنسبة الحال هو كبا

 المضبوط. الحل إلى تتقارب متجهات متتالية تحسب الطريقة أن(٧,٤ رقم) الجدول في

 أن نلاحظ(٧,٤ و)(٧,٣) رقمي الجدولين في الموجودة العددية النتائج وبمقارنة

 الطريقتين. لكلا ا٢@-r =ااO010)" هو الخامس التكرار عند المضبوط الخطا



٤٣٤ العددي التحليل

 بحل عليها يحصل التي تلك مع(٧,٦ و)(٧,٥) المثالين نتائج مقارنة للقارئ يمكن

 نيوتن. طريقة باستخدام ذلك و وح؟ ؟ التمرينين

(.٧,٦) للمثال العددية النتائج(.٧,٤) رقم الجدول

H » ٣,  اf١ ا٤١
0 1.500000 1.500000 0.250000 1.875000

1 1.220780 1.490261 0.000095 0.329070

2 1.157802 1.469229 0.000830 0.082370

3 1.136492 1.461752 0.000227 0.006154

4 1.134755 1.461083 0.000008 0.000105

5 1.134724 1.461069 0.000000 0.000001

 تمارين(٧,٤)
Exereises

 ترابي انام خل ات3 ا رنة بندام ا-امر

r-x,=0
.D={[x,,x,]" /1sx s2, 1sx,s2}  المجموعة عل والمعرف

 التكراريتين: الصيغتين باستخدام وذلك
x;-1£,)م(= 

8,(r)=x
g,(ج ) =x}ذ 

x+1/,=().8 ب(

(



٤٣٥  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 الثاني التقريب لحساب الأفضل الصيغة استخدم ثم ولماذا؟ أفضل. الصيغتين أي

 الخطاً احسب""±.]=1.5,1.5[ الابتدائي التقريب من ابتداء وذلك

 الحل هوr=[1.13472414,1.46106952[ إن حيث ا/٢ حل-r اا المضبوط

 للخطأً أعل حداً احسب ثم ، معنوية عشرية أرقام تسعة حتى صحيح المضبوط

 عليه. تحصل الذي العددي للحل المتعلق

 الخطي: غير النظام لدينا ليكن-2
2x,-e=-1
2x +e=4

.D={(x,,x,)/1<3 <2, 1<x, <2}  المجموعة عل المعرف

 النظام. هذا لحل مناسبة تكرارية صيغة أوجد أ(

 الصيغة استخدم ،1""]=1.5,1.5[ الابتدائي التقريب من ابتداء ب(

 الثاني. التكرار لحساب )أ( الفقرة في أوجدتها التي التكرارية

 )ب(. الفقرة في عليه تحصل الذي بالتقريب المتعلق لخطا أعل حداً ج(احسب

 بدفة تقريني حل عل لدمر، الدرمة،، التكرارات عدد إ

 .دم، و بمي٣4 سد
x -16x% +c0sx,+1=0
٥-٩ 15x, =0

.D={[,,2,x]/-1sx, s1, i=1,2,3}  المجموعة عل والمعرف

 مناسبة. تكرارية صيغة أوجد أ(



٤٣٦ العددي التحليل

 التكرار )أ(لحساب الفقرة في أوجدتها التي التكرارية الصيغة استخدم ب(

.٢"]=0,0,0"[ بوضع وذلك الثاني

.٢"" بالتقريب المتعلق للخطأ أعل حداً احسب جا

 ج بجني ويa د طية سم4

 لهرة برر،باها -ء5١٥ وتدب.مع
 حل أثناء عليها حصلت التي تلك مع هنا عليها تحصل التي العددية النتائج قارن

 ؟. تلاحظ ماذا ا. التمرين

 في الموجود الخطي غير النظام لحل الثاني التقريب لحساب نيوتن طريقة -استخدم٥

.٢ "ل]=0,0,0[ الابتدائي التقريب من ابتداء وذلك٣ التمرين

 غير للنظام الثاني التقريب لحساب المنتهي بالفرق نيوتن طريقة -استخدم٦

 المثال. في الموجود الابتدائي التقريب من ابتداء ذلك و(٧,6) المثال في الموجود الخطي

(.٧,٤) المثال في الموجودة تلك مع هنا عليها تحصل التي النتائج قارن

 غير للنظام الثاني التقريب لحساب المنتهي بالفرق نيوتن طريقة استخدم-٧

 الصيغة باستخدام الجزئية التفاضلات بتقريب ذلك و(٧ )ه, المثال في الموجود الخطي

 عليها تحصل التي النتائج قارن الخامس. الفصل في والموجودة(5.13) المركزية العددية

(.٧ )ه, المثال في الموجودة تلك مع هنا

 %ة .%ي ءةرباي بسم ،
x,-x,=0



٤٣٧  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 التي التتائج قارن ثم الثاني، التقريب احسب.٤ %م]=1.3,1.5"[ من ابتداء وذلك

(.٧,٤) المثال في الموجودة تلك مع عليها تحصل

 عند جاكوبي مصفوفة حساب عدم هو نيوتن لطريقة تعديل أبسط -لعل٩

 كايل: الأسلوب هذا وصف يمكن محدودة، تكرارات عند حسابها وإنا تكرار كل

 الصيغة كتابة يمكن فإنه ،k تكرار كل عند جاكوبي مصفوفة حساب تم أنه لنفترض

 بالشكل: نيوتن لطريقة التكرارية
J,(r@)y«+9 -F(«+)

 +@ر1+9 +»ر=9 +»ر+
 المسألة: لحل الطريقة هذه استخدم =ا.0,1,2,... و ز=k-1,...,0,1,2 أجل من

 تكرارات، ثلاثة كل عند جاكوبي مصفوفة بحساب وذلك(٧,٥) المثال في الموجودة

 المثال. في الموجودة تلك مع عليها تحصل التي العددية النتائج قارن ثم

 اختيار هي نيوتن طريقة استخدام عند تواجهنا التي المشاكل إحدى-١٥

 )نسبياً( قريب المتجه هذا يكون أن تتطلب الطريقة إن حيث٤"" الابتدائي التقريب

 والتي نيوتن لطريقة المعدلة الطريقة التقارب. ضان أجل منr المضبوط الحل إلى

 كالتالي: طرحها يمكن المشكلة هذه تعالج

 التالي: بالشكل نيوتن طريقة اعتبر
J,(")y« =-F(«)

 )#ار»=+6)»
 تصبح الصيغة هذه فإن6=1 تكون عندما أنه لاحظ ما. عدد6>0 إن حيث

6 اختيار يمكن بالمقابل، الأفضل. تكون لا قد٥ ل القيمة هذه وأن نيوتن طريقة

 المعيار: ثصغر التي

"»YL("+6"?=6+""٤4١ ا٤



٤٣٨ العددي التحليل

 العددية النتائج قارن ثم(.٧,٥) المثال في الموجودة المسألة لحل الطريقة هذه استخدم

 المثال. في الموجودة تلك مع عليها تحصل التي

 ،6 بالمتغير حدود كثيرة تكرار كل عند لديك سيكون6 قيمة لحساب تلميح:[

 الخطية غر المعادلة بحل6 المطلوبة القيمة حساب يمكن بالتالي ،P(6) ولتكن

P'(8)=0راجع الطريقة هذه حول المعلومات من لزيد نيوتن. طريقة باستخدام 

[ Dennis and Schnabel  كتاب

 الحاسب تمارين

 الخطي: غير النظام لحل الثابتة النقطة تكرار طريقة ح\-استخدم
2x, -e =1

2x +e-=4
""±.]=1.5,1.5"[ من ابتداء وذلك5x10°- بدقة عددياً حلاً احسب

 ا. التمرين في أوجدتها التي المناسبة التكرارية الصيغة استخدام يمكنك تلميح:

 غير للنظام5x10° بدقة عددياً حلاً لحساب نيوتن طريقة -استخدم٢ ح

 ،. التمرين في الموجود الخطي

 بدقة عددياً حلاً لحساب المنتهي بالفرق نيوتن طريقة -استخدم٣ ح

'5x10عليها تحصل التي النتائج قارن(.٧,٤) المثال في الموجود الخطي غير للنظام 

(.٧,٤) المثال في عليها حصلنا التي تلك مع

 للنظام5x10- بدقة عددياً حلاً لحساب برويدن طريقة -استخدم٤ ح

 التي تلك مع عليها تحصل التي النتائج قارن(.٧,٤) المثال في الموجود الخطي غير

(.٧,٤) المثال في عليها حصلنا



٤٣٩  الخطية غير المعادلات أنظمة حل

 عن لاء -;%ايخ٤
x -16x}+c0s%, +1=0

15x,  -ج-0=
.32""]=0,0,0[ من ابتداء وذلك5x10° بدقة عددياً حلاً احسب

٠٣ التمرين في أوجدتها التي المناسبة التكرارية الصيغة من الاستفادة يمكنك تلميح:

 غير للنظام5x10' بدقة عددياً حلاً لحساب نيوتن طريقة -استخدم٦ ح

 الخطي:

1 w 23 +,لا-,(0=3(1.125+
128

1 1. .-2,, +22, -2,,+ (٢+1+i)?=0, i=2,3..,6
- ٠ 128 8

12x,+ (x,+1.875)3=02 +ج-
128

.3"-]=0.1-,0.1-,01-,0.1.-,1-,01-,0.1[ بوضع وذلك


