
 النالعائر

 أويلر وصيغة القوى، التطابقات،
Congruenees, Powers, and Euler's Formula

 على: تنص والتي الصغرى فيرما نظرية بإثبات قمنا السابق الفصل في

/M و أوليا عدداpً كان إذا aفإن (modM)1=.القاعدة هذه '-ه 

p %2 استبدلنا إذا صحيحة ليست 4/mod9) ،  المثال سبيل على أولي. غير بعدد

. 5" = 5(mod6)  و

 بحيثm قياس القوى بعض هناك كان إذا فيما عن التساؤل إلى يدفعنا هذا
.a" = 1(modm)

<gcd(a,m) كان إذا مستحيل هذا أن الأولى ملاحظتنا  السبب، لنرى.1

+a=1 فإن ="ه.1(modm) أن افرض m، وعليه صحيح عدد لا حيث 

 قياسl تطابق» قوة وجدت إذا بمعني، -ه.m=1 يقسمgcd(a,m) فإ

n، يكو أن فيجب gcd(a,m)=l.عن نبحث أننا السابق النقاش من نستنتج 

 ، مع نسبيا أولية تكون التي الأعداد مجموعة

}m)=1)٨٠1<٨<٤٦٠ ه/

٩٥



 الأول الجزء الأعداد- نظرية في مقدمة

: المثال سبيل على
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m بين الصحيحة الأعداد عدد , lمع نسبيا أولية هي والتي mعدد هو 

 اسما: المقدار هذا نعطي سوف ولهذا مهم

6(m) = # /a٠1<٨<٤٦٠ed(a,)=1}

Euler's) لأويلر" فاي "دالة تسمى ف الدالة phi fincuion).الجدول خلال من 

.1 <n ٤10  حيث )(ي قيم قراءة يمكننا



٩٧  أويلر وصيغة القوى، التطابقات،

a صحيح عدد أي فإن أوليًا عدداpً كان إذا أنه لاحظ <P>1عدد هو 

 الصيغة. لدينا الأولية للأعداد وعليه.P مع نسبيا أولي

 =)م(ف٨-1

 الصغرى. فيرما نظرية لإثبات استخدمناه الذي البرهان محاكاة سنحاول

 جميع أخذ من بدلاً.10 قياس1 ل المطابقة7 العدد قوة إيجاد نريد أننا مثلاً افرض

 وهي:.10 العدد مع نسبيا الأولية الأعداد بأخذ فقط سنقوم ،a<10>1 الأعداد

1,3, 7,9(mod10)

: على نحصل ،T ب منهم واحد كل ضربنا إذا

7٠1= 7(mod10),

7٠٦= 9(mod10),

7.3= 1(mod10),
7.9= (mod10).

 وبالتالي مختلف. بترتيب ولكن الأعداد نفس على أخرى مرة حصلنا أننا لاحظ

 النتيجة. نفس على سنحصل بعضها مع ضربناها إذا

(7٠1)/73)/٦٠٦/)٦٠٥=)١٠3٠٦٠9(١oa10)
7/1٠3٠7.9)= 1٠3٠7٠9(noa10)

 على لنحصل التطابق طرفي من1٠3٠7٠9 اختصار بالإمكان الآن

.٦ = 1(moal0)

10 و0 بين الصحيحة الأعداد عدد يساوي إنه ؟4 الأس أتى أين من

 (ة.10=)4 لأن4 يساوي الأس أن بمعنى،:10 مع نسبياً أولية تكون والتي

 التالية. الصيغة صحة يوضح وهذا



٩٨ الأول الجزء الأعداد- نظرية في مقدمة

 أويلر( )صيغة ا( ,ه )ا نظرية

gcdl(a,m) إذاكان =  فإن: ،1

4") = 1(modm)

 البرهان

 فإن معها، سنتعامل التي الأعداد من الصحيحة المجموعة حددنا وقد الآن

 سنجعل: لذلك الصغرى. فيرما نظرية برهان يطابق تقريبا أويلر صيغة برهان

1<b< ٥<,٠٠ ا<.٨ ر < m

m بين الواقعة)(@ عددها التي الأعداد هي , • مع نسبياً أولية تكون والتي0

 ا(٠, )ا نتيجة

gcd(a,m) إذاكا = : الأعداد فإ ،1

b,a,b,4,b,a,..., a,, ا (modm)

 الأعداد: نفس هي

b ,b,, (modm) ,ا•.. ر،ما

 الترتيب. في تختلف قد أنها من الرغم على

 البرهان

 لذا.m مع نسبياً أولي أيضاbً فإنm مع نسبياً أولياb كان إذا أنه نلاحظ

: القائمة في عدد كل فإن



٩٩  أويلر وصيغة القوى، التطابقات،

b,a,b,a,b,0, ..., a, م,ا (modm)

: القائمة في الأعداد لأحد مطابق

b ,b,, (modm) ,ا•.. ر،ما

 استطعنا إذا لذلك قائمة. كل في الأعداد من (يm) يوجد ذلك على علاوة

 أن يعني هذا إن ،m قياس مختلفة جميعها الأولى القائمة في الأعداد أن إثبات
 الترتيب(. إعادة )بعد القائمة نفس هما القائمتين

 أنهما وافرض الأولى، القائمة منb,a وb, عددين أخذنا أننا افرض
: متطابقان

b,م =b,a(modm)

-,m/(b فيكون»), b.وعليه نسبيا أوليان عددان,»2 ولكن 

 أن يعني وهذا ،m,1 بين يقعان ,ا,ا أخرى، ناحية من.m -,ا(/b)a فإن

m-1,ا> b, b.)ويقبل" من أقل له المطلقة القيمة فقط واحد عدد يوجد 

 الصفر. هو الرقم هذا إن ،m على القسمة
: القائمة في الأعداد أن يثبت ,ا.هذا=b فإن لذلك

b,a,b,a,b,4,...,h,,a (odm)

 النتيجة. صحة إثبات ينهي وهذا ،T قياس مختلفة جميعها

 النتيجة أويلر. صيغة إثبات إتمام بسهولة بالإمكان السابقة النتيجة باستخدام

: الأعداد قائمتي أن على نصت

ba,b,a,b,0, mod) مما0,... m)



 الأول الجزء الأعداد- نظرية في مقدمة

b ,b,, (modm) ,ا•.. ر،ما

 و:

١ ه٠

 نفس هو الأولى القائمة في الأعداد ضرب حاصل فإن وعليه القائمة، نفس هما

: الثانية القائمة في الأعداد ضرب حاصل

.b, . ،h... ا )...(b,a).(b,a)٠(,b)(modn) ر mm )ر,ً ا=

(60) )عددهم للتطابق الأيسر الطرف من مشترك كعاملa أخذ بالإمكان

 على: لنحصل

a""B = B(modm).B = bb,b, ...  را حيث

 واحدمن كل لأنm مع نسبيا أوليB أن نلاحظ أخيرا،

(}m,ف) ..مع نسبياً أولي =ة,ا}1,٠ m.اختصار نستطيع أننا يعني هذا Bمن 

 أويلر: قاعدة على لنحصل التطابق طرفي

m" = 1(modm)

 مارين
m m,1 مع نسبيا وأولية ,b بين صحيحة أعداداً <b,<١01)٠٠٠ ا< ليكن)

B B المقدار. ضربهم حاصل = b,b,b, ... ( را وليكن ،(1 العدد تتضمن

 أويلر. صيغة برهان خلال ورد

.B =-1(modm) =B وإما 1(nodm) (a) إما أنه بين

(b)قيمة احسب Dقيم بعض عند mيكون عندما نمط إيجاد وحاول الصغيرة 

B.-1(modm) مساوياً (modm) مساوياً يكون وعندما+1



١٠١  أويلر وصيغة القوى، التطابقات،

 كيف نرى سوف القادم الفصل )في.8(33750=)1000 يحقق3750 العدد(١0.2)

 الثلاث الخصائص لهa عدد أوجد جدا(. قصيرة بخطوات (ف3750) نحسب

: التالة

٨=٢"(aa 3750) 6)

1<a<5000 (i)

(a (ii7 على القسمة يقبل لا.

Cammichael) كارمايكل عدد يسمى" الأولي غير العدد(١0٣) nmber)كان إذا 

.gcd(a,m)=1 (modm) حيث ،» عدد لكل صحيحاً =ا"ه1  التطابق

(a)أن من تحقق m= 561=  مساعدة:[ كارمايكل. عدد هو3011٠17

.3320 اa قيم لجميع (ا"هmodm) قيمة تحسب أن الضروري من ليس

 أن من لتتأكد الصغرى فيرما نظرية استخدم ، ذلك من بدلا

(modm)1أولي عدد لكل =ا-"ه Mيقسم m، هذا لماذا اشرح ثم ومن 

.٢a"" = 1(od r)  أن يقتضي

(b)منها؟ نهائيًا لا عدداً هناك أن تظن هل آخر. كارمايكل عدد إيجاد حاول 


