
 وشالت )لقمل

 بها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات
Perfect & Related Codes

 الشفرات على الحدود بعض(٣,١ ر
Some Bounds for Codes

 إحدى هذه.d ومسافتهاn طولها خطية شفرة كلمات عدد إيجاد مسألة الآن نتناول

 بعض سنجد.d وn قيم لبعض حلها يمكن ولكن العامة للشفرات المحلولة غير المسائل

.d n و  بمعرفة شفرة سعة على الحدود

 أن: فنعلم0 حيث"='< صحيحين عددين« و كان إذا

()=a@6-٥
 من اختيارها يمكن التيt منها كل عناصر عدد التي الجزئية المجموعات عدد هو

.t n والوزن n. الطول ذات الكلمات عدد هو)"( أن نرى وبهذا  عناصرها عدد مجموعة

: التالية الحقيقة على مباشرة نحصل وبهذا

(3,1,1) مبرهنة

n كان إذا n الطول ذات الكلمات عدد فإن t<n> طولها كلمة« وكانت0

 هو: عن تزيد لا بمسافةv عن تبعد والتي
m n n(3)4(")١(3)١١()

١٠٩



١١٠ والتعمية التشفير نظرية

 المبرهنة فيt=n فبوضع2" يساويn الطول ذات الكلمات جميع عدد أن بما

 أن: نرى(3,1,1 ر
m n n()١)(١)"(١-+()-2

 تمرين

 جميع بإيجاد(٣,١,١) المبرهنة صواب من تحقق.t=3 و٥=10110 لتكن(3,1,2)

 أننا من تحقق ثم ومن3 الأكثر على هو" عن بعدها التيK5 كلمات

(.١,3,1) المبرهنة بتطبيق الكلمات من العدد هذا على الحصول نستطيع

 المجاميع بإيجاد نقوم ن معينة كلمة عنt مسافة تبعد التي الكلمات جميع لإيجاد

v+ wالكلمات لكل wالوزن ذات t.الشفرة طول كان فإذا Cهي ومسافتها« يساوي 

d=2t+1كلمة أي توجد فلا wالأكثر على مسافة تبعد tو ه شفرة كلمتي من »

d(w,) كان إذا أنه لاحظ ذلك ولرؤية مختلفتين. <tو t>(d@,v0, حيث٥=,

 أن: فنرى
d(w,,v,) < d(u,,w) + d(w,0)< 2t<d=2t+1

C C. الشفرة طول كان إذا أنه نرى سبق مما  الشفرة مسافة تعريف يناقض وهذا

t "K مسافة تبعد التي =d كلمات جميع مجموعة فإن 2t+1  تساوي ومسافتها يساوي

 على بمسافة تبعد التي الشفرة كلمات مجموعة مع تتقاطع لا ا شفرة كلمة من الأكثر على

: التالية المبرهنة أثبتنا قد نكون وبهذا ,ه وv, حيث و" أخرى شفرة كلمة منt الأكثر

[Iamming Bound  هامينغ [حد(٣,١,٣ ر مبرهنة

d ومسافتهاn طولها شفرةC كانت إذا = 2t+1أو d= 2t+2:فإن 

١//»٤)١)%(١٠/%(+٦٥
: أن أي

2n
/C\ < )-٢ ر mارا±م٠٠+\٤+ 



١١١  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 لا( أم خطية أكانت )سواء شفرة كلمات لعدد أعلى حد هو هامينغ حد إن

-t=\@d[ أن وبما ،d=2t+1 ومسافتهاn طولها  المبرهنة إلى استنادا فنجد2/(1

 التي الأوزان ذات الأخطاء أنماط جميع تصوب الشفرات هذه مثل أن(1,12,٩ ر

.t  عن تزيد لا

(٤,1,٣) مثال

(d=3=2(1)+1) d=3 n=6 ومسافتها C طولها خطية شفرة  كانت إذا

: أن فنرى
646426

، • )ي()ي(-٦١٥

amc أن جد وبهذا١c١<8 فيكون2 للعدد قوةIcl أن وما <  ه.٨=3

 تقارين

 المعطاة.d وn لقيم الخطية الشفرة لبعد أعلى حداً جد(٥,3,1)

( d=3،n=8d=3( أ ،m=7 ( ب)

d=3 ،n=15 ( د)

.d=7 ،n=23 ( و)

d=5 ،n=10 ( ج)

d=5 ،n=15 ( ه)

: التالية المولدة المصفوفة لها التي الخطية للشفرات هامينغ حد صحة من تحقق(١,٦,3)
100111  ء ابتتي] ب
001011

111110000000000
«c=  واووا تتتتت اودو

000001111111111
1000111
0100110  اأرييان ا»
0001011

 لشفرةI النوعية اختبار مصفوفة أن(2,9,١) والمبرهنة(2,٧) البند من نعلم

nx 6-k) (k,d) الدرجة من مصفوفة هي d-1 النوع من خطية  أي يكون بحيث



١١٢ والتعمية التشفير نظرية

-n يساوي صفوفها من كل طول أ ويما خطيا. مستقلة صفوفها من صفا lوجود فيستحيل 

n- l ٨k إذن، خطيا. المستقلة الصفوف من أكثر <n- d+1 -n> أي -ه.1  من

: (Singleton Bound)  سينغلتون حد تسمى التي التالية النتيجة برهنا قد ونكون

[Singleton Bound  سينغلتون [حد(٣,١,٧ ر مبرهنة

.d-1٤٨-k (k,d,@ فإن C النوع من خطية شفرة ٥ كانت إذا

d=5 n و = 15  كان إذا فمثلا، هامينغ، حد من أضعف سينغلتون حد أن لاحظ

 وعلى هامينغ. حد إلى استناداk<8ً وإن(3,1,٧) المبرهنة إلى استنادا٨ً<11 فإن

 العظمى المسافة ذات الشفرات تدعى الشفرات من مهم صنف يوجد ذلك، من الرغم

 الخطية الشفرة إ نقول سينغلتون. لحد المساواة فيها تتحقق شفرات وهذه للفصل القابلة

(Maximum Distance Separable) (k,d,@ العظمى بالمسافة للفصل قابلة شفرة  النوع من

.(k=n- d+1) 1+٨-٨=d أو MDS كان إذا  شفرة اختصارا أو

.MDS  لشفرات المتكافئة التمييزات ببعض تزودنا التالية المبرهنة

(٣,١,٨) مبرهنة

: @,k,d) C النوع من  الخطية للشفرات متكافئة التالية العبارات

.d=n-٨١1(١)

 خطياً. مستقلة النوعية اختبار مصفوفة صفوف منn-k أي(٢)

 خطياً. مستقلة مولدة مصفوفة أعمدة منk أي(٣)

.MDs ( شفرة هي٢(٤

 البرهان

 إذاd<n-k+1 ولكن <ه.n-k+1 أن نعلم(3,1,٧) المبرهنة باستخدام

(١) إذن، خطيا. مستقلة النوعية اختبار مصفوفة صفوف من -«صفاk كان إذا وفقط

 توجد فلاn-4-٨+1 كان إذا أنه لاحظ(٣) تكافئ(١) أن ولإثبات(.2) تكافى



١١٣  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

-l من أكثر على تحتوي صفرية غير شفرة كلمة  السهل من ولكن صفري. إحداثي1

k الدرجة من مولدة مصفوفة أعمدة منl أي أن إثبات xnإذا وفقط إذا خطيا مرتبطة 

 المواقع هذه في الصفرية الإحداثيات منk عدد تحتوي الصفرية غير شفرة كلمة وجدت

 العبارة(. هذه )أثبت

(3,1,9) نتيجة

 النوع منMDs شفرة هي(tn,0-٨+1) النوع منMDs لشفرة الثنوية الشفرة

.@,n- k,k+1)

 وسولومن. ريد لشفرات دراستنا عندMDS شفرات على أمثلة سنعطي
 تقارين

 خطياً. مرتبطة المولدة المصفوفة من2 ،3 ،5 الأعمدة(3,1,١0 ر

 اؤنيؤا»11001
00101

 صفرية. فيها2 ،3 ،5 الإحداثيات تكون شفرة كلمة عين

 خطياً مرتبطةkxn الدرجة من مولدة مصفوفة أعمدة منk كانت إذا(3,1,1١)

 المواقع. هذه في أصفار إحداثياتها صفرية غير شفرة كلمة وجود فأثبت

n معطاة لأعداد شفرات إنشاء محاولة الآن هدفنا ،k ، d.،كان إذا فمثلا 

n=15و d=5بعدها يكون شفرة توجد لا هامينغ حد إلى فاستنادا k=10ولكن 

 النوع من شفرة إيجاد نستطيع فهل(.15,8.5) النوع من شفرة وجود يمنع لا الحد هذا

 إحدى ولكن جداً صعباً يكون ما عادة عامة بصورة المسألة هذه حل إن (؟15,8,5)

 أي الشفرات. هذه لمثل النوعية اختبار مصفوفة إيجاد هي اتباعها يمكن التي الطرق

 لتكونr منها كل طول المتجهات منn عدد إيجاد نحاول ،r=٨-k أن بفرض

d- 1 H عددها المتجهات من مجموعة أي تكون أن شرط على  للمصفوفة صفوفا
 خطاً. مستقلة



١١٤ والتعمية التشفير نظرية

(١,١2,3) مثال

d=5 أن لنفرض ،k=6 ،n=  نرغب وبهذا.r=15-6=9 عندئذ،.15

 مستقلة منها متجهات4 أي يكون بحيث9 منها كل طول صفري غير متجها15 إيجاد في

 صفوف اعتبارها الممكن من حيث سهلة عملية منها الأولى التسعة المتجهات إيجاد خطيا.

 متجهات ثلاثة إيجاد استطعنا أننا الآن لنفرض.9x9 الدرجة من وا المحايدة المصفوفة

 تكون: وبهذا.12 يساوي وجدناها التي المتجهات عدد ليصبح ما بطريقة أخرى

111100000
H =\100011100

101000011
2

 مثل وجود إثبات الممكن من أنه لاحظ آخر متجه إيجاد محاولة في الشروع قبل

 المتجهات من أو صفريا المتجه هذا يكون أن يمكن لا التالي: النحو على المتجه هذا

 أن كما.29 عددها والتي المتجهات جميع بين من سابقا اختيارها تم التي عشر الاثني

 تم التي المتجهات من متجهات ثلاثة أو متجهين مجموع يكون أن يمكن لا المتجه هذا

 وهذا متجهات.4 أو3 من مكونة خطياً مرتبطة مجموعة إلى يؤدي ذلك لأن اختيارها

 الأكثر على )ا(متجهاً )؟(+ اختيار يسنني

 التجهات من تبقى ما متجه أي اختيار بإمكاننا بكون السابقة الشروط ل"سحناء

١١٢)%٠)%(٠٢<)%٤ 321

 المتجه اختيار الممكن من المثال، سبيل على موجود. المتجه هذا مثل أن فنرى

 الصفين اختيار عملية نترك.H للمصفوفة عشر الثالث الصف ليكون010101010

(.٢1,3,1) للتمرينH المصفوفة من الأخيرين



١١٥ ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 النوع من شفرات وجود العلاقة( ذات )والتمارين(٣,1,١2 ر المثال لنا يبين

 خطية لشفرة بعد( لأكبر )أو العظمى للسعة أدنى بجد يزودنا بدوره وهذا(.15,6,5)

.6<k<8 d=5. أن أي ، n=15  تحقق

 إيجاد ثم )ومن خطية شفرات لإنشاء(3,1,١2) للمثال تعميم التالية المبرهنة

(.3,1,22) للتمرين إثباتها ونترك دنيا( حدود

[Gilbert-Varshamov Bound  وقارشاموف جلبرت [حد(٣,١,١٣ ر مبرهنة

 من خطية شفرة فتوجد )ام"(١;("1<);-%(++)2- كان إذا

.(0,k,0)  النوع

(٣,١,١٤) نتيجة

d n الأقل على ومسافتها C طولها d=1 خطية شفرة فتوجد +n و 1  كان إذا

 وتحقق:
2»-1

(3-E\C\ ٦ m-ا٢\/ -T)  م ا' ر١٩٠+\٠-2

(١,١٥,3) مثال

m طولها خطية شفرة توجد هل =k وبعدها9= =d ومسافتها2  ؟5

 الحل

: أن لاحظ

٢٦'١٠/٢٢٤-3١-٢٩١٠٢٤٠١٩١٠٢3١-٩٠
 جلبرت حد إلى استنادا فنرى93<128 أن ويما.22=-29-2-27=128 وأن

 الخطية. الشفرة هذه مثل وجود وفارشاموف

(١٦,1,٣) مثال

.d=5 n=9 و k حيث  الخطية الشفرة لبعد أعلى وحدا أدنى حدا جد

A



 والتعمية التشفير نظرية

 هو:C الشفرة عناصر لعدد أدنى حد أن فجد(٣,١,١٤) النتيجة باستخدام
256289-12n-1

 ا-(-1١٠٠-(٩)(٤)٠\%(٠%(١٠)%(٥٩«٩"

 يعر،: يمأ بوًتر،شبًه نم رمن حفة ء ربعن
 فنجد: هامينغ حد نستخدم/C[ للعدد أعلى حد ولإيجاد

١١٦

 الحل

51251229
،

++36-4619 ا(-%2)١-%٠١

 أن نجد سبق مما ،1c= ه يكون وبهذا.2 للعدد قوة1c\ ثم ومن خطية شفرةC ولكن

C\< 09,2,5) النوع من خطية شفرات توجد وبهذا.k<3>2 أن أي.24/<23

٨ .k>3 (k,5 حيث(9  النوع من خطية شفرات توجد لا ولكن(9,3,5 و)
(3,1,1٧) مثال

 (؟15,7,5) النوع من خطية شفرة توجد هل
 الحل

 أن: نرى وقارشاموف جلبرت حد باستخدام

(-٩)(٩١٠١٣-١-)٨\٠)(١)(٠3210d-20
=1+14١91+ 364 = 470

-k=215 وأن =  غير وفارشاموف جلبرت حد أ فنجد470>256 أن وبما.256-2

 لاحقاً الشفرات.سنرى هذه مثل وجود عدم أو بوجود الجزم نستطيع فلا ثم ومن محقق

 ه خطأين. تصوب التيBCH شفرة على مثال وهي موجودة الشفرة هذه مثل أن
 تقارين

 أو وجود قرر ثمk=2d ضع(3,1,٣) التمرين فقرات من فقرة لكل(3,1,1٨)

 أدنى حدا جد ،l تقييد عدم حالة وفي المطلوب. تحقق شفرة وجود عدم
 الشفرة. كلمات لعدد أعلى وحدا



١١٧  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

n ( الطول ذات الخطية الشفرات كلمات لعدد أعلى وحدا أدنى حداً جد(3,1,1٩

 يلي: لما ه والمسافة

d=5،n=15 ( d=3،n=15( أ ( ت)

d=3،n=12 ( د) d=3،n-11 ( ج)

d=4،n=12 d=5.( ه) ،n=12 ( و)

 ؟(8,3,5) النوع من خطية شفرة إيجاد الممكن من هل(3,1,٢0 ر

 المثال( )انظر النوعية اختبار مصفوفة بإنشاء(15,6,5) النوع من شفرة جد(٣,1,2١ ر

 يكون أن يجب الباقية الثلاث الكلمات من كل وزن أن ولاحظ(3,1,12)

 ؟( لماذا.4 الأقل على

-ix6) الدرجة من مصفوفةH لتكن(١,٢٢,3) lأي حيث d-  صفوفها من1
 خطياً. مستقلة

 المجموعة في كلمة +)(+)م(=٠ )م'م(+ الأكثر على يوجد أنه أثبت»

h, -"K صفوف من صفا4ً-2 الأكثر لعلى خطياً تركيباً منها كل تكون بحيث

d-1 ,M أي يكون بحيث صف إضافة يكن أنه فبرهن <2- ( كان إذا ب(

 خطيا. مستقلة ذلك عن الناتجة المصفوفة صفوف من

 وفارشاموف. جلبرت حد أثبت )ج(

(.١٤,1,٣ ر النتيجة أثبت )د(

 التامة الشفرات(2,٣)
Perfect Codes

 تامة شفرة هيd=2t+1 الفردية والمسافةn الطول منC الشفرة إن نقول

(erfeet Code)كان: إذا أي(.3,1,3 ر المبرهنة في المبين هامينغ حد في المساواة حققت إذا 

١C\=٢٨١٠(٢٠-٤  اام ر +ا٠٠٠ ١+٤



١١٨ والتعمية التشفير نظرية

 لهذا ان إلا التامة الخطية الشفرات من كبير عدد وجود عدم من الرغم على

 خطية شفرة إنشاء في الأهم الجزء كبيرة. أهمية التامة الخطية الشفرات من القليل العدد

١c ١ )لأن2 للعدد قوة هو){( )؟(++٠)"(+ العدد أن من التحقق في يكمن تامة

(.2 للعدد قوة

(2,1,٣) مثال

=c" أن أثبت Rتامة. شفرة 

 الحل

: أن ونرى.t=0 فإن ثم ومنd=1=200)+1 هيK" مسافة أن لاحظ
2»2»

11 ٢-١١j[زن]) ،٥++٠٠٠+٤ ٥

 تامة. شفرةK" تكون وبهذا

(3,2,2) مثال

 منهما كل ويساوي متساويان ومسافتها طولها حيث تامة شفرةC كانت إذا

2t+1أن فأثبت cفقط. كلمتين على تحتوي 

 الحل

=n أن لنفرض d= 2t+  عندئذ،.1
M ni n! ٦

،@=)(O«-(-«٨ ا)
 أن: نرى وبهذا

n m m n m(«)-()()-(٨(-)%()-٨-٥)٠
m وبوضع = 2t+1:نجد 

m٦n()-(٠)-٨

A



١١٩  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 يكون: وبهذا

(3-+)٠-%(+2((3)٠١;-))( -ة2
2n2n
،/C\=٦ ٠\٨٢-\٥-=2،م٠٠٠ ١+2٤- ء إذن/+ 

 تحتوي التي الوحيدة التامة الخطية الشفرة هيC={00,11{ التكرار شفرة أن لاحظ

A  فقط. كلمتين على

 ولكن تامتان، شفرتان هما(3,2,2) و(3,2,1) المثالين في المقدمتان الشفرتان

 الشفرتان عليهما يطلق السبب ولهذا العملي التطبيق عند ثذكر فائدة لهما توجد لا

.(Trivial Perfect Codes)  التافهتان التامتان

(٣,2,٣) مثال

: وأنt=1 أن فنرىd=3 وn=7 كان إذا
,12827

](]==16 د٥
()١-() "

=d ومسافتها=«7 طولها تامة خطية شفرة وجود إمكانية نرى وبهذا  الشفرة هذه.3

A . lamming) القادم البند في وسنقدمها Code)  هامينغ شفرة وتسمى موجودة

(٤,2,٣) مثال

=n كان إذا  وإن:t=3 فإنd=7 و23
223223

17i4 أ/[(/[?%]]3)1١ ة٩١253 ا/\)
3210

223223
=1 4096==2048 211

 في سنرى.d=7 ومسافتهاn=23 طولها تامة خطية شفرة وجود إمكانية يبين وهذا

A .(Golay Code)  غوليه شفرة وتسمى موجودة الشفرة هذه مثل أن قادم بند



١٢٠ والتعمية التشفير نظرية

 تقارين

){()"(+-2 أن فاثبت=«2-1 كان إذا(٣,2,٥ ر

: التاليةd وn للقيم تامة شفرة توجد هل(٦,3,2)

d=3 ،n=31 ( ب) d=3 ،n=15 ( ( أ

 =ه؟5 =،15 )ج(

 لنت وفان تيتاقايرن قبل من التامة للشفرات الممكنة والمسافات القيم إيجاد تم لقد

(iren and Van Lintة Tietirv)نطاق عن يخرجنا ذلك برها ولكن م1٩٧٣ العام في 

 الكتاب. هذا

(٧,3,2) مبرهنة

n = 23 d أن فإما = 2t+1 C ومسافتها« طولها تافهة غير تامة شفرة  كانت إذا

.d=3 r>3 و =n حيث 2- 1 d=7 أن أو  و

(٨,3,2) مبرهنة

=d ومسافتهاn طولها تامة خطية شفرةC كانت إذا 2t+1فإن Cفقط تصوب 

t  عن تزيد لا أوزانها التي الأخطاء أنماط جميع

 البرهان

 المبرهنة في بينا.d=2t+1 ومسافتهاm طولها خطية شفرةc أن لنفرض

 عن تزيد لا التي الأوزان ذات الأخطاء أغاط جميع ثصوبc أن(٩,1,12)

t=@­  طليعية كلمة هي ا عن يزيد لا ووزنهاn طولها كلمة فكل ولهذا.2/(1

 يساوي· الكلمات هذه وعدد مشاركة. لمجموعة
mT(")+()٠١")

 التامة. للشفرات المشاركة المجموعات عدد إلا هو ما العدد هذا ولكن



١٢١  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

: ليكون(3,2,٨) المبرهنة نص صياغة إعادة الممكن من أنه لاحظ

 فقط. واحدة شفرة كلمة عنt مسافة تبعد2" عددها والتيK" كلمات من كل

 غير الأصغر الوزن ذات الشفرة كلمات عدد حساب على تساعدنا الخاصية هذه

 الأوزان ذات الأخطاء أنماط جميع تصوب التي التامة الشفرة التامة. للشفرة الصفري

Perfeet) t الأخطاء تصويب في t الدرجة من تامة شفرة تدعى  عن تزيد لا الذي

t=1 t هي الممكنة -t) قيم أن جد(٣,2,٧) المبرهنة ومن٠ Error Correcting Code

 التالي. البند فيt=1 الحالة سندرس ،t=3 و

 هامينغ شفرات(3,٣ ر
Hamming Code

 السهل من التي الشفرات من مهمة عائلة ندرس شفرة. لتصميم جاهزون الآن نحن

 الواحد. الخطاً ذات الأخطاء أنماط جميع تصوب والتي تشفيرها وفك كلماتها تشفير

=n الطول من شفرةC لتكن 2'-  اختبار مصفوفةH ولتكنr>2 حيث1

 فنقولr الطول من صفرية غير متجهاتH صفوف جميع كانت إذا.c للشفرة النوعية

amming) هامينغ شفرةC إن Code)27-1 الطول من.

(3,3,1) مثال

 هامينغ لشفرة النوعية اختبار مصفوفات خيارات أحد هي التاليةH المصفوفة

(:٢=3)7 الطول من
111
110
101

H=/011
100
010
001



١٢٢ والتعمية التشفير نظرية

 هامينغ لشفرة6 مولدة مصفوفة إيجاد تستطيع(٢,٥,٧) الخوارزمية وباستخدام

 وهي:7 الطول من
1000111
 ايريم-،0100110
0001011

 وبتوظيف.2=16 يساوي الشفرة كلمات وعدد4 يساوي الشفرة بعد أن نرى وبهذا

.4/7 يساوي المعلومات معدل.d=3 هي الشفرة مسافة أن جد(2,9,١ ر المبرهنة

 كما الشفرة. هذه باستخدام الرسائل بعض بتشفير(2,٦,١2) التمرين في قمنا ولقد

 وجميعها7 الطول من هامينغ لشفرة النوعية اختبار لمصفوفة أخرى خيارات توجد

٨ متكافئة. شفرات تولد

 الصفوف جميع نحتوي هامينغ لشفرةH النوعية اختبار مصفوفة أن بملاحظة

 (، يساوي الصفوف هذه عدد أن )لاحظ1 يساوي منها كل وزن التيr الطول من

2-1-r r يساوي هامينغ شفرة بعد إذن، خطيا. مستقلة H وعددها  أعمدة أن نرى

.22-- يساوي كلماتها وعدد

 من واحد صف يوجد فلا صفرية غير كلمات هي/ صفوف جميع أن بما

 صفان يوجد لا أنه ويما.2 الأقل علىC مسافة وتكون خطيا. مرتبطI صفوف

 تكون ولهذا خطيا. مستقلين يكونا أن يجب صفين أي أن فنرىI صفوف من متساويان

 الصنوف ي جفي ا ولكك ق. الآفل على مائة¢مي

010 ٠٠٠0
110٠٠٠0

 مسافة أن نرى(2,٩,1 المبرهنة إلى استناداً إذن، خطياً. مرتبطة مجموعة وهي

.d=3 t=1). هي هامينغ شفرة ( أن أي d= 2t+1=3 n=2'-1 و ،  الآن لدينا

: أن نرى وبهذا
r22-122-12n2n ] ،1،،(2/- -٤-G/=١"-"-=25تق= c1.٥/+٠٠٠ ا+٤ اام



١٢٣  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 تكون(3,2,٨) المبرهنة إلى استنادا إذن، تامة. شفرة هامينغ شفرة تكون وبهذا

 فقط. واحداً خطأ ثصوب تامة شفرة هامينغ شفرة

 يتم واحد خطاً أي أن بما هامينغ. لشفرةSDA جدول إنشاء أيضاً السهل من

 أخطاء أغاط هي1 الوزن وذات2-'1 الطول ذات الكلمات جميع أن فنرى تصويبه

 خطا نمطe كان وإذا المشاركة. للمجموعات طليعية كلمات فهي ثم ومن تصويبها يتم

 التي المواقع تقابل التي النوعية اختبار مصفوفة صفوف جمع حاصلeIl فيكون

 لشفرةSDA جدول فإن2-'1 يساويH صفوف عدد أن ويما الأخطاء. فيها وقعت

: الشكل يأخذ هامينغ

(3,2,٣ مثال

.w= 1101001  تشفير لفك(3,٣,1 ر المثال في المقدمة هامينغ شفرة استخدم

 الحل

wH هو التناذر  الكلمة تكون وبهذا.h صفوف من الرابع الصف وهو011=

 هو:« تشفير فك إذن،•=0001000 وهي ا من الرابع الصف هي الطليعية
A .w -+ u = 1100001

 تقارين

 لتشفير واستخدمها15 الطول من هامينغ لشفرة قياسية مولدة مصفوفة جد(3,٣,٣ ر

.111111000000000 الرسالة

 تشفير لفك واستخدمه7 الطول من هامينغ لشفرةSDA جدول أنشى(٣,٤,3)

: التالية الكلمات



 والتعمية التشفير نظرية

1111111 )ب(

0101011 )د(

0001011 )و(

1101011 (i)

0011010 )ج(

0100011 )ه(

١٢٤

 الكلمات لتشفير واستخدمه15 الطول من هامينغ لشفرةSDA جدول أنشئ(3,3),

 التالة

101100010111110 )ب(

000001011011100 )د(

.110001100111001 )و(

010000101001010 )أ(

001110111011100 )ج(

001101010000011 )ه(

 لشفرة النوعية اختبار مصفوفة هي التاليتين المصفوفتين من كلاً أن أثبت(٦,3,3)

 المثال في المقدمة الشفرة تكافى الشفرتين من كلاً وأن7 الطول من هامينغ

•(٣,٣,١ ر
001 100
010 110
011 111

.H' =/100 I"= 011
101 101
110 010
111 001

 متكافئة. نفسه الطول ذات هامينغ شفرات جميع أن أثبت(٧,3,3)

 من هامينغ لشفرة النوعية اختبار مصفوفة منقول هي التالية المصفوفة هل(٣,٣,٨)

 ؟15 الطول
10001 10111  جييوا-، بزت: ايتيتم01000

= 01011 00101 11101
10001 01011 00111

 تافهة. شفرة هيr=2 حيث2-'1 الطول ذات هامينغ شفرة أن أثبت(٩,3,3



١٢٥  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 بين والتقابل(3,3,1 ر المثال في المقدمة7 الطول من هامينغ شفرة استخدم(١0,3,٣)

 التالية: الرسالة تشفير لفك(2,٦,12 ر المثال في المبين الهجاء وحروف الرسائل

1010111,0110111,1000010,0010101,1001011,0010000,1111100.

 الممتدة الشفرات(٣,٤)
Extended Codes

 إلى أحيانا تؤدي الإحداثيات بعض أو واحد إحداثي بإضافة شفرة طول زيادة

 أفضل الأخطاء وتصويب اكتشاف على قدرتها تكون جديدة شفرات على الحصول

 المعلومات. معدل في الانخفاض عن الناتجة التضحية يستحق مما الأصلية الشفرة من

 البسيطة. التمديدات أحد البند هذا في نقدم

 نخصل+«1 الطول من شفرةC أن ولنفرضn الطول من شفرةc أن لنفرض

 من كل وزن يصبح بحيثC الشفرة كلمات من لكل واحد إحداثي بإضافةC من عليها

.(C Extended Code of c) c c للشفرة امتداداً C تسمى زوجيا.  الشفرة كلمات

 امتداد إنشاء القارئ من طلبنا كماR° للشفرة امتداداً(1,٣,٣) المثال في أنشأنا

(.٣,1 )ه, التمرين فيK° للشفرة

k هيC الأصلية للشفرةG مولدة مصفوفة درجة كانت إذا xnأن: الواضح فمن 

G =[6 b]

 تمت حيث +@،1) الدرجة من وهيC للشفرة مولدة مصفوفة هي

 زوجيا.G صفوف من كل وزن يكون بحيثb العمود إضافة

 للشفرة النوعية اختبار مصفوفة لإنشاء(2,٥,٧) والخوارزميةG استخدام يمكن

Cاختبار مصفوفة باستخدام أسهل بطريقة المصفوفة هذه إنشاء الممكن من ولكن 

 هي:C الممتدة للشفرة النوعية اختبار مصفوفة تكون الحالة هذه في.C للشفرةH النوعية

«-// /\0 1



١٢٦ والتعمية التشفير نظرية

nx الدرجة من العمود زهو حيث  أن لاحظ.1 تساوي عناصره جميع الذي1

'H هي H درجة -n عمود لنا فيضمن k H هي (x@+1-k( رتبة أن وبما+(.1

 يكون: ذلك إلى إضافة.٨-٨+1 هيH رتبة تكون أن الأخير

c-n٠- [6 »// /]-\6n b0+ أ6 1

GH أن وبما  من فنجدG صفوف جميع من1 الإحداثيات يجمع6 ز وأن0=

GH أن نرى وبهذا.6 +زb=0 أنb تعريف (٦,2,7 ر المبرهنة إلى واستنادا.0=

 التوالي على النوعية اختبار ومصفوفة مولدة مصفوفة بالفعل هماH وG أن نرى

.c  للشفرة

(1,٣,٤) مثال

 ج الناي و.ا بعم بعه

00111 اب:ا،

 تكون: عندئذ،
10
01

H=/11
10
01

(.٥,٧,2) الخوارزمية إلى استناداً وذلكC للشفرة النوعية اختبار مصفوفة

 وهما:C الممتدة للشفرة النوعية اختبار ومصفوفة مولدة مصفوفة على محصل وبهذا

A

10 1
01 1
11 1

H 1 ا٥=
01 1
00 11

 و
10010  الإبءييا-،0
00111 1



١٢٧  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 في المقابلة الكلمة وكانت"c الأصلية الشفرة كلمات من كلمةv كانت إذا

 أن: فنجدC الممتدة الشفرة

wt'w "«-\,"،.wt 1 -+

 زوجيا ه وزن كان إذا

 فردياً ه وزن كان إذا

 إذا وأماd+1 هيC مسافة فتكون فرديةC للشفرةd المسافة كانت إذا وبهذا،

 فائدة الممتدة للشفرة يكون ثم ومن أيضا.d هي٢ مسافة فتكون زوجيةd المسافة كانت

 تصوب فهي الحالة هذه وفي فرديةc الأصلية الشفرة مسافة فيها تكون التي الحالة في

 خطأ نمط اكتشاف تستطيع ولكنها الأصلية الشفرة تصوبها التي الأخطاء أغاط عدد نفس

 مرتين. الشفرة تمديد من فائدة أي نجني لن أننا لاحظ الأصلية. الشفرة عن زيادة

(2,٤,3) مثال

 استناداً.4='6 هيC مسافة تكون عندئذ، =ه.5 هيC مسافة أن لنفرض

 الأوزان ذات الصفرية غير الأخطاء أنماط جميعC تكتشف(١,١١,١٤) المبرهنة إلى

 الأوزان ذات الصفرية غير الأخطاء أنماط جميعC وتكتشفd-1=4 عن تزيد لا التي

 أناط جميعC تصوب(1,12,٩ ر المبرهنة إلى واستناداً -"ه.1-5 عن تزيد لا التي

 جميعC وتصوب-1/)2[=]4/2[=2 عن تزيد لا التي الأوزان ذات الأخطاء

-d عن تزيد لا التي الأوزان ذات الأخطاء أغاط 1/2]=[5/2]=  ه@].2

 تقارين

 من الممتدة هامينغ لشفرة النوعية اختبار ومصفوفة مولدة مصفوفة جد(٣,٤,٣)

.8 الطول

 لفك واستخدمها8 الطول من الممتدة هامينغ لشفرةSDA جدول أنشئ(٣,٤,٤)

: التالية الكلمات تشفير

.11111111 )ج( 11010110 )ت( 10101010 )أ(



١٢٨ والتعمية التشفير نظرية

.(c= c ( أن )أي الشوية ذاتية هي8 الطول من الممتدة هامينغ شفرة أن أثبت٤,٥,3

.C C الأصلية الشفرة مسافة بدلالة  الممتدة للشفرة -ه للمسافة صيغة جد(3,٤,٦ ر

 لنا تضمن التي الأخطاء أغاط عدد جد.15 الطول من هامينغ شفرةC لتكن(٤,٧,3)

 التي الأخطاء أغاط وعدد اكتشافها تستطيعc أن(١,١١,١٤) المبرهنة

 الفعلي العدد هو ما تصويبها. تستطيعC أن(1,1٢,9) المبرهنة لنا تضمن

 ؟c· ثصوبها التي الأخطاء لأغاط

 الممتدة غوليه شفرة(3,٥ ر
The Extended Golay Code

 فأقل. أخطاء ثلاثة تصوبان شفرتين بإنشاء القادمين والبندين البند هذا في نقوم

 استخدمت التي الشفرة هي يليه الذي والبند البند هذا في نناقشها التي الممتدة غوليه شفرة

 العشرين القرن من الثمانينيات بدايات في(Voyager) فويجر الفضاء مكوك برنامج في

.(Jupiter & Satrn)  والمشتري زحل لكوكبي القريبة الصور بإرسال قام والذي

:12x12 B الدرجة من التالية المصفوفة هي  أن لنفرض

1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1

E-١! 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
- ٥ 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1

0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

 المصفوفة ا حيث12x24 الدرجة من المصفوفة هيG]=B١[ أن ولنفرض

 ،6 المولدة المصفوفة لها التيC الخطية الشفرة ثسمى.12x12 الدرجة من المحايدة



١٢٩  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

Extended) الممتدة غوليه شفرة Golay Code)بالرمز لها ويرمز CA.على للمساعدة 

 الصف بحذفB من عليها نحصل التي المصفوفة هيB أن نفرضB المصفوفة تذكر

 الأول الصف حيث الدورية خاصيةB, للمصفوفة عندئذ، الأخير. والعمود الأخير

 إحداثيات من كل بإزاحةB من الثاني الصف على ونحصل ،11011100010 هو منها

 الأخير الإحداثي ليكون الأول الإحداثي وإزاحة واحد بموقع اليسار إلى الأول الصف

 الصفوف. بقية وهكذا نفسها بالطريقة الثاني الصف من عليه نحصل الثالث والصف

 هي:B المصفوفة أن نرى وبهذا

٠/- ا/  ز0

.B = B  أ الواضح من.1 تساوي إحداثياتها وجميع11 طولها كلمة حيث

 متماثلة. مصفوفةB أن أي

G =[١ B]  حيث6 ء« الممتدة غوليه شفرة بها تتمتع مهمة خصائص سبع الآن نقدم

 لها: مولدة مصفوفة

(١%)Cالطول من n k والبعد24= = .1212=4096 يساوي كلماتها وعدد12

.G  المصفوفة من واضح وهذا

: المصفوفة هي6 للشفرة النوعية اختبار (مصفوفة2)

/51
24x الدرجة من (.٥,٧,2) الخوارزمية من الخاصية هذه على ونحصل.12

: المصفوفة هيC للشفرة أخرى نوعية اختبار مصفوفة(٣)

١\-٤ ا
B الدرجة من x12 صفوف من صف كل وزن أن أولاً لاحظ ذلك لبرها.24

.1 يساوي نفسه مع صف لأي القياسي الضرب فحاصل ثم ومن(.11 أو7) فردي



١٣٠ والتعمية التشفير نظرية

 آخر صف أي معB المصفوفة من الأول للصف القياسي الضرب أن رؤية السهل ومن

 صفين لأي القياسي الضرب أن نرىB, للمصفوفة الدورية خاصية ومن.0 يساوي

"BB أن نرى ذلك ومن.0 يساويB من مختلفين =I.أن ويما B" = Bأن فنجد 

B% = BB"=I.أن: نرى وبهذا 

6H =[ B]\[}٣١٥=١2ا= +BB"=١+١-0

.62 و تشفير لفك النوعية اختبار مصفوفتي كلا نستخدم سوف

C» 12x24.( و للشفرة أخرى مولدة ؟(مصفوفة B] الدرجة من I]  المصفوفة هي

.Cء = C ( ي الشفرة(C٥ أن أي الثنوية، ذاتية

8 تساوي6; (مسافة٦)

.3 النوع من خطأً أغاط ثصوبC ,ي(٧

 مباشرة فينتج(٧) الفقرة برهان أما للتمارين. )ه( و(٤) الفقرتين برهان نترك

 أخرى مهمة خصائص على برهانها يحتوي حيث(٦) الفقرة نبرهن ولذا (،٦) الفقرة من

 مراحل. ثلاث على البرهان هذا وسننجز.6 و للشفرة

 الأولى المرحلة

 أولاً لاحظ ذلك، ولرؤية.4 للعدد مضاعفC الشفرة كلمات من كل وزن

7ز ،٣ و٧=٦+1 حيث€C وي أن لنفرض.12 أو8 إما هي6 صفوف أوزان أن

 يكون وبهذا متعامدة.G صفوف فتكون متعامدةB صفوف أن بما.G من مختلفان صفان

: إذن.2x وليكن زوجيا عددا هو1 و7 بين المشتركة1 قيمها التي الإحداثيات عدد

wt@v) = wt@) + wt()- 2(2x)

.4 للعدد مضاعف وهذا



١٣١  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

.6 من صفوف+=t#1 وأن٥=٦٦+١+٢٤ هي€C, أن الآن نفرض

 يشترك وبهذا•·H;=0 أن نرى الثنوية ذاتية ويث أن وبما ه.=٦+7 أن ولنفرض

: إذن.2y وليكن1 قيمها التي الإحداثيات من زوجي بعدد+ و"

wt@v) = wt@,) + wt@;)- 2(2y)

 الاستقراء( باستخدام )أي المنوال هذا على وبالاستمرار.4 للعدد مضاعف وهذا

 مضاعفwt)@ فإن6 من لصفوف خطياً تركيباvً ويث€ كانت إذا أنه إلى نتوصل

.4 للعدد مضاعف هو€C, أي وزن أن إلى ونخلص4 للعدد

 الثانية المرحلة

 وبهذا.8 منها كل وزنC من شفرة كلمات هي6 من الأولى عشرصفاً الأحد

.8 أو4 إما6,% مسافة تكون

 الثالثة المرحلة

 نفرض الغرض ولهذا«(. الشفرة في4 وزنها كلمات وجود عدم الآن سنبرهن

[١ B] (@wt. من كلاً أن بما =4 «C حيث  و كلمات من صفرية غير كلمة أن

0= u[١ B] C، يكون بحيث ي و فيوجد B] و للشفرة مولدة مصفوفة I]  و

B و Iي[ uو =لا wt@)  الأكثر على يحتوي ن نصف )لأنwt@,)<2 و2>

 علىB من صفي مجموع وزن يكون أن يكن لا ولكن(.1 القيمة من إحداثيين على

(,@wt إذ،.3 الأكثر + wt@,B) .4 يساوي لا وزن يكون أن يمكن فلا وبهذا.4<

 تقارين

C  أن استنتج.6 ء إلى تنتمي1 إحداثياتها جميع التي الكلمة أن أثبت(3,٥,1 ر

.20 وزنها كلمة على تحتوي لا

.C»3,٥,2)٨ للشفرة(٤) الخاصية أثبت)



١٣٢ والتعمية التشفير نظرية

.C»٣,,3)( و للشفرة )ه( الخاصية أثبت

.8 تساويC ,ي مسافة أن من للتحقق(2,9,١ ر المبرهنة استخدم(٥,٤,3)

 الممتدة غوليه شفرة تشفير فك(3,٦ ر
Decoding the Extended Golay Code

 هي« البند، هذا في.6+ الشفرة تشفير لفكIMLD لطريقة خوارزمية الآن نقدم

 هو هدفنا الخطأ. نمطu=٧+w وw إلى الأقرب الشفرة كلمة هي وه المرسلة الكلمة

 أن سنفرض ولذا ،3 عن تزيد لا التي الأوزان من الأخطاء أنماط جميع تصويب

wt@)  لكلمات إحداثي12 وآخر إحداثي12 أول بين الفاصلة علامة سنضع.3>

%Kالشكل على الخطأ نمط وسنكتب ]u، [=2 و من كل طول حيث

 دونw نحتوي التي المشاركة للمجموعةw طليعية كلمة إيجاد هو هدفنا.12 يساوي

.C SDA للشفرة  جدول إلى الرجوع

(@wt أن افترضنا أننا بما ()wt فيكون3> (@wt أو1>  لنفرض.1>

w تناذر هيs أن = u+ uالنوعية. اختبار مصفوفة حسابها عند استخدمنا حيث 

-\}
wt@) < 1 s. كان إذا أنه نرى وبهذا = wH = [ ulH = w٨ +uB ،  عندئذ

(@t الحالة )في الأكثر على3 طولها كلمةs تكون أن فإما  صفاً تكو أن أو(0=

.wt@) <1 (,@t). كان إذا وبالمثل = 1 B الحالة الأكثر)في على إحداثيان فيه تغير  من

 التناذر: عندئذ،
B

s=» = ا"ا uB + u,

 على إحداثيان فيه تغيرB من صفاً وإما الأكثر على3 وزنها كلمة تكون أن إما

 الأكثر.



١٣٣  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 تحديدها فيكون3 الأكثر على وزن كان إذا أنه الحالتين من كل في نرى وبهذا

 النوعية اختبار مصفوفتي إحدى من الأكثر على صفوف3 إيجاد يمكن لأنه سهلاً أمراً

 والحقائق الملحوظات هذه باستخدام المقابل. التناذر على لنحصل جمعها ثم ومن

B4=Iو 
$, = u + uB = wH

w,B + w=$و 

- .إة:،تتم مر=مء
: النوعية اختبار مصفوفة

١\-٤ ا
 فبمجرد العادة، هي وكما السابقة. الفقرة في المقدمة الحقائق من ممكن وهذا فقط

=v الشفرة كلمة هوw تشفير فك يكونu إيجاد w+u.الرمز نستخدم ,eليكون 

 المواقع في0 والإحداثيات ة الموقع في1 الإحداثي على تحتوي التي12 الطول من لكلمة

.h, B بالرمز  المصفوفة من ة للصف ونرمز الأخرى.

] الممتدة غوليه شفرة تشفير فك[(3,٦,١ ر خوارزمية

.s = wH ( التناذر (احسب١

.w= [s,0] (wtGs فإن < 3 ( كان إذا(٢

.u= [s +b,,e] B فإن ,b صفوف أحد wt(s حيث + b,) < 2 ( كان إذا(٣

.sB ( الثاني التناذر (احسب٤

.u = [0,sB] (wtGsB فإن < 3 ( كان إذا ه(

wt(sB كان إذا(٦) + b,) : فإنB صفوف أحدb, حيث2>

w= [e,,sB + b,]

 إرسال. إعادة فاطلب تحديد من تتمكن لم إذا(٧)



١٣٤ والتعمية التشفير نظرية

 فك عملية أثناء الأكثر على وزنًا26ً حساب إلى(٣,٦,1 ر الخوارزمية تنفيذ يحتاج

 نحتاج ولا نتوقف فإننا الخوارزمية خطوات من أي في تحديد تم إذا أنه التشفير)لاحظ

 الخطوات(. باقي لتنفيذ

(2,٦,3) مثال

٠w= 101111101111,010010010010  تشفير فك

 الحل

 هو: التناذر
s = wH = 101111101111 + 001111101110

= 10000000000

(wtGs أن ويما.2 يساوي وزنه أن ونرى <  فنجد:3

= [s,0] = 100000000001,000000000000

 أن: إلى نخلص ثم ومن

w= w+w = 001111101110,010010010010

A  المرسلة. الشفرة كلمة هي

 كلمات من كلمة أي تشفير الممكن من وأنه قياسية مصفوفةG]=B١[ أن بما

K112 أول هي المرسلة الرسالة أن فنرى(12 يساوي ,ث )بعد رسالة أنها على

 هي(٣,٦,2 ر المثال في المرسلة فالرسالة ولذا ا. التشفير فك كلمة من إحداثي

.001111101110

(٦,٣,3 ر مثال

.w = 001001001101,101000101000  التشفير فك

 الحل

 هو: التناذر
s = wH = 001001001101 + 111000000100 = 110001001001



١٣٥  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

(1,٦,3 ر الخوارزمية من(٣) الخطوة إلى الآن ننتقل.5 يساويs وزن أن ونرى

 فنجد:
s+b, = 000110001100
s+b =011111000010
s+ b101101011110=و 
s+ b, = 001001100100
s + b, = 000000010010

wtGs )و<2 أن وبما + b:فنرى 

w = [s + bg ,e000000010010,000010000000=ج] 

 أن: إلى نخلص وبهذا
w= w+w = 001001011111,101010101000

A  المرسلة. الشفرة كلمة هي

(٣,٦,٤) مثال

.w = 000111000111,011011010000  التشفير فك

 الحل

 هو: التناذر
s = wH = w٨ +uB

= 000111000111 + 101010101101
= 101101101010

h, wt(s صف لكل + b,)>3 s أن نجد(٣) الخطوة وبتنفيذ.7 يساوى  ووزن

 فنجد: الثاني التناذر ونحسب(٤ الخطوة) إلى الآن ننتقل.B صفوف من

sB = 111001111101

 لنجد: الخطوة)ه( إلى ننتقل ولذا.9 يساوىsB ووزن
sB +b, = 001110111000
sB + b010111110110=و 
sB + b = 100101101010
sB + b, = 000001010000



١٣٦ والتعمية التشفير نظرية

A

wtGsB أن وبما + b,) < : أن فنرى2
= [e٨,sB + b,]= 000100000000,000001010000

 أن: ونستنتج
= w+w = 000011000111,011010000000

 المرسلة. الشفرة كلمة هي

 تقارين

w  الكلمات من لكل ذلك( أمكن )إذا المرجح الخطأً نمط جد (، للشفرة(3,٦ ر,

: التالية المستقبلة

111 000 000 000,011 011 011 011 )أ(

111 111 000 000, 100 011 100 111 )ب(

111 111 000 000,101 011 100 111 )ج(
111 111 000 000,111 000 111 000 )د(

111 000 000 000,110 111 001 101 )ه(

110 111 001 101,111 000 000 000 )و(

000 111 000 111,101 000 101 101  )ز(

110 000 000 000,100 100 100 o00 ( ح)

.110 101 011 101,111 000 000 000 )ط(

: التالية التناذرات ذات الكلمات من لكل الأرجح الخطأً غط جد(٦,٦,3)
S = 010010000000,s% = 011111010000 ()

s = 010010100101,s; = 001000110000 ( ( ب

s, =111111000101,s, =111100010111 ( ج)

s=111111111011,s2 = 010010001110  )د(

s, = 001101110110,s= 111110101101 ( ه)

.s, = 010111111001,s, = 100010111111 ( و)



١٣٧  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 إرسال إعادة تطلبIMD طريقة أن فأثبت4 يساويsB أوs وزن كان إذا(٦,٧,3)

 الكلمة.

 غوليه شفرة(٧,3)
The Golay Code

 بحذف3 النوع من الأخطاء أغاط تصوب مهمة أخرى شفرة على الحصول يمكن

 كلمات لجميع نفسه الموقع من الإحداثي حذف )يتمC« الشفرة كلمات إحداثيات أحد

.C ٥٨ الشفرة كلمات من الأخير الإحداثي هذه شفرتنا في سنحذف الشفرة(.

 بحذف عليها نحصل التي12x11 الدرجة من المصفوفة هيB أن لنفرض

]=G[ أن ولنفرض.B المصفوفة من الأخير العمود Bالدرجة من المصفوفة 

(Golay Code) G، غوليه شفرة x23 المولدة المصفوفة ذات الخطية الشفرة تسمى.12

.C.  بالرمز لها ويرمز

=n هو و( طول .212=4096 هو كلماتها وعددk=12 هو وبعدها23

 )انظرd=7 هيC و، مسافة تكون وبهذا.C« بالفعل هيC و% الممتدة الشفرة أن لاحظ

 أو(3,2,٨) المبرهنة باستخدام ذلك إثبات أيضاً الممكن ومن٠((٣,٤,٦) التمرين

8 تساويC ,ي مسافة أن إثبات في المقدم للبرهان مماثل بأسلوب

 جميع فقط وثصوب((٣,2,٤) المثال )انظر تامة شفرة هي6 و غوليه شفرة

 أى بين المسافة تكون وبهذا((.٣,2,٨) المبرهنة )انظر فأقل3 الوزن من الأخطاء أغاط

 بإضافة أنه ونرى.3 الأكثر على هي فقط واحدة شفرة كلمة وبينw مستقبلة كلمة

 فردياً ذلك عن الناتجةw1 أوw0 الكلمة وزن يكون بحيثw الكلمة إلى1 أو0 إحداثي

 )انظر6 ,ي كلمات منc شفرة كلمة من3 الأكثر على مسافتها كلمة على نحصل

 المرسلة الكلمة تشفير لفك(3,٦,١) الخوارزمية وباستخدام((.0٣,٧,١) التمرين



١٣٨ والتعمية التشفير نظرية

 على الحصول إلى يؤديc من الأخير الإحداثي حذف ثم ومنc الشفرة كلمة لتكون

.w C الكلمة إلى  و كلمات من شفرة كلمة أقرب

] غوليه شفرة تشفير فك[(٣,٧,١) خوارزمية

 فردي(. وزن ذات )أيهماw1 أوw0 الكلمة (جد١)

=i تشفير (قك2) 0) wiأو i=1)لنحصل(3,٦,١) الخوارزمية باستخدام 

c C. شفرة كلمة على  ,ن كلمات من

.c ( من الأخير الإحداثي احذف(٣

 الناتجةwi ولكن شفرة كلمة عادة« المستقبلة الكلمة تكون العملي التطبيق عند

 فإن شفرة كلمةw كانت إذا ؟(. )لماذا شفرة كلمة تكون أن يمكن لا(١) الخطوة من

 بسهولة ذلك من التحقق ويمكن ؟(. )لماذاH المصفوفة من الأخير الصف هوwi تناذر

(.٦,١,1 ر الخوارزمية بتنفيذ الشروع قبل

(2,٣,٧ ر مثال

.w = 001001001001,11111110000  التشفير فك

 الحل

 فنأخذ: فرديw وزن أن بما
w0 = 001001001001,111111100000

s أن نرى وبهذا = h +وe٥ يكون ثم ومن.100010111110 +eر= s، فك ويكون 

 هو« تشفير فك أن إلى ونخلص.001001000000,111110100000 هوw0 تشفير

A .001001000000,11111010000

 تقارين

: Ca  و الشفرة باستخدام تشفيرها تم التي المستقبلة الكلمات من كل تشفير فك(3,7,٣ ر

101011100000,10101011011 )أ(
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101010000001,11011100010 ()

100101011000,11100010000 )ج(

.011001001001,01101101111 )د(

 =ه.7 هيC« مسافة أن أثبت(٧,٤,3)

.p BSC باحتمال ( قناة عبر إرسالها عند و( موثوقية احسب(٣,٧,٥

 ؟ نفسهاBSC قناة استخدام عند أكبر موثوقية لهاC و« وCz« من أي(٦,3,7)

 شفرة كلمة عن7 مقدارها مسافة تبعد4 وزنها كلمة كل أن حقيقة استخدم(٧,3,7)

 غوليه شفرة في7 الوزن ذات الكلمات عدد لحساب ؟( )لماذا واحدة

 مسافة تبعد التي4 الوزن ذات الكلمات عدد ،c شفرة كلمة لكل إرشاد:

 هو)ي(\c عن3 مقدارها

 شفرة كلمة759 بالضبط تحتويC و. أن لإثبات(3,٧,٧) التمرين استخدم(٧,٨,3

 كلمة عن3 مقدارها مسافة تبعد5 وزنها كلمة كل إرشاد:.8 الوزن من

 فقطا. واحدة شفرة

 توزيع جدول من للتحقق(3,٧,٨) والتمرين(3,٥,1) التمرين استخدم(3,٧,٩ ر

 التالي:C, الشفرة أوزان

 االوزن0

 الكلمات اعدد1

4

0

8 ا12 ا16

759 / 2576/ 759

20

0

24

« إلى أ إحداثي أضف.C ي بالشفرة المشفرة المستقبلة الكلمة هي« لتكن(٧,١0,3)

 كلمات من شفرة كلمة عنwi بعد أن أثبت فردي. وزنهاwt كلمة لتكوين

Cي كلمات أوزان جميع إرشاد:3 يساوي, C.[زوجية 



 والتعمية التشفير نظرية

 ومولر ريد شفرات(3),
Reed-Muller Codes

١٤٠

 خاصة كحالة يحتوي الشفرات من مهم لصنف مختصرة دراسة البند هذا في نقدم

 يرمز التاسع(. الفصل أيضاً )انظر سابقاً درسناها التي الممتدة هامينغ شفرة على

The rth Order Reed-Muller Code of) r  والدرجة2" الطول من ومولر ريد لشفرة

"engt >r حيثRM@rm) بالرمز(2 m>0التالي: النحو على استقرائيا وتعرف 

.RM(m, m) = R?" ,RM(0 و m) = {00٠0٠0,11٠٠٠1} (١)

RM(r,m) = {(3,+y):x € RM@,m- 1), y€ RM(r- 1,m-1)} (٢)

.0<r<m  حيث

(8,1,٣) مثال

RM(0,0) = {0,1}
RM(0,1) = {00,11}
RM(1,1) = R = {00,01,10,11}
RM(0,2) = {0000,1111}
RM(2,2) = R

.RM(1,2)={(3,x +y):x € {00,01,10,11},y € {00,11}}٨

 ونستخدمRM@,m) لشفرةG6,m) مولدة لمصفوفة استقرائيا تعريفا الآن نقدم

 التالي: النحو علىG@,m) البند.تعرف بداية في المقدم الوصف عن عوضا المصفوفة هذه

.G(0,m) =[11٠٠1] (١)

 تكون:0<٣<m لكل(2)

6@ 0١-/66٠-«١@»٠m-٥\G(r- 1,m- 1)0.١ r,m,

/60-1m] ( ٣66 ر ٥٠٠٠01=m,m.ا 



١٤١  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

(2,٣,٨) مثال

RM@.1 ]=(G«01 للشفرة مولدة مصفوفة هي 1l6d1)=[  م و[م

.RM(1,1)  للشفرة مولدة مصفوفة

(٨,٣,3) مثال

 عندما المولدة والمصفوفات.2=4 هو الشفرة طول أن فنرىm=2 كان إذا

A

A

A

 هي:+=1,2

1111

-»٣ ايا-٠٠-"{-" ا" 0001

(٨,٤,3) مثال

m كان إذا = n فإن3 = 23 =  ويكون:8

G00,3)=[11111111]
G02,3)G33)=\0ooool

٠ -، ي إ} الإ 0 G(0,2) 0011 0011
0000 1111

c(2a2«@ر-/%@( 
٠٠٠ 0 G(1,2)

 تقارين

.G02,3) ( المولدة المصفوفة جد(٥,3,8

r = 0,1,2 (RM@r,4 والقيم (G@,4 للشفرة ( مولدة مصفوفة جد(٦,3,8

 الرياضي بالاستقراء البرهان وطريقة الاستقرائي التعريف توظيف الآن الممكن من

 ومولر. ريد لشفرة الأساسية الخصائص بعض لإثبات

(٧,3,8) مبرهنة

: التالية بالخواصr الدرجة منRM@,m) ومولر ريد شفرة تتمتع

.n = 2" ( هو (طولها١



 والتعمية التشفير نظرية

 ه.=2"-" هي (مسافتها٢)
m م

٨ =E-(',)هو بعدها(٣ )

.r> 0 (RM@,m لكل -@RM من جزئية شفرة 1,m)(٤)

.r<m -RM@m-1 حيث rm) ( هي الشتوية الشفرة(٥

١٤٢

 البرهان

 جميع أن الواضح من الفقرات. جميع لبرهان الرياضي الاستقراء نستخدم

 لجميع الفقرات صواب إثبات سنترك=.m وr=0 يكون عندما صائبة الفقرات

,RM(r) الشفرات mحيث m =  للتمارين.1,2,3,4

-@RM) أن سنبرهن أي(.٤) الفقرة أولاً سنبرهن 1,m) < RM@,m.لاحظ 

 أن أولاً

6d, 0-/0»- 1 601٠m-١\G(0,m- 1)0,m,

-G(1,m) للمصفوفة الأعلى الصف هو1 أن بما  الصف هو(1,1) المتجه فيكون1

RMG0,m) = {0,1} -m, أن نرى ذلك ومن].601 1) 6(1,m- 1]  المصفوفة في الأعلى

-r) أن بما العموم وفي.RM(1,m) من جزئية مجموعة 1,m-  من جزئية مصفوفة6(1

(G@r,m- -G@r وأن)1 2,m- -G(r) من جزئية مصفوفة1 1,m- : أن فنجد1

٠١/-٤-1٠٠- 1١ 6¢- 1٠-١( 1)2,G(G(r- 1,m٢ ,،٦ ز٥-

-RM@r) أن يبرهن وهذا.G@,m) من جزئية مصفوفة 1,mمن جزئية شفرة 

.RM@,m)

: أن بما+. على الرياضي بالاستقراء(2) الفقرة الآن سنبرهن

RM@,m) ={(,x +y):x €RM6,m- 1) y و €RMG- 1m- 1}



١٤٣  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

-٤RM6,m) وأن 1(RM(t- 1,m- y) أن فنرى1 €RM@,m-  إذا•+1

x كان =yج2-«1"- أن الرياضي الاستقراء باستخدام فنجد (wt( +yوأن 

w() > 2m-1-rأن نجد هذا ومن :

.wt@,x +y)= wt(+y)+ wt@)> 2 + m-1-r - m-٣

x) فيكونx=y كان وإذا +y)= (0,y,3.)ولأن (y € RMGr- 1,m-  نجد1

 أن:
wt(0,y) = wt@) > 2m-1-G-1) - 2m-٢

 =ه.2-" أن إلى ونخلص الاستقراء خطوة تنتهي وبهذا

 يكون: الرياضي والاستقراءG@,m) تعريف من أنه لاحظ(٣) الفقرة ولبرهان

dimRM(r,m) = dimRM(r,m- 1)+ dimRM(r- 1,m- 1)

-٤٣٧ ذ/٣"٠
-٤إ ا;١٠/٦-٤-١٠٥

 ن:٤, ،٦ واف٨٥ ا و. -)"نكون٣,_%(+'1)٠٣-)١)"(-٠ ا

«٠١./٠-٤/7
 أن: افرض )ه( الفقرة ولبرهان

RM(r,m) = {(, +y): € RM(r,m- 1),y € RM(r- 1,m- 1)}

 وأن:
RM@m-r- 1,m) = {(',' +y':٤' €RM@m-r- 1,m- 1),

y' €RM@m-r- 2,m- 1)}



 والتعمية التشفير نظرية١٤٤

-RM@,m) للشفرة الشنوية الشفرة فإن الاستقراء فرضية وباستخدام  هي1

(RM@m-r- 2,m-1للشفرة الثنوية الشفرة وأن (RM(r- 1,m-  هي1

(RM(m-r- 1,m- '٠y أن نجد وبهذا.1 = 0x٠ وأنy=0.د' 

y أن بما أيضاً، .y' -٤RM@,m وأن0= 1(RMGr- 1,m-  أن: نجد1

(,2 +y) ٠(x',A' +y')=(+y)٠('+y')+3٠x'

= 2(٠x')+ ٦٠y'+y٠٦'+y٠y'=0

 الشفرة متجهات من كل على عموديةRM@,m) الشفرة متجهات كل تكو وبهذا

(RM(m- r- 1m.أن وبما :

()«/٠٠/١٠.٠٠٥١/»١٠٠٠٠٠٠٠-٧٢٦-٤

٤٤٠ تي
-٤ إ3٠

.RM@,m) -@RM للشفرة الشتوية الشفرة هي r- 1,m)  أن فنستنتج

 تقرين

1 <m<4 (RM@,m حيث ( للشفرة(٣,8,٧) المبرهنة فقرات صواب أثبت(٨,3,8

(٨,٥,3) والتمرينين(٣,٨,٤) (،3,٨,٣) (،3,٨,١) بالأمثلة مستعيناً

(.٦,3,8 و)

.1 الدرجة من هي التيRM(1,m) الخاصة ومولر ريد شفرة تشفير بفك الآن نقوم

-@RM) بعد أن لاحظ 2,mهو m-1"-22" هو وطولها4 هي مسافتها وأن.

 تكون(3,8,٧) المبرهنة إلى واستنادا الممتدة. هامينغ شفرة هي الشفرة هذه تكون وبهذا

(RM(1,mالممتدة هامينغ لشفرة الثنوية الشفرة هي (RM@- 2,m.خوارزمية الآن نقدم 



١٤٥  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

 الفصل إلىRM@,m) العامة الشفرة تشفير فك ونؤجل الشفرة هذه تشفير لفك فعالة

 التاسع.
 الخوارزمية هذه إنجاز الممكن ومن كبيرة مسافتها صغيرة شفرةRM(1,m) أن لاحظ

 التالية: البدائية الخوارزمية هي تشفيرها فك وخوارزمية جيدة، بفعالية

«. إلى الأقربRM(1,m) من شفرة كلمة جدw مستقبلة كلمة لكل

(8,9,٣) مثال

 كلماتها وعدد23=8 هو طولها.m=3 حيثRM(1,3) الشفرة لنأخذ

.23+1- 16

 أ:/إ ;ت4 ساسار،
0101  {لإا-«» ازيي0101
0000 1111

d(w,c) > 6 c. كان إذا أما d(w,c) هو« تشفير فك فيكون <2 w وكان  استقبلنا إذا

(w,1+c أن فنرى  كلمة هي1 أن )تذكرc+1 هو« تشفير فك يكون ثم ومن4(2>

c= 00001111 w فتكون المستقبلة الكلمة هي = 10001111  كانت إذا فمثلاً شفرة(.

=w كانت إذا أما الأقرب. الشفرة كلمة هي  أن فنجد المستقبلة الكلمة هي10101011

c = <d(w,c) حيث01010101 =c+1 تكون ثم ومن6  الشفرة كلمة هي10101010

 في الأكثر. علىRM(1,m) كلمات نصف لاختبار نحتاج أننا سبق مما نرى الأقرب.

 التالي. البند في وسنقدمها المسافات هذه لحساب فعالة مصفوفية طرائق توجد الحقيقة،
A

 تقارين

 الكلمات من كل تشفير فك.RM(1,3) للشفرة مولدة مصفوفة6(13) لتكن(3,8,10)

: التالة المستقلة

01100111 )ب( 01011110 )أ(



 والتعمية التشفير نظرية١٤٦

.11001110 )د(00010100 )ج(

 الكلمات من كل تشفير فك.RM@,4 للشفرة مولدة مصفوفة6(14) لتكن(3,8,1١ ر

: التالة المستقلة

.1111000001011111 )ت(1011011001101001 )أ(

RM(1,m) ( للشفرة سريع تشفير فك(9,٣
Fast Decoding for RM(1,m)

 الشفرات تشفير لفك جداً فعالة طريقة تبرير وبدون باختصار البند هذا في نقدم

(ast Hadamard Transform) RM(1,m). السريع هادامار تحويل الطريقة لهذه نوظف

(Kroneeker Produet  كرونكر ضرب إلى أولا ونحتاج شفرة. كلمة أقرب لإيجاد

A[ النحو على المعرف للمصفوفات xB =[a,,B.،٨ من ا» العنصر باستبدال نقوم أي

.aB  بالمصفوفة
(9,1,٣) مثال

٠٠111 0٠٠  فيكون: {ا=ا [ز و كانت\م=« إذا
0 01 1
0 01-1

0 0 1 1
0 0 1-1

1,XH=

 و
1 0 1 0
0 1 0 1

.Hx1=A
1 0-1 0

0-10 1
 التالي: النحو على المصفوفات من متتالية الآن نعرف

xH ا xl-H}= =٠٠٠m,i حيث1٨  المثال في المقدمة المصفوفةH و12

.(3,٩,١)



١٤٧

A

 ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

(2,٣,٩) مثال

m كان اذا = £ فان:2 £

H; =١xHx1=lxH
.H% =IxHx1=Hx1,

(٣,٩,٣) مثال

m كان اذا =  فان:3
٤ و

1 1 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 -1 0 0 0 0

H; =IxHxI=
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 -1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 -1

1 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

1 0 -1 0 0 0 0 0

0 1 0 -1 0 0 0 0
H4 =1xHx1=

0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 -1 0

0 0 0 0 0 1 0 -1

1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0

3H; =Hxl,= ١ 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 -1 0 0 0
0 1 0 0 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 0 -1 0
0 0 0 1 0 0 0 -1



١٤٨ والتعمية التشفير نظرية

 وجودRM(1,m) الشفرة لإنشاء استخدمت التي الاستقرائية الطريقة تقترح

 فك خوارزمية عليها المبنية الأساسية الفكرة هي وهذه التشفير لفك استقرائية طريقة

: التاليةRM(1,m) تشفير

[ RM(1,m)  الشفرة تشفير فك[(3,٩,٤) خوارزمية

w وأن مستقبلة كلمة RM(1,m)، أ لنفرض (m, للشفرة مولدة مصفوفة6(1

-.1 بإحداثيات0 الإحداثيات باستبدالw من الكلمة (كون١)

.i = 2,3,٠0.,m w لكل = w-H' w و = mH; ( (احسب٢

 يمكن. أكبرما المطلقة قيمته الذي للإحداثيw الكلمة زفي الموقع جد(٣)

(v0" أن لنفرض eبالإحداثي اليسار من )يبدأً ز للعدد الثنائي التمثيل هو 

 فتكون موجباwً من ز الموقع في الإحداثي كان إذا عندئذ، الأصغر(. القوة ذي

.(0, v0)) ((v0, هي المفترضة الرسالة فتكون سالباً كان إذا أما(1  هي المفترضة الرسالة

(٥,3,9) مثال

RM(1,3) G(1,3) للشفرة مولدة مصفوفة هي m وأن = 3  أن لنفرض

w كانت إذا((.٣,9,8) التمرين )انظر =  فتكون المستقبلة الكلمة10101011

(W=(1,-1,1,-1,1,-1,1,1.بجساب: الآن نقوم 
w = mH; = (0,2,0,2,0,2,2,0)
wو = w,H% = (0,4,0,0,2,2,-2,2)
wو = wH; =(2,6,-2,2,-2,2,2,-2)

H3{ لقيم(3,9,2) المثال )انظر ، H3 ، H.)في6 القيمة هي و« في قيمة أكبر 

.m = (1101) v(1) هي المفترضة الرسالة فتكون6>0 و = 100  أن وما الأول. الموقع

m=(1,-1,-1٨-1٨1,1,1,1) =w. تكون عندئذ، (10001111)  أن الآن لنفرض

 ويكون:
w = WH} = (0,2,-2,0,2,0,2,0)



١٤٩  ها الصلة ذات والشفرات التامة الشفرات

wو = w,3 =(-2,2,2,2,4,0,0,0)
w = w,H53 = (2,2,2,2,-6,2,2,2)

=(@v أن ويما.4 الموقع في -وهو6 هوw في الأكبر الإحداثي -6<0 وأن001

٨(.0001) هي المفترضة الرسالة فتكون

 تقارين

 باستخدام(3,٨,١0) التمرين في المقدمة المستقبلة الكلمات تشفير فكك(٦,3,9)

(.3,9,2) والمثال(3,9,٤) الخوارزمية

.٤=1,2,3,4 من لكلH{ احسب(٧,3,9)

 باستخدام(3,8,1١) التمرين في المقدمة المستقبلة الكلمات تشفير قك(٩,٨,3)

(.٩,٦,3) والتمرين(3,9,٤) الخوارزمية


