
 )لنقلالتامو

 المصفوفات
MATRICES

BA جد(٩١) ،AB ،A-B ،A+ Bإن حيث :

2 13 3 ٥ م(=)٨٠(= )لا
: صحة من تحقق

det(AB) = det@A) det (B) "(AB) و = ATET

: الحل

A+B 2+3 1+3 5 م ر 0+1 ة4 2+-4 1

A-B ٢
2-3 1-3 1- م ر -2  ر
1- 0 2-4 1 -2

AB 2x3+1x0 2x3+1x46 م ر  ر10
1x3+2x0 1x3+2x4 3 11

BA ,3x2+3x1 3x1+3x2 9 ر
0x2-+4x1 له9 0x1-+4x2 4

٩٥



٩٦ محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

 ، العموم في إبدالية ليست المصفوفات ضرب عملية أ البسيط المثال هذا يبين

 معرفاً.BA وAB من كل فيها يكون التي الحالات في حتىAB ةBA أن أي

3 02 1 6 3 '6  +ه٨ يا- (م (-)لا '(-)ه"10
= (AB)"

2x2-1x1-3'ج]= =ا @(erه 

٥x3-12-3x4ا= =از} @(etه 

36-٥x٥-6٣١1{ا= -ا؟} رو،ء . ،et AB
= det@A) det (B)

 كل حساب في3x3 الدرجة من مصفوفة محدد استخدام كيفية بين(9,2)

 القياسي الثلاثي والضرب المتجهي الضرب من

: الحل

c أن نفرض ،b ،aهي: إحداثياتها متجهات 

a =(a٨,0٥,aو ) = ai+0٥j+ aج k

b =(b,,b, ( و = bi+b k جb+٥ ز

c =(C٨,C =(٥ و€, ci+ ci+ cو k



٩٧  المصفوفات

 التوالي. على ة ، المحاور، اتجاه في وحدة متجهاتk ز، أ، إن حيث

: عندئذ

kز i
kي( ab-ba+)ه(ز h-و a)i- (abر bو- ab=)ه421 اه 

bر bر bو 

= (aر b - b03ر0 ,و bر - bو a,aر bر - ba)=aXb

Cو C2Cا 

+,c(a -وbaA و€) (abو b-ر b)وه -a)cر bواي- a=)ا a021ه 
hر b2 bو 

= (ab)c+(axb)0+(ax b)5cو =(axb)٠c

 الضرب خواص بعض على للحصول المحددات خواص استخدام الممكن من

: فمثلاً القياسي الثلاثي والضرب المتجهي

١-axb=-bxaمصفوفة في عمودين( )أو صفين عنداستبدال لأنه 

.-1 بالعدد المحدد نضرب

axb فإنb للمتجه موازياa كان إذا-٢  الذي المحدد قيمة لأن0=

 صفرا. تساوي متساويين صفين على يحتوي

c،b كانت إذا-٣ ،aأو نفسه المستقيم على تقع )أي خطياً مرتبطة 

 صف أي بين الفرق لأن٠c=0(axb) فإن نفسه( المستوى

 صفريا. صفا عنه ينتج الآخرين للصفين مناسب وتركيب



٩٨ محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

: التالية المصفوفة معكوس جد(٩,٣)

2 -1  أ(- أ- )ذ1
-1 1 -1

Cc-1=C-!c=1  المساواة من وتحقق

: الحل

adj(C)

(-1)x(-1)-2x1
 )تبر&(- إx بإآ

1x1-(-1)x(-1)
-1 0  ز:( إ- اب1-
0-1-1

 «إ-ر«x بدإ١٦2 ي-٣ \"-إ
2x(-1)-1x(-1) 1x1-2x2
(-1)x(-1)-2x1 2x(-1)-(-1)x1

2 1 -1
det (C) =det(c")=[-1 -1 1

1 2 -1
=2X(-1)+1x0+(-1)(-1)=-1

adj(C) 1 0 1
-(1==311 ، إذن  ث]ة};+

: أن لاحظ المساواة من وللتحقق

2-1-+0 0-1+1 2-3+1 1 0 0
cc- -/:-  ة+ز ت+ز-ة )ةت-ا و(= ز ا=از

-1+1+0 0+1-1 -1+3-1 0 0 1



٩٩

.c-1c

 المصفوفات

= ي٩3٠-١-٠-١٠٥٠ لإ(٢٩3 إ 2+1-3-1-1+3 1+2-3 = 0 1 0 =I
0+1-1 0-1+1 0+2-1 0 0 1

 المتجهات وأن حقيقية جميعها الهرميتية للمصفوفة المميزة القيم أن أثبت(٩,٤)

 متعامدة. مختلفة مميزة لقيم المقابلة المميزة

: الحل

 المميزتين للقيمتين المقابلان المميزان المتجهان هما3٨ و2 ز أن لنفرض

: عندئذ.A الهرميتية للمصفوفة التوالي على2 و ر«

()

(2)

(٣)

(٤)

A3, =٨/3/

AxA =٨٨3A

: أن نجد(٢) رقم للمعادلة المركب والمرافق(١ رقم) المعادلة منقول وبأخذ

٠"A" = "٨ ر«ر

AaA =٨٤x٤

"(Ax أن )لاحظ = &"Al)٨ وأن=.)"

(٤) رقم المعادلة وضرب اليمين منi بالمتجه(٣) رقم المعادلة بضرب

: على نحصل اليسار من{ بالمتجه

(٥) T T + T +2/ 4 2i =Aر } i



(٦)

 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

٢+%٢٩ +3; A"2i =Ai} 2i

: أن )ه(نجد رقم المعادلة من(٦) رقم المعادلة بطرح

T T + ٢+٩ T + + T +3} A 3i -٢٨"3i ;٨ ر3= i - Ai} »i

"A أن ويما = Aلأن( A)أن فنرى هرميتية :

0=x٤}3(٨ -ر٨٤)

( x}r; >0  )لأن ر{= أن نجد =ز بوضع

 حقيقية. قيم هي الهرميتية للمصفوفة المميزة القيم ، إذن

: أن فنجد1 ر=٨٨ و ز وk كان إذا ، وأخيراً

»}A:=0

٠٩١

 تكون أن يجب مختلفة مميزة لقيم المقابلة المميزة المتجهات تكون وبهذا
 متعامدة."(

 الحالة هذه وفي ، مضمحلة حالة1 ر=٨٨ فيها يكون التي الحالة تسمى

 أي على الحصول نستطيع أننا ويما واحد. مستوى في تقع المقابلة المميزة المتجهات

 فنختار المستوى في متوازيين غير أساسيين لمتجهين خطي كتركيب المستوى في نقطة

 فنجدa=b كان فإذا ،b وa مركبين لمتجهين القياسي الضرب هوa"b أن لاحظ )ا(

a"a'  يكونان فإنهماa=b وb=0 وa=0 كان إذا.a معيار مربع هو ذلك لأن0<

.a1b = 0  كان إذا متعامدين



١٠١  المصفوفات

 من خاصة حالة فهي ولذا ،A"=A وA=A فإن ومتماثلة حقيقية المصفوفة

 أيضاً. الحالة هذه في صحيحا يبقى السابق النقاش فإن وعليه الهرميتية المصفوفة

 لتكن(٥,9)
101  (ه- )ز
101

.A  للمصفوفة المميزة والمتجهات القيم جد أ(

 متعامدة. المميزة المتجهات أن من تحقق ب(

. المصفوفة أثر يساوي المميزة القيم مجموع أن من تحقق ج(

. المصفوفة محدد قيمة يساوي المميزة القيم ضرب حاصل أن من تحقق د(

 للمصفوفة معيرة مميزة متجهات باستخدام الاستقصار مصفوفة جد ه(

.00"= 00 =I  المساواة صحة من تحقق و(

 قطرية مصفوفة بالفعل هوA0"0=٨ التماثل تحويل أن من تحقق ز(

.A  للمصفوفة المميزة القيم هي قطرها عناصر

: الحل

«at@٨-8-0  الميزة المار حول مي٨ نلمصنوة الميزة أاليم

1-٨
det(A-٨1) =/ 0

1

0
-1-٨

0

1
0

1-٨



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

-(1 ٨١/٨ 1/1 1-٨

=(1+)@-2٨+1-1)

= ٨(1+٨)(- 2)

.٨=2 ،٨-=1 ،٨=0 هي المميزة القيم ، إذن

: المعادلة بحل نقوم المميزة للقيم المقابلة المميزة المتجهات لإيجاد

(A-٨I)X = 0

: المعادلات نظام حل أي

-+2 =٨
-y =y

-+2 =٨z

.٨ قيم لكل

 النظام: على نحصل=0 عندما

x-+2=0
y =0

 هي:A=0 المميزة للقيمة المقابلة المميزة المتجهات أن نجد النظام هذا وبحل

 ،،، )}(-)و(

١٠٢



١٠٣ المصفوفات

 خصل اجه ويرها(6 الميرا اننجه عى عصل4=١ بوضع

(.1 يساوي المعير)طوله المميز المتجه على

11  أة-ه أن
: النظام على نحصل-=1 عندما

2x-+z=0
3-+2z=0

٨-=1 المميزة للقيمة المقابلة المميزة المتجهات أن النظام هذا بحل ونرى

'0x،اب()و(:عنا 
02

 المعير. المميز المتجه على نحصلt=1 بوضع

0«(]]
0

: النظام على نحصل٨=2 عندما

-x-+2=0
-3y =0

 هي:٨=2 المميزة للقيمة المقابلة المميزة المتجهات أن نجد النظام وبحل

 )ً(-)ث(،«ء«،

 هي



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

 المعير: المميز المتجه على نحصل والتعييرt=1 وبوضع

 أواج·
: أن بما ب(

1K٨٠X٨=XX1=م[ ٥x0+0x1+(-1)x0]=0
2

1111 ٧,٠٧٥-٤٤8٠ م=٠ج+0x0 )م(+ =م٥ 2222

1K٨٠Xو =X٤X;=\٥x1+1x0+0x1]=0
2

 متعامدة. المميزة القيم أن فنجد

: أن أي• قطر عناصر مجموع هو(A )أثرtrace(A) ج(

trace(A)=1-1-+1=1

 هو: المميزة القيم مجموع

0-1+2=1

 متساويان. فهما ثم ومن

0x(-1)x2 يساوي المميزة القيم ضرب حاصل د(  محدد أما0=

 فهو: المصفوفة

1 0 1
det@A) =[0 -1 x(1-1)=0 -=ا01

1 0 1

 المصفوفة. محدد يساوي المميزة القيم ضرب حاصل أن ونرى

١٠٤



١٠٥  المصفوفات

• هي الاستقطار مصفوفة ه(

1 1
0٠z ،2 1 1 0 :0=١ 0 1 0 ()٠٤ ٠2

-1 1 00،2 ،2
 أن: لاحظ و(

1 1 0

{٢
0 -1 1 2 0

0 -="200 ا٠ 0 «٤ 62 0 =- 0 2
2 0 0 1 2٥ 0

1 1 0 -10 10 0 10 1 20 0
0 =20T0 )لإ ، 0 ،62 ،2 22 , 0 1 -1 0 1 2٥ 0

.0T = oTo =1  أن ونرى

: أن لاحظ ز(

1 1 0
-1 0 {لأم1 1• 1 2

0

٥٨= م020: 2 ،2 -1 0- ( -2
0 0 01ة5 0

: فإن ولذا

1 0 0
0 2 وأز:1 -1

0 10 1 00 0

:;040"A0=- 0 -2 ،٤ 2 و2- 0 0 1 20 0



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

0 0 0' ٨ 0 }(-««»- }(-او ية )غ0
00200 و

 ، أن أي

١٠٦

 هرميتية( )أو متماثلة حقيقية لمصفوفة المميزة والمتجهات للقيم حسابنا عند

: أن من التحقق المناسب من يكون

 المصفوفة. أثر يساوي المميزة القيم ا-مجموع

 متعامدة. المميزة المتجهات-٢

 المصفوفة. عدد يساوي المميزة القيم ضرب حاصل-٣

 حساب في خطا وجود يعني فهذا الخواص هذه من أي تتحقق لم وإذا

 المميزة. والمتجهات القيم

 حقيقية. المميزة القيم جميع أن من أيضاً التأكد ويجب


