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 العادية التفاضلية المعادلات
ORDINARY DIFFERENTIAL EOUATIONS

 القانون حسب ا للزمن بالنسبة مركب فيN المشعة الذرات عدد يتناقص(١٣,١)

dN
 [ز=

dt

 لنصف صيغة فجدN م يساوي بداية المشعة الذرات عدد كان إذا
٠N  ر(. يساوي المشعة الذرات عدد يصبح لكي اللازم )الزمن الحياة

: الحل

d ء
: فان-=٨N أن مما ٠dtء 

tN
dN N إ٤ إ--٤

: فإن ولذا

[tnN]%, =-٨t

١٣٩



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

N tد -=)ي(ا 
M

= N = Ne-٨t
N : إن فنجدN= ر نضع الحياة نصف لإيجاد

N 1 1=Ne-4ب-٨ -بب-=٨ t = h(<)=-ln2
2 2 2

١٤٠

tn2 0.693 .
[ ا) •٨٨ ء

N

M

N=N, rrt) ج

 إملإ•......

4٤...• ي ].... جييه.يم
 "يم٤-ل م٤-«٠

 الأولى: الرتبة من العادية التفاضلية للمعادلات العام الحل جد(١٣,٢)

(i1-y2dy)ب 
2y4+xydy

xdxx%d

y+5dy+ ج(
 د(

dy
-y+2dxycotx = cosecxر,+ 

 ه(
dy)و dy y

٣=2ry3 +,جC0SXإ= 
dx x



١٤١

dy 1-y%
d x

 العادية التفاضلية المعادلات

dy dx1 'ا=ب/د-y2 x

dy dx
\/ ةm-٦/ د

1 1 1 dx(ود=+ 'ا=«ه/)2 ج 1-y 1+y  د

1=5[-b(1-y)+b(1 +y)]
= [m -+- A

 -ب،-٠ ء
1 +y B4=ب 
1-y

: الحل

 أ(

,2A ٠- B. إن حيث =e

: أن تجدy ا= بوضع متجانسة. معادلة هذه ب(

dy 2y4+xy
dr x%

x2d٧
=٧+1 %امج(«-ج xx
dV=٧+2٦= 2٧+%٧

3
dV=1٦,=2٧

(- 2٧2x



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

1
/=+nب=]٦ 

2٧
1 x = -=ا5 +ا)ج(٨ y

١٤٢

-  لا2b+B" د ، الان

du = dx v أن نجد =y+ b +٢=u و a  الخطي التحويل باستخدام ج(

du و = dy.يكون: وبهذا 

dy 3-+y+5
d -y+2

du (w-a)-+(-b)+5
 هد ب٨هد

du (w-a)-(٥-b)-+2
u-+٥-5-a-b
1- ٥-+2-a- b

2-a-b=05و -a-b=0  بوضع ، الآن

 ء73 ء٠
22• وأن:b-= وa-= أن مجد

du u-+٥
du u-٥

 أن: نجد=6u التعويض باستخدام ، الآن

dv d6a=0+wu u
: أن نرى هذا ومن

d0 u+٥ 1-+(o/) 1+0
 ر]1إ د ح ح

du u-٧ 1-+(٥/w) 1-٥



١٤٣  العادية التفاضلية المعادلات

d0 1+٥ 1+8%
، o٦=4ة I"1 -إl

 ، أن أي

 إذن،
1-0 du/٥2+1 'ا=مب u

6d0 ٥+t=إ ا ا=٦ةء- ا٦ج»٥ 

1= tan-'0-=bn(1+e) = lm +B

7 1 ٥٠2=n-"(ي ا=٦( t(1+(ي ))u u
-+- B

-٠-٢ و-0-ج{٠
y + 3/2 x+7 -اث,،ج(-».١  ، إذن

 هو: التكامل معامل د(

I()= exp(ا cotxd»)=emp@nGsin)) =si

: فإن ولذا
dy d

ycotx= cosecx =,,(sin) = sincosecx =  +-ر1
2

B+-٦=ysinد 



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

_3+B
.Y sinx

١٤٤

 ، إذن

: هو التكامل معامل ه(

I() = e»(2ا rax)=e» @)

 يكون: وبهذا
dy ٣=2ryج+ 

3

2٠2d "٦e=ح"( yeد) 
dx

»ea/+==ر 

12 ء A+ح-=٥ yeد 
2

.21
y=--+A ٥' إذن، •2 ء

: هو التكامل معامل و(

1
I=em([- =( عه eا٨= 

3

: أن ونرى

dy y
+-= cosx

3

d=,,(y)=xcosx
3

=ry=/xcosx x ه

= ry=xsi- /sinx dx
y= xsin-+c0S + Aد 



١٤٥  العادية التفاضلية المعادلات

٠٠C0S2 -+-A
، .y=Sim ٦{ إدل

: هي برنولي معادلة(١٣٣)
dy
+P()y =y"@()

 معادلة إلى برنولي معادلة لتحويل=y )ا-(- التحويل استخدم

 عندما الحل جد ثم ومن التكامل معامل باستخدام حلها يمكن تفاضلية

 يكون:

.a=2 =()P()=0 و  د

: الحل

: أن نجد )"-ع(-ر= بوضع

dv dy
( x م) د ، ، (c  ة1

 يكون: وبهذا
d y« dv

Gy=y"00ر,++ (PCy=y«0c+لجر X -C- ٠

1 dv (P()v= 0Gك٦ +ج 
- C 2

: أن نجدa=2 وP()=@()=x ، الخاصة الحالة وفي

dv
{1 ٢

dx



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

 هو: التكامل معامل

I@)=e»(-  )«ه /-هx2 ا
: أن نرى وبهذا

d .2 .2-(e-/2)= -xe-3/2
dx

 دe=/"- د-/e-/2 ه٤-٥ /د-٩+٨

= ٥ = 1-+A٥٣/2

١٤٦

1 .21 = A٥/2y

 لا

2

1
.3-1+Ae-772

a

 ، إذن

 العادية التفاضلية المعادلات حل أن نجد هنا( الحال )وهذا الأحيان أغلب في

 التكامل. ثابت على أساسي بشكل يعتمد الخطية غير



١٤٧  العادية التفاضلية المعادلات

 الرتبة من الخطية العادية التفاضلية للمعادلات العامة الصيغة أن أثبت(١٣,٤)

 هي الأولى

[O()- P()y]dx- dy=0

: أن أثبت ، التام للتفاضل والاختبارI)( بالمعامل المعادلة طرفي بضرب

I() =exp(\ P(x) dx)

: الحل

dyIG)[ +PCy] =IGQG) -IGloG ب PGyldx- IGdy=0x

: الشرط يتحقق أن يجب تاماً تفاضلاً هذا يكون ولكي

88 )((I)-]}=م I@)[0G) -P@)y{ج, ,
 أي

d١-I()P()=-,x
: أن نرى وبهذا

dl +PGaا=/ =xا=,ا+ ه 
: أن أي

.IG) =e»p(/ P@ao)



١٤٨ محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

.y" + ky' +ky =F@) ( لتكن(١٣,٥

.F() = sinx ،k=-3 ،k, =-2  يكون عندما العام الحل جد أ(

y(0) الحدية الشروط يحقق الذي الحل جد ثم =  عندما منتهy و0

.2-0

.F() = x4 ،k,=-8،l, =-2  يكون عندما العام الحل جد ب(

.F() = cos () ،kو = w} ،l =0  يكون عندما العام الحل جد ج(

. w = w  يكون عندما الحل سلوك ادرس

F() =cos (wx) ،k»=1،k=1  يكون عندما العام الحل جد د(

 أسية لدالة حقيقية كمركبة الأيمن الطرف بكتابة وذلك الثبوت حالة حل جد

.P = {Aexp(iwr)}  ووضع مركبة

.F(x) = cos (2) ،k;=4،k  ر=0 يكون عندما العام الحل جد ه(

: الحل

-"c يحقق الذي الحل هوc)( المتمم الحل أ( 2c'-3c=0وبوضع 

"c =Aeأن نجد :

Ae"(M2 - 2m- 3) = Ae"(m- 3)(m 1)=0

c أن ونرى = e-+ce3الخاص الحل .أما )(pالشكل فيأخذ :

p() =Dsinx -+ Ecosx

p'(3) =Dcosx- Esim



١٤٩  العادية التفاضلية المعادلات

p"() =-Dsinx- Ecosx

'p المعادلة ف وبالتعويض -2p'- 3p = sinxنجد المعاملات ومقارنة 

 أن:

-4D+2E = 1

-4E-2D=0

 ء٠510• هو: العام الحل ، .إذنE و=D±= أن نجد المعادلتين وبحل

1 1.y=٥+p= B٥-+ce3- sinx+-cosx10 ج

.C = 0 xo أن إلى يؤدي y يكون عندما منتهيا  بقاء ، الآن

(y@0 وبتعويض B أن فجد المعادلة في0= +- = 10٠=٠10=٠ وبهذا.B= أن أي.0

: هو الحل أن إلى نخلص
1

(2stnx + cosx-٧-e)-٠3=٦م

٠12٠,٠٤  أن: نجد والتعويض)(=Ae' بوضع ب(

Ae"(m2 - 2m-8) = Ae"(m + 2)@m-4)=0

.c() = Be-2 + ce  يكون وبهذا

p(x) بوضع ، الآن =F +Ex + Dxأن: نجد 

p'() = E + 2Dx

p"() =2D



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

: أن نجد المعاملات ومقارنة المعادلة في بالتعويض

-8D =1

-4D-8E =0

2D-2E-8F =0

3 1 1
.F=-،E= ،D=-  ويكون

64 16 8

: هو للمعادلة العام الحل إذن،

311y = B-2> + C4ر +x-
64168

٠TX٠٠٤  آن: نجد والتعويض=)(Ae' ج(بوضع

Ae"(m2 + w5) = Ae"(m -+ iw)@m- iw) =0

 يكون: وبهذا

١٥٠

c() =A٥-٤wo١٦ B٥iax
= A(cos(w)- isin@w)) + B(cos@wx) + isin@wr))
= (A-+B) cos(w3) + (-iA + iB)sin (wx)
=Ccos@w3) +D sin@wx)

+C=A إن حيث Bو D =-iA+iB.،الآن 

p() =Ecos@wx) + Fsin@wx)

p'() =-Ewsin(wx) + Fwcos@wx)

p'() =-Ew4 cos@wx) - Fwsin (wx)



١٥١  العادية التفاضلية المعادلات

 أن: نجد المعاملات ومقارنة المعادلة في بالتعويض

E(-w + w3) =1

٢(-w2+ w;) = 0
1 ء

.F=0 =E و W-W أن ونرى

 هو: العام الحل ، إذن

cos (wx)
y =C cos(w3) +Dsin@wx)+ي 

W- W

.w- w yo عندما  م أن لاحظ

 رنانا. التردد يكون عندما بسيط توافقي تذبذب على نحصل الحالة هذه وفي

 العملية الناحية من وأما ، حدود بلا تزداد التذبذب سعة أن النظرية الناحية من ونرى

 البسيطة. التوافقية الحركة معادلة النظام فيها يتبع لا حالة إلى الوصول الممكن فمن

٠1X٠٠٦  أن: نجد والتعويض=)(Ae' د(بوضع

m4+m-+1=0=m=(-1٤٧3)/2

c() = ٥-/\Ast(73x/2) + Bcos(3x/2)]  ويكون

 ، الآن

p() =Ecos@wx) + Fsin@wx)

p'() =-Ewsin(wx) + Fwcos@wx)

p'() =-Ew4 cos@wx) - Fwsin (wx)



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

: أن نجد المعاملات ومقارنة المعادلة في بالتعويض

-٧2E + wF+E = 1

٨2F - wE F=  ر-0

: أن نجد النظام هذا لحل المصفوفات طريقة وباستخدام

1- w2 w E -(١ -)ث()،-)(1

: يكون وبهذا

E 1-١2 w 1 1 1-w4+ث( »-،-)م(")ا ،'ل(-) 
: هو للمعادلة العام الحل ، إذن

(]Asi(3x/2) + Bcos(73x/2/\ر=٥-٣ 
1

+[(1- w%) cos@wx) + wsin(wx)]
٧-٧ -

١٥٢

 حيث التالي( الشكل )انظر للتخامد مدفوعة تذبذبية حركة الحل هذا يصف

 النظام في الإزاحةy ويمثل الدفع قوة الأصلية المعادلة من الأيمن الطرف في الحد يمثل

 من تقتربc)( المتممة الدالة جعل هيy' التخامد وظيفة إن الزمن. يمثل: والمتغير

x عندما الصفر oتسمى( )(cالحل .)العابر 



١٥٣

3

 العادية التفاضلية المعادلات

 فيها يخمد التي اللحظة في الحركة لنا ويصف الثابتة الحالة حل فهوp)( أما

 بوضع: أسرع بطريقة الحل هذا إيجاد ويكن العابر. الحل

p(3) =Re{Aep@iwx)}

p'(x) =Re{Aiwexp(iwx)}

p"() =Re{A(-w)exp (iwx)}

.A =\A\e"% [A\ هي الزاوية والإزاحة  السعة بين العلاقة حيث

: على نحصلR{Aexp(iwx{) الصورة على الأيمن الطرف وكتابة بالتعويض

(-w4+ iw+ 1)Aexp(iwx) =(1)erp (iwx)

1 ، إذن
 ثر ح

-١2 + i٧-1
 يكون وبهذا

cos(w) -+ isin(w) -w4+1-iw«wte- {٨ ا،ز:ا،"\
(]w%) cos@wx) + wsin@wr-1و,[) =

-٧



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

 هي: الزاوية الإزاحة وأن ,ج هي السعة أن نرى أن السهل ومن

Wس س 
.A arctan- للمقدار الزاوية والإزاحة المعيار من وذلك  ء1٠-٧ ا=ا

: أن نجد)(=Ae" ه(بوضع

m%+-4=(m-+ 2i)(m- 2i) =0= m= 2i

.(x) =Acos(2x) + Bsi(2x)  أن ونرى

١٥٤

 لا الخاص فالحل المتمم الحل في تظهر للمعادلة الأيمن الطرف في الدالة أن ما

(Acos@2x) الصورة على يكون أن يمكن + Bstn(2x=.)(ذلك عن وعوضا 

: نحاول فإننا

p() =Cxcos2 + Dxsin2

p'() =Ccos2x- 2Cxsin2x + Dsin2x + 2Dxcos2x

p'() =-2Csin2x- 2Csin2-4Cxcos2x + 2Dcos2x
+ 2Dcos2x

-4DAsin2x

 على: نحصل المعاملات ومقارنة بالتعويض

-4C-+4C = 0

-4D-4D = 0

4D= 1

-4C = 0



١٥٥  العادية التفاضلية المعادلات

 ء4 هو: للمعادلة العام الحل .إذن،D و±=C=0 أن ونرى

1
y =Acos2x + Bsin2x+,sin2

 يساوى(6) الثوابت أحد قيمة أن وجدناp)( الخاص للحل حسابنا عند

 زوجية دالة الأصلية المعادلة من الأيمن الطرف لأن متوقع وهذا صفرا

((cos(-2)=cos(2r.)زوجية دالة يكون أن يجب الأيسر فالطرف ولهذا 
 ءa2 ء

d٠٢٠= هذه على يحافظ فهو وبهذا أيضا زوجى+4 التفاضلى المؤثر أن كما أيضا. =٠

 زوجية دوال على يحتوي أن يجبp)( فإن ذلك من عليها. المؤثر للدوال الخاصية

()p) حالتنا وفي ، فقط = asi(2rثم ومن فرديتين دالتين ضرب حاصل وهو 

 في الجهد من الكثير يوفر فردي( أم )زوجي الحل لنوعية معرفتنا إن زوجي. فهو

 شرودينغر. بمعادلة المتعلقة الحسابات تلك وخاصة الكم ميكانيكا حسابات

: التفاضلية المعادلة حل(1٣,٦)

dydy" =+33, +y=٥2

.w= ln y والتعويض =x"  الحل بتجريب

: الحل

y = A4  بوضع



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

dy = A-1
dx
a%

2-A80-  لمجج1٨
3

 أن نرى

١٥٦

 أن: نجد التفاضلية المعادلة في بالتعويض

Ax'[٨(٨-1)+3٨+1]=0 =[٨(٨-1)+3٨+1]=0
 د+(1)=0

 هو: فقط واحد بحل يزودنا-1 المكرر الجذر فإن وعليه

y = A-!

 على يحتوي أن يجب الثانية الرتبة من عادية تفاضلية لمعادلة العام الحل أن ويما

 متبع هو كما آخر كحلy=)"@ حاولنا إذا آخر. حل وجود المؤكد فمن ثابتين

 أن التعويض بعد فنجد ثابتة بمعاملات الثانية الرتبة من العادية التفاضلية المعادلات في

 التعويض نستخدم المأزق هذا من وللخروج سابقا. وجدناه الذي الحل هو الحل هذا

u =lxإن فنجد :

dy dydw dy
، 3٤ ت-٠3٨-3 ج u u

y dyه% dud1dyd%yو 
{ أ د a«٨ -ق -)أتناةة ق

: التفاضلية المعادلة على نحصل وبهذا

d%y dy
a , +م2 ج +y=0u u



١٥٧  العادية التفاضلية المعادلات

·•.٤ (u' وبوضع =Ae)أن نجد :

A٥"(m2 + 2m + 1) = Ae"(m+ 1)2 =0= (m-+ 1)%=0

m المكرر الجذر على نحصل ذلك ومن  المعادلة هذه معاملات أن وبما.1-=

 هو: العام الحل أن فنرى ثابتة

y() = A٥-"+ Bue-"

: أن نجد=I التعويض وباستخدام

y() =A٥-b + Bln(r)e-bm

= A٤-!+ Bln(x)A1


