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 الجزئية التفاضلية المعادلات
PARTIAL DIFFERENTIAL EOUATIONS

 التام: للتفاضلf(x,y) جد(1,١٤)

df =ycosGy)dx +[cos(y) +2y]dy

: الحل

: فإن=f(y) كانت إذا

dd،r-(  لا مy' )؟ )؟(+ه به

: فإن تام التفاضل أ وبما

(١)

2)

df @vcos=)في( 
2. y

df cos(ry) +2y=«)نخ( y ,

١٥٩



(٣)

(٤)

 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

 أن: نجدx إلى بالنسبة(١) بمكاملة

f(x,y)=sinGy) +g()

: أن نجد إلى بالنسبة(٣) باشتقاق

dgdf٠  )مي(»=cosG+ ج
y:لا 

: أن نجد(٤ و)(2) من

dg
xcos(y)+=xcos(Cy) + 2yy

d ء
. g() =y+C y ومنه=2 dy أ ونرى

١٦٠

.f(,y)= sin@y) y2+C ،  إذن

 المثال، سبيل على أخرى. بطرق التمرين هذا حل بالإمكان كان أنه لاحظ

(١) مع ذلك مقارنة ثم2 إلى بالنسبة الناتج واشتقاقy إلى بالنسبة(2) بمكاملة

 المطلوب. على نحصل2 إلى بالنسبة الدالة هذه ويمكاملةh)(' دالة على نحصل

f6)  بمقارنة وذلك مباشرة ثابت( )باستثناء نفسه الحل على الحصول الممكن ومن

(.2 (و)١) رقمي المعادلتين تكامل ناتج مع



١٦١  الجزئية التفاضلية المعادلات

exp أن أثبت(3,١٤) (-x%/4ke)/wFE=)ا( uالانتشار لمعادلة حل 

ou
3t

k8%u
0x2

: الحل

ouإها. 
1 8 -%18  ء»-٢-٨ ),ا/٦ ا)ة(=

= ea(-٤/e/-2 4lt2 ايجب+ 4kt
x%

= e(-٣/ko2ا"- k/«o-/t

)-(٥-/aG)%الإ ،

x, 4kt4 ةiE٤xة 

=-2exp(-x?/4kt)(4ke)-3/2

 ، إذن

٢a:  د بم( إ(.ة
8x2 0x,،ox  ع

0=-2lem(-/4le () ا
3٤

٥ ر-2  (,ة+ -»»ا)ة
x%=-2kemG-/o lo­t» ايي-ا



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

ou .٠.٩
k-=82. ان إلى وخلص dt

١٦٢

 تركيز أو معدني قضيب في الحرارة انتشار كيفية الانتشار لمعادلة الحل هذا يفسر

(3 المتغير )في التوزيع دالة تأخذt اللحظة ففي الزمن. مع الذوبان محلول في المذاب

 والاحصاء الاحتمال في الدالة هذه )تسمى لجاوس المحدودة غير المعرفة دالة شكل

 بيان يشبه بيانها فإن الأصل نقطة عند مركزها يكون عندما الطبيعي(. التوزيع بدالة

 التالي(. الشكل )انظرexp(-x/26) التربيعية الأسية الدالة

 يسمى المعياري)ه الانحراف وهو ه الثابت يساوي العرض حيث

 ازداد كلما يتضاعف الانتشار أن أي ،d٧٤٥ يكون الانتشار حالة في التباين(.

 وهكذا. أمثال أربعة الزمن

 مة

 /±-ى4٤٥
=٤٤

a

 مع ثابتاً الانتشار تكامل يكون أن يضمن معياري حد فهو3ي المعامل أما

 كيفية عن النظر بغض ثابتاً عدداً يبقى المذاب لجزيئات الكلي العدد أن أي ، الزمن

 المعياري الحد يكونexp(-x4/2c) الطبيعي جاوس توزيع حالة في انتشارها.

 ه(2') يساوي



١٦٣  الجزئية التفاضلية المعادلات

 لتكن:(١٤3)
82٧ 8%٧ 8n%mEW
،a.Az'5٤±٦E =0x y

 جد البعد. ثنائي فضاء في الحرة للإلكترونات شرودينغر معادلة هي

 الحدود كانت إذاE المسموحة الطاقة ومستويات الموج دوال

 هي: الشرطية

W(0,y) =0

W(x,0) =0

٧(a,y) =0

W(x,b) =0

: الحل
3ي

a

(y)( بوضع =X()Y,3)أن نجد :

dY 8n%mEXYd2X
yx ج'٤+٨ ج٤ ا٨=0



 محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

1 4%X 8rmnE_ 14%Y_ ,
،Xax" ٨ Yy?»

: أن أي

١٦٤

4٤ /arwet ax2· د])] أ، H2  و
2Y ء
 -=رw%Y ان ونرى

 لا

X= Asin(0x) + Bcos(0x) (Y=Csi@wy و + Dcos(wy) ،  إذن

8m4mE٠ w3-=0الحلول: تكون .وبهذا 
H2

 إن حيث

W(x,y) = [Asin(x) + Bcos(n)][Csin@wy) + Dcos@wy)]

W(0,y) =0 =B=0

W(x,0) =0 =D=0

 ولكن

k m/a= إن حيث0 . أن أي "(a,y)=0=sin (a) = 0

 صحيح. عدد

sin (wb) (x,b د0= =w أن أي.٧(0= m/aا إن حيث 

 صحيح. عدد

 هي: الحلول ، إذن

٧A(,y) = A٨ sin(k rx/a) sin(lmy/b)

.k = 1,2,3, ٠٠. =او1,2,3,٠•• إن حيث



١٦٥  الجزئية التفاضلية المعادلات

h(n'+w%)12٨2 ٦2
.E= E. لمزا ولكن 8mm٠٠ba8 ء )نخ+<("= أن نجد وعليه

3# )لا،=(ي

a. a جب

 القياسية الكم ميكانيكا لمسألة البعد ثنائي الفضاء في الحالة هو التمرين هذا

 المبين بالشكل وصفها فيمكن البعد أحادي الفضاء حالة أما الصندوق". في "الجزئ

 يساوي ا أن يعني وهذا ما. يساوي شده( )بعد طرفيه بين البعد ، لزنبرك أدناه
n ء ء ٨ ء =n,٠٠. إن حيث =ا ان أي الموجات. أطوال نصف  طول٨ و1,2,3

 الكمية الموجة طول مع المرتبط العزم بين العلاقة أن على بروجلي قانون ينص الموجة.

P?/2m h الحركية فالطاقة ولذا بلانك. ثابت هو =P إن حيث h/  هو٨

h4/(2m%)) هي الجزئ كتلةm إن حيث = hn%/(8mL.الصيغة إن 

 حاصل هي ج+ وأن1 البعد من إسهامين مجموع هي التمرين في المبينةB ر

.y  و2 بالاتجاهين حلين ضرب



١٦٦ محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

16E

9E

4٤

: L

٢ د4

»=3

n-2

 -م1

 لتكن:(١٤,٤)
824 109 1 824

،a,' 5,' a٥٤=0T ٢٢ T

 طريقة استخدم(.r,6) القطبية بالإحداثيات لابلاس معادلة هي

 الصورة: على حلول وجود لإثبات المتغيرات فصل

4(r,0) = (A0 + B,)(Cbmr + D)
 و

6@r,0)[A, cos(0) + B, sin@p8)](C,r4 +D,r-»)

p إن حيث ،D،C،B ، A.ثوابت 

 ؟P على ذلك تأثير فما6 واحد متغير في دالة4 كانت إذا

: التالية الحالات في المعادلة حل

( = أ Tcos0. 0<r<a (a,0) إن حيث9

= ت) Tcos30.0<r<a (a,0) إن حيث9



١٦٧  الجزئية التفاضلية المعادلات

: الحل

-{ ع

(r,0) بوضع = R(r)0(6)أن فجد :

%R 8aR R d%0
،، 0 رجa41٤ =ة0 ٢٢٢٢

٣2 d2R rdR 1d20 5
R د د د هد= aRa 6a6?b

44R 4R_ .2
" a٤'2, ٣'Rr r

d%R aR
'٥ر =ج'0 ٢ T

d dR(-"ج-٦م) 
dR=7=Cr

d%0 .2
' د o7 -p0

p الخاصة الحالة في : أن نرى0=

d%0
= d82 و()

d@
- إ  و()

8

O(8)= A0 + Bو 

dr
/. هR=c د'/@=nr/C٠+٥, ولكن
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p الحالة في الحل ويكون : هو0=

4(r,0) = (A0 + B)(Clnr + D)

p كان إذا أما : فإن0=

١٦٨

O بسيطة( توافقية )حركة = A cos(p0) + B,sin (pB)

.R(r) = ٣4  ضع
d2R aR

-r: المعادلة لحل =p4R+4م 
dr2 dr

dR dR = ، حنثك ٥٣0-1 2dr-c(c-1)٣٧= و dr2

ar" = p٩٣4+٣٣(c-  د(1

p4=a = p=د 

R(r) = C,r3 +D,r-

: هو الحالة هذه في الحل يكون ، إذن

6@r,0) = [0A, cos@p0) + B,si @p0)](C,r4 +D,r-h)

: فيكون فقط0 المتغير في دالة4 كانت إذا ، الآن

(r,6) = 9(r,0 + 2m)97 صحيح عدد لكل.

p كان إذا محقق غير ذلك إن p كان إذا أما.0= =  عندما محقق ذلك فإن0

P =p. يكون 1,±2, ٠٠٠ أي صحيحا.



١٦٩  الجزئية التفاضلية المعادلات

r عندما المنتهية الحلول إيجاد أردنا إذا ,D أن فنرى0=  ويكون ،0=

: العام الحل

««.e)=)'A, «s@0) + 8,s@0»l 6,/°

4(a,8) = Tcos6  أ(

= B, =0 p و =1 ,A يكون عندما =0

Tcos6 = ACacos8 = AC; =T/aد 

T٣
.9(3,0)=- cos0 0 ء هو الحل ، إذن

 ج

4(a,8)=Tcos8

)a,8) = Tcos30@9.عندئذ ، 

i8-٥+0ج""(-ه» أ-"( (i-٥+0)٥ أ38+٥ أ-38+3 أ
8

1
=,(cos30 +3cos0)
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3T T
a,6) = cos6-+-cos304 (ف 4

١٧٠

 ، إذن

B,=0يكون عندما4=,0 د p=  وp=3 أو1

= 4(r,6) = ACrcos8 + A5Cي r3cos30

=r الشرط وباستخدام aأن نجد :

3T T
=ACa a4 جAG= و 4

3T٦ T,3
.9(r,B)= cos8+ cos304a 4a

 هو: الحل ، إذن

 ز ح

٩(o,8)=Teos?8


