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 المركبة الأعداد
COMPLEX NUMBERS

 والتخيلية الحقيقية المركبتين فجدv=1-i وw=2+3i كان إذا(١,7)

 يلى مما لكل
 جن م

(u-+٥)7 بL- ٥

u/ د(u0 ج(
u/ ه(

: الحل

u-+٥=2+1+i(3-1)=3+2i (  أ

 ب(
-٥=2-1+i(3-+1)=1+4i

w =(2+3i)(1-i)=2-2i+3i- 3i2 ,
=5+i C

« 243٤ (2t30),(3١+3١+2١±2د ،م بم ،ل ،م إلإ 
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" ()إ-(3-3\/-3١-2١-٩١-١-5١  د ل بر
134+9،2-3i،2-+3iw

 أو

2-10i -1-5i-1-5i٧ 1 2
» ء م(s)" )أو+وً(1 قلا+ ق ب بد د ب ل بد بد

: من كلاً فجد السابق التمرين في كماv وu كانت إذا(2,٧)

 ا٥\ ب(

lu/vl (  د

lu] (

huvl  ج)

 اu/u ه(

: الحل

/u أ( = uu =(2+3i)(2-3i)=4+9ا 

./u = 13 ،  إذن

/w\= u=(1-i)(1+i)=1+1 (  ب

./u\ = 2 ،  إذن

luol4 = (uo)(uu) =(5+i)(5-i)=25+1  ج)

.[ul =,26 ،  إذن



٦٩ المركبة الأعداد

[u\\ أن بإثبات ذلك تعميم الممكن من = \ul[مركبين. عددين لأي 

(uo أن لاحظ ذلك، ولرؤية = uv)فإن: ثم ومن 

luol = (uu)(vv) = [u/? /« ا

 أد ، د د ب ، لى] 'ا/ ي(ج(٢- /ا اإق--/اق١ و±

422v 1

 ا-ا ان جإا- قت
•2w

 المقياسين قسمة خارج يساوي القسمة خارج مقياس أن أخرى مرة يبين وهذا

: أن بملاحظة ذلك إثبات ويمكن

 'يم٥
٥7

.٥ وw لكل

 د د د د د د د دم ين ايز/ -ا-(-'لإ"/-٤-(/١٥5-/١ تة م
1691313u ww

21
 ممةة=اذا اا،

١v/4 = 1/١/»l  حالنا وفي2 مركب عدد لأي ا%ا م= أن يبين وهذا
٠٠٠٠ZZ=٠=

(٧,3)

،23 ،22 ،2 ،2

 أرجاند: مخطط على يلي مما كلاً فارسمi3+1=2 كان إذا

- ،i2
2

: الحل

2 =1+i3= 2eim/3
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.60" هي الزاوية والإزاحة2 يساوي ة مقياس أن أي

 ، إذن

٧٠

٠٠11 ء -m/3 ج2-4٥ أ2 =- ٥-i/3 i/3- =ج2٥  دة٥ د ة
22

8e'  ج،3=8.

J

Re

.iz = ٥r/2٥im/3 أ (m/2+٥ /(أ23

Im

Re

.1+2-24=0 المعادلة حل(٧,٤)

: الحل

z2 كان إذا أنه أولاً لاحظ +b2+c : فإن0=

-b±i4-ةac٠.  يكون: وبهذاz٠= ر
a=1, b=-1, c=1=0=1+-2-4ج 

1±1-4 1±٤3
٠،22 ح د إلل



٧١  المركبة الأعداد

 =جi+1 ب(

: التالية المعادلات حل(٥,7)

 ج5=1 أ(

(z+15=1 +2) ج) 1)=z5 (  د

 أرجاند. مخطط باستخدام)( الفقرة حلول ارسم

: الحل

n,٠٠. إن حيثi2m=1=25 أن لاحظ أ( = 0, ±1,  من.±2

•=0,1,2,3,4 إن حيثz=٥ أ2rn/5 أن نستنتج ذلك

 أن إلاً ،m قيم لجميع صحيحة أعلاه النتيجة أن من الرغم على

 فمن وحيدا ليسM لقيم اختيارنا إن.5 يساوي المختلفة الحلول عدد

 عن عوضنا لو المختلفة الخمسة الحلول تجد أن الممكن

 أمر هو مختلفة حلول خمسة وجود إن.0±,1,±2 بالقيم

 وهذه يساوي الدرجة من حدود كثيرة أي جذور عدد لأن متوقع

 فإن مركباً الجذر كان وإذا مركبة، أو حقيقية تكون أن إما الجذور

 عدداً عددها يكون أن يجب المركبة الجذور أ أي أيضاً. جذر مرافقه

(٧،٤ التمرين في رأينا زوجياً)كما

)(٧/٥i(/4+2m=٤+1=5إن حيث ج nصحيح. عدد 

٥im(1+8n)/20i(/4+2mn/5 اذن • حاج ، م ان·2٦=1/1051/10

.m = 0,1,2,3,4
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Im

٧٢

 ي
.'٠«

،9

• «"• »٣ /٠ إ
Re

(1+2)5=1=٥ أ2m( صحيح. عددT إن حيث -- C

m =0,±1, ±2 z إن حيث = m/5 أ2 1 =z+1. أن أي ٥m/5 أ2 ،  إذن

 عدد إن حيث
5

(٤t1ا(= = e"2m = فان(1+2)5 z  ق أن ما د(

٠ .اذن /ماءs ا< فإن ومه صحيح.

2+1 ٠ 2mn/5أم -
2

2m/52-+1= ج٥ أ=

e"2mn/5  د (ج1=(1

1
> ي> 2mn/5  أ1

-i2mn/5 1
٥i2m/5) ب=2_= - 1)(e-i2m/5 -1)

1 .
2m/5 -2I ت2= أم1 cos @rs)]( )



٧٣  المركبة الأعداد

.n = 1,2,3,4  إن حيث

m أن لاحظ = n كان لو لأنه.0 = e'2m/5 المقام فإن0 -1  وهذا0=

 ممكن. غير

 من معادلة أنها كون إلى يرجع المعادلة لهذه فقط حلول أربعة وجود إن

 بسهولة ذلك رؤية الممكن ومن الخامسة الدرجة من وليست الرابعة الدرجة

+z المقدار بفك  المعادلة على لنحصلz ش الأيمن بالطرف ومساواته(5(1
5%4 + 10%3 + 10%2+5z+1=0

(.1٣.٣ و)(٣.١0) المتطابقين صحة لإثبات أ وe مأ استخدم(٧,٦)

: الحل

"e أن نعلم = cos0 + isin6الآن +م(أ.6)= أج4 أ وأن :

i(A+B) -  هi أ4

(cos(A-+B)+ isin(A+B) = (cosA -+ isinA)(cosB + isinBد 

= cosAcosB- sinAsinB -+ i(sinAcosB + cosAcosB)

 والمركبة الأيمن الطرف في نظيرتها مع الأيسر الطرف في الحقيقية المركبة وبمساواة

: أن نجد الأيمن الطرف في نظيرتها مع الأيسر الطرف في التخيلية

c0s (A-+B) =cosAcosB- sinAsinB
sin (A-+B) =sinAcosB + cosAcosB



٧٤ محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

 قوى بدلالةcos40 وsin40 من كل لكتابة ديوفوار مبرهنة استخدم(٧,٧)

cos0 sin0 و

: الحل
c0s40 -+ isin40 =(cos0 + isino)"
= cos0 + 4icos30sin0 + 6i4cos40sin40 + 4icosBsin30

+- i4sin0

= cos8- 6cos46sin48 + 5in'0
+ i[4cosBsin6 - 4cosBsin38]

: أن نجد المعادلة طرفي وبمقارنة

c0s40 = cos6- 6cos4Bsin40 + sin6
sin46 =4cos30sin0 - 4cosBsin0

 قوى بدلالةsin40 وcos40 عن للتعبير ديوفوار لمبرهنة الاستخدام هذا إن

.c0s2 sin26 و cos0 للدالتين الزاوية ضعف صيغة استخدام من أسهل sin6 و

cos%6 = (cos69 + 6cos40 + 15cos20 + 10)/32 ( أن أثبت(٧,٨

: الحل

i8+0أ ««s 2(" ه كي""
i60-٥+i40-i20 + 6٥-20 + 20 -+ 15٥'i40 +  أ60+6٥-15٥
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٧٥  المركبة الأعداد

٢٤/1 "ا±٤ )ق"-,(٤ ف»ا+»-٥ ر فاء(.+ [2..)و-ء
<( '[ا

222232

1
= (cos60+ 6c0s48 + 15cos28 + 10)

32

: أن لإثبات الزائدية الدوال تعريف استخدم(٧,٩)

simh( +) = sinhcoshy + coshxsinhy

cosh ( +y)  للدالة مشابهة صيغة جد ثم

: الحل
e0+٥00 .8

: كفنsinh8= وأنcosh8= أن مما  ء٠22

sinhxcoshy + coshsinhy

(-٤-4٥/٤ أ٣-٥-/٤ ا 2222
3+3+3 لا---2+٦-٥--3++٥3 لا-±+٥-y+2-٥-2 لا-

4
+y ٥-(+y)

2
= sinh (-+y)

 ، وبالمثل
cosh (x-+y)

(y-)+٥3 لا++٥

2
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2٥ +د3+-2٥-3 لا-+٥+-y-٥ +د-٦+٥ لا-٥ لا-
4

4
y + -3-y+3-٥+٢3 لا-+ -ح3+3+٥->-٣٦«+٥ لا->٥

٢4
e+ ٥٥ +لا٥ لا-٥٥-٥ -لا٥ لا- 2"()"(= "()"(+ا ا 2 2 2

= coshcoshy + simhsinhy

: من كلاً احسب(10.٧)

 إ$)
»e] ب( st@bx) x ه

: الحل

 أ(
٤ ي: #-ب$٤ -إ  ح ح ع"

 :تز.
 ولكن

 إذن،

2 3l  -أأل٠+٥ ذ+%-٧»
 ه{{ »ا-
= Re{exp (cos8 + isinB)}

= Re{exp (e°0s0 istn0)}



٧٧  المركبة الأعداد

 يكون: وبهذا
cosk0 4e+e١«s2 م+-٤\٠٩

= c0s0 cos (sinB)

 منsink0/k! للدالة المرادف المجموع على الحصول يمكن أنه لاحظ

k  يساوي المجموع وهذا الأخير قبل ما السطر منk=o إلى0=

(c0%0 sin (sin6الحقيقي الجزء استبدال عدا ما متشابهة الحل خطوات لأن ذلك 

.Im{} {}Re التخيلي بالجزء

xه (e« stn@bxد( ا e""]a{١°eا =

= /i{eee"3}  ه٨

-١/} +ء {ءه

a-+i ج;،-٠ ء

1 1 a-ib a-ib
 ه٦»(٠٦) أ»(=» ب ل د

a> ib)(cosbx,ج)- ب}ا =
0 -

+ isinbx) +c}
xه 

asinbx- bcosbx) +K)ر= ج,ر 
0 -

 لكن

 إذن،
xه »e« sin@bا 



٧٨ محلولة مسائل الرياضية: العلوم في أساسيات

e"cos) الدالة تكامل حساب نستطيع أخرى مرة (brقبل ما السطر من 

 حسبنا قد نكون وبهذا.e{} الحقيقي بالجزءHm{} التخيلي الجزء باستبدال الأخير
 باستخدام أيضا التكامل هذا حساب الممكن من جديد. جهد إضافة دون تكاملين

 فقط احتجنا لأننا أسهل السابقة طريقتنا ولكن )مرتان( بالأجزاء التكامل طريقة
 جميعهاحقيقية.K,b,a الثوابت أن أيضاً لاحظ واحد. أسي تكامل لحساب


