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 الفصل العاشر

 المسائل التطورية غير الخطية

 نتطرق ة هذا الفصل إلى بعض المسائل التطورية غير الخطية، ونبين

 طرق حلها مستعملين ة ذلك بعض الوسائل الحديثة من نظرية التحليل

 الدالي.

 -1 المسألة المجردة
 نعرض فيما يلي المسألة المزمع مناقشتها:

 ليكن افضاء بناخيا وانعكاسيا قابلا للفصل وكثيفا 2 فضاء

 هيلبرتي H قابل للفصل بحيث '٧cHc ،٧ وذلك بغمس مستمر. وليكن
 '٧ج٧:A مؤثرا غير خطي.
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o+>فضاء بناخي و ،15و h حيث ،W;T,0(D( نعرف الفضاء 
 بأنه مجموعة الدوال

v:(0,T)-٣ 
٧)t( Hا 

 التي تحقق :

 +< ) :w :/(:ر٠.٧ا
 عندما يكون ،ا<o+>4 و

 +< ه,ا)t(vا/pussse =: رو,,الا اا

 q=+o. عندما يكون

 نلاحظ أن )W;T,0(%1، المزود بالنظيم ر«عا. ا فضاء بناخي

 +o>4>1. مهما كان

 ثعطى دالة )'٧T,0(Lef ودالة .uجeH نود إيجاد
 دالة u[-٧ T,0]: تحقق المسألة :

du ٥<٤<7, "()+٨(٠(١))-٢(١)٠ ا td 
/[u(0)=w٨٠ 

(1 
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 ملاحظة
 p' p • إذا كان )T;Y L eu,0) و )٣;T,0(Leu، مع1=+، فإن ٠ 1 1

 )H T,0[(Cew,[ )انظر المراجع [51](.سوف نستخدم فيما يلي اا. اا للدلالة

 H. و ا.ا للدلالة على نظيم Y على النظيم ذ

 مبرهنة 1.1

 ليكن '٧ج A:٧ مؤثراً )غير خطي( محدودا ورتيبا ونصف مستمر

 ويحقق :

(A (v),»)>aاا, v»٧eY 02) 

 حيث وa>0 ،ئذعند.p<+o>1 لكل )Y;T,0(Lef )مع

 اد"+ا(وHeمw، تقبل المسألة )1( حلاً وحيداً );T,0(Lء.
p' p 

 البرهان

 نستعمل طريقة فادو- غليركين 'nkirelaG-odeaF. لما كان 7 قابلا

 للفصل فإنه يوجد أساس قابل للعد كثيف ،7 لنرمزلهب ,ي,),«(.

 وليكن ,Y الفضاء الجزئي المنتهي البعد والمولد ب ير,)ر«(.

 نبحث عن وجود دالة

 بوريس غليركين -1871 ،(1945 رياضي روسي.
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«.(١-Y6.(١٠ G3) 

 تحقق :

Vi =1,...,m, ٨(٠-(١)٠٠)-٧٧١٠٧٠١٠/+0ا:١٠٠[ 
w,(0)=٧, 

 حيث إن رمw هو مسقط مw على الفضاء الجزئى ,م,ا.

(4) 

 تضمن نظرية المعادلات التفاضلية العادية وجود حل محلي سمللأةل

 ,T .0<1> تحقق )4( بحيث ,V, w«[,0,4]: ،(4 أي أنه توجد دالة(
 وباستغلال العلاقة )2( فإن )4( تعطي:

 » ,/١٠(-/ (٠١ أ+ '،اإ< » +a[.(٠١ (ا± )5(
 ة 2 ة 2

 وعند استخدام متباينة يونغ 'Young نصل إلى :

 ١ ;2 2; 2 2a ±٨.(6١» 4٤'١ "٠١).a j (٠لإ± أ[لم '/,الإ"

 تمكننا العلاقة )6( من تمديد ا إلى T لأن الطرف الأيمن لا يتعلق بالمتغير

 .t كما تبين أن :

(7) ١,eL(0,T;H)٨L"(0,T ;٧). 
 وفضلا عن ذلك، يوجد ثابت M>0 بحيث :

max(ا.l،.ر.ا"ء/ءرر,ا<٨. meN, 

 "وميل يونغ )3681- (1942 رياضي إنكليزي
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 ومنه يمكننا استخراج متتالية جزئية )نرمز لها بب ر( تحقق )لاحف

 أن ٨ محدود(:

(8) 
), (0,T;7 inL » w 

u,ر (0,T;H), inL 
'), ;٧ T,ق iمL0) »٧ (w) ٨ 

 حيث يشير« إلى التقارب الضعيف، بينما يرمز ر"w للتقارب
 الضعيف نجميا )انظر المراجع [5] ، [6] ، [72](.

 : (w) كما تحقق المتتالية الجزئية

09) Vk>١(١) ٤),»)+(A(،(t)).»)-(٢(t),w), 

 وبتثبيت i وأخذ k إلى لانهاية نحصل على :

(10) ٠.٠,2,1-i١(,»(, (u(),w)+(y0.»,)-(f(٧ 
 وهذا يستلزم أن

D(0,T,٦) 
/(t) = -٧(٤)+f(٤), 0<٤<T٠ (11 

 ومن ثم فإن )'٧;T. I' €'u,0) وباستخدام الملاحظة الواردة قبل هذه المبرهنة
 نحصل على )H. T,0([Cew,[ ومن ثم ,u=)0(س.

 فيما يلي، نبين أن )u(٨=س. ولهذا الغرض نعرف، لكل
I(0,T,V) ،ve المتتالية الحقيقية (K5) 

012 x،-[(A(٤)(٠())-٨(٧(٤)),٠٠-v())a٨. 
0 
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 H>0. تستلزم أن A من الواضح أن رتابة
 نعوض ,« بu ،(10)2 ثم نكامل على [ ]T,0 فنحصل على :

[/٨(()).٠()a -٠.() a\)(أ 
0 0 (13) 

 2 2 .ا) ا،(T --اءإ-+ ٥ ٥ 1 1

 وبالتعويض ة)2( ياتي ,,ا
٢ 

H,-[\٢(١)٠٠(١))ه4+-/ء"-\٣(T) 
 2 2 ة

 ه/)٤(٧-)(،٠.))١(٧(٨(أ-a\)(٠,))(،(٨(أ-
0 0 

 ومنه نستنتج :
. 1 2 1 2١ 0sIim spX، s[ (٤),a, ())d +;إ-- )T(ا 

 ة 2 2

 -أ/٧(١.٠ ()\a-]/٨(٢٧ .4ه\)(٧-)(٨٠)١٤(
0 0 

 كما تؤدي )11( إلى :
r 1 1 r (),()a. )"-[{إ- ٧(T +-/,/ [/(),w())d4 
 وبدمج العلاقتين الأخيرتين نسإى، " '

 )410 ه\)(٧-)(.))(١(٨-)ا(٧/] .02
0 
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 وعند أخذ -u=«، حيث إن «>0 و)eL"(0,T;Y w والتعويض ن

 )41( يتضح أن : -()v)d>0(»,()A A١ -)(٧(]. وبالتالي ٠

٧()-٨(٠(١١-٦١(٢))٠())a٦0 [/١ 

 نستغل نصف استمرار د ونجعل & يؤول إلى الصفر فينتج :

15) '[٧()-٨(٧())٠١ ())a±0. ٧weL(0,T,٧). 
0 

 تؤدي العلاقة الأخيرة إلى المساواة )u(A=٧ ، وهو المطلوب.
 أما وحدانية الحل فتثبت بنفس الكيفية المتبعة ة المسأةل الخطية

 )راجع إثبات المبرهنة 5.1 من الفصل التاسع(.

 2 تطقات
 » @ن

 تطبيق 1

 ليكن 2٥ مجالاً محدودا من "I بحدود ملساء F و p>2 عددا
 يقيقحا معطى. نعتبرالمسأةل غير الخطية :
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 6r ا6r r6، ٥4 } %ا »»4/-ايي"وج/ايي
n٥. Fx[0,T], w(x,0)=a,(±) in 0 w -0/ا 

(16) 

 مبرهنة 1.2

 نفرض أن

 ٢e44(0,r p' p m; ,((o)- ما-١
 و )£(ثLew. عندئذ توجد دالة وحيدة ))o ;W, (0,T Lew) تحقق )61(.

 البرهان
 لإثبات المبرهنة يكفي التأكد من شروط المبرهنة ا.1. ولهذا الغرض

 نعتبرالفضاء )2@( مW= ٧ مزوداً بالنظيم )المكافئ(

٧٧eY,/ا=/V»ا,م٠ 
 كما نضع )؟(L=H. ولدينا )2£(٥"-٣-'٧و'YcHc نلأ٧

 .p>2 ومن جهة أخرى نعرف '٧ A:٧ كالتالي :

 r&x5& ٦٨ ,I5x-٧٣ ،»يج5ر- /4٠١.٠

 وبالعودة إلى تطبيق 8.1 نرى أن « يحقق كل شروط المبرهنة .1.1
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 ومنه نستنتج أن للمسألة )61( حلا )I(0,T;Y. eu أما وحدانية الحل فتأتي
 من كون ٨ رتيبا تماماً.ت

 والآن نناقش وجود الحل تحت شروط أضعف من تلك التي فرضناها
 المبرهنة .1.1

 مبرهنة 2.2

 ليكن '٧ A:٧ مؤثراً )غيرخطي( محدودا ورتيبا ونصف مستمر
 بحيث توجد ثوابت ،a>0 ،0<8 0<٨ تحقق :

VveY /ا, [v]+8}/>6 
1<p<+a >a[»}, (٨(),,) 'w y 

 حيث يرمز [.] لنصف نظيم على .7
 عندئذ، لكل )'٧;weH، fوeL'(0,T تقبل المسألة )1( حلاً وحيداً

(0,T;7) .we1 

 البرهان
 بإعادة إثبات المبرهنة 1.1 فإن المتباينة )5( تأخذ الشكل :

 ا)(-،w,<فه [)(.] +af ')(.٤ا- 2١ 1 م٨ 2ر 1
 2 ة 2

+[l(٠)l,/.(s) ه 
0 

(17) 

 وعند استخدام شروط المبرهنة، نقدر الحد الأيسرمن )71( كالآتي:
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 هن٧٠(٠/ )٠( +]٧ '١(٠»لإ

 ء٧٠{\{ه:e١(٠/٠ي٠
، ، ١ ، 1,] 

 أ٠٣.٠[-'"٠f.e/[ء» ·;+،ء(إ٧
 [] ه، ٥. ه

 ل "ة ةع2 2 أه ;)( أ- ]ا.(١4 %ياء٠'«إي
٥٦ ١ 

 /٠إ٠.»٣أf'٠;- أء٠» إ
 لا ه، ه

d ة ج2 ء٠ {٥٠6.{ء٠ ه7(.٠ أ;ة ص ص 

 حيث :

 ٣١ 2 ٧١ 2 ,")(r]/ء,، ة)l)9أءء+ '٠'.ا%-6 ٤ا 1 8 2١ 1
0 0 

«.t٠أ٠ ء.إj 
 وعليه فإن )71( تستلزم :
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 (18) ء٣٠(٠jء٠»< #٨.(١'»أ٩٠(٠١٠

 حيث,c ثابت موجب. وهذا بدوره يؤدي إلى :

 {ه٢»٠٠{/ء٠٠٤'٤»-إ٠
 ويرفع الطرفين إلى القوة ؟ واستخدام متباينة مينكوفسكي فإنه يتضح

 وجود ثابت موجب و6 بحيث
p P، #.() <4,+e,[w,(" .فه 

0 

 وباستعمال متراجحة غرانوول Gronwall " يتضح وجود ثابت ج؟ بحيث :

 .e,, Tsts0٧<ا)t(.م )91(
 وبدمج )81( و)91( فإنه يتأكد وجود ثابت موجب ى,>0 بحيث :

s. se,, v0s4sTو(.ا] ه( 
0 

 أخيرا نستخدم شروط المبرهنة لنرى وجود ثابت موجب و؟ يحقق :

 .Tss0v ,ء< وه )s(.ا ]
0 

 ثم.D نواصل البرهان تماماً كما هوة إثبات المبرهنة .1.1 ومنه يأتي المطلوب

 "توماس غرانوول )7781- (1932 رياضي سويدي.
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 تطبيق 2

 p 2< و I حدوده ملساء "I نعتبركما سبق مجالاً 2؟ محدوداً من

 عدداً حقيقياً معطى. نعتبرالمسألة غير الخطية

 64 )٦٥(٣80+ /-)٠v »«/٢٠ -$ ا
&u {0 Tx(0,T), on 
8n " 

ino w(3,0)=u,(x) 
 ا

020) 

 I. هو متجه الناظم الخارجي على الحدود n حيث إن

 مبرهنة 3.2

 نفرض أن ))o (0,T;W-"4 Ief) و )£(Lew. عندئذ توجد دالة
 وحيدة ))u !m;T,0(Iءg) تحقق )02(.

 البرهان
 نضع )؟(L H= ونزود )W دQ)?' بنصف٧ النظيم

 ر,l٧٩/-[]، ونعزف المؤثر )غير الخطي( ب٨
.)٨٧ /٧-a/٧' 

 يمكننا إثبات أن د محدود، ونصف مستمر بنفس الكيفية الواردة
 2 التطبيق .8.1

 نود أن نبين الآن بأن ٨ رتيب. ولهذا الغرض نعتبر آe »,u ونكتب :
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(w)-٨) (٨(٧),-٧ y'y 

-[//٧٠/"v٠-/٧٧٣٧٧\(٧٠-٧٧) 
20 

٠٢٠٣\٧٠٩٠/]- +١٧٧/-(٢٠٩ [١٢٠٣ 
20 

 [أ«٦a' "y/-/٤٣ /٠٣- /٧٧/+ /46 ا]>
20 

-[/٧٠/-'(١٠/-٢٧١)٠١٧٠٣-(/٠/-٢)] 
20 

-[/١٠/"-/٧٠٣-/(٧٠-v٠)٤0 
20 

 وذلك باستخدام المتباينة :
Va,b>0. (a»-ا-«-ا)(a-0<(ا, 

 وهذا ما يبين أن ٨ رتيب.

 يبقى الآن التحقق من أن نصف النظيم [.] يتمتع بالشروط المطلوبة.
 نبدأ بالقسرية. إنها تأتي من •

. v٧/ -[ (A(v).v,, 
20 

 أما بالنسبة للشرط

 ا//8>/٧8+[١]
 فإننا نلاحف بمراعاة احتواءات فضاءات سوبولاف وجود ى>0 يحقق :
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 ٧veY 021 .)ر(ء"/+ ،,vv(6< ر٧ا

 1 1 1 حيث
 ب د

 n p م

 ولما كان p>2 p> فإن استعمال الاستقطاب - أو الاستكمال

-Interpolation )انظر المراجع [1] ، [6] ، [72]( يؤدي إلى وجود ثابت c>0 

 بحيث :
c 

 .e> 0>e٧\ءء+-/ا٤٠ ر(ءً ا
 ويدمج العلاقتين 021 و)220 نخصل على :

c 
 £ )ءlv/+ ر,lv/(ee+ رماء ا٧ا- <ءا٧ا

022) 

 ٠ - م2 ٠ ٠ ٠٠ - وباختيار =€ نجد ثابتا موجبا ى يحقق : 1

 -)ر،ء٧/+ ر٨\٧٧١(e<ر٠\٧١
 وبإضافة ر,,اvلآ/ إلى الطرفين نصل إلى المطلوب. وهذا يعني أن للمسألة

 ٣;ue1(0,T.٥ ' ((o) 02.20 حلا وحيدا(

 وبإعادة خطوات مشابهة، يمكننا إثبات المبرهنة التالية باعتبار المسألة
du 

 dt (): ٥<١<'7 ا(+٨(٠())-f(١)٠ ر32
/[u(0)=w٨٠ 
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 مبرهنة 4.2

 ليكن '٧ج A:٧ مؤثراً )غيرخطي( محدودا رتيبا ونصف مستمر

 ويحقق :

Ye٨ , ا),»)>a](٣) ٧٧ 
 حيث a>0 و ،ئذعند.p<o+>1 لكل wجeH و)٧;eH(0,T f )مع

 ،('+د1 تقبل المسالة )32@ حلاً وحيداً )Y;T,0(Iء.
p' p 

 3 تمارين
 تمرين 1

 ثعطى المسألة

٦-٢٠+(va/v(/Vا,١,-ه٥ i٨ R", 0<ا 
 و

M" in lأu(x0)=u,(x), 

 حيث

[٢ e١'(٥,T ;H -'(R)), 2<م 
 و
l4= Lق(R"), 
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P'مرافق و .P 
 أثبت أن للمسألة حلاً وحيداً.

 تمرين 2
 ثعطى المسألة

 ،>0 ,0مi ,٢-)wuv(نه-v ا
t>0 020, on u=0, { 

 ,29 ni ,)u=)0x(w)٤ ,ا
 ا

 حيث ؟ مجال غير محدد من "I بحدود ملساء وf، مw ، p تحقق نفس

 شروط التمرين ا.
 أ( بين أن المسألة تقبل حلاً وحيداً.

 ب( ماذا لو استبدل شرط ديرشلت بشروط نيومان؟

 تمرين 3

 ليكن 29 مجالا محدودا من "M بحدود ملساء و P و 4 عددين
 حقيقيين بحيث .min(p,و)>2 ثعطى الدالتان )؟(w. eدvمL بين أن

 للمسألة
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٥ » ou ou . ، ٥ غaا$بمي)ا-١-٨ x, &x, 7. &x, 

 ,r& ,رr/@ ر@ر مد٥-١٠ ؟أ٠ ي؟ايخ.« . 8y Dv ٥ ٨ ر١

t>0, 020, on =٧=0, u 
2O in ,)»(جv=)0,r(ج)0=)ج, [u(x,0)=u٧ 

 حلاً وحيداً.

 تمرين 4

 ليكن 29 مجالاً محدوداً من "" بحدود ملساء. نفرض أن :
 .))o(6;70(4e٢ا

(o), ;w" {e 
 .)9(4 ء,،ا

 p. 2< حيث إن

 استخدم طريقة غليركين لتبين أن للمسألة

 ,0>ا .0من ,٢-)،v،/(اخه-، ا
t>0, 020, on {u=0, 

 دin) u,(3,0)-u,(x), ,)+(u=)0,r ,ا
 ا

 حلاً وحيداً:
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e C[(0,T);%(o))»c'[(0,T);L(o)). 

 تمرين 5

 ليكن 2؟ مجالاً محدوداً من "٣ بحدود ملساء. ثعطى الثوابت
 الحقيقية , و)ه( والدوال

 eW, u,eL(9), H(9), weجv ,(0) .م>2
 بين أن للمسألة التالية حلاً وحيداً:

٣ 8 6٧ . 
w،-A+}a,=0 in9, 0<ا, 

٨- @r, &r, 
• -١2 ٨ 8% ٠ 

{٧, -di(/»٣v»)+Ea, -0 in9, 0<ا, 
ox,0t ٦-i ا٠ 

u=٧=0, on 020, t>0, 
[u(0,ج)-u0=(ج)ج, u,(x,0)=u,(x), v(r,0)=vج(ج), in 9 

 ، ، ، • » ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي م
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 أبرز رموز

 المعنى الرمز

 و . ى . من . 4 لجز فة ا٠ لمعرا ثنا ا نها القائلة للاشتقا- ل فضاء الد ا )@c أو

E@O2) المفتوح 9 إلى .C 

C"() القابلة للاشتقاق C فضاء الدوال من الجزء المفتوح 9 إلى 

 حتى الرتبة m ومشتقاتها من هذه الرتبة مستمرة .

C,() ومشتقاتها m فضاء الدوال القابلة للاشتقاق حتى الرتبة 
 محدودة ومستمرة.

C-([9,+);Y) ءفضا(+,0]: الدوال آ f من الصنف .C" 

c«() فضاء هولدر H6lder 0. حيث<a<1 

 فضاء الدوال المتراصة الحوامل على 2؟ المنتمية إلى الفضاء )@D أو

c() .c@) 

D'@O) فضاء التوزيعات على ،9 وهو ثتوي .D(29) 

D,@) ذات الحوامل الحتواة ذ OGD( فضاء الدوال المنتمية إلى 

 المتراص K د20.

 Dirac. توزيع ديراك ء& و ة

 Laplace. مؤثر لابلاس ٨

E'(20) فضاء التوزيعات المتراصة الحامل على ،29 المطابق لثنوي 
.E(2) 

f٩g 8. fالجداء التزاوجي للعنصرين )دالتين أو توزيعين( و 

f6g ءالجدا) الموتري للعنصرين )دالتين أو توزيعين fو .g 
 FG أو f f. ل Fou''er تحويل فوريي ٨
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H دالة هيفسايد .Heaviside 

H(0) فضاء سوبولاف Sobolev المبني على فضاء لوبيغ .L(29) 

L() .فضاء الدوال القابلة للمكاملة ايلحم 

L/(R") فضاءات لوبيغ .Lebesgue 

 . S(R") أنصاف النظيمات المعرفة لطبولوجيا ,٨

(R") 0, .فضاء الدوال البطيئة التناقص 
 -«value principal .Cauchy p توزيع القيمة الرئيسية لكوشى 1
x 

PA,(o) /D"@(r)ا sup P,,(o)= ٩. حيث عموماeD,(9) 
[alsm reK, 

suppT 7. حامل التوزيع 

S(R") .)اضفء الدوال السريعة التناقص )فضاء شوارتز 

'() S .فضاء التوزيعات المعتدلة 

 اقتصار التوزيع 1 على المفتوح ن. 7,

 a. انسحاب التوزيع 1 بالمتجه 7.
 T نظير التوزيع .1 ٧

y' تقوي الفضاء ٧ 
 لمبنيا)"L. على فضاء لوبيغ )2؟ Sobolev اضفء سوبولاف )W; 0) أو

١(G) ٠" 

W التقارب الذاءية ،ل ),,( نحو .w م ,يا 

Vانحدار الدالة ٥ w/ تدرج الدالة 
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 دليل المصطلحات

 يقدم الجدول التالي أهم المصطلحات وأبرز الأماكن التي وردت

 فيها. وقد أشرنا لمكان الورود برقم الفصل والبند )مثال :7/3 يعني

 الفصل لبندا/7 (3

 إسقاط

 اقتصار توزيع

 القيمة الرئيسية لكوشي

 انسحاب توزيع

 بتر

4/2 

1/2 

 تجزئة الوحدة
 تحدب

 تحويل فوريي

 تزاوج توزيع مع دالة

 3/4 تزاوج توزيعين
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 مبرهنة لوبيغ )التقارب

 المسقوف أو المهيمن(

Dominated convergence 
theorem 
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One-d'mensional heat 4/9 واحد بعد ة الحرارة معادلة equation 
Convolution equ't'on 5/5 -5/4 براو حدة -ا معادلة •. 

Pitraal Differential 3/6 جرا. -ثة تفاضلية معادلة equation 
Laplace equat'on -2/3 -1/3 لابلاس معادلة 

-5/5 -5/4 
3/6 

Different'al operator 3/6 -2/3 تفاضلي مؤثر 
Self-adjoint operator 3/9 قرين قرين مؤثرذاتي( 

 الذات(

Monotone operator 1/8 رتيب مؤثر 
Sy55eirtc operator 3/9 متناظر مؤثر 
p -Laplacian operaotr 2/8 لابلاس م- نوع مؤثرمن 
Hemi-continuiyt 1/10 -1/8 الاستمرار نصف 
Semi-no�r -3/1 -1/1 معيار نصف نظيم/ نصف 

-1/6 -1/2 
2/10 

Ellipitc hteoyr 5/9 ناقصية نظرية 
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