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 الفصل الخامس

 تحويل فوريي »
 يؤدي تحويل فوريي 'Rourier دورا مهما ة التحليل، سيما ة إيجاد

 حلول المعادلات التفاضلية الجزئية. حتى إنه أصبح هناك فرع التحليل

 الرياضي يسمى بتحليل فوريي. فلا غرابة عندئذ أن نخصص فصلا لهذا

 الموضوع نستعرض فيه أبرز التعاريف والخواص.

 -1 تعريف تحويل فوريي
 لنبدا بالتعرف على هذا التحويل.

 تعريف -مبرهنة 1.1 )تحويل فوريي(

 ليكن )"(L. ef تحويل )أو محولة( فوريي ،f الذي نرمز إليه ب

 f أوب )ftF، هو الدالة المعرفة بالعلاقة :

"Ge+a. f«e=,[e 
R" 

٧٤eR", 

e),2 .. +=(٤,,٠ و R" .4=(٤٠٠٠4,)= حيث,rF=ر,ثار 5 علما أن "٣ 
 ز=1

 إن تحويل فوريي دالة مستمرة على "# وتؤول إلى الصفر عند

 اللانهاية اي ft-0 ي( ولدينا التقدير: ماءا/كي ًا.

 'جون باتيست جوزف فوريي )8671- (1830 رياضي فرنسي
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 البرهان

 لدينا :

٢٤eR, /f@es'[rGsa p" 

 =ا\٨٠
 ومنه ,l<ا)sf ا بيد، أي <٨ء٠ _fا

(R") r ٤eR" 

 وإذا كانت متتالية )ري( متقاربة ي "# نحو عنصر ي فإن :

 )(nGf(: g "-ر ا-)ج(f ج"f :)r(رع

 أي أن التقارب )(gر ±)(,ي محقق حيثما كان تقريبا على "#. ومن

 جهة أخرى :

 )x(f/<ا)(,g( حيثما كان تقريبا،

 مع العلم أن)"(eL. f ولذا فمبرهنة التقارب المسقوف )المهيمن( للوبيغ تبين

 أن ي, )"ل±ري، وهذا يعني أن :

f(ير) j«). 

 f وقد حصلنا على ذلك انطلاقا من الفرض ي« ري. وبالتالي فإن

 مستمرة.

 تمرين

 أثبت أن lim 0=()6 لكل )"R(D€ف.
o+»mا>ا 

 eL(R") f ومن ثم إذا كان (")'L. كثيف ذ (")D نعلم أن

 فإنه توجد متتالية دوال اختبارية )ر@( متقاربة L'(R") 2 نحو .f ومن ثم

 نستنتج بناء على ما سبق أن :
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 ٠0-r] ر-ا<_ارة.
 أي

 .0=)(رf@(-4]وs بiلإ

 د اضا »4-١٠ثاي-.«ونءً
 ا)(,ا+ ر<ا)«@fا لكل عدد طبيعي ز.

 واستنادا إلى التمرين السابق نجد :

 ++o ااجا] ++o -ا اx ر،=ا)(راز +را< )(ا ز]
VieN, 

 ومنه يأتي المطلوب بجعل ز يؤول إلى +o 2 العلاقة السابقة.ت

 ملاحظة

 e"")4.ي]=(@rGe)a f هناك من يعرف تحويل فوريي بالعلاقة

 بدل ""f. e(ي)=],f()dr والفرق بين التعريفين لا يظهر إلا عندما يتعلق

 الأمر بتقديرات حسابية دقيقة يرد فيها تحويل فوريي.

 مبرهنة 2.1 )مقلوب تحويل فوريي(

 : لدينا • )"@Le بحيثf"( eL(R ليكن

f=(2m)-F) 
 حيث

F¢(e)=,[e, 45(5)ج 
R" 

 أي أن FF I,=(2M)-FF-(2m)= علما أن رI يشير للتطبيق المطابق.
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 البرهان

 eL'(R") :f لدينا باعتبار

f@g)a; (2a)"FfGn)=2n)-",[e,غ 
R" 

-[/.,[,5"-roa)4s. 
 نلاحطد أاننا لا نستطيع هنا تطبيق مبرهنة فوبيني Fuاini التي تسمح بمبادلة

 المكاملة بالنسبة للمتغيرين y و ي لأن الدالة K المعرفة ب

 )5٠(: "K e(5rG لا تنتمي إلى الفضاء )L')" .xR ولهذا السبب

 نقوم بإدخال العامل ه الذي يؤول إلى ا عندما يؤول e إلى 0 حيث يرمز

 ا.ا للنظيم الإقليدي ذ "RM. لنضع :

 "R" R ا/],«-e.4 «م "ء معهم.ر±،

 يمكن الآن تطبيق مبرهنة فوبيني حيث نستطيع كتابة:

4r»}s+ىمث/].ء.[r١,(8-@2ء 
R" R" 

 fجرs ءمي.]م@-
R" 

 دعنا نضع أيضا، لكل ي من "٣:
 , ا5ام

 =(5),1 ة(يe "ه4ا(.

 ثم نلاحظ صحة الخاصيتين التاليتين )نذكر أن )"(L€ ي(

 < )ي(مJر 0ع)ج(J حيثما كان تقريبا.

 غيدو فوييني )9781- (1943 رياضي إيطالي.
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 ,2 ve>0@").٠(@fاJ.()s/ =ا

 باستخدام مبرهنة التقارب المسقوف نستنتج أن :

.['J،«es،اد" es R R 

 أي :

r.()"- ./'د,«es=(2n "[ء"@es. 
R R 

.lip(2)=02a)-"F f() :ليلتاباو 

 لنعد بعد ذلك إلى العبارة )(,l ونحسبها مبتدئين بالكاملة بالنسبة

 إلى .5 نضع :

a6 -«)=@م"]'ء"»-ء٤@ 
R" 

 لدينا :

 "K" R «اء،ثم-ء.-r٠أ@٢/,-»4

=[()G.(+-»dy. 
 G,f(r)=(3),1. وهذا يعني أن

 تمرين

 • "R ذ z لكل G تأكد من الخاصيتين التاليتين

(1 ،G,(-z)=G(2) 

02 .G.(-'G,@) 
٤" € 

 ومن جهة أخرى، لدينا:
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 وتةmط 3.1
 \xا ٨

 ,vxeM, va>0 ةم°Fe ج لأركع.
a 

 البرهان

 يكفي إثبات العلاقة من أجل n=1 لأن :

 د][/ء»٠-هب:J ة'-4"ء
 لنضع ةه-٥٤]=)5ك(ع باعتبار1=«.

 إن التكامل الموسع )المعتل( الذي يعرف الدالة g متقارب بانتظام،

 كما أن التكامل

 إ،»م(-٢
64 - 
 متقارب بانتظام أيضا. ومنه نستطيع كتابة :

 (5-في٠-»-٣ ء
 (ي)'g(&)=0 +2ag& تحقق المعادلة التفاضلية g وهكذا يتبين أن الدالة

 : Gauss) وحل هذه المعادلة هو )باستخدام تكامل غاوس

 »0(g(e=)5(ي
 بو:ن ي م+

 d -'o زءء.إي]

 a ةء؟- ث٤

 " كارل فردريك غوس )7771- (1855 رياضي ألماني.
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 وهو المطلوب ذ التوةmط.ت

 '=a): لنستخدم ما جاء ة التمرين السابق والتوةmط )باعتبار

=[,،6,4-٦h [,،6,(h 
p" ٨" 

 "R "٤ ]]م@­ ءء د±ه

 رث@,])م2(-
R" 

=(2n)-,[2,@%)e-'a 
R" 

٠R-ذه )٢(- عه'ء,]، ومدا ناتج من كون منهو.]-٤+'٥ 
 نستخلص أن h .يل,6,(1=

 نسلم بالنتيجة المعروفة التالية :

 وتةmط 4.1

 ليكن )"R('Lez بحيث rh .يل,(1= نضع

)/z(A"-e=)z(,2 و I,=7,3f 

 حيث )"('eL. f عندئذ : عر ظ,1.

 ملاحظة

 لاح أن فرض التوةmط لم يتطلب تراص حامل 7 ولا إيجابية هذه

 الدالة.

 بتطبيق هذه التوةmط واعتبار ,G=7 نحصل على

1,=G}ر}eز. 
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 ذ الأخير نلاحف أننا توصلنا إلى :
feL"2 و .1,رM)-FE)1,٩ر 

EF-)م٥±م لأن ./e ومنه .r<(2m)-FE وبالتالي 

 ومنه ينتهي إثبات المبرهنة.ت

 sR)2 فضاء الدوال السريعة التناقص
 يتمتع فضاء وشارزت)"(S المؤلف من الدوال السريعة التناقص

 )fu"ctions) decreasing ydVipar بخاصية مهمة مرتبطة بتحويل فوريي : تحويل

 فوريي لأي عنصرمنه ييقى 2 الفضاء ذاته.

 لنتعرف بإيجاز على هذه الخاصية وعلى خواص أخرى تميز هذا

 الفضاء.

 تعريف 1.2 )الدوال سريعة التناقص(

 يكون )"S(R« e إذا تحقق الشراطن :

(1 ،@eC@") 

 (2 ٩ سريعة التناقص، وكذا مشتقاته، أي أن @P)D)x محدود

 لكل كثيرحدود 2 وكل دليل متعدد "N ea بمعنى :

 لكل كثيرحدود ،2 ودليل متعدد ،0 يوجد ثابت موجب( بحيث

<C .[PD'ما, 

 يسمى )"R(S فضاء الدوال من الصنف C السريعة التناقص.
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 ملاحظة

 من بين خواص الفضاء )"(S نشير بدون برهان إلى :

 ليكنS@. e)"( 1) نضع :

. ٠±P<eGsl, N٢٥ ,٨@)-ا= 
 ه#

 لدينا التكافؤ : )"(S@ e يكافئ

 ,)R("Ceمأ،
N,@)<+a[ا N, ep٧. 

 نلاحف أن وبطولايج)"R(ى هي تلك المعرفة بمتتالية أنصاف النظيمات

N . ) م.)ء 

S(R")(2 @e يؤدي إلى S@R") D"«e لكل دليل متعدد .a 

(3 S(") @ يؤدي إلى S@R") Pe لكل كثير حدود .P 

. 1im P()(r)=0 و Pe D(") إلى يؤدى @e S(R") (4 
 +-اxاا <

 : لدينا (5

vn= M,3C, :٧م S@").2/rDe()ا, <C,,@). 
# 

 حيث )@(رمر،ر« هي العبارة المعرفة ذ الخاصية الأولى.

 (6 التباينات القانونية التالية مستمرة :
1sp<+o :S(")جL} i 

fاf, 
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٤:S(R")-C(") 
fHf, 

٤:D(R")- S() 
fHf٠ 

 S(TR"). كثيف ة (")D (7 فضاء الدوال الاختبارية

 مبرهنة 2.2

 ينالد(1 العلاقات:

@e S(") و eجب S(R"), 

VpeN,5G,:76e S(R"), N,@)sC,N,,٠@), 

Vpe N,5C,:VaeS(R"), N,@F)sC,N,٠,٠(). 

 ولدينا تشاكل، R(S:F)"( S"( فوريي تحويل (2

.F-= (2M)-F 

 البرهان

 نكتفي بإثبات كيف أن (2<(1 تاركين باقي البرهان كتمرين :

 نفرض صحة .(2 وليكن)"(S@. e عندئذ)"(S@ e و

 )"L'@R@ e و)"(L،. e ينتج من المبرهنة 2.1 أن :

٩=(2)-"F6. 

 حتى نتأكد من تباين التطبيق )"(Sج)"R(S:F نستفيد من

 العلاقة السابقة حيث يكفي أن نلاحف بأن الفرض :

S(Rا،. e٩"(, S@R e٧"(, 

 ةأ
 يؤدي حتما إلى :
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«=(2٨)-"F@ 

=(2m)F, 
=.٠٧/ 

 » وحتى نثبت غمر)"R(S:F)"(-S نعتبر)"(Sef ونتساءل

 عن وجود )"(S« e بحيث .و=f لهذا الغرض نضع »=(2٨)"Ff فيأتي

 {FF ٠F7=(2٦)-f= وهو المطلوب ة الغمر، ومنه نستخلص أن التطبيق

 )"R S :S(R") F) تقابل.

 » نعلم أن التطبيق )"S -)"R(S:F) خطي. لنتأكد من

 : ,(,@) (")eS استمراره، أي من قيام الاستلزام التالي، حيث

 .0ر )فبو =0ر )ش,و

 ماذا يعني التقارب 0 ) ,» من أجل متتالية )"(S e ,),(؟ إنه يعني •

.Nep0ر, M,@,)٧ 

 نذكر بصحة العلاقة التالية )حسب ((1 :

N,@)sC,M,,7: (@ءweS(R"), N,5C, ٧pe 

 ولتكن,),@( متتالية من الدوال السريعة التناقص بحيث ر0 )ك ,g. إذن

 P. وذلك لكل عدد طبيعي (,)@,N ر0

 ولما كان :
 ر

[ Vpe N,3C,:VneN, N,@.)sC,N,٠,٠@.), , 
 /أVpe N, M,,٠@,)"ل ر0

 فإن :

»0. N,() VpeN, 
 S(R") (R")- :S .F وهذا يكافئ :0, "@ق,و. ومنه استمرار التطبيق
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 بقي إثبات استمرار )"S. )"(S:'-F) قم بذلك بناء على :

Vpe N,3C,:Vne N, N,@,)sC,M,هa@@.), 

f=6.2 لما تm)-"Ff)=« وعلى كون 

 لدينا النتيجة المهمة التالية التي تربط بين تحويل فوريي والاشتقاق :

 مبرهنة 4.2

 ليكن )"(S«. e لدينا )علما أن i هو العدد المركب الذي يحقق

i2=-1 وأن RI" =(#,,٠..,2,)e (x : 
 ى

Vj=1,٠.٠,n, 0,@()=-ix,@(x), 
 عن

6,@()=-ir,@(). Vj=1,٠.٠,n, 

 البرهان : نتركه للقار كتمرين )بسيط(، ونطلب منه استنتاج بأن :

D"@()=(-i)"x"م(x), N", Vae 
 كى س

D"@(x)=(-i)"٩(r).D N, Vae 

 ()s 3 فضاء التوزيعات المعتدلة
 نوجز فيما يلي بعض التعاريف والنتائج المرتبطة بفضاء التوزيعات

 المعتدلة )distributions)، derepmeT وسنرى أنه يطابق الفضاء الثنوي لفضاء

 الدوال السريعة التناقص.

 تعريف 1.3 )التوزيعات المعتدلة(

 ليكن )"R. D T'@ نقول إن 1 توزيع معتدل إذا كان :

N,3Cد pe \(T: D@R"), eم,٩٧(NCs,)(. 

 S. مزنر("R)' لفضاء التوزيعات المعتدلة ب
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 يعني التعريف أن T مستمر على)"(D عند تزويده بطبولوجيا

.S(") 

 أمثلة

 من الأمثلة الشهيرة للتوزيعات المعتدلة توزيع ديراك ة لأن :

<N,(). 6)ا,g)ا=\g(0)ا D@R"), ٧٩e 

 كما أن كل دالة )"(ي,{eL f محدودة بكثيرحدود توزيع معتدل، بما

 فيها كثيرات الحدود ذاتها.

 تمرين

 أثبت أن :

 (1 كل التوزيعات المتراصة الحامل توزيعات معتدلة، بل إن التطبيق
('R") S '()- E 

fاf 
 تباين مستمر.

 (2 كل )"(L f€ توزيع معتدل، وهذا مهما كان +<p<1. بل

 إن التطبيق
1" (")- S '@) 

fاf 
 تباين مستمر.

 ملاحظة

 ليكن)"(' S. e T يمدد التوزيع
'(R")C :D T 

 )@,T(ا م
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 بالاستمرار إلى شكل خطي ومستمر على )"R S)' وحيد، بمعنى أن :

\/(T0< د:VeS("), N,3C ep,م(>NC,)(. 

 S (R)' مع ثنويه. ومن ثم نفهم لماذا رمزنا بب TR") S@' ولذلك نستطيع مطابقة

 لفضاء التوزيعات المعتدلة )وهو الرمز المخصص عموما للنوي(.

 ("S'@R) 2 تعريف 2.3 )التقارب

 يكون ٣,T, T إذا كان :

(T:,م)»(T,٨). S("), ٧٩e 

 ملاحظة

 من بين خواص الفضاء )"R S)' نشير إلى :

 (1 لكل "N، ea لدينا :

('R") S € (R")T S ع .DT 

 (2 لكل"Nea، لدينا :

.D%T, )٩٤ DT ب T,٥٣77r 

 (3 نرمز ب)"(,0 لمجموعة الدوال البطيئة التناقص وكذا

 مشتقاتها، أي مجموعة الدوال )"(eC f التي تحقق العلاقة :

/DfC)ا<C(1/اعا)". R", N:Vxe =m= 3C>0, N", Vae 

 إذا كان )"e0,(R f فإن الخواص الثلاث التالية محققة :

.f@e S(") ع @e S(R") (أ 

.٢T e S 'R") < TeS @'R) (ب 

٠٢ T, ر٢ (٣٣تT ع T,)٣ T (ج 
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 4 تحويل فوريي للتوزيعات المعتدلة
 نوجز فيما يلي الحديث حول تحويل فوريي وارتباهط بالتوزيعات

 المعتدلة مشيرين إلى بعض الأمثلة. وقبل ذلك سنؤكد على أن تحويل فوريي لأي

 عنصر من هذا الفضاء يبقى ة الفضاء ذاته.

 نذكر أنه إذا كان )"(eL f و)"@S@ e فإن :

f@6@nsa_,[=(ي,ة) 

-[,t[..٤"es»as/عه 
e«s1asاr«ewي(],ء[- 

f@»as@م,[- 
 .إم.ث(-

 ولذلك يجوز لنا أن نضع التعريف التالي المتبوع بمبرهنة :

 تعريف 1.4 )تحويل فوريي لتوزيع(

'(R")ليكن S e T.نعرف تحويل فوريي T )أو TF(ل T والمؤثر FT 

 ل:

ee s@R), (,f7,6إ)-(ب, , 
S<(R"),SGR) 

٩e S@R), (FT,م)=(T,F,) . S<(R"),SGR) 

 ملاحظة

 T لاحف أن التعريف السابق لا يسمح عموما بالقيام بحساب صريح

 ٢T. أو
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 مبرهنة 2.4

 لدينا :

TeS'@R)(1 e '(R) eS .f 

 (2 إن تحويل فوريي )"R S ('R") S:F') تشاكل ومقلوبه هو
(2M)-F .F-1 

 البرهان

 (1 نلاحف أنه إذا كان )"(D« e فإن)"S(R@. e ومن جهة أخرى،

 يتضح من المبرهنة 2.2 أن )"@e وS عندما يكون )"(S@. e ومن ثم يأتي

 S'(") Te من ملاحظة التعريف 1.3 عندما

sRد N,3C:3%e ep(, ا/T6<)ام(,NC(. 

 لكن ذلك يؤدي، حسب المبرهنة ،2.2 إلى :

C'N,,@), <ام(T/ب(ا= ا.fا s@R), N,3C':7we -e 
 أي أنه يوجد و )=n+p+1( بحيث :

(f,ا(و<C'N,@). ,)R@ى =C>0:3we 

 S'@") .fe وهذا يعني أن

 وينفس الطريقة نثبت أن :

'@") TS < I'R") S e .TF 

 (2 يكفي أن نبين بأن :

FFT=(2M)-FFTT. 02m)- S'("), ٧Te 

 لاحظ أن (l يؤدي إلى:

S'(R"). FFTe S'(R), FFTe S'@"), ٧Te 
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 ومن ثم، يتضح من المبرهنة 2.2 •
 FTF ((2)-FTF-(T,02a)=(م, م(

=(T,م), 
V@eS(R"), 

 وهذا يعني أن :

٧Te S'R"), (2M)- FFTT. 

 العلاقة: نثبت الطريقة وبنفس

٧Te S'(R"), (2m)-FFTT.ص 

 أمثلة )يرمز ة لتوزيع ديراك(

 ينالد(1 :1=. للتأكد من ذلك نكتب :

F¢@o) = [,e"f@(&)d4 S("), @e 
K" 

 ا6,8}-
 ام,ة}-

 أي أن :

٧e S(") [,,14(»4 =(ة,اعو) ا,%( 
R" 

 وهذا يعني .ى=1

 (2 لدينا : =6. i"(2m) لرؤية ذلك نكتب، بناء على المثال السابق :

[@٩١"FA٥-5. 
F1=5. \l(2M)- 

 ونلاحظ أن F1=F1 نظرا لكون :
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٧٩e S("), <F1,@1>لا,F@> 

=[,Fw()dr 
R" 

-[,(["es»s/عه p" M" 

 «)«e@+٥,١/أ=
 < = ه,ا>

 ومن ثم :
&=(2M)-F1 

=(2)-i. 
 نشير إلى أن هناك رطةقي مباشرة لإثبات العلاقة &")M2(=اً مبنية على

 المساواة التالية :
٨ [x\ 

a>0, v٤eR", F@%لأر(رً مه 
a 

 الواردة 2 التوةmط .3.1

 (3 لنثبت أن F(T)=e-5TF لكل)"@' TeS حيث ٤ هو

 انسحاب التوزيع)"R. S e T') لدينا :

(F@,T),)=(r.T,6) S(R), ٧٩e 

 .أ6٠٤٢٠}-

 ومن جهة أخرى :
٧٩e S("), r,@()=6(x a)+ 

-[e-«34م(ع»s 
e-٤٥-٤٩(٤«٤ =[ 

K" 

=F(e-"fم()). 
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 إذن :

٧eS@"), (F@,T),%) =(T,F(e-"م())) 

=(TF,e-"4م()) 
,(. 4TF-ه)= 

.F@,T)=-"٤٢m يأتي ثم ومن 

 =F(e"5T). ج,T : من السهل أن نثبت أيضا )

 مبرهنة 3.4

 ليكن 7 توزيعا متراص الحامل على "RR )أي )"E('R). eT لدينا :
fe C(R"), 

f@ي)=(TG»),ه). 

 البرهان

 نضع "e,)x(> = )ي(u. حكب المبرهنة 2.1 من الفصل الرابع فإن

 )"R("Cu علما أننا نستطيع المبادلة بين عمليتي الاشتقاق والمكاملة :

[,,u(5»(5)d4 <u,%>و= DG"), V%e 
 "R و

 جرهe,8(T" a5(5) بي]=<

 Te),e"«(5)>,,d5 بي]=

 d5()م"T@),[,,e>= و,<
 و ٣

 <=,6 و,

 .وء م,ر = <
 ومنه المطلوب.
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 ملاحظة

 (1 نعيد إثبات العلاقة1= • نعلم أن ة توزيع متراص الحامل )حامله

 : T .(}0 لدينا حسب المبرهنة السابقة، لكل توزيع متراص الحامل{

f(ي)=(T6),٥-4)٠ 
 وبالتالي

54g)=(8@),e"5) 
 ٥-أ05 =

=1. 

 (2 لنبحث عن )DOF"8 من أجل "Nea. لدينا )باعتبار أن

(@,()=e-5 : 
F@D8)(6)=(D6,%,) 

=(-1١(8,١%,) 
 =-١٣%٤٤١ )م,8(٤

 {ء.5}5٤-
 ر

 .»ي4٤=

M4ك. e" لكل E()8"D0Fومنه :"ي""٤=)ت 

 (3 لدينا أيضا:
F@6,5)ر)=e-5, 
F("5)= 02m)" &,, 
F(2) .4ىD"٤")Mي"(= 

 : L2(R") لنقدم الآن نتيجة مرتبطة بفضاء لوبيغ
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 مبرهنة 4.4

 إن التطبيق
1(R") ٠12(R") (2)-/2F 

f02جr)-2f 
 eL(") f تقايس )إزومترية(، أي أنه تشاكل يحقق لكل

 ٨lfl,- ('R) L")م-,,7fا

 البرهان

 يتم وفق الخطوات التالية :

 (1 باعتبار f و s من )"(S ، ووضع غ=h نتأكد بسهولة من أن :

 ,f we@f]= (+hGM) كمي]

f=(2m)" ٢. 

 • L(R) 2 (2 نستنتج المساواة الخاصة بالضرب الداخلي

(2mY"0,&), =G.و)م. 

 (3 باللجوء إلى كثافة )"(S ذ )"R(L نثبت قيام العلاقة الأخيرة

 من أجل f و ى .r@"2 ومن ثم تاتي العلاقة مى،l4/")n2(=يم م آfًا

 لكل )"eL(R. f نستخلص من ذلك أن التطبيق الخطي :

-L(") :12(") (2M)-"/2F 
 Fg=f"-(2٨). تعني =g تباين مستمر وهو غامر لأن العلاقة

 والعودة مرة أخرى إلى م٨اf[")@=إيي ,ا7ا تثبت أن التطبيق العكسي

Dل.مستمر 
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 ملاحظة

 eL() f (1 ينبغي الانتباه إلى أننا لم نعرف تحويل فوريي

 كدالة من خلال تكامل بل نعرفه بوصف )"('S ef ، أي أن :
 e@٧ ,()S يو,f> 2,6 =ويلا

 م,)6٠(=
o)6(o)e4@,ي[= 

R" 

 (2 إذا كانت w و « دالتين قابلتين للمكاملة على "I، وكذا و

 =Fu.Fy .F(#v) : فإن

 (3 ينتج مما سيق أن لدينا العلاقة =(FF. F@v ذ الحالة التي

 يكون فيها)"(Seu و)"(Sev لأن ذلك يستلزم أن)"R(Se و

S(") e؟، علما أن cLGR) .S@R") 

 (4 لدينا أيضا )FiF. v)= F 2 الحالة التي يكون فيها توزيعا

 متراص الحامل على "RI و)"R، S €v)' نلاحظ ذ هذه الحالة أن :

('R"), S e ٩٧ .[u 

 أ20,@1
 (5 يتأتى من ذلك الاستلزام التالي :

 ج= ,84"٤=)o"0Fا
.F«D٤" = )ه (x /(F 

u eS ('I) 
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 5 العادلات التزاوجية
 نقدم هنا عينة من المعادلات التفاضلية الجزئية التي يمكن حلها

 بفضل استخدام تحويل فوريي.

 لةأمس.1.5 وحل

 نذكر أن )"R('E يرمز لفضاء التوزيعات المتراصة الحامل، ونعتبر

 )"R E eA'@ و )"R. S < f)' لنبحث عن حل )"RR S €w' للمعادلة :

=f٠ u A 
 : S (ue ("T' نلاحظ أن هذه المعادلة تكافئ )ذ حال

7(yi@s)=f(6). 
 إذا افترضنا أن A(ي)=0 لكل"e ،يR فإننا نستطيع كتابة:

 ي )خ@؟ري،

)' 
 ولما كان )("C eA حسب المبرهنة 3.4 فإن )"C"(R. e2 ومن ثم :

A ٠ ٠ ء 

 .@s ء،]
A 

 ومنه ينتج أن:

««-wr-(5)٨ [(ع؟ ) 

 وهو الحل المنشود عندما نفترض أن =0 )ج(A لكل "e .جR أما إذا كان

 هذا الشرط غير متوافر فلا نستطيع اتباع هذه الطريقة.

 لاحف أن هذه الطريقة لا توفر معلومات حول الحل u عندما يكون

 ذلك الحل توزيعا غير معتدل.
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 نلامثا.2.5 2 استخدام تحويل فوريي

 (1 معادلة لابلاس: نعتبر)"(' S ue ومعادلة لابلاس =0 ه ، أي

 u نذكر أن دالة( Ha""onic أننا نبحث عن التوزيعات المعتدلة التوافقية

 F(A). 0= .(٥ باستخدام تحويل فوريي نجدu 0= تكون توافقية إذا كان

 ومن جهة أخرى :

/ 

/ 

 أ:;±ء-ر»
 أ:;مج
-٤/»١7 

 • اندا-= ٨
 وبالتالي فإن حل المعادلة =0 ا يحقق ،=0 العاا.

 إذن ،ة=0 ذلك أن :

 ,)?RGDeو ," = )?RGDe ص
 الد

 @neew }،.ب)-}»/د.ع,إ-/ا٠»,ءنإ-٥
 ا±ا

 supp. ومنه : {0}= ة

 يمكننا أن نستنتج )وهذا يتطلب القيام ببعض الحسابات التي تميز توزيع

 ديراك ة( بأن i يكتب على الشكل :

eلإت+.د-· 
 لذا :
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 تلا'ofa.4 ن

sي@+ -y٠, 
 ا٥ج,١

-2+ 
 وهكذا يتضح أن u كثير حدود )لأن المعاملات),b( ثابتة(. ومنه يمكن

 صياغة النتيجة التي بلغناها على النحو التالي :

 مبرهنة 3.5

 ا التوزيعات المعتدلة التوافقية هي كثيرات الحدود التوافقية.

 (2 نعتبر الآن المعادلة

=f - u 
 حيث )"('Sef و )<0 ثابت معطى، ونبحث عن الحل )"R. S eu)' من

 أجل ذلك نستخدم تحويل فوريي فنكتب .F(هu-)=٢ وعند تفصيل

 الحساب نجد :

.f-\١٨)- /١ 
 ومنه :

 ر
 م
=- $[ 2 ٨+ ٠ lr] 

 ومن ثم :

 أي-٨:ر»-٠ /
 +٨ "ا٣ا

 وهكذا نستطيع صياغة النتيجة التالية :
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 مبرهنة 4.5

 لدينا :

A-=f, S'@R"): e!د S'(T"), Vf V3>0, 

 وبحد «وهايةا-رمم،.
 ) +٨ ا±ا

 فعلى سبيل المثال إذا أخذنا f 6= فإن الحل المطلوب يصبح هو الحل

 الأساسي، ونحن نعلم أن .&=1 ولذا :

 ) +٨ [ع أإ-أم-rم،

 -6 تمارين
 1 تمرين

 : بحيث )R('DeT ليكن

VfeS(), fTe S(). 

 C@) .Te أثبت أن

 تمرين 2

 S(R") @e .T٩ فإن S(R") @e و E'(R") Te أثبت أنه إذا كان

 تمرين 3

 عين -'«م )إرشاد : لاحظ أن «xp 1=" وأن 'vp فردى(.
- 2 X 
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 تمرين 4

 (1 أثبت أن الدالة f المعرفة على R f()=ecose تنتمي إلى

 S. (RR)' الفضاء

 (2 برهن أن الدالة الأسية ±اe من I نحو R لا تنتمي إلى

 الفضاء )R S)' )إرشاد : يمكن البدء باعتباردالة )R(D @ وإثبات أنه مهما

 بحيث c ثابت موجب يوجد m الطبيعي كان العدد

.(N,(.9)<C0+\a/)" 

 تمرين 5

 ٥%1، H%8، ، ,36,& : تأكد من وجود جداءات التزاوج التالية

 مرا بيرا )حيث H هي دالة هيفسايد و & توزيع ديراك عند c و را

 A). الدالة المميزة للمجموعة

/ 

 تمرين 6

 احسب جداء التزاوج ة كل حالة من الحالات التالية بعد التأكد من

 وجوده )حيث H هي دالة هيفسايد و ة توزيع ديراك( :
(1 .&+H 
02 .58%1 

(3 T+1 '@R), .TeE 

T+e(4 E'(R), .Te 
1 (5 p٥. -٧% 

 »"بت٤ا«٤ب(
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