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 الفصل السادس

 فضاءات سويولاف

 الكسرية الرتب

 كنا قد قدمنا ي الفصل الثالث فضاءات سويولاف ذات الرتب

 الصحيحة. ولم نكن قادرين آنذاك على تقديم فضاءات سوبولاف ذات

 الرتب الحقيقية غير الصحيحة لأننا كنا نفتقد إلى الأداة التي تمكننا من

 ذلك التعريف. وهذه الأداة هي التوزيعات المعتدلة وتحويل فوريي.

 وما دمنا قد تناولنا ذلك النوع من التوزيعات وعلاقة تحويل فوريي

 به نستطيع الآن تعريف فضاءات سويولاف الكسرية الرتب )أي الحقيقية(.

 الهدف من هذا الفصل هو الإشارة بالكثير من الإيجاز إلى هذا النوع من

 الفضاءات وإلى بعض من خواصها وتطبيقاتها حل المعادلات التفاضلية

 الجزئية.

 -1 تعاريف وخواص أولية
 دعنا نذكر، ذ البداية، بالتعريف الذي أوردناه بخصوص فضاء

 سوبولاف )"RI("H عندما يكون m عددا صحيحا:
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 تعريف 1.1 )فضاء سوبولاف ذو رتبة صحيحة(

 N .m€ ليكن

 (1 فضاء سويولاف )"("H من الرتبة m هو الفضاء :

[a<m}. eLGR"), D% H"()=ueLR): 

 )نذكر أن Du يعني الاشتقاق بمفهوم التوزيعات، وهذا جائز لأن انتماء

 ("R)+ إلى w ). يديؤeL,,(R") إلى
 (2 فضاء سوبولاف)"R("-H هو فضاء التوزيعات u بحيث يوجد

 ثابت موجب ( يحقق:

٧6eDGR"): <C]ص,ب/ا( ا,-محر٠ 

 يمثل )("-H ذ نفس الوقت ثثوي)"("H )بالمطابقة(.

 R .s€ حيث H"(R") لنعرف الآن فضاء سوبولاف

 تعريف 2.1 )فضاء سويولاف ذو رتبة كسرية(

 s) فضاء سوبولاف من الرتبة( .ىH"(R") نرمزب IR€ ليكن

 للفضاء :

٤s١٠ 4'»"١-ا« ei-1+١) 7}gا 
 "R. علما أن ا.ا يرمز للنظيم الأقليدي ذ

 ملاحظة

 لاسؤ(1 : هل اختيار N =m s€ ذ التعريف السابق يعطي نفس

 التعريف )("H الذي ذكرنا به ذ التعريف 1.1 الجواب : نعم.
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 والدليل على ذلك هو: بعد التأكد من قيام المتباينة التالية من أجل

 N =m s€ و٥<اaا :

٤#: wعاا =c>0. ٤( <c.(+٦ 
 ("eL@R حسب التعريف (2.1 يستلزم أن( يتضحH"(R") أن

 من أجل ،اa/<s وهذا يعني أن )"R@Leu%D ، أي )"R(Leu%D من

 أجل .اa/<s ومن ثم )"H"(R w€ )حسب التعريف .(1.1

 ومن جهة أخرى، يوجد ثابت موجب ( بحيث )تأكد من ذلك( :

٢٤ ٣"٠e١١٤/ <c/١+٤)٠ 
 ومنه :

 :g} w٤٤٣+) اc/.i>ا» 's/+ اة.
 فإذا افترضنا أن )"R("Hew )حسب التعريف (1.1 فإن

 )"@L€اا .اا+ا٤ ومن ثم فالطرف الأيمن من المتباينة السابقة ينتمي

 إلى )"R@1. وبالتالي :

 .'e@re ،)ا٤ا+١(
 إذن)"H"(R w€ )حسب التعريف .(2.1 وهكذا نستنتج تطابق التعريفين

 ذ حال رتبة ى طبيعية.

 : a (2 لاحف صحة الاستلزام لكل دليل متعدد

€H"4(T). D% ج eH"(R") 
 يمكن التأكد من ذلك استنادا إلى التعريف. لدينا فعلا :
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""/ )@reiDة(1 ة+g) perH'-"(R" 

 e4@e اقاااe]أ غ)eء ر(ب
 لكن :

aا s s 

 .٢/ا٤+ '-ا/<(١ \"+١(
 ومنه :

،H'@")=(1+/g){eL@) 

e«2؟ا٤ا]تاء eر) 
 ا( )٤+ ةw@re( 57 ""ا

"D"(. €H(R=ج 

 (3 نزود الفضاء)"R('H بالضرب الداخلي :

 • » \g =ي]/ا+/y@» ر,)«.»
 فيصبح فضاء هيلبرتيا )تأكد من أنه تام( نظيمه :

 ,l# ،(١١ا٤=

 لدينا النتيجة العامة التالية :

 مبرهنة 3.1

 لكل عدد IR s€ فإن مجموعة الدوال الاختبارية)"R(D كثيفة

.H'()2 
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 البرهان

 أولا : نبدأ بإثبات أن )"(S كثيف ()'H .2 من أجل ذلك

 نلاحظ أن التطبيق :
S@") H'(R")I(R) 
 ة\٤+ا(ب، -2 ٨

 إزومترية. وبالتالي فإن تطبيقه العكسي يحول )"(S )الكثيف2

(L() إلى فضاء جزئي ٨ كثيف ذ .H"(R") 

 إن S(")=A : نعلم أن
weS(R") ،€ S(R") 

 .ر@se،)٤+ا(=
 به

€0(R) 

 إذن .S(R")cA لنتأكد من القضية العكسية. لدينا :

(+٤)e,٣. 
 وبالتالي :

sء«)e+("٤+) [٤+١es@(١/ً 
 به

<0(R") 

S(R") =i€ 
S(RI"). € w = 

 إذن A. S(R") وهكذا =A S(R") ، ومنه نستنتج أن )"(S كثيف

.H'(R)2 

 ثانيا : نلاحف أن :
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 } ةk "ث{ي ايو ة٩e أالأإ{"
 )">R S)2 ر(1 ٨٠ 2٠ "٣ع

 لكل )"(S€ف وN طبيعي كبير بكفاية )لكي يكون

 ي,ا")s+ا] معدودا». نختار العدد الطبيعي و أكبر من ;ا٨

 ونتذكر أنصاف النظيمات التي أدخلناها ذ الفصل الخامس :

8,6e)-2/D'esl, ٢٥eM, 
# 

 المعرفة على )"(S فنستنتج أن :

 w4٤s1 2(R") .,s/6١+ا>. ,ا
» 

 لنتذكر المبرهنة 2.2 التي وردت فيها العلاقة :

,0>C,,ب)( %6eSQR"): N,G) <CNد 

 ولذلك :

<CM,,(). ,»l٧ اeSGR"), 

 وهكذا تحصلنا على عدد طبيعي P يحقق :

() <CN,(). ,ا,اا S@"), V6e 3C>0, 

 S(RR") 2 كثيف (")D ثالثا : سنستخدم الخاصية القائلة بأن

 )حتى إن لم نأت على برهانها(.

 ليكن )"('Hew و €<0 معطى، بما أن )"(S كثيف 2

 )"R('H فإنه يوجد )"@S€ص بحيث ؟< رميم,او-. ثم إن كثافة

 )"DGR 2 )"R(S تؤدي إلى :

 e,N,(-@,)- N, Vpe D(R"): 3٩ .ر0
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 وباستخدام العلاقة )ج( التي سبق تبيانها نجد :
 H"(R") (٩ر-),3C>0, <CN ا٩-٩,ا,aieN :,ز>ز

£ 
<. 

2 

 وهكذا ينتج :
5i,eN: Ve>0, 

 i< =ا-٩+٩= ,٠م٨اار٩-ا-eرمه٨ار
<C.N,@-%ر) 

£ € 
<+ 

2 2 
= £. 

 ومنه تأتي نتيجة الكثافة المطلوبة.ت

 (")"H ذ S(R") توضح النتيجة التالية كيف نستغل كثافة

 لتمديد قوس النوية "م,)ص," إلى قوس النوية "ر. ),م( " بفضل

 H"(R"). وثثوي ()"H المطابقة بين الفضاء
 مبرهنة 4.1 )الثثوية(

 (1 ليكن R s€ و)"("H€ ٠٧ إن التطبيق:
S(")+C 
 م,,)u,9(+ -و

 يمتد إلى شكل خطي ومستمر على)"R. 'H) نرمز لهذا الشكل الخطي

 المستمر بب:

H'(R)+C 
+(u,»)٦ ٠ر٠- 

 (2 يسمح هذا التمديد بمطابقة الفضاء)"I("H بثنوي الفضاء

 )"('H، أي أن :
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(H"(RI"))'يرمز( حيث L €(H"(R"))' لكل 

،)R("H"(لثنوي w"(يوجد €H"(T بحيث: وحيد 

٧٧eH"(I"): L@)=(w,»),ر٠٠ 

 البرهان
 هذه المبرهنة هي مثيلة المبرهنة 5.1 من الفصل الثالث. ولذا لن

 (")S نكرر برهان القضية الأولى فيها، ونكتفي بالتذكير بأن كثافة
 ذ )"('H تؤدي إلى : لكل )"R('He ٧ توجد متتالية )"R(S€ ر٩

 متقاربة ذ )"R('H نحو ٠٧ ومن ثم نضع، كما هو الحال2 المبرهنة
 5.1 )الفصل (3 •

w٦ . w lim := . )٠٧(٣-«0ر ر» ر)"%, /رم»وs«٧ا ر€H")(, 

 لاحظ أيضا أن :

 ,"@wees "}،,ا) «»=رمم\%,٣
(R") (R"),S S 

 ومنه :

 R او &sاs "٤+ ]ا"»»e'/١ «@-,ء •• أ٠44%

 ومن ثم، يوجد ثابت موجب ( بحيث :

٢aes«144.ei.,<cاl-٤"»ا,\ا+€)"& 
-c/1,اl,٠ 

 وهوما يثبت استمرار التطبيق
S(R")+C 

+)u,و م.ه)٩ 
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 عندما يكون الفضاء )"(S مزودا بنظيم )"R('H. وبناء على ذلك

 يمكن تمديد هذا التطبيق إلى )"R('H باستخدام كثافة )"R(S ذ
.H(") 

 'Le(H'(R)) أما برهان القضية الثانية فيتم كما يلي :نعتبر

 ونعرف التطبيق ()C A:1 ب:

[g/٨ (١6١=L/F-'a 
 واضعين اي)+٣ ('-F، w= حيث يرمز'F لمعكوس تحويل فوريي.

 لدينا : )"eH'(R w لأنه من السهل التأكد من أن :

eL(R). =0+g)"٢ 
 ومن جهة أخرى : ورا( =اf مرا\ اا. وباستخدام استمرار التطبيق L نحصل

 على :

C/»ا٨ ,ا\/< I@R): 3C>0,Vfe 
-c/٨٠\" 

 وبالتالي فإن التطبيق ٨ خطي ومستمر على )"R(L. ولذلك يوجد )حسب
 مبرهنة ريس( )"R(Leg بحيث :
=(٠,,(£٠ A ٧eL@R), 

 عندما نضع :

=٢)) ('R=(يا"ج s( 
 نلاحف أن :

g")r2(=F"(. eL"(R/"-(/ي+) 
.weH-"(T") : ومنه 

 : أيضا لدينا
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 ٧٩e ,(S@R ا)=(%,4} ((g٢اك4Yم,)ي(

g#y"ى.6ا -(( 
-[,) s6/ا٤ 

 )6ر/ا -٨(٨
=LG-'و) 
=L(). 

 S(R")، الخطيين والمستمرين على L و u هذا يعني تطابق التطبيقين

 D.H'(R") ومن ثم، فهما متساويان على H'(R"). الكثيف ذ

 ملاحظات

 نكرر هنا حرفيا تقريبا ملاحظتين أوردناهما ذ الفصل الثالث

 )فضاءات سوبولاف الصحيحة الرتب( :

 تبين(1 هذه المبرهنة أنه بالإمكان مطابقة الفضاء الثنوي

 '))"( 'H( للفضاء )"H")R ب)"R("H:إنها مطابقة ناتجة عن تمديد

 S. ("R)' و راستمرباS(R") للغوية بين

 من المهم جدا أن نشير إلى أنها أيضا مطابقة مستقلة عن الضرب

 الداخلي الذي نختاره على الفضاء)"R('H. ولذا نسميها المطابقة القانونية.

 (2 إذا كان )و( ضريا داخليا على)"('H فإننا نستطيع

 مطابقة الفضاء '))"('H( بالفضاء ذاته )تلك هي خاصية يتمتع بها كل

 فضاء هيلبرتي(:

eH'(R"). bv ,, (u,v) L@v)= 5!H'(): VL€(H'("))' 

 ٠w والمطابقة هنا تعني مطابقة العنصرين ± و
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 من المهم )جدا !( إلى أن نشير إلى أنها مطابقة مرتبطة بالضرب

 الداخلي ,) «,( .

 علينا أيضا أن ننتبه إلى أنه بالإمكان تعريف أكثر من ضرب
 داخلي، على فضاء معين، تنبثق عنها نظيمات متكافئة.

 خلاصة القول: ينبغي الحذر من مطابقة الفضاءات وإدراك نوع
 المطابقة التي نقصدها 2 كل حالة من الحالات التي نريد دراستها، وإلا
 ارتكبنا أخطاء لا تغتفر. وعلى الرغم من هذا التحذير فإنه من المفيد أن

 ننبه إلى أن اختلاف المطابقات ليس سلبيا ة جميع الأحوال، إذ يمكن
 حسن استغلالها للبرهان على نتائج مهمة كما رأينا ة فصل فضاءات

 سوبولاف الصحيحة الرتب.

 (3 إن الفضاء )SGD ليس عموما كثيفا ذ)H')2 )أي أنه لا

 يجوز استبدال "M بمفتوح يفيك؟ ذ المبرهنة السابقة(. لكن ما هو
 )Q3(H عندما يكون s ¢ ؟Z فنحن لا نستطيع تعريفه باستخدام تحويل

 فوريي الذي لا يصلح ة غير الفضاء بأكمله. هناك عدة تعريفات ل
 )2G('H تتطابق كلها ذ الحالة التي يكون فيها 29 أملس )arluger(. ومن

 ٧ (")eH إذا وجد بين)ueH تلك التعريفات ذلك الذي يقول إن )2؟

 s. 0< ٧ وهذا لكل u= بحيث
 D() 2 H(2) بأنه ملاصقة H;(9) ونعرف الفضاء الجزئي

 لما .ى>0 ويمكن أن نميزه عموما بأنه يتألف من عناصر )2؟(H التي

 تحقق شروطا معينة على حافة .9 ومن ثم نعرف )؟("H على أنه ثوي
 ءلفضاا);H. )2؟

 ليكإH;()gH(2) التمرين التالي الذي يوضح بأن
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 تمرين

 نعتبر ]1,[=29. وليكن)(Hew. نفرض وجود متتالية
 )e (ر)DG(2 بحيث:

 ر )ل" رة

 (1 أثبت أن المتتالية )ر( متقاربة بانتظام [1,0] تحودالة مستمرة

 v(1)=0 =.w(0) بحيث «

 (2 بين أن «= حيثما كان تقريبا على المجال [1,0].

 H'()2. ليس كثيفا ()DO (3 استنتج أن

 (@H عناصر yعناga») 2 صقالة )ملوسة
 نقصد بصقالة )أو ملوسة، أو مرونة( دالة مدى تمتعها بالخواص

 التحليلية، مثل الاستمرار وقابلية المفاضلة مرة أو أكثر، وكذا قابليتها

 للمكاملة، الخ. نبدأ بهذه التوطئة :

 توطئة 1.2

 ليكن "RRe٤ و"RR €٩. لدينا المتباينتان :

 : s>0 لكل(1

 ١/١+/ا٠ /٠-٤+١ا٩< /٤+١/
 : RR"2) s لكل

8/٥(١١) '(«١١٤ ١+٨٤-٠/"٠> 
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 البرهان
 (1 تأتي من المتباينة )"b) <2"(a" )b+a+ المحققة لكل أعداد

 موجبة a و b و ى.

 (2 يكفي، بفضل التنارظ بين & وn ذ المتباينة، إثباتها من أجل ى

 موجب ... بل يكفى عندئذ إثبات:

 (١+٤"٣/١+/\<٦\١+٤-٠ا٠
 أي :

 )«+١/\«-٤+١/2<)"٤ا-+١(
 لاحظ أن ذلك يأتي من كون :

 (ا+/٤)<1+2٤-٠٨+2٠٩
<2(+٤-٠\/١+١)١ 

 مبرهنة 2.2

 2 - لكل <s "، لدينا :

 كل(1 عنصرمن )"R('H دالة مستمرة تؤول إلى 0 عند

 اللانهاية.
w H"T" o ب )""<"ا e«'ء٣ .«» 
٧ eH"() 

 برهان
 (1 ليكن)"R('H€ • لاحف أن :
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« eH'@R)&(1+/g)(e)e1@R"), 

 ر@reة )g+1(ب ">ء
2 

 ومنه نكتب :

«s-/١+/s\««ex/١+k] iءt«١. 
 رةر«

eL@"R) eLGR"),>" 
2 

 ولذا فالفرض > s يؤدي إلى)"('L€ ة. وهذا يستلزم )حسب خواص

 تحويل فوريي( أن u مستمرة وتؤول إلى 0 عند اللانهاية.

 (2 ليكن)"R('Hew و)"(He .٧ نعلم أن و ته.

 وبالتالي -(2m " =(v+ و، )تأكد من ذلك(. وبالاستناد إلى المتباينة

 C الأولى الواردة التوطئة السابقة يمكن القول بأنه يوجد ثابت موجب

 بحيث :
 لعي ي

/١+/s"]/is «s<c/1+4«ا e«ا"( 

 R «)\»٤-«ا»اc;[4> «ا١+٤

 ١cf58 R »٩٠ {٦١ «٢»٤-ا(١

 لاحف بعد ذلك أن الدالة :

 R «ا/f%4 -٤٨\/٠-٤+١ال]ي

 جداء تزاوجي لدالتين، إحداهما L(R") 2 والثانية ("TR ،1(2 هما :
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 ,)"R(Ee؟

 «+٤ ٠١٠٣//٦٠٠ ا٠
 L(R"). ومنه )حسب خواص الجداء التزاوجي( فهذا الجداء ينتمي إلى

 نفس الملاحظة قائمة أيضا ذ الحد

 .«٥/f/ +٨/.J «ا١ - {م»٤

eH.ت ».u'@( أي ،weI+1)، )/g@"( ومن ثم فإن 

 مثال

 اx/-+o كل عنصر من)R('H دالة مستمرة و u()=0 lim لأن
 - - s 2>-. ى، ومنه يأتي قيام الشرط=n=1 ء. ه ٠ 27

 m لفضاء الدوال القابلة للاشتقاق حتى الرتبة ",C ("R) نرمزبب

 ومشتقاتها محدودة ومستمرة.

 embedding (Sobolev نظرية 3.2 )غمس سويولاف

 ليكن meN و .ى>"+m لدينا الاحتواء الطبولوجي:

H'(R")cC,(R") 
 أي أن التطبيق المطابق

H'()-C,"(R) 
tH>ا٨ 

 مستمر، بمعنى أنه يوجد ثابت موجب ( بحيث :

 (),C اه,.،ىمر٠[٧ae <C ,smاN,a اDا/
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 البرهان

 نكتفي بتقديم الاحتواء الجيري :نفرض أن «=ا. نعلم أن

 2 - ٦ eu"D"( 2 ثم.H(R' إن الفرض +m >ى يؤدي إلى >اaا-ى.
 ومنه، حسب المبرهنة السابقة: "D دالة مستمرة وتؤول إلى 0 عند

 اللانهاية. ٥

 تعتبر فضاءات سويولاف الفضاءات "الطبيعية" التي نبحث فيها عن

 حلول الكثيرمن المعادلات التفاضلية الجزئية. فإذا اعتبرنا، مثلا، معادلة

 لابلاس

=f -٨ Au 
 ساحة من ،R وكان "Ce )أي f مستمرا( فإن الحل u لا ينتمي

 عموما إلى .Cf أما إذا كان )"('f نإفeH يكون ذ الفضاء

H"(R")لطبيعيا • 

 مبرهنة 4.2

٠ A-مي=fد١ اeH"(R): eH'(R), V٢ 

 البرهان
 نعلم أن المعطيات تستلزم أن )"R eS f)' وأنه يوجد )"R Seu)' وحيد حل

 للمعادلة المعطاة. ولدينا :
 f م ر

= } 

 +٨ اي
 ومن ثم فالشريد )"@'8< كيديإك" ,ي.

 ث٤ا+ .١»/)t، (+¢[ث}ر-:مف(١
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 ولما كان

(١g)f @rء 
 و ,إ -محدودا فإن /٤+1

 ا٤ا+A ء

 ."@i -ث)اي،١(
 وهذا يعني : )"H"(R. ew أما وحدانية الحل فهي تأتي من وحدانيته ذ

 فضاء التوزيعات المعتدلة.ت

 ملاحظة

 سؤال 1 : إذا كان )"('Hew فإلى أي فضاء سويولاف ينتمي

rو ؟ s رويها" وما العلاقة بين > H'@"( الاقتصار مياه"، أي 

 سؤال :2 إذا كان )'-"R('Heu فهل يوجد )"R(He« بحيث

rوإذا كان الجواب بنعم فما العلاقة بين ى و ؟ uرمدا-مر\٧= ؟ 

 الجواب عن السؤالين يكمن 2 المبرهنة الموالية.
 مبرهنة 5.2

 نفرض أن >ى. إن المؤثر ٠ ٢ 4

S(R"-ا) S(") 7: 
gH7 

 حيث

 7(3,,3و3 ... و2,-رو±,)=@(x,,و,0 .. )0,ر,«و

 يمتد بصفة وحيدة إلى مؤثر خطي ومستمر وغامر

 A" 7:H(R) ة@(
٦H57٦ 
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 (trace). أثر«، ويدعى المؤثر 7 مؤثر الأثر p يسمى

 تعمم هذه المبرهنة إلى الحالة التي نستبدل فيها "I بب ؟ وعندئذ

 نستبدل المبرهنة '-"R ب & )حافة ؟( وذلك عندما تكون 29 ملساء.

 نحصل مثل على تمييز للفضاء
H}0)={ueH'@):w0=ج} 

 eجH?@ao2) .w علما أن

 يتم إثبات المبرهنة بالتأكد من العلاقة )أثبت أن هذا كاف( :

 S(R"): >0,Vwe 3C د!ر,ا7ا, sC اا,ىمر٠[

 3 تمارين
 تمرين 1

 s>0. نعتبرأن

 (1 أثبت أن )H'(R ee إذا وفقط إذا كان .»<3

H٠,7ر e'@(02 ما هو الشرط اللازم والكا2حول ى ليكون 

 )رمة هي الدالة المميزة للمجال [ءه-](.

 تمرين 2

 أثبت أن )"('e اذإ&H وفقط إذا كان ى+"<0 حيث يرمز
n 

 )"('H& e لتوزيع ديراك.
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 تمرين 3

 أثبت لكل s و )"R("Hew و )"(S@ e أن :

 )"('H@. e )إرشاد : استخدم المبرهنة السابقة لما ى<". أما ذ حالة

 - - ٠٠ ٠ ٠ »>" فيمكن استغلال المتباينة الثانية ة التوطئة .(2.1

 تمرين 4

 نقول إن )Heu')9 إذا كان )G، Dew)' ومهما كان

D() «e فإن H"(") .@e 

 : أن أثبت
n .H:'(0)cC"() إلى< يؤدى ى +m (l = - 2 

.c()cH;.() 02 

.(:.@=c 0 

 تمرين 5

 ٥- S,<+o>ى>,S> لتكن ى و ,5 و ,ى أعدادا حقيقية بحيث

.s=(1-٥)s, +s,0 و 

 ١ بكتابة
(+g/" \(e)" =(( [fY"[«s)") x(0+gYr) 

 : أن أثبت )"("Hef، أجل من

5c20, vreH%, 1fl, sclr", ،lئ١'،. 
 استنتج أن :
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 ,0, ac>0<٧٥ ,('fl, vreHRR +ا١اl٠ء> ر,ا١
 ع1-٥

1 1 B٩. a" - . .)+=حيث ا ba>+ إرشاد : استخدم متباينة هولدر والمتباينة( 
4 p p 4 
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