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 الفصل السابع

 مسائل ناقصبية خطية
 Stampacchia ي هذا الفصل نتطرق إلى مبرهنة ستانباكيا

 ومبرهنة كس- ميلغرام .Lar-Milgram كما نتعرض إلى بعض

 Ellipitc. التطبيقات المتمثلة& حل بعض المسائل الخطية الناقصية

 [ تمهيدات
 نقدم هنا، بعض المعلومات التي نرى ضرورتها ة إثبات بعض المبرهنات

 التي سوف نعرضها ذ هذا الفصل حتى إن كان بعضها معروفا لدى القارئ.

 قضية 1.1 )مبرهنة النقطة الثابتة(

 ليكن )d,( فضاء مترياً تاماً و ى:KجK تطبيقاً يحقق :

d(Su,Sv)<k d@,v), Vu,٧eX, 0<k<1. 

 w .Sw= أي بحيث أن ek ،w نقطة ثابتة وحيدة S عندئذ تكون ل

 iResz) قضية 2.1 )مبرهنة تمثيل ريس

 ليكن H فضاء هيلبرتيا، وليكن 'H فضاءه الثنوي. عندئذ، لكل
 'Hef، يوجد عنصر وحيد weH بحيث :

f(,٧)=@,٧),٧٧eH 
 حيث تمثل )٠,.( النوية بين H و 'H، بينما يرمز). ,.( للضرب

 الداخلي.
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 lems Variationa1اPr المسائل التغيراتية 2

 نتعرض ة هذا الباب إلى مبرهنة ستانباكياaihccapmatS' وكذلك
 'Lxa-Milrgma. إلى مبرهنة لاكس- ميلغرام

 تعريف 1.2 )لكش ثنائي الخطية(

 a:HxH. جRI فضاء هيلبرتيا، وليكن التطبيق H ليكن

 نقول إن a شكل ثنائي الخطية على H إذا:

(1 8a@,w) ,w)=aau@,w) +Bv a@cu 

(2 pa(u,») +B)=aa@u,») a@,a 

 RI .a,e ولكل «,٧,eH w لكل

 تعريف 2.2 )التاطر(

 H. كشًلا ثنائي الخطية معرفاً على a فضاء هيلبرتيا و H ليكن

 نقول إن a انتمرظ )تنارظي( إذا تحقق :
a(u,v) =a(v,u), Vw,ve H. 

 تعريف 3.2 )القسرية(

 H. كشًلا ثنائي الخطية معرفاً على a فضاء هيلبرتيا و H ليكن

 نقول إن a قسري" coercive إذا وجد ثابت a>0 بحيث :
a@,u)>aاإا,VueH. 

 ' غيدو ستامباكيا )2291- (1978 رياضي إيطالي.

 " أرثر نورتن ميلغرام )2191- (1960 رياضي أمريكي.

 " بيترلاكس )6291- ( رياضي أمريكي من أصل مجري.

 (coerciviyt). تستعمل ة بعض المراجع أيضاً كلمة ناقصي أو أهليلجي للتعبيرعن القسرية"



 189 الفصل :7 مسائل ناقصية خطية

 4.2 قضية

 H. كشًلا ثنائي الخطية معرفاً على a فضاء هيلبرتيا و H ليكن

 نقول إن ه مستمر )أو محدود( إذا وجد ثابت C>0 بحيث :

 .Vu He,٧ ,ا اا.ا[ااC<ا)v,@aا

 تعريف 5.2 )التحدب(

 ليكن F فضاء بناخيًا وليكن K لنقو.c٢ إن ٨ مجموعة

 جزئية محدبة إذا كان :

0<t<1. +(1-theK,Vw,veK, tu 

 مبرهنة 6.2 )ستانباكيا(

 لتكن K مجموعة جزئية مغلقة ومحدبة وغيرخالية من فضاء

 هيلبرتي .H وليكن a:HxHI كشًلا ثنائي الخطية مستمراً وقسرياً.

 عندئذ، لكل 'Heq يوجد عنصر وحيد ueK بحيث :
(1) a@,٦-u)> (@,v-u),٧٧eK 

 بالإضافة، إذا كان ه انتمرظًا فإ يتمتع بالخاصية :

 }يiم,)=٠)-a( a@,u) ٧)-(م,٧){٠ (2)
2 2 w=٤ 

 البرهان
 بما أن 'He0، فإن استخدام مبرهنة تمثيل ريس يبين وجود عنصر وحيد

 feH يحقق :

(@,v)=f(,٧),٧٧eH٠ 

 («,@a-٧ فالتطبيق weH، ومن جهة أخرى، لكل عنصر مثبت
 شكل خطي مستمر معرف على ،H ولذا يوجد عنصر وحيد H e Aw بحيث :
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a@ ,v)=(Aw,٧),٧٧eH٠ 

 الآتية: الخواص له ب)3( المعرف A:H -H التطبيق

 : لدينا .aeC و zeH و weH ليكن الخطية: أ(
V٧eH,(A( +z),v)=a@ z,v) 

=a@,٧) a(z,v) 
=(Aw,٧) (Az,v+) 
=(Aw A2,w), 

(A(o),»)=a(cw,») aa@,v a(Aw,»). = 

.A(wc +z)=aAw A٤ فإن عليهو 
 : لدينا .w eH ليكن الاستمرار: ب(

V٧eH,\(Aw ,v)ا=\a@ ,v)ا 

<C \///ا. 

(3) 

 مما يستلزم وجود ثابت موجب ( بحيث :
(Aw,v) 1»ر""ي«-ا" 

veH 

<C/ا 
 مهما كان eH. w إذن التطبيق د خطي ومستمر ويحقق :

,w) (Aw,w)=aw@ VweH, 

>aا]'. 
 الآن نود أن نبين أنه يوجد عنصر ueH يحقق :

(4) -w),V٧eK (Au,٧-u)>f(,٧ 
- 2a ٠ ٠ ٠ ( ٠٠ لنأخذ ة صغيرا بحيث <&<0. إن المتباينة )4( تكافئ : ٠ 

(5) (&f-&Au+u-w,٧-u)<0,VveK 

 مما يستلزم أن : )R +u)u -64u f٥= حيث إن R,:HجK هومؤثر

 الإسقاط العمودي على فنعر.K الآن ى:Kج-K كالآتي :
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K Vve S٧=R(&f-6A٧+v), 
Sا٧\، -wS/٨ @ا/<اA٧)&-(w- -wA(/فمن خواص مؤثر الإسقاط لدينا : ا 

 ومنه يأتي :

 \wA-٧٨ا%&&+)w-٧٠w٨-٧٨4652-ا-اا< ا\٧S-wS]ا
 .ا«-/['cs+ ق2-ا]ك

 C ء ولما كان مجك28<0 فإن +83<1 .0<8=1-26

 وباستخدام مبرهنة النقطة الثابتة )القضية (ا.1 فإنه يوجد عنصر وحيد
 يحقق u ،ىu= ومن ثم يحقق )5( و)4(.

 وباستغلال )3( نصل إلى أن هو الحل الوحيد للمتباينة )1(.

weK 

 R xH a:H انتمرظًا فإنه من السهل التحقق من أن a وعندما يكون

 يعرف ضربا داخليا له نظيم )a@,«( ]nomm) مكافئ للنظيم الأساسي للفضاء

 .H وباستخدام مبرهنة تمثيل ريس فإن، لكل 'He@، يوجد عنصر وحيد
g€H بحيث : 

eH٠ v)=a(g,v),V(6) (م,٧ 

 ومنه فإن )1( تكافئ :

a(g -,٧-u)<0,V٧ eK 07) 

 وهذا يعني أن 8 هي إسقاط u على K بالنسبة للضرب الداخلي الجديد، أي أن
 )(R g= )بالنسبة للضرب الداخلي الجديد(. وبالتالي فإن هو الحل الوحيد

 للمسالة [v-٤٧-e(»إج أو للمسالة [)-٤٠٧-e(»]زج، أي

 a,»(] 2 veK veK) حنيأ2a(g-(v, ، أو ')٧,@-)« (a' ايند. ومنه :

 a6 2 2 veK,٧)-(م,٧){٠ ج}يحu(=i,م(-)u,@ه < ٠ 1 1

 (D.02 وهي العلاقة المطلوبة ذ
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 لازمة 7.2 )وتةئط لاكس - رغليمام(

 ليكن H اضفء هيلبرتيا و a:HxHR كشًلا ثنائي الخطية

 رمتسما وقسريا. عندئذ، لكل 'Heq، يوجد عنصر وحيد eH w بحيث :

eH. a@,v)=(@,»),Vv (8) 

 بالإضافة إىل ذلك، إذا اكن a انتمرظا فإن w تحقق :
1 . 1 ٠})v,6(-)»(aخ})ز٣ ±a(,)-(@,v)- 
2 2 we٨ 

 اربلاهن
 باستخدام المبرهنة 1.2 يتضح وجود عنصر وديح H u€ يحقق :

eH. -u),Vw a(w,»-w)>(@,» 

 نلأذخ +w =٧ «٠ ونم ثم نصل إلى :

eH. a@,v)>(q,v),Vv 

 ولنأذخ الآن +u =٧ .w فنحصل على :

eH. a@,)<(q,»),Vv 

 وبمرااعة )9@ و)01( نحصل على )8(.

 الجزء الباقى من اللازمة هو نتيجة ابمرشة من المبرهنة .1.2

(9) 

(10) 

 3 تطقات
 » ب

 كل الدوال التى نعتبرها ذ الأمثلة اوملاةيل وكتسن ذات قيم حقيقية.

 ااثملل 1

f)علما أن H-'(8) هو الفضاء الثوي اضفللء H'(Q2) تعطى eH-'(8) 
 D(8)). الذي يمثل لامةقص



 193 الفصل :7 مسائل ناقصية خطية

 نود إيجاد دالة )H;(2 eu تحقق :

 ,r@ r& ر5 »٨ ٨ -\%%% ،فز ا
 ,xeI=ao u(»)=0 ا

 حيث )ره( دوال تتمتع بالخاصية :

 إ3٣٥٣٠٠-٠
 2 « لإ
 ,MeG7,0xeه , /كاإa>,ي،k(,a2'ا

(11 

012) 

 "RR. عدد حقيقي و 9 مجال محدود من a>0 و

 نضرب المعادلة )11( ذ )@D»، ونكامل على 29 لنحصل،
 مستعملين الشرط الحدي وصيغة غرين Green للتكامل، على :

E[3 @)(ه,مر(ga [-سه f@@e4. 
iNة ox, ox, ة 

(13) 

(14) 

 تسمى المعادلة )31( الصيغة التغيراتية )ofmm) lanoitairaV أو الصيغة الضعيفة

 )akeW (ofm للمعادلة )11(. ولما كان )D@9 كثيفا ف )H{)2 يمكن صياغة

 المسألة (11 كالآتي: أوجد )(Heu بحيث :

 E[5 )(لافر»,ه(@y ء .('Hبه-(٠٨,٧٧
 ,6x& ,x ة=7ة

 مبرهنة 1.3 )وجود ووحدانية(

 إذا كانت )('-eH f وكانت الدوال )رa( تحقق )21( فإن للمسألة
 H;() .we (حلا(11

 البرهان
 نعزف الشكل الثنائي الخطية الآتي ،

 =4,v .('E[8 n«,»» )«@@ر@,هtr ه
i3=ة x, &r, 
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 كما نأخذ الشكل الخطي التالي:

H}(). F6)=(f,v),Vve 
 وحيث إن )eL(0 ,a فإنه يوجد M 0< يحقق اa,(r)<M ، وذلك لكل

 ,٨ .... iز=1,2,٠ ولكل + تقريباً على .29 ومنه فإن :

 ،ث±].ا#غ«.» »٠٠
 -»«\"ا«l/«د

 وهوما يثبت أن a شكل ثنائي الخطية محدود.
 لدينا أيضاً :

 ا,,kا- 0t,u) = %%٠ يجن-إل٤-٠+

>a]/،f" عة =eإا 
20 

 وهوما يبين أن a شكل قسري.
 (){H. تجدر الإاشرة هنا إلى أننا استعملنا النظيم المكافئ على الفضاء

 F الآن نبين أن F. .دومحدs() لدينا : إ«ًا #,اا
 وباستعمال توطئة لاكس- ميلغرام فإنه يوجد )H}(9 eu وحيد يحقق )41(

 ٧.H}(2) e D لكل

 تعريف 2.3 )الحل الضعيف(

 تسمى المسألة )11( بمسألة حدية، ويسمى الشرط الحدي w=0 على
DiiHchletج2 )حافة (9 بشرط ديرتلش .ة 

 تسمى الدالة )({H ew التي تحقق )41( الحل الضعيف للمسألة )11(.

 ' لوجان ديرتلش )5081- (1859 رياضي ألماني.
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 ملاحظة

 u كما يمكن للدالة f. نحصل)eL على نفس النتيجة إذا كانت )2؟

 أن تكون ملساء إذا انتمت f والمعاملات ),a( إلى فضاءات سوبولاف ذات رتب
 عالية. قارن هذه النتيجة بما جاء2 المبرهنة 1.3 من الفصل السادس.

 مثال 2

 ليكن ؟ مجالا محدودا من "R ، نبحث عن )('H eu تحقق المسألة

 الحدية :

٥ ٨ oux اترغ-ا،,o%" ا+ r8.«eo-»، 6 اr@7، r, 
&u 

 6nR,0=- on ا
 6n ا

 حيث تحقق f و)ر»( ورشط المسألة )11(. بالإضافة إلى ذلك نفترض أن :

(15) 

aeL@) a(x)>8>0تقريباً لكل و e9 .x 
، ou .، حيث يمثل المشتق ٠ ء، ء، ٠ Nemunma هذه المسألة تسمى مسألة نيومان 

3n 
 الناىمظ u على الحافة .a يسمى الشرط "؟0 على a رشط نيومان.

3n - 
 لنفرض أن ؟ ذات حدود ملساء بكفاية )يكفي أن تكون من الصنف

 'C(، ولتكن )؟@Ce». بضرب المعادلة )51(ذ @ والمكاملة على 29 نحصل

 على :
 [ ,r& ,r =74/ة )%٧= #'we»ه,ةg&) )م(إ@ر»,و٤ا] ٦ ء

(16) 

 وما كان )(C كثيفا ذ )؟('H فإن )61( تبقى صحيحة، لكل

eH(2؟) ٧ 

 " فون نيومان )2381- (1925 رياضي ألماني.
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Vve H'(2), 
 /ةF4, 6r 6r ! /{ )ما{%ع%ر,ه٤ .٧,k's-}4«0ه, ٤ ٦

 ر71(

 تعريف 3.3 )الحل الضعيف(

 تسمى )71( الصياغة الضعيفة أو التغيراتية للمسألة )51(. كما تسمى

 الدالة u الحل الضعيف للمسألة )51(.

 مبرهنة 4.3 )وجود ووحدانية(

 ليكن ؟ مجالاً ذا حدود ملساء من "#. نفرض أن )('-eH f وأن 4
 )ر( تحقق الشروط المذكورة أعلاه. عندئذ يكون للمسألة )51( حل ضعيف

 وحيد )Heu')2 يحقق )71(.

 البرهان
 H'(2). نعرف الشكل الثنائي الخطية على

٤ o(v)x otu'x ] ه,»[/لإ,٤"""+wso«,a»ا'# &xة/ or =J4, ] 
 وما كان )2؟(L e ,4,مa فإنه يوجد ثابت موجب C بحيث :

 ٠6-4٠«٠ _ مها _2٤0ه
 -»«\ار,llC د >

 وهوما يثبت أن a شكل ثنائي الخطية محدود. كما أن :

 a(,u)>a[/u هv]ة+8
2n 20 

 +»)4ع,a< أ(١٠
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 حيث )٨a=P,a@nim. وهو ما يثبت أن a شكل قسري. أما التطبيق
 )٧,F@(=f) فقد بيئا سابقاً أنه خطي ومحدود.

 وباستعمال توطئة لاكس- ميلغرام، يتبين وجود )2؟(Hew وحيد يحقق

 )71(. وهو الحل الضعيف المطلوب.ت

 ملاحظة

 لو اعتبرنا المسألة )51( بشرط ديرتلش، بدل رشط نيومن فإننا نحصل

 على حل وحيد دون ارتشاط محدودية 2؟ ولا ملوسة حدودها.
 يمكن أيضاً حل المسألة )l1(ذ مجال 9 محدود باتجاه واحد وذلك لأن

 متباينة بوانكاريه Poincrae ' صالحة للتطبيق ذ هذه الحالة.

 مثال 3

 نعتبر ة الفضاء )؟(;H، حيث 2؟ مجال محدود من "RI، المجموعة
9}. K={veH}(2):v(3)>0,ae.xe 

 نود إيجاد حل للمتراجعة التغيراتية :
-u)>f(,٧-u),٧٧eK (-A,٧ (18) 

 f. حيث)'-٤H )2؟

 مبرهنة 5.3

 ueK. للمسألة )81( حل وحيد

 بالإضافة إلى ذلك فإن يحقق :

 2a 2a لإjM»¢١ة-٧٠\-٢{]Mv@+١'ة-٧٠١{٠
 )ر91(

 'هنري بوانكريه )4581- (1912 رياضي فرنسي.



 الفصل :7 مسائل ناقصية خطية 198

 البرهان
 الشكل التغيراتي للمتراجعة )81( هو :

020) [Vu(r).(VwGx)-Vu(x))rd>(f,٧-u),VveK. 
2n 

 لنعتبر الشكل الثنائي الخطية :

. (rxلا [Vu(r)Vv a@,v)= 
2n 

 من الواضح أن:

a@,<1 a,»رءا# 
««,)=[/() =٣]} 

20 

 )F@)=f ( شكل مستمر وقسري. أما الشكل الخطي a وهوما يبين أن
 فقد سبق ورأينا أنه مستمر.

 ليكن eK .٧,٦ من السهل رؤةي )الرمز".e.a"يعني تقريبا حيثما كان"(

a.e.xe£2 (x)>0, ٧(x)+(1-tM t 
 أي أن )29(He )٤-1(+٦ ٠t ومنه نستنتج أن K مجموعة محدبة.

 لتكن ).v( متتالية من &. إنها من )({H. وإذا كانت ]iv,=٧ فإن

)(He٧ ذلك لأن، H() مغلق. وما كان v,()>0 0<(), فإن [iv 

 وذلك تقريبا لكل (x). ae.xe29 إذن .٧eK ومنه فإن K مجموعة محدبة

 ومغلقة.

 باستخدام مبرهنة ستانباكيا نستنتج وجود عنصر وحيد weK يحقق
 D.(18) (20 وكذلك )91(. ومن ثم فهو حل ضعيف للمتراجعة(
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 mmuنPinncipe Mxa أ4 مبدأ الأعظمية

 نتناول ذ هذا البند موضوع تطبيق مبدأ الأعظمية على حلول بعض المسائل
 الناقصية.

 مبرهنة 1.4

 لتكن )@Leرa دوال تحقق الشرط القسري )21(، ولتكن
 )eL(2. f إذا كانت )@H'(2)nC eu تحقق :

 a ر&,ro -٥ةا :=٠٧٠ ي٨ ا، ؟ ي ،$ي

 فإن )حيث يرمز P لحافة (9 :

supf\. , v \<u(+)smxa'/اsp f iجf ه iجf imم/ 
r n ٢ o 

021 

022 

 البرهان
 لإثبات النتيجة نستعمل طريقة البتر Tnurcation لستانباكيا. ولهذا الغرض

 بحيث: )R('CeG نعتبردالة
،(G'(s)ا <M,Vse M • 

' G متزايدة )تماماً( على (0,+a) ، 

 Vs<0 ، .G(s)=0 ه

 الآن نبدأ بالبرهان على المتباينة اليمنى ذ )22(. نضع :

sypf\. w, k=max/sup 

 إذا كانت +=k فالمتباينة محققة. أما إذا كان +<k فنعرف الدالة

 )G(-k w= ونميز بين الحالتين:



 الفصل :7 مسائل ناقصية خطية 200

 الحالة الأولى : قياس 9 محدود، أى +<ا£ا.

 ذ هذه الحالة، من السهل التحقق من أن )H'(2 e « وأن
(x)=0,VxeT. w 

 ومنه فإن )(,eH. w نعوض بهذه الدالة ذ)12( لنحصل على :

G@-8 G@-h=[C-8 e@-A+f«-8 ا3 ,م [F؟ 
 ة ة ,or ,ro =اة

 والتي تعطي بدورها :

023) 

[ (-hG@-8=-]Ea,"% 3 e@-H+[0-hG@-hs0. 
r&,xo, ة ة 

 : ولكن

(24) [(-k)G@-h)= [ (-k)G@-k)s0 
2n o 

 حيث إن :

 .u-k>0{= ex}:9 2ى

 وباستعمال تزايد G على )o+,0( فإننا نحصل على :

(-k)G@-h)>0. [ 025) 
ot 

 وبمراعاة )42( و )52( نصل إلى : (-k)G@-k)=0 [. وهو ما يستلزم أن

 قياس "٥3 منعدم. ومن ثم فإن :

u-k<0 a.e.xe 9 

 أي

w(r)-k<0, a.e.xe 2£ 

 وما كان )@Ceu فإن ،
u(r) <k, Vxe29. 
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 الحالة الثانية : قياس 29 غير محدود، أى +o = ا£ا.

 ذ هذه الحالة يكون H>0 وذلك لأن :

ae.xe9. fsk, .feL@)و 

 ليكن k'>k>0 ولنأخذ )k-u(G=w . إذن )2؟('Hew، وذلك لأن :
G(-k')-G(-k') w= 

L(2), =uG()e 

8»_e@ ،و@" r@o). -= [٤- G 

&r 6x 
 لدينا أيضاً :

T. =0,Vxe w(x) 

 ومنه فإن )H(2 ew٠ نستعمل، كما سبق، w ذ )12( لنصل إلى )320.

 وبإعادة كل الخطوات السابقة نحصل على :

Vxe29. w(x)<k', 

 ولما كان k'>k عددا كيفيا فإن :

Vxe29. w()<k, 

 وللحصول على المتباينة اليسرى من )12( نعوض w بالدالة -= w ونعيد

 كل الخطوات السابقة لنحصل على :

 >)mxa/sup w ,« م-( ه(\
r 20 

 inf , u D.u()>min{inf اهذو{ يؤدي بدوره إلى ٠
 ه ة • 2٥ ٢

 لازمة 2.4

 لتكن )Lef)2 و )؟(Lea تحقق رشط القسرية. نفرض أن
 )2('Heu)(Cn تحقق العلاقة )12(. عندئذ:
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 أ( إذا كان >0 على F و علىf>0 «9 فإن w>0 على .29

 وبالإضافة إلى ذلك {l اد,l#ا/xam < ,ا#، ولدينا :

 ب( إذا كانت f 0= على ٩ فإن ,ا#ا< ر,ا،

 ( إذا كانت w 0= على D فإن ,ا ا< ر,ا/ا.

 مبرهنة 3.4

 نفرض أن )ر@( و كماf 2 المبرهنة .1.4 إذا كانت )Heu')2 تحقق :

[(u٧+u)=[f H'@), Vve 
2n 20 

 فإن :

inf f <u()<supf, a.e.xe29. 
2n 20 

 البرهان
 D.1.4 تعاد خطوات إثبات المبرهنة

 5 تمارين
 1 تمرين

 : المسألة تعطى

a(+)-f(»), 0<x<1(+)(-إ)م( +٩v)(P)ء(( 
w(0)=u(1)=0 ا[ 

 )1,0(-1. ،مI)'ec),وce( eL(9)7(,/ حيث
 أوجد ورشطًا على الدالتين P و و لكي تقبل المسألة )P( حلاً وحيداً.



 203 الفصل :7 مسائل ناقصية خطية

 تمرين 2

 أ( بين أ :

H١-{و»٢«أ 
 تعرف نظيماً مكافئاً للنظيم المعتاد للفضاء )I( مW٨)I(%W حيث

-(0,1) ٠I 
 ب( برهن أن للمسألة

0<٤<1 [("(»)-٤)٢), 
{u(0)=u(1)-0 
 (0)-١(1)-0 '/ا

 ٢، eI(I) إذا كان ueH(1)H}(I) حلاً وحيداً

 تمرين 3
 ليكن 29 مجالاً محدوداً منتظماً من "RM. نعرف

 'ا)ء(4٢] عه
• 20 ,2 = inf = . 

 "ا- ')٤(\] ة
20 

 أ( بين أن >0 .٨

 ب( لتكن )2؟(Lef، أثبت أنه إذا كان c>-٨ فإن للمسألة :

i٨ [1-4+e-٢٠ 
&2 on u=0, 

 wH}(o). حلا وحيداً
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 تمرين 4
 لتكن )"R(Leي، وليكن )"e ةH2(R حلاً للمسألة

xeR" [1-A(»)=f(٤), 
 »(«)-0 ±. أ

 أثبت أن هذا الحل وحيد.

 تمرين 5
 ليكن مجالاً محدوداً وأملس من"R و )د(Lef. بين أن

 للمسألة :

,[ ٨%=f, in 9 
on c2n [0د=٨, 

 حلاً وحيداً.

 تمرين 6

 نفرض أن الدالة )o('Hew(cn)6 تحقق :

٧٠ ٠(١-wغ.[%%ي٠ه,»-/,٨ 
 م.-ب،،.ثمة.ه،

 بين أن :

 ,xe0 مإنعmar{sp im>(w)»>مع±،اi,، .{'م»,،
a a 0 a d n 

 تمرين 7

 تعطى )؟(Lef، حيث 9 مجال محدود وأملس من "M. ليكن
 )o(2He حلاً للمسألة :
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Au=f, in 9- ا 
p a 2 ,٥_3 ه)({ 

6n ا 
 أ( بين أن :

[f ()rd -0. 
2٨ 

 ب( أثبت من خلال مثال أنه إذا كانت العلاقة الأخيرة غير محققة
 (P). للمسألة (@)°ueH فإنه لا يوجد حل

 تمرين 8
 تعطى )RR(Lef، وليكن )H°(R eu حلاً للمسألة ٠

 .Rex ,)٢(fد)ج("-
 0م

 rd .[f(+) 0= بين أن

 تمرين 9

 ضنفر)H'(o)cءu أن )؟ 4e يحقق){H لكل )؟

i٤،يل;يجب٠ا٤يا2%٠-ا٠٣-١٠٨ 
 حيث إن )ر4( و b ثوابت تحقق :

Fa,€6,±a7 .0>a,Re¢كإ/, 
 ة,ز=1

 إذا كان ؟ مجالاً محدوداً من"RR و )o(Le ي، أثبت أن :

.\fمبه.، باداته r'\s«(+)s ،,iجf mi»{inf vxe0, 
2na 20 20a 0 
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