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 الفصل الثامن

 مسائل ناقصية غير خطية
 نتناول & هذا الفصل بعض المسائل الناقصية غير الخطية ويعض

 طرق حلها. وة هذا الإطارسوف نتطرق إلى المؤثرات الرتيبة غير المحدودة

 وكذلك إلى طريقة التراص.

 Monotonoeie طريقة الرتابة [-
 كل الفضاءات البناخية المعتبرة 2 هذا الفصل فضاءات انعكاسية

 )evixelfer( حتى إن لم نشر إلى ذلك صراحة.
 تعريف 1.1 )المؤثر الرتيب(

 ليكن ءفضا7 بناخيا، و'7فضاءه الثوي. نقول إن المؤثر
 '٧ج ٨:٧ رتيب إذا كان :
u-٧)>0, (A(u)-A(), w,veV, ٧ 

 ونقول إن د رتيب تماماً إذا حقق :
=٧ u u-٧)>0,٧ (A()-A(), 

 تعريف 2.1 )نصف الاستمرار(

 ليكن افضاء بناخيا و '٧ج A:٧ مؤثرا. نقول إن نصف

 مستمر )suounitnocimeh( إذا كانت الدالة :
RMجR 

w) +v), ٨»H(A(w 

 w,٧,w. ةمستمرe مهما كان ٧
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 تعريف 3.1 )الحدودية(

 ليكن ا فضاء بناخيا.

 نقول إن المؤثر '٧ A:٧ محدود إذا كانت )S(A محدودة ذ '٧
 cy .S لكل مجموعة محدودة

 تعريف 4.1 )شبه الرتابة(

 ليكن ا فضاء بناخيا إنعكاسيا.

 نقول إن المؤثر 'إ« A:٧ شبه رتيب )enotonom-oduesp( إذا كان

 محدودا وكان يحقق الآتي:

u,-u)<0 , (A@,) sup lim , inV " u, 
 تستلزم )1(

(A(ر),,-)>(A(),u-). inf lim ٩٧eY, 

 مبرهنة 5.1

 ليكن افضاء بناخيا و 'لآ٧:A مؤثرا. إذا كان A محدودا

 ونصف مستمر ورتيبا فإن شبه رتيب.

 البرهان
 بما أن « محدود يبقى أن نحقق الخاصية )1(. لنفرض أن )ر(

 متتالية من اتحقق ،,«u وأن u)50. sup(A(,),u, lim- باستعمال

 رتابة المؤثر A نحصل على :

(A(,),,-u)=(A(),u,-u),/0. 
 إذن :

lim inf(A @,),u, -u)>0 

 : إلى يؤدي مما
0slim inf (A4@,),,-u)<lim sup(A@,),u,-u)s0. 
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 ومنه :

 (02 لإA)u. i(-0-,.)ر(

 لدينا: .w =٥ لا1-0(+ نضع.0<0<1وveY ليكن
(A(ر)- A(w),u,-w)>0 

 : على نحصل « قيمة عن وبالتعويض
0(A(u,),-v)>-(A(u,),u,-u)+(A(w),u,-u)+0(4A(w),u-v) 

 : إلى نصل )2( وباستعمال
0 1im inf (4A(ر),u-٧)>0 (A@),u-٧). 

 ومنه :

lim inf (A(,),u-»)>(A(),u-٧). 

 أن بد فلا ر,)ر(A( -٧)-(A(ر),A)+(u- )٧-u,)ر(u, : إن وحيث

 : يكون
(A(ر),u-٧) inf (A(ر),u,-v)>lim inf lim 

(A(w),u-v). > 

 وباستعمال خاصية نصف الاستمرار وجعل 0 يؤول إلى الصفرفإن « يؤول

 إلى .u ومنه :

٧ veV, lim inf (A(u,),u,-v)>(A(),u-٧). 

D.رتيب شبه A أن يثبت وهوما 

 ملاحظة

 احذر من استنتاج شبه الرتابة من الرتابة مباشرة دون التحقق من

 محدودية المؤثر وكذلك من نصف استمراره. فخاصية الرتابة ليست أوقى ولا

 أفعض من خاصية شبه الرتابة. ولمزيد من المعلومات نحيل القارئ إلى المرجعين

 إلى [91]، [02]
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 توطئة 6.1

 ليكن "R "IR:P مؤثرا مستمرا يحقق :

 R", (P5),5)>0,74e م=ا5ا
 p. من ألج عدد حقيقي موجب

 RR" عندئذ يوجد ،4م)P. م<ا&ا يحقق eج,)=0

 البرهان

(3) 

 لنعرف المجموعة المتراصة والمحدبة :

 ٤e}-R" K : اgاsم{

 ولنفرض أن :

P(0#(٧٤ .يeK, 

 إن الدالة المعرفة من ٨ إلى K والمعطاة ب :
 )54Rم. ،بري
 د

P@6) 
 مستمرة. وباستخدام مبرهنة النقطة الثابتة لبراور ،Boruwer نحصل على

 ي=K يحقق ة=lمlيأ-.نم الواضح أن م= ا5ا وأن -- )ت$(Pم .

(P(ي),45)--م/P()<0. 
 eK& وهوما يناقض )3(. ومن ثم فإنه يوجد بحيث)D.P =0 )ج

 مبرهنة 7.1

 ليكن 7 فضاء بناخيا انعكاسيا وقابلا للفصل. لنفرض أن المؤثر

 '٧ج A:٧ يحقق ما يلي:

 أ( A رتيب، محدود، ونصف مستمر.

 'لويتزن براور1881- (1966 رياضي هولندي.
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A(v),v كا عندما" +-ا"++ .Mب 
٦ 

 ()f .A= بحيث أن weY يوجد ،ئذعندfe، لكل '٧

 فضلا عن ذلك، إذا كان ٨ رتيباً تماماً فإن العنصر w وحيد.

 البرهان
 {...,e,e,,e} بما أن ا فضاء قابل للفصل فإنه يوجد أاسس قابل للعد

 كثيف ة ا.لنعرف الفضاء ,,ا المنتهي البعد والمولد بمجموعة المتجهات
،{e,e,....e.} أي أن {e,,e,,....e.} =span .٧, 

 لنبحث عن دالة ,e7 ,w تحقق :

(4) (A@,),e,)-(f,e,),1,2,ز-٠٠m 

 ولإيجاد ,ء ر5{-.»، نعزف المؤثر

P:IR"ر 
P)ي -(65ر,0 .. ا),5, )ي 

 يلي: كما

P5)((A()-f٠e),(A(٠)-f,e),,(A@.)-ي,e.))٠ 
 : لدينا

P6)-P@)-}(R,٠n٠5٠5٠٠.,51-R@,٠0,n,٠7,5...5د.)) 

 والمركبة ذات الدليل k لهذه العبارة هي :

 أ٠د4،٠+&ب، وإثر
 أ٠-»- بء»زن+ءزمإز-

 "يسمى أايحان هذا الشرط شرط "القسرية".
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 {دء،,٨6ري، م44 ء؟، .لإ٨ ير مإ2-
-٤/A6,+5e)-A@, +ne,)e) 

i=ا 

 حث وضنا ء52، ءلأ-+
 ليكن .€>0 نعلم أن د نصف مستمر، ومن ثم يوجد a>0 بحيث

 يؤدي افتراض اm/<a-5 إلى :
· £ +n,e),e,)4+ >ا,e,)-A(٧, /(A(٧ Vi=1,٠.٠,n, 

n 

 )لأن ا-m/<a يؤدي إلى .(اn,/<a-,5 ومنه :

Y/46%+5e)-٨6٧+»e١)<e 

 وهذا يعني استمرار المركبة ذات الدليل الكيفي لP. k ومنه استمرار

.P 

 بالإضافة إلى ذلك فإن الشرط ب( يستلزم، لكل ،a>0 وجود م>0

 بحيث :

 >م/w)>a,(@A) اا ,٧ ا
 وباختيار ,ا] a>اf فإنه يوجد م>0 يحقق:

 ,0> ا ,fًا- ,ا/a>)u,f-)(A( ,8>ا/ ٧
 A@,)=f. بحيث ,e7, w وباستخدام التوطئة 6.1 يتضح وجود

 ولكن )4( تعطي :

m=1,2,٧ ..٠ (A(u.),u.)=(f,u,), 
 ومنه فإن :

 راي ا{ء".)e(A/ا
 ١ ,/.ا

(5) 
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 مما يستلزم <C ااا بمراعاة الشرط ب(.
 ولما كان ٨ مؤثرا محدودا فإن :

sCاا ,).(A, 2,1=m٧,٠٠. 
 وبما أن Y انعكاسي توجد متتالية جزئية )ر( بحيث :

»ue٧, wر 

A(ر)-٧e٧'. 
 وباستخدام )4( فإن :

 (,e,ي)-(,A(),e) k٠ز-٠٠٠,61,2,
 وحينما نثبت ز ونأذخ k-+o نحصل على :

 ,٧ز-٠٠,e( 1,2,ي(-)رe,س(

 ومنه فإن ز= .٣
 كما أن العلاقة )4( تستلزم :

(),)=(f,٤)-f(,) (A 
 وبالتالي فإن :

him (A(ح),u,)=f( ,u) 
oر-} 

 أو
Jim (A (٣)-(,(ء.) (6) 

 ولإتمام البرهان نستخدم رتابة A٨ للحصول على :
٤)>0,Vve٧ w٧- (A(٤)-A(), 

 ومنه :

 u (A,(@A)-(v,(٤)A)-(u,(ح) 0<(٧- .
 وبأذخ النهاية +-k واستعمال )6( نصل إلى

A(),u)-(س)-(u,ر) -0>)٧. 
 ومن ثم لدينا :
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(7) (٣-٨(),u-٧)>0,Vve٧ 
 نأذخ «=٨w-u (7)2 حيث weY و >0 لنحصل على :

 ,w)>0 -٨(-٨),Vwe٧٠ رس(٨

 ولذا :

VweV,٨>0. -A(-),w)>0, (٣ 
 وبجعل 20 وباستعمال خاصية نصف الاستمرار للمؤثر A نحصل على

)8( Vweس-٧٠) A(),w)>0, 
 وبأذخ + =٦ 2٧ )7( وإعادة الخطوات السابقة نصل إلى :

)9( Vweر٣-٨(),٧٠) w)<0, 
 وبدمج )8( و)9@ يكون لدينا :

Vwe٧٠ -A(),w)=0, (٣ 
 وعليه فإن '٧ef=٣=)(A. وهذا ينهي البرهان.ت

 8.1 تطبيق
 ليكن 29 مجالاً محدودا من "I ذا حدود ملساء. نود إيجاد حل

 "ضعيف' سمللأةل :

 6,r -٨ ,r 6r,61 ه،.٨إ3 /ا/إي »ا (10)

 ,an Fno= ,0د ن\ا

 حيث +<p<1 و ))(w(د)@'ا-٣ef علما أن .ام"د1

 ولتحقق من شروط البرهنة ،7.1 تتبر الننا، أانببنيخ
 )2(مW Y= مزودا بالنظيم :
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 . e٧ ازا=ا٢v/ا,ر٧٧
 أوًلا : محدودية المؤثر .٨

 لكل ،٧eY,u لدينا :

 ,or,&x-i ,x١6 ة # يالإ-ا٠»»٤ا

 إوا جإيء
a66x, m- E/,x 

 وباستعمال متباينة هولدر H6lder نصل إلى :

 ,اw٧ا"-,fاaV/C <ا)٧,a(4 /ا

<CاvaK-"ا٧ا,٠ 
 وهذا يستلزم أن :

 [lc<.)(٨ا "
 وهوما يؤدي إلى محدودية مؤثر .٨

 ثانياً: الرتابة.

 لكل /u,e٦، لدينا :

 ,r, ,x,] E/r, @,//l&.r@ @ا٦7 @r e٤+ //لإ/٤/5 يي /يايي--٠٠-١

 وباستعمال المتباينة البسيطة التالية )أاهتبث( :

(11 ,٧a,8eR 8)(a-8)20 (a/'a-٧/ 
 نحصل على •

-٧)>0. (A()-A(),u 
 وهوما يثبت أن A مؤثر رتيب.
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 ثالثاً: القسنرية.

 ليكن .٧e7 لدينا :

 «4e -ن٤ إ٤.
 وهذا يؤدي إلى •

 (A().y} ،ر-
 ا« +o ا3ا\ أ&«]

 لأن .p>1 ومنه فالمؤثر ٨ قسري.

 رابعاً: نصف الاستمرار

 ليكن w. w,e٧,٧ نعرف :

+٨8 a@ ±M) @٨« o-6/٥٥+٥٧ر,٦ = ] ي ««،-رV =ا--١- ، 
&rة or, -i, &x, 

 لإثبات أن A نصف مستمر يكفي أن نبين أن IRR g: دالة مستمرة.

 ولهذا الغرض نأذخ متتالية )ر( من N بحيث أن ا«ا ونكتب :

 ا-ا= ]رج e اءر"ة4,0a+ @٤ر-،»

 مما:صدء".أ •• أ،ء باسداء،
p-2 p,-2 

54+4٤٧)6 +4)" 34 6w +8) 5"( +6)" ,34 ، ، ،، 

&r, 6r, &r, &r, &r, &x, 

 i=1,2,...,n. ولكل xe9، وذلك لكل

 يوجد ثابت m>0 بحيث ا٤ا<m لكل k لأن)( متقاربة. ومن ثم :

 د(د(،دأlدأ ،دأ إ/ج"ج.ي;اي ببم «ا»

&r, @/r, 6/r, 6/r, &/r, &/r,] 
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 ولما كان الطرف الأيمن 2 )21( دالة من الفضاء )L)2 فإنه
 يمكننا الآن تطبيق مبرهنة لوبيغ )التقارب المسقوف. ومنه نحصل على

 )(g«)٤(8. وهوما يثبت أن g دالة مستمرة. وبالتالي فإن المؤثر ٨ نصف
 مستمر.

 وبتطبيق المبرهنة نصل7.1 إلى أن سمللأةل )01( حلا ضعيفا
() .aeWم 

 الوحدانية: هي نتيجة مباشرة من )l1( حيث أن المساواة ذ هذه المتباينة لا

 b .a= تتحقق إلا إذا كان

 لنتطرق الآن إلى طريقة مختلفة تؤدي فيها رتابة المؤثر دوراً أاسيسًا. ولهذا

 الغرض دبنأ بتوطئة مهمة.
 توطئة 9.1

 a>0 >0, :C دالة مستمرة تحقق، لثابتين R" :R1" A لتكن

 "RM '4,5٧ ,ا5-ك٤\C<)"٤(٨-)٤(٨ا٠
 ب( eR 7٤,٤ ,٤-\a>)اي-٤(٠6)١"٤(٨-)5(٨(٠

 عندئذ، فإنه لكل "I، eb يوجد حل وحيد للجملة )النظام( :
=b. A(ي) (13) 

 البرهان

 من الواضح أن )31( تكافئ الجملة :

 Vi=1,2,...,n ,ج= +eb )ي(Ae-ك4
 حيث ع>0 عدد سوف يختار اختيارا مناسبا. لنعتبرالمتتالية التكرارية

 م_)عاي( العرفة كما يلي: "R ء"ي كيفي معطى و
 .be+))»ي(Ae - )عاي «@ي
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 لدينا :

 .))"-»ي٨-))اA(ء-ا-عاي- )عاي= )ي-"عاي )41(

 وباعتبار النظيم الإقليدي للمتجه )عاي-"""ي وباستعمال )41( نصل إلى:

 )" »ي- ")).(يا٨ ٨ -)ا٤٨(e2. " عاي- ا«اا "»ي - "ايا
2 ")٠ A«- +eاA(£')- 

 باستخدام الشرطين أ( وب( من التوطئة يأيت :
 "/٠ عاي-ع»ي )ec-0> ea2+ ي-""عاي 2 2

 نختار الآن موجبا بحيث يكون .k2=1-2e+eC4<1 ومن ثم فإن :
sk1, ا"-عا٤-)"ي اي»"-ياع)ا<k. 

 وتصبح المتتالية ))"تي( متقاربة نحو نهاية )نرمز لها ب &( تحقق :

 ي= eb + )ي(Ae-ي

 b=(ي)A. يأ:

 لإثبات الوحدانية، هب أن & و 'ي حلان. عندئذ )اي(A-)ت٤(٨=0.

 وهذا يستلزم :

 .اي-a\6>)اي-٤(٠)١"٤(٨-)٤(٨(-0
 منهو.D فإن 'تي= ٤

 نفرض الآن، بالإضافة إلى شرطي التوطئة، أن .A(0)=0 لاحظ أن
 اهذ)4A شرط تقني محض لأنه محقق دوما ولو اقتضى الأمر استبدال )ي

 بالقيمة )A)0-)ت&(A. تحت هذه الشروط نود إيجاد حل سمللأةل

9ni, i (A@a)-fا-ه٠, 
u=0, on&£5. 

(15) 
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 مبرهنة 10.1

 eH-'() .f ى، ولتكنR" ليكن 9 مجالاً محدوداً من
 عندئذ يكون سمللأةل )51( حل ضعيف وحيد )H;(29 eu يحقق :

(16) .)(}He٧٧-)٧٠(, [4(u)٧٧ 
20 

 البرهان
 دبنلأ بإثبات الوحدانية. نفرض أن سمللأةل حلين )H}(9. e ,u,,u لدينا

 عندئذ :

[[A(u,)-A(u,)]6٧ -0,٧٧e H@). 
20 

 : إلى نصل « ,u-,u= وبأذخ

0=[[A(٧)-٨(u,)].(٧٠-vu,)>a[/-v,/. 
2n 20 

 ومنه فإن ,w,-u 0= لأن )2؟(,u,-u. eوH وهذا ما يثبت وحدانية الحل 2

 حال وجوده.
 الآن نتناول قضية الوجود. ولهذا الغرض ربتعنأاساس قابلا للعد
 { .. و«,,٠ .. }w,٦,٠ للفضاء )H)29 متعامدا ومتجانسا بالنسبة للضرب

 الداخلي ة )(L ، ونعرف الفضاءات ذات الأبعاد المنتهية :
=1,2,3,... m {w,,»,,٠..,»,} =Span Y, 

 ونبحث عن حل ,«,e2-.، سمللأةل التقريبية :

(17 7e,٠٧٠/٧-,٧(, [A()7٧٧ 
20 

 التي تكافئ :
(18) [4(u,)Vw, -(f٠w,), 1,2,٧ز-٠٠٠٠m٠ 

20 

 من ألج ذلك نعرف "R :R" B كالآتي : ),B=)8,...,8 حيث
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 «٦١-١+)أ+غزا؟(«إ-ا6ة
 ونضع ),«,f(= رط. ومن ثم ترذ المسأةل )81( إلى إيجاد حل للجملة

B,(c)=b1,٠= .m..(19) ز,ر 

 نلاحف أن الشرط A(0)=0 يؤدي إلى ،B(0)=0 كما أن الشرط أ(

 B يحقق الشرط ذاته. تنلأدك من أن B التوطئة (9.1 يستلزم أن( A للدالة

 يحقق الشرط ب( أاضي. لدينا :
(B(٤)-8(٤-$).(('٤) 

-2/5,(5١- 5,(٤١/5,-5) 

 ٤1 ٧٠٤ إ)+وتز(و -{,+وزت؟أو ير
 ولذلك، وباستعمال متباينة بوانكريه والشرط أ( على ،٨ نحصل على :

 )اي-$(.))'٤(8-)5( (8

 أ+ء «ات٤+ / م٤0( { ممزع م٢-
 ًأ«ء إ٤ا0مه
>A\٤-ي/. 

 حيث 8 ثابت، علما أن المساواة الأخيرة ناتجة عن تعامد وتجانس

 الأساس { .. ٠}w٠«,,٠٠.,٠ وبالتالي فإن B يحقق الشرط ب( للتوطئة .9.1
 وباستخدام نفس التوطئة يتبين وجود حل وحيد "R ec بحيث تكون
 )71( محققة. وبأذخ ,u= ,« 2 العلاقة )71( واستخدام الشرطين أ( وب(،

 والفرضية ،A(0)=0 نحصل على :
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 /64.ا٨ ي,ا/٠.٠72.>lC(A ]< ,ا.w%ا»
20 

 حيث C ثابت. ومنه نصل إلى :
c ر٠m=1,2,٠٠ s-ا/l,٧ /Vا٨جر c 

 أي أن متتالية الحلول التقريبية )( محدودة ث الفضاء )2؟({H. ومنه توجد

 متتالية جزئية )نرمز لها أاضي ),(( ضعيفة التقارب ذ)H{)9، وهو ما

 نرمز إليه ب :

H}(). »u w, 
 cL(2)(؟2){H (embedding) ولماكان 2٥ مجالا محدودا فإن الغمس

 متراص، ومن ثم يمكننا استخراج متتالية جزئية )نرمز لها أضيًا ب ),((
 بحيث :

L(2). -u ,u m 

 وهذا يؤدي مرة أرخى إلى وجود متتالية جزئية )نرمز لها مرة أرخى ب )((
 بحيث :

wي,»u a.e.xe29. 

 ليكن )({Hev، ولتكن )ج( متتالية من ,V تحقق الآتي:

v,-٧eH;() 

 و
xe2S a.e. Vv,جVv, 

 وهذا ممكن، ولو اقتضى الأمر استخراج متتالية جزئية. وباستخدام )71(

 نحصل على •
).w-.٨(٧٧-)٧(٧]] ]-)٧-٠(٧٠[)-٧٧(٨-)-٠٧(٨ 

2n 20 

٠(٧-u,ي)= 
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 وباستغلال خاصية الرتابة ب( للدالة 4A نجد :

(19) =1,2,٠. m٨] ,)٠(Vv,)7(v.-u.)>/,٧.-u٧ 
20 

 وبأذخ النهاية )91( نحصل على :

020) ٧٧eH@) ,»-), [٨(٧٧)٧(»-)>f 
20 

 كما أن وضع ،v=٦+t حيث « كيفي ة )2؟('H و ا عدد حقيقي،
 يجعلنا نستنتج من )02( العلاقة :

eH}(). Vw ,), >f( +)٩w (u [٨ 
20 

 وباستخدام استمرار د وجعل ا يؤول إلى الصفر يكون لدينا :
021 eH@). ٧w >f/,), [٨()Vw 

20 

 : على نحصل ذ)12( «ب وبتعويض
022) [A()Vw sf(,»), VweH;0). 

20 

 وهكذا ينتج من العلاقتين 021 و)220 •
٧weH(2) -(&٠w), [٨(٣)Vw 

20 

 هوو.D المطلوب

 ولتعميم الفائدة نورد بعض المبرهنات والتطبيقات المتعلقة بمسائل

 inequalities) .(Va6iational المتراجحات التغيراتية

 مبرهنة لةحا).11.1 مجموعة محدودة(

 لتكن K مجموعة جزئية مغلقة ومحدبة ومحدودة وغيرخالية من

 فضاء بناخي .7 نفرض أن'٧-جK A: مؤثر شبه رتيب.
 عندئذ، لكل '٧ef، يوجد ueK بحيث :

(A(),v -u)>f(,٧-u), VveK٠ 
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 البرهان
 يعتمد على حل مسائل تقريبية كما جاء ة إثبات بعض المبرهنات

 السابقة. ولذلك نحيل القارئ إلى المرجع [51]، ص -247 ت.245

 مبرهنة 12.1 )حالة مجموعة غير محدودة(

 لتكن I مجموعة جزئية مغلقة ومحدبة وغير محدودة وغير خالية من

 فضاء بناخي ا. نفرض أن'٧K:A مؤثرشبه رتيب يحقق، من ألج
 عنصر v، eجF خاصية القسرية التالية :

 )٧-٧ ,)٧(A(ا
·=+0 ]1m 

 الا ا( مدة؟ا

 عندئذ، لكل '٧ef، يوجد ueK بحيث :
٧٧eK. »-u)>f(,»), (A(), 

 وفضلا عن ذلك، إذا حقق A العلاقة

#uو Vu, u,-u)>0, , (A(,)-A(ر) 

023) 

 فإن الحل وحيد.

 البرهان
 ليكن R>0 و{R<ا\ :Yeا/=,B و ,BnK=,.وامل
 كانت مK مجموعة محدبة ومغلقة ومحدودة فإنه يوجد، حسب المبرهنة

 ,w eKم10.1، يحقق :
024) ٠,Keج-٧(, -u,)>f(,٧٧ (4A@,),» 

 لتكن R بحيث ,R<اار، ولنختر ,R. R< بأذخ =٧ ذ٧ )420

 نحصل على •

(A (م),v-u,)>f( ,٧ج-u٨) 

 أو



 الفصل 8 : مسائل ناقصية غير خطية 224

-٧) ,u, f(<)(م) م,u٧م- (A 

 وباستعمال خاصية القسرية، وبفرض += ام إانلإ يأيت :

 ن ، {م{1 ام(ي )لا--ew,),@٨} او٣ا إ,,م

 ·١٧ ا,ا اv- مااصة
 ولذلك فإن o+= ر,ا(fا(. وهذا غير صحيح. ومنه يوجد ثابت موجب 6 بحيث

 ,C VR>ا,/ .
 ونتيجة لذلك فإن ))م( (A تكون أضيًا متتالية محدودة ذ 'V. إذن يمكننا

 استخراج متتالية جزئية )نرمزلها أضيًا )م(( بحيث :

A(م)-٧e٧' w٨»ueY, 
 closed) .(&eak6y محدبا ومغلقا فإنه يكون مغلقا بضعف K وماكان

 وبالتالي فإن .ueF وباستخدام )32( يأيت :
 م),م)VR ,,-u), -u)<f( (A .اا<

 ومنه نصل إلى :
lim sup(A(م),w,-u)<0. 

P-رمب 

 ثم نستعمل خاصية شبه الرتابة للمؤثر ٨ فيتبين أن :

(25) VveV, inf(A(م),u,-v)>(A(),u-v), lim 

 ليكن ء4 «. من الواضح أن ,Ke ٧ لكل ا/> .R ومن ثم فإن

 )42( تعطينا :

٧ve٧٠ (A(),u,-v)<(ي,w٨-v), 
 وبجعل ٨ يؤول إلى لانهاية نحصل على :

,u-٧) -»)sf infA(م),u٨ [im 
Rرم 

 وبالعودة إلى العلاقة )52( يتضح أن :

,u-٧) (A(),u-٧)<f( 
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 وهوما يعطي )320.

 لإثبات وحدانية الحل نفرض وجود حلين K. u,ue عندئذ :
026) ٧٧eK, ,»-u), (A(),»-u)>f( 
027) ٧٧eK. (A(),٧-u)>f(,٧-u), 

 عند أذخu= «ذ)620 و =u (27)ذ٧ يتبين أن :
(A()-A٨(),u-)<0 

 u D.w= وهوما يثبت أن

 مثال تطبيقي 1
 ليكن )H{)2= و٧

،}. K={4eY:4(x)>0,a.e.xe 

 K إنه من السهل التحقق من أن A. بدمح-= ومغلق وغير محدود. لتكن ٥

 نود إثبات وجود weK يحقق :
٧٧eK٠ -u)>f(,٧-u), (A(),٧ 

 بإعادة الخطوات المفصلة آافن يمكننا بسهولة إثبات أن A محدود
 ونصف مستمر ورتيب. وبالتالي فإنه شبه رتيب. ولإثبات القسرية نأذخ =0 .٧

 ومن ثم فإن :

 («,(A6) ٣ا, ي"
 - #-أا لء ر

 حيث /«v/]=اإا. ولذا، لكل )@-Hef، يوجد )@Hew يحقق:

(-Au,٧ -u)-/Vu.0٧٧-Va)>f(,٧ -u), ٧٧eK٠ 
20 

 ولما كان A٨ رتيبا تماماً فإن الحل وحيد.

 مثال تطبيقي 2
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 ليكن )W")2=٧ حيث p>1 و 2، مجالا محدودا من"R ، و
K-{8eV:/V%1>ا,aexe9}. 

 وليكن ٨ المؤثر المعرف 2 )8.01(، وهو :

 6yl ٨٦ r, 6r بي "و;وي ء

 بما أن A محدود ونصف مستمر ورتيب فإنه شبه رتيب.
 من السهل التحقق من أن K مجموعة جزئية مغلقة ومحدودة ة Y إذ

 إن : اs8/[- "}u اإا، وذلك مهما كان ueK )مع التذكيران 8

 يرمز لقياس (9 وهي أاضي محدبة وغيرخالية )لأن K). 0e وبتطبيق المبرهنة

 11.1 فإنه، لكل '٧ef، يوجد ueK يحقق :

 ,a@l, 1- &x or, &r ا٤;ج بتإ٤ ٠٠٠

 Compacuess طريقة التراص
 نتعرض ذ هذا البند سملأنيتل غيرخطيتين لتوضيح المزيد من تقنيات حل
 مسائل المعادلات التفاضلية الجزئية، وذلك باللجوء إلى طريقة تختلف عما رأاني

 2 البند السابق. سوف نستعمل الغمس المتراص.

 المسأةل 1.2

 ليكن 29 مجالاً محدوداً من "M حدودها o20 ملساء، نودً إيجاد حل
 "ضعيف' سمللأةل
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8 ٨ ou مء+٠ي-)&"ء.+(] ",خ ا 
 ,x& ,@ ذ1

 w=0,ean ا
028) 

 حيث aوf دالتان تحققان بعض الشروط نذكرها لاحقاً. بإعادة ما رأاني
 ضمن البند السابق، تكون الصيغة الضعيفة سمللأةل )82( •

.)@!ne٠٧ى3٧ ا}, Eja(:,)٧٧ 
i-6 ةx, &x, 

 ر920

 ويكون الحل الضعيف ذ هذه الحالة هودالة )2؟({Heu تحقق )920.

 carahteoodyr) تعريف 2.2 )دالة كرثيودورية

 نقول عن الدالة a:02xRIRI إنها كرثيودورية، إذا تحقق الشرطان :

 R ،te قابلة للقياس )قيوسة( لكل 29R:(1,٠)a أ( الدالة

 ب( الدالة a(x,.):RIRI مستمرة لكل + حيثما تقريبا ة 29 .

 توطئة 3.2

 p' p تعطى متتاليتان)(e);f و(e I (ي,)L حيث اذإ.م"د1
 كانت : «f ما-,f و «g م,ي فإن :

[4٠٤,]٤. 
2n o 

 البرهان
 لدينا:

 (٤٠-٤)٠\{>/e-٠٤٠/] ٤٠ا٠-٢&١+٢
2n n 20 

 ° كستنطين كرثيودوري )3781- (1950 رياضي أاملين
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 ولما كان رg ل,ي فإن ر ر,ا,gاا محدودة. وعليه:

٠٠\3-4&/٤l٠\s/٤٠ا٠-٨] 
20 

<M/;f-/١٨/-0. 
 ويما أن)(Lefو «g مل,ي فلا بد أن يكون :

 ]ا٤.-e\<1f1/\٤.-&\ء-0٠
20 

 وبالتالي:

 .صf] ٤.ر]٤
2n o 

 لحل المسأةل )92( سوف نقوم أولاً بحل سمأةل تقريبية فضاء منتهي

 البعد.

 نعلم أن ل )(H أاساس { ,وe,,e,,e}. نعتبر الفضاء المنتهي

 البعد e...,,e,e{anps.}-٧. نوذ إيجاد دالة رeرa2=. تكون حلا

 سمللأةل التقريبية الخطية التالية :

٨ y o ٠٠\٠e٠٧٧ ٧٠f/-و Efa(+,».)'''5 
i-iة &r, &r, 

(30) 

 حيث ,« دالة مثبتة ذ,7.

 مبرهنة 4.2

 M و a دالة كرثيودورية. نفرض أهن يوجد ثابتان موجبان a لتكن
 بحيث :

(31) 0<asa(x,ا)<M,a.e.xe 20, VtI 
 )03(. يحقق وحيد ,7e,w يوجد ،f لكل)('-H٤ عندئذ،
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 البرهان

 نعرف على الفضاء التام ,7 المزود بالنظيم =الآ«جاا٨ ا.ا،

 الشكل الثنائي الخطية :
٨ v o b(4.,v-)-2[e(+..)±/-= 
 .اسنر بد،إ.:،، "

 باستخدام الشرط )13( نجد بسهولة أن b محدود وقسري حيث إن :
 ١)h ٠.٩.٠٧u-)/<٨ ا٤ر/%٧-ا٤

b(vv.)2aاVv.ا٠ 
 كما أن F شكل محدود إذ إن :

 \F(-)s/ هدما.#ر ,ا:
 وبتطبيق توطئة لاكس- ميلغرام )لازةم 2.2 من الفصل (7 فإننا

 نحصل على ,آ€,w وحيد يحقق )03(.

 نعزف الآن التطبيق ا-,T 7: كالآتي:
 لكل ,« نرفق),@ ,T w= بحيث ,w هو الحل الضعيف سمللأةل )03(.

 بأذخ ,u v, )03G= يكون لدينا :
 .رءا.«v/رج,lfl=ر،%ا.wا» > 2

 وهوما يعطي

 ] ,.v، ر»ر1كاي
٤m و-2 ت L() 0 

 أي أن حلول المسائل )03( تبقى محدودة مهما كان اختيارنا للدالة,«. ولهذا

 فإن
T :8 (0,R)8 (0,R) 
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 حيث يرمز)R,0(B للكرة المغلقة ذات المركز 0 ونصف القطر

 لل =R.فإذا أاننكم إثبات أن T تطبيق مستمر فسوف تكون له ١١٨ ٠٠٠ ٠ ٠ .

 نقطة ثابتة ,,u T=(,,u) حسب مبرهنة براور.

 مبرهنة 5.2

 ا التطبيق T المعزف ألاعه مستمر.

 البرهان
 لتكن المتتالية ,Ve)«( بحيث ,١-«{«ذ ,٧. إن المتتالية ):(

 المعرفة ب )«(T=;ا تحقق ""<ا:ا. ومنه يمكننا استخراج • ، ، -- ااا٨ ، .. ٠ -٠

 نم)( متتالية جزئية، نرمز لها أاضي ب );u(، بحيث :
٧ uيي' »u,,, 

 ,u« )٩4± إ
u}-»w, a.e.re9. 

 نذكر أن ,,ا هو فضاء بناخي منتهي البعد.
 لتكن المتتالية )w( المرفقة، أي )w(T= ، ملعًا أن :

»٩٤) »w. 
 فيمكننا استخراج متتالية جزئية )نرمز لها أضيا بب ( بحيث :

»;w, ae.e9. 

 ولما كانت a دالة كرثيودورية فإنه من السهل التحقق من :
ae.٣e0. ())a(٠w,()) a(٣,w; 

 ثم إن :

 ,r, Er@ "جا« ءا%/٠٤(ء
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 نلاحف أن ورشط مبرهنة التقارب المسقوف ةققحم، ونم ثم:
٥ • yd ٠ ,a(+,w) و a(x,»)+٤1 
&r x, 

(32) 

 ونم جهة أرخى فإهن لدينا ,u, ة ,,ا. مما زلتسيم :
ou 6 d vo ' »a(r,»,)ه' م ٥ a(x,»)-٧٤ 
E, or, &r, &r, 

 وذلكل :
٨ vD M yo ou 
 ٠ا٤٠٤٦ /يخ تهج'ا.+اeإلإتء تمج ةجب/ • +.امإ2

 وبما أن

 -٠٠١٠٦٠&/٨-٢٠ $;lأ/+ا٠إ٤
 بفأذخ النهاية K»+o نحصل على:

 ٦٠٠٠٢٠٠ -٧٨٠٠٠$إ٠ -" "جف;٠٠٠٠إ٤

 ووهام يثبت أن T تطبيق مستمر.

 نتيجة 6.2

 تحت الشرط )13( فإهن لكل )eH'(0 f يوجد ,,آ< ,u يحقق :
» dy ou 
 (33) ٧٠٠٧٠ -٧٠٧٠١٠ بمخ خمش.،،اإ2

 البرهان
 إن التطبيق )R :B(0,R)B T,0) ارعلف ألاعه يحقق شروط

 مبرهنة براور. واباتليل فإن له نقطة ثابتة ,w بحيث ),,u. =T ,,w) وابوعتلضي
 عن «٨ , ذ )03( نحصل على )33(. وهو المطلوب.
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 نود الآن إثبات أن نهاية متتالية الحلول التقريبية)ي( تزودنا بحل
 سمللأةل )920. باستخدام )33( نرى أن المتتالية)ي( محدودة ذ )({H إذ أن

 » ت M1 « لأي ,ا.

 وباستغلال خاصية النمس احترمى سطا، ر:n ة )ei يمكا
 استخراج متتالية جزئية )نرمز لها أضيًا ب,u ( بحيث :

»u u, 2 H}() 

 ,،ر علك,
wي,»u a.e. re 29. 

 ونتيجة لذلك فإن :
a.e.xe20. a(±,u,())-a(x,u()), 

 منو),eH« جهة أرخى لتكن )2؟ ليةمتتاو«,2v ),@ بحيث ٧

 الفضاء )H{)2. نود إثبات :
٥y م v ,a(x,u(r)) t4 a(x,u,())- . 
&r, 6x, 

 فباستعمال متباينة مينكوفسكي Min&owsk6 " نحصل على :

6y ٥y ٥v 6v اة أجب،،- ،يا٠.٤ أ%،-ج.م]ا or ,ro, ة @x ,ro, 

6y 6v ،.،غ»٠-إ(· [ج ,r, &r ة 

 نلاحظ أن الحد الأول من الطرف الأيمن يحقق :

 "هرمن مينكوفسكي )4681- (1909 رياضي أاملين.
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 ٠.-٨ .١٧٠أا٤ ا١ا+٠.(٤:
 ولمعالجة الحد الثاني من الطرف الأيمن، نشير إلى أن :

8y 8y 
xe29, ae. a(x,u,)"--a(x,u)'-0»ا 

&r &x, 

8y 6y 8v -a(x,u)-<2M&\eL(2). a(x,,u) m 
&r, 6,r &١r 

 وباستخدام مبرهنة التقارب المسقوف نصل إلى :
٥y Oy +,ا[ د«)w.r.(±ه-"ك)+,ة ,0 ع)ء ox& ,x, 

 ويهذا نكون قد أاتتبث )43(.
 وباستعمال التوطئة ،3.2 والعلاقة )43( وملاحظة أن :

 ou ،12. بر ير,o ي
 آأ.٠٠او وا = [ {ت-
6r, 6r 

 يتضح أن )33( تعطى عند المرور إلى النهاية :

 ي_٢٠)٠٧٧.»[eH;). Eرا3
i-ة ox, &x, 

 هوو.D المطلوب

 المسأةل 7.2

 نتطرق الآن إلى سمأةل تتناول مؤثرا من نوع م- لابلاس. نود إيجاد
 حل سمللأةل :

8 ٨ &u ou . ٨ ب-)؟يأ.يغ ا @r, 1- &١r, 6r, 

 ,an »o ،0 را

(35) 
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(36) 

 P دالتان معطيان، وf و a بينما "R، حيث 9 مجال محدود وأسلم من

 عدد حقيقي يحقق p .2< بإعادة ما سبق فإن الصيغة الضعيفة سمللأةل )53(

 تأذخ الشكل التالي

 أودج )W(2 Veu= بحيث :

٨ ou ov ou ة "±ي-١٠٧٠&٧٨-٧ $ا •• م{زI- 6x١& &r, ,r, 

 ولحل هذه المسأةل، نثبت weY ونعرف المؤثر غير الخطي 'آج A,:٧ ب

٥ » & ou ««-ذ1 إيي /ييا.،٤x6, &r١& ,x, 

 توطئة 8.2

 نفرض أن a دالة كرثيودورية تحقق )13(. عندئذ يكون المؤثر ,٨

 محدودا ورتيبا ونصف مستمر وقسريا، أي يحقق :
 مر ا)u,)(,A(ا
 .م+« ا�ررا�'

٨t 
(37) 

 البرهان
 بمراعاة الشروط على ه وإعادة خطوات التطبيق 8.1 نصل إلى

 لنتيجةا).D المطلوبة )وضح ذلك

 9.2 نتيجة

 ليكن 2؟ مجالاً محدوداً و�ملس من "K. نفرض �ن a دالة

 كرثيودورية تحقق )13(. عندئذ، لكل '٧ef، يوجد حل وحيد وضعيف
 للمس�لة :

A,() =f 038) 
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 البرهان
 باستخدام التوطئة 8.2 وتطبيق المبرهنة نصل7.1 إلى المطلوب.

 eY لإتمام البرهان على وجود حل للمس�لة )53(، �ي وجود دالة
 تحقق الصيغة الضعيفة )63(، نعرف تطبيقا إ :٧ T يرفق بكل
 عنصر weY عنصرا ue7 يمثل الحل الوحيد للمس�لة )83(. نلاحف من

 خلال )83( آن الحل يحقق :

,) (A,(),)=f( 
 �ي

٨ ou ا٠٠ مؤ«»إج- 
<ll,/l,٠ 

 وباستخدام )13( نحصل على :

 {#a ا�ا> .
 مما يستلزم :

 ياء.«
C 

 w. اهذوe محقق مهما كان ٧

 ء C ء وعيه فإا اخترا .@قء «، حيك ثا/-م، فإن

 )T6)eB00,R u= �ي �ن :
، 

:B00,R)-B(0,R). T 

 لتطبيق مبرهنة براور يجب إثبات �ن T مستمر. ولهذا الغرض ن�خذ

 متتالية )( تتقارب نحو « ذ الفضاء ا. ولتكن )ع( متتالية الحلول
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 المرفقة، �ي �ن )@ =T إw. إن المتتالية)ع( محدودة ذ الفضاء

 الإنعكاسي ا. ومن ثم فإنه يمكننا استخراج متتالية جزئية )ر( وإيجاد
 wجك,u. بحيث ueY عنصر

 I(2). كما �ن المتتالية ),( تتقارب نحو«2 ،٧ وكذلك ذ

 وبالتالي يمكن استخراج متتالية جزئية ),@ بحيث :
w,»-w a.e. xe٥2. 

 وعليه فإنه لكل ،2eY يكون لدينا :

oz & &z &z ، •• هءءه ؟ًاي«.ء«± ي 
&r &x 6١,r 6x 

 وفضلا عن ذلك :

 -١اا١,C ,W) -يءجا"/ير ،
6r, &r, 6/r, 

 بدءام إيي سدسه دد، ،
 مي/ج«.ه مي /ييء»»

&r &r, &x &x 
1 1 

 p م' حيث إن ا=-+-.
 إذن، لكل ،veY لدينا :

p-2 p،-2 

aa ،ع، "ا@ارء aيa م ?,ر /J,»ا١ح{لاا[,'yا-ا 
6r 6r6r E/r 6,r6r 

 ومن ثم :

 ١-l,W١٠/ {ا-١«,C6 ±ي±""ي.ء،إي، ،ي"e ،إي
i-7ة [Vx, OrOx, ة-ا [Vx ox, Or, 

(39) 

 فإذا عرفنا المؤثر,A التالي :
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 �جج ل٤٤-٤ «»
 فإن )93( تعطي :

(40) (A,(z),v)-(A,(z),v), VveV. 

w,المرفق- والحل w, ، يحقق A,@,) =f. ثم ومن : 

(41) (4@,),»)=(f,v), VveY. 

 : يستلزم u,»"u الضعيف التقارب �ن كما

 (-),u,),@,8(جلإ. .),
 نذكر �ن :

8v 6y ، 6y 8 ± 6 ؟ي«»ه عء لإيا««.هr, 6r, r 6x, 

 و�ن :
ou, I@ر ou 
 ب د

6r ox, 
 وباستخدام التوطئة 3.2 فإننا نحصل على :

٨ 6y 6o .ا�يي/ر as».٨6.ي"«/٠" {,A6,w,)-E] 
 ,i- [Vx, ox, 6x ة

(42) 

 : ,A ومن جهة �خرى ينتج من رتابة المؤثر

0<(A,@,).u,)-(A,@,),v)-(A,6),u,)+(A,6)»). 

 وب�خذ النهاية +-r واستغلال العلاقات )04(- )24( نصل إلى :

(f,)-(f٨)-(٠٧A,6),u)+(A,(),٧)>0. 
 مما يستلزم �ن :

(A,(),» -u)>(f,٧-u)٠ (43) 

 ن�خذ الآن +z =٧ v ذ)34(، حيث 2eY و .2>0 وبالتالي نحصل على :
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+z),z)>(f,z). (A,( 
 وب�خذ النهاية ٨-0 ، واستعمال نصف استمرار رد يتبين :

(44) VzeY. (A,(),z)>f(,2), 
 وبإعادة الخطوات نفسها، واستبدال z u+ بالمقدار z w- نجد :

(45) VzeY. (A,(),2)s(f,z), 
 تؤدي المتباينتان )44( و )54( إلى :

(A,(),z)-(f,٦),٧2e٧ 
 �ي �ن u هو الحل المرفق ب «. إذن )@ T. u= ومن ثم فإن T تطبيق مستمر
 من )R,o@ B إلى )RB,0@. وبتطبيق مبرهنة براور يتضح �ن للتطبيق T نقطة

 ثابتة تحقق u، T=() �ي �ن :
٨ o 3y ou 
 "±ي-٨٢٠٧٠٧٠٤٧٠ مجا،.،[غ
i-7ة [Vr, ox,&x, 

 هوو.D المطلوب إثباته

 3 تمارين
 تمرين 1

 نفرض �ن "R "I:A مؤثر يحقق شروط التوطئة بحيث9.1 إن
.A(0)=0 تعطى eH-'(G) f علما �ن 9 مجال محدود و�ملس من .RR" 

 �وجد حداً �دنى للقيم c حتى تقبل المعادلة التالية حلا :
٠ (٨(Vu)+cVu)=f -div 
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 تمرين 2

 ليكن 2؟ مجالاً محدوداً و�ملس من "M. نعزف الدوال الكراثيودورية
R29رxR: 4, يوجد بحيث M >0 <0, €يحققان م : 

�a,(٢4)GG,>eاg7, ,0exeه vweR, 
i,1=ز 

VueRR. a.e.xe29, �a,ر(x,u)<M, 

 f. لتكن)-eH )٥ : ue بين)�H �ن للمس�لة الحدية حلا وحيدا)؟

٥ ٨ ou ر1 مء يا»(٠ء;'-٢ ا-@, &r, 
on629 w=0, '� 

 تمرين 3

 ليكن 2؟ مجالاً محدوداً و�ملس من "RM. تعطى الدالتان المستمرتان

 RM جG2xIRxIR b,a: اللتان تحققان
Vu,yeIR Vxe29, <a(x,u,»)sa,, <a, 0 

RI Vu,ve Vxe29, (x,u,»)sb,, 0<bsb 

 نفرض �ن )£('-Heg • بين �ن للمس�لة الحدية
 +ءn -غا,(+.،.«"%ا-٨٠ ou ج ٨

&,x 1٦ 6r, 

٥ ٨ ٨ ou 0 «ء+ ء-)"%« •. }-2ا«(٤,r ،- &r, 

[u=٧=0, ono2. 
 (,). (H;(o)) حلا وحيدا
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 تمرين 4

 نفرض �ن "RR:4 "RR مؤثر يحقق شروط التوطئة 9.1 بحيث إن
 .A(0)-0 ثعطى الدالة )"H-'(R. ef بين �ن للمعادلة :

xeR" -div(A(Vu))+u=f, 
 H'(R") .we حلا وحيدا

 تمرين 5
 "R. ليكن 9 مجالاً محدوداً و�ملس من ٢ تعطىe )@(٥ا-٣

 b>0: و a>0 التي تحقق من �جل ثابتين n,٠٠٠,a,,i=1,2 والدوال
29. xe a.e. Vi=1,2,...,n, 0<asa,(x)sb, 

 بين �ن للمس�لة الحدية

 «٠ ج/٨ هب»ج٤إ
 ,naer ,0د» اا

 p' p حلا وحيداً )o. ;We) نذكر �ن .ام.ام1

 تمرين 6

 تعطى )g(ا-٣ef. بين �ن لمس�لة كوشي

 ,6r, 6r, 1 &r م٠+�يب "جإ٤ي

 e. لاًحW!»(K) وحيداً

 تمرين 7

 ليكن 29 مجالاً محدوداً و�ملس. نعرف المجموعة
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٤-{8= w'().[0-م� 
20 

eH-(Q)نعتبرو .f 
 �( بين �ن K مجموعة غيرخالية، ومحدبة، ومغلقة وغير محدودة.

 ب( بين �ن للمتباينة التغيراتية

 ,f<(- u)(,٧-VveK «ر٥-(
 weK. حلا وحيدا

 تمرين 8

 نعرف المجموعة

R�. xe ae. H'(R):V4(±)s1 K-/8= 

 �( بين �ن K مجموعة غيرخالية، ومحدبة، ومغلقة وغير محدودة.

 ب( نعزف المؤثر )"R('-H)"R('H:4 كما يلي

 عد1sا «±ب ±ء""مش" ء،،
V٧eK٠ -u)>f(,٧-u), +u,٥-) ٧ 

 تمرين 9

 ليكن 2؟ مجالاً محدودا و�ملس. نعرف المجموعة
xeد� ae. W(0):6(r)>0 K-{٨e 

 حيث p>1 والمؤثر ٨ ب :

 ,r, @r, m 6r@ [ج "ي;نوء

 �( بين �ن K مجموعة غيرخالية، ومحدبة، ومغلقة وغير محدودة.
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 ueK بين �نه يوجد عنصروحيد f. (£5)٥'-eW ب( نفرض �ن

 بحيث

(Au,v-w)>(f,٧-u), VveK, 
 ، ، • ، ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي ي م
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